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3 Rozdelenia funkcií náhodných vektorov

Príklad 3.1. Nech X, Y sú nezávislé náhodné premenné s rozdelením Exp(λ). Nájdite
hustotu náhodnej premennej X + Y .

Príklad 3.2. Nech X, Y sú nezávislé náhodné premenné s rovnomerným rozdelením na
intervale (0, 1). Nájdite hustotu a strednú hodnotu náhodnej premennej XY .

Príklad 3.3. Nech X, Y sú kladné nezávislé spojité náhodné premenné. Vyjadrite hus-
totu náhodnej premennej XY pomocou hustôt náhodných premenných X a Y vzorcom
analogickým ku konvolu£nému vzorcu.

Príklady na precvi£enie

Príklad 3.4. Nech X, Y sú nezávislé náhodné premenné s rovnomerným rozdelením na
intervale (0, 1). Nájdite hustotu, strednú hodnotu a disperziu nasledovných náhodných
premenných a) X+Y ; b) X−Y . Rie²enie: a) fX+Y (z) = z pre z ∈ (0, 1), fX+Y (z) = 2−z
pre z ∈ (1, 2), fX+Y (z) = 0 inak; E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) = 1, D(X + Y ) = D(X) +

D(Y ) = 1/6. b) Ak Y ∼ R(0, 1), tak 1− Y ∼ R(0, 1), preto X − Y má rovnaké rozdelenie
ako X + Y − 1. Teda hustota X − Y je rovnaká ako v £asti a), ale posunutá o 1 do©ava.
�alej E(X − Y ) = E(X)− E(Y ) = 0 a D(X − Y ) = D(X + Y ) = D(X) +D(Y ) = 1/6.

Príklad 3.5. Nech X, Y sú nezávislé náhodné premenné, pri£om X má rovnomerné roz-
delenie na intervale (−1, 1) a Y má rovnomerné rozdelenie na intervale (−2, 2). Nájdite
hustotu, strednú hodnotu a disperziu náhodných premenných X + Y a XY . Rie²enie:

Ozna£me S = X + Y a V = XY . Potom fS(s) = (3 + s)/8 pre s ∈ (−3,−1〉, fS(s) = 1/4

pre s ∈ (−1, 1〉, fS(s) = (3− s)/8 pre s ∈ (1, 3〉, fS(s) = 0 inde. fV (v) = −(1/4) ln(|v|/2)
pre v ∈ (−2, 2), fV (v) = 0 inde. E(S) = 0 = E(V ), D(S) = 5/3, D(V ) = 4/9. Sú-
£et má takzvané lichobeºníkové rozdelenie. Zrejme D(X + Y ) = D(X) + D(Y ), ale aj
D(XY ) = D(X)D(Y ), lebo E(X) = E(Y ) = 0.

Príklad 3.6. Nech X a Y sú nezávislé náhodné premenné a nech Z = X/Y (predpokla-
dáme, ºe {ω |Y (ω) = 0} = ∅, t.j. Y sa nikdy nerovná nule). Nájdite distribu£nú funkciu
a hustotu náhodnej premennej Z pre prípady a) X, Y ∼ Exp(1); b) X, Y ∼ Rovn(0, 1).
Presved£te sa, ºe v ani jednom z týchto dvoch prípadov nemá náhodná premenná Z ko-
ne£nú strednú hodnotu. Rie²enie: a) fZ(z) = 1

(1+z)2
pre z ≥ 0 a fZ(z) = 0 pre z < 0;

b) fZ(z) = 1/2 pre 0 < z < 1, fZ(z) = 1/(2z2) pre z ≥ 1, fZ(z) = 0 inde. Rie²e-

nie: Pre exponenciálne. Z nezávislosti náhodných veli£ín X,Y dostávame, ºe zdruºená
hustota náhodného vektora (X, Y )′ je f(x, y) = f(x)f(y) = e−x−y pre x > 0, y > 0 a
f(x, y) = 0 inak. Distribu£ná funkcia FZ náhodnej veli£iny Z je v bode z > 0 nasle-
dovná: FZ(z) = P [Z < z] = P [X/Y < y] = P [Y > X/z] =

∫∞
0

∫∞
x/z

e−x−ydydx =

1
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∫∞
0
e−x(

∫∞
x/z

e−ydy)dx =
∫∞
0
e−xe−x/zdx =

∫∞
0
e−(1+1/z)xdx = 1/(1 + 1/z) = z

z+1
. Zrejme

FZ(z) = 0 pre z ≤ 0. Hustotu fZ náhodnej veli£iny Z dostaneme derivovaním distribu£nej
funkcie: fZ(z) = dFZ(z)/dz =

1
(1+z)2

pre z ≥ 0 a fZ(z) = 0 pre z < 0.
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