Priklady z pravdepodobnosti a Statistiky 2 (KAMS, FMFI UK)

10 Odhady, Testovanie hypotéz

Priklad 10.1. Nech X, ..., X, je ndhodny vyber z N (0, 0?), pricom o2 nepozname. Sfor-
mulujte test pre

Hy:0®=0p vs. Hy : 0? =0}, kde of < o7,
na hladine «, ktory ma medzi vSetkymi testami pre tieto hypotézy na hladine o najmensiu
pravdepodobnost chyby 2. druhu.

Priklad 10.2. Nech X7, ..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia Bin(m,p), kde m je zname
ap € (0,1) je neznamy parameter. a) Ukazte, Ze p, = ﬁ Y i, X; je odhad parametra p
pomocou metdédy maximalnej vierohodnosti.
b) Slovenské narodné divadlo predava na jedno predstavenie 100 listkov. Pocas poslednej
divadelnej sezony sa mu podarilo vypredat vSetky predstavenia. Divak, ktory si kupil listok,
pride na predstavenie s pravdepodobnostou p € (0,1) bez ohladu na predstavenie a divaci
sa rozhoduji nezavisle. Satniari spocitali na ésmich predstaveniach, kol'ko diviakov naozaj
prislo. Vysledky s dané tabulkou

predstavenie‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8

# divakov [ 9394 |89 |91[90 91|95 |90

Odhadnite pravdepodobnost p, ze divak s listkom pride na predstavenie SND, pomocou

metdédy maximalnej vierohodnosti.

Priklad 10.3. Nech X, ..., X,, je ndhodny vyber z rozdelenia Exzp(\), kde X > 0 je ne-
znamy parameter, t.j. X; maji hustotu A\e ** pre > 0. Napiste predpis pre odhad ), pa-

rametra A pomocou metody maximéalnej vierohodnosti ako funkciu premennych Xy, ..., X,,.

Priklad 10.4. Nech X, ..., X,, je ndhodny vyber z rozdelenia N(u,c?), kde p a 0® > 0
st nezndme parametre. a) Najdite odhad parametrov x4 a o pomocou met6dy maximalnej
vierohodnosti ako funkciu premennych Xj, ..., X,,. b) Merali sme priemer n = 10 stuciastok.
Vysledky st dané tabulkou:
1| 2 [ 3 4] 5 |67 ]8]9]10
1010 | 1035 | 997 | 978 | 1001 | 988 | 963 | 982 | 999 | 1031

Predpokladajme, Ze priemer stciastok ma rozdelenie N(u,0?). Odhadnite parametre y a
0% metodou maximalnej vierohodnosti.

Priklad 10.5. Merali sme vysku 12 roznych deti vo vekoch od 1 = 18,25 = 19, ..., 215 = 29
mesiacov. Predpokladame, Ze priemerna vyska (v danom vekovom rozmedzi) ma linedrny
trend v zavislosti od veku, pricom individualne odchylky od priemernej vysky maji nor-
maéalne rozdelenie s rozptylom nezéavislym od veku. Formalne: pre dieta vo veku x; je na-
merand vyska y; realizdciou nadhodnej premennej Y; = ax; + b + ¢;, kde g; ~ N(0,0?).
N4ajdite regresni priamku dx—l—l;, kde @ a b si odhady parametrov a, b metédou najmensich
stvorcov. Plati: 3212 a; = 282; 3712, a2 = 6770; 3.2, yi = 958, 5; 3212 yiwy = 22711, 3.
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Priklady na precvic¢enie

Priklad 10.6. Nech X7, ..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia Geo(p) (zacinajiceho od 0),
kde p € (0,1) je neznamy parameter. Ukazte, Zze odhad p pomocou metody maximalnej
vierohodnosti je p = ﬁ
Priklad 10.7. Nech X1, ..., X, je ndhodny vyber z tzv. Rayleighovho rozdelenia s nezné-
7332/(20.2) . .

pre z > 0 a f(z) je 0 inde.

.

mym parametrom o2, t.j. X; maji hustotou f(z) = e
Najdite odhad o2 parametra 2 pomocou metédy maximalnej vierohodnosti ako funkciu
premennych X, ..., X,. Ur¢te strednti hodnotu odhadu o2, ked vieme, ze E(X;) = o+/7/2

a D(X;) = 5%0”. Riefenie: 6 = \/y_,2?/(2n)

Priklad 10.8. Meriame rychlost pohybujiceho sa objektu v ¢asoch t; = ¢ sekind, pre
1 =1,2,3,4,5. Z fyzikidlnej podstaty problému a vlastnosti meracich zariadeni vieme, Ze
namerand rychlost objektu v ¢ase ¢ je ndhodna premenna s rozdelenim N (at + b, 0?), kde
a je zrychlenie objektu, b je jeho pociatoéna rychlost a o2 je konstanta charakterizujica
chybovost merani. Naviac vieme, Ze merania st navzajom nezavislé. Konkrétne namerané
hodnoty rychlosti boli v; = 99,27; vy = 108,80; v3 = 119,39; vy, = 128,30 a v5 = 139,88
m/s. Plati: 2?:1 v; = 595,64 a Zf’:l tiv; = 1887,64. Najdite odhad & zrychlenia a b
pociatoc¢nej rychlosti metédou najmengich $tvorcov. RieSente: a = 10, 1; b= 88, 9.

Priklad 10.9. Uvazujte linedrny model Y; = By + Siz; + €5, 1 = 1,...,n, kde €1,...,¢,
maji rozdelenie N(0,0?) a st nezavislé. a) N4jdite odhad parametrov 3y a ; metédou
maximalnej vierohodnosti. b) Najdite odhad parametrov Sy a /5 metédou najmensich
Stvorcov (priamym postupom). ¢) Najdite odhad parametrov Sy a 8; metédou najmensich
Stvorcov pomocou vzorca 3 = (FTF)LFTy.

Priklad* 10.10 (Test dobrej zhody). Po¢as dvoch tyzdiiov sme pozorovali, ako dlho trva
bankovému tradnikovi obsluha jedného zakaznika. Vysledné dizky obsluhy v, . .., y200 st
v tabulke zdruzené po skupinach (napr. menej ako 5 minat obsluhoval 58 zékaznikov).

dlzka obsluhy (v mintitach) | [0,5) | [5,10) | [10,20) | [20,30) | [30,00)
potet zéikaznikov | 58 | 42 | 58 | 26 | 16

Pomocou testu dobrej zhody na intervaloch danych tabulkou testujte na 5%-nej hla-
dine hypotézu Hy, ze dlzka obsluhy zakaznikov bankovym tradnikom méa exponencialne
rozdelenie s parametrom A\ = 1/10. Vieme, Ze 5%-na kritickd hodnota rozdelenia x? je
x2(0,05) = 9, 49.



