Priklady z pravdepodobnosti a Statistiky (KAMS , FMFI UK)

2 Axiomaticka definicia pravdepodobnosti

Priklad 2.1. Hodime vyvaZenou hracou kockou. (T.j. pravdepodobnost, 7Ze na
kocke padne ¢islo i je rovnaka pre vsetky i = 1,2,...,6.) Na vysledkoch hadzania
nas bude zaujimat iba to, ¢i padlo ¢islo 6. Najdite pravdepodobnostny priestor
(22, S, P) vhodny na modelovanie tejto situacie, t.j. navrhnite postupne Q, S aj P.
Formaéalne popiste udalost, Ze na kocke nepadla Sestka.

Priklad 2.2. Nech Q = {a,b,c,d} a F = {{a}, {b}}. Najdite najmensiu o-algebru
(Q,8) taka, ze F C S.

Priklad 2.3. Nech (22, 8;) a (2, S;) st o-algebry. NechS = {A CQ: Ae S NSy}
=81 N S,. Ukazte, ze (2, S) je o-algebra.

Priklad 2.4. Nech (2, S, P) je pravdepodobnostny priestor a nech A, B,C su
udalosti na tomto priestore. Nech B C A, P(A) = P(C) = 1/2, P(B) = P(AN
C)=1/4a P(BNC)=1/8. Najdite pravdepodobnost udalosti A\ (B U C).

Priklad 2.5. Nech P, a P st dve pravdepodobnosti (pravdepodobnostné miery)
na o-algebre (2,S). Nech a € [0,1]. Definujme funkciu P : & — R nasledovne:
P(A) = aP(A)+(1—a)Py(A) pre kazdé A € S. Potom P je tieZ pravdepodobnost
na (€2, S). Dokazte.

Priklad 2.6. Za okrihlym stolom je rovnomerne rozostavenych 6 stoli¢iek. Na-
hodne za tento stol rozsadime 6 T'udi, ktori tvoria 3 manzelské pary. Aka je prav-
depodobnost, Ze aspoil jeden manzel bude sediet presne na protilahlej strane stola
ako jeho manzelka?

Priklad 2.7. Do m krabic hodime n lopti¢iek (n > m), pri¢com pri kazdom hode
trafime prave jednu krabicu, kazda s pravdepodobnostou zasiahnutia 1/m. Najdite
pravdepodobnost, Ze na konci hadzania bude v kazdej krabici aspon jedna lopticka.
(Vysledok moze byt vyjadreny v tvare sumy.)

Priklady na precvicenie

Priklad 2.8. Hodime dvoma vyvazenymi mincami. Na vysledkoch hadzania nas
buda zaujimat len udalosti tykajice sa padnutych stran. Najdite pravdepodob-
nostny priestor (£2,S, P) vhodny na modelovanie tejto situacie. Formélne popiste
udalost, Ze na oboch minciach padla rovnaka strana (t.j. hlava-hlava, alebo znak-
znak) a uvedte pravdepodobnost tejto udalosti. Rieenie: QQ = {(H,H),(H,Z),
(Z,H),(Z,Z)}, 8§ = 2% - rozpiste!, A= {(H,H),(Z,Z)}, P(A) = 1/2.
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Priklad 2.9. Nech (,S) je o-algebra a nech ) # A € S. Definujme nasledovny
systém mnozin: Sy = {AN B : B € S§}. Potom (A, S4) je tiez o-algebra. Dokézte!

Priklad 2.10. Nech [ je mnozina indexov, nech (£2,S;) je o-algebra pre kazdé
i € I adefinujme S ={ACQ:AecS, prevsetky i € I} = NiesS;. Je potom tiez
(Q,S) o-algebra?

Priklad 2.11. Nech (€, S, P) je pravdepodobnostny priestor a nech A, B,C' € S.
Ukazte, ze P(AAC) < P(AAB) + P(BAC). (Symetricka diferenciu definujeme
AAB = (A\B)U(B\ A).)

Priklad 2.12. Rieste priklad 2.6 pre 8 stoliciek a 4 pary. RieSenie: 3/7.

Priklad 2.13. Na mnozine $tyroch vrcholov konstruujeme ndhodny neorientovany
graf bez sluciek tym sposobom, ze kazdu dvojicu vrcholov spojime s pravdepodob-
nostou p a to navzajom nezavisle. Najdite pravdepodobnost, ze vysledny graf bude
obsahovat a) aspon jeden izolovany vrchol; b) aspoii jeden trojuholnik. (Troju-
holnik je trojica vrcholov spojenych sposobom "kazdy s kazdym”.) RieSenie: a)
4¢% — 6¢° + 3¢°%, kde g =1 —p b) 4p® — 6p° + 3p".

Priklad 2.14. Nahodne vyberieme 3 rozne ¢isla spomedzi 1, ...,n, kde n > 3. Ak4

je pravdepodobnost, Ze sa medzi vybratymi ¢islami buda nachadzat nejaké dve
6(n=2)

susedné ¢isla? RieSenie: )
n(n—1)

Priklad 2.15. Postupnost ¢isiel (1,2,...,n) dokonale ndhodne premiesame. (T.j.
kazda spomedzi n! permutéacii ma rovnakia pravdepodobnost.) Najdite pravde-
podobnost p,, ze aspon jedno z ¢isiel 1,2,...,n bude po premieSani na svojom

A . “ . . . ; —_i)!
povodnom mieste. Uréte lim, o p,. Riefenie: p, = .o (—1)"*! . (Z‘)% a
lim, oo P =1 — L.

Priklad 2.16. Nech P je pravdepodobnost na (£2,S) a nech A;, As, ..., A, € S.
Indukciou vzhladom na n dokazte:

n

P(Up Ay =D (—1)F! > P(A,N...NA;)

k=1 1<i1 <ig<...<ip<n
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