
Príklady z pravdepodobnosti a ²tatistiky (KAM� , FMFI UK)

2 Axiomatická de�nícia pravdepodobnosti

Príklad 2.1. Hodíme vyváºenou hracou kockou. (T.j. pravdepodobnos´, ºe na
kocke padne £íslo i je rovnaká pre v²etky i = 1, 2, ..., 6.) Na výsledkoch hádzania
nás bude zaujíma´ iba to, £i padlo £íslo 6. Nájdite pravdepodobnostný priestor
(Ω,S, P ) vhodný na modelovanie tejto situácie, t.j. navrhnite postupne Ω, S aj P .
Formálne popí²te udalos´, ºe na kocke nepadla ²estka.

Príklad 2.2. Nech Ω = {a, b, c, d} a F = {{a} , {b}}. Nájdite najmen²iu σ-algebru
(Ω,S) takú, ºe F ⊆ S.

Príklad 2.3. Nech (Ω,S1) a (Ω,S2) sú σ-algebry. Nech S = {A ⊆ Ω : A ∈ S1 ∩ S2}
= S1 ∩ S2. Ukáºte, ºe (Ω,S) je σ-algebra.

Príklad 2.4. Nech (Ω,S, P ) je pravdepodobnostný priestor a nech A,B,C sú
udalosti na tomto priestore. Nech B ⊂ A, P (A) = P (C) = 1/2, P (B) = P (A ∩
C) = 1/4 a P (B ∩ C) = 1/8. Nájdite pravdepodobnos´ udalosti A \ (B ∪ C).

Príklad 2.5. Nech P1 a P2 sú dve pravdepodobnosti (pravdepodobnostné miery)
na σ-algebre (Ω,S). Nech α ∈ [0, 1]. De�nujme funkciu P : S → R nasledovne:
P (A) = αP1(A)+(1−α)P2(A) pre kaºdé A ∈ S. Potom P je tieº pravdepodobnos´
na (Ω,S). Dokáºte.

Príklad 2.6. Za okrúhlym stolom je rovnomerne rozostavených 6 stoli£iek. Ná-
hodne za tento stôl rozsadíme 6 ©udí, ktorí tvoria 3 manºelské páry. Aká je prav-
depodobnos´, ºe aspo¬ jeden manºel bude sedie´ presne na proti©ahlej strane stola
ako jeho manºelka?

Príklad 2.7. Do m krabíc hodíme n lopti£iek (n ≥ m), pri£om pri kaºdom hode
trafíme práve jednu krabicu, kaºdú s pravdepodobnos´ou zasiahnutia 1/m. Nájdite
pravdepodobnos´, ºe na konci hádzania bude v kaºdej krabici aspo¬ jedna lopti£ka.
(Výsledok môºe by´ vyjadrený v tvare sumy.)

Príklady na precvi£enie

Príklad 2.8. Hodíme dvoma vyváºenými mincami. Na výsledkoch hádzania nás
budú zaujíma´ len udalosti týkajúce sa padnutých strán. Nájdite pravdepodob-
nostný priestor (Ω,S, P ) vhodný na modelovanie tejto situácie. Formálne popí²te
udalos´, ºe na oboch minciach padla rovnaká strana (t.j. hlava-hlava, alebo znak-
znak) a uve¤te pravdepodobnos´ tejto udalosti. Rie²enie: Ω = {(H,H), (H,Z),

(Z,H), (Z,Z)}, S = 2Ω - rozpí²te!, A = {(H,H), (Z,Z)}, P (A) = 1/2.
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Príklad 2.9. Nech (Ω,S) je σ-algebra a nech ∅ 6= A ∈ S. De�nujme nasledovný
systém mnoºín: SA = {A ∩B : B ∈ S}. Potom (A,SA) je tieº σ-algebra. Dokáºte!

Príklad 2.10. Nech I je mnoºina indexov, nech (Ω,Si) je σ-algebra pre kaºdé
i ∈ I a de�nujme S = {A ⊆ Ω : A ∈ Si pre v²etky i ∈ I} = ∩i∈ISi. Je potom tieº
(Ω,S) σ-algebra?

Príklad 2.11. Nech (Ω,S, P ) je pravdepodobnostný priestor a nech A,B,C ∈ S.
Ukáºte, ºe P (A∆C) ≤ P (A∆B) + P (B∆C). (Symetrickú diferenciu de�nujeme
A∆B = (A \B) ∪ (B \ A).)

Príklad 2.12. Rie²te príklad 2.6 pre 8 stoli£iek a 4 páry. Rie²enie: 3/7.

Príklad 2.13. Na mnoºine ²tyroch vrcholov kon²truujeme náhodný neorientovaný
graf bez slu£iek tým spôsobom, ºe kaºdú dvojicu vrcholov spojíme s pravdepodob-
nos´ou p a to navzájom nezávisle. Nájdite pravdepodobnos´, ºe výsledný graf bude
obsahova´ a) aspo¬ jeden izolovaný vrchol; b) aspo¬ jeden trojuholník. (Troju-
holník je trojica vrcholov spojených spôsobom �kaºdý s kaºdým�.) Rie²enie: a)
4q3 − 6q5 + 3q6, kde q = 1− p b) 4p3 − 6p5 + 3p6.

Príklad 2.14. Náhodne vyberieme 3 rôzne £ísla spomedzi 1, ..., n, kde n ≥ 3. Aká
je pravdepodobnos´, ºe sa medzi vybratými £íslami budú nachádza´ nejaké dve
susedné £ísla? Rie²enie:

6(n−2)
n(n−1)

.

Príklad 2.15. Postupnos´ £ísiel (1, 2, . . . , n) dokonale náhodne premie²ame. (T.j.
kaºdá spomedzi n! permutácií má rovnakú pravdepodobnos´.) Nájdite pravde-
podobnos´ pn, ºe aspo¬ jedno z £ísiel 1, 2, . . . , n bude po premie²aní na svojom
pôvodnom mieste. Ur£te limn→∞ pn. Rie²enie: pn =

∑n
i=1(−1)i+1 ·

(
n
i

) (n−i)!
n!

a
limn→∞ pn = 1− e−1.

Príklad 2.16. Nech P je pravdepodobnos´ na (Ω,S) a nech A1, A2, ..., An ∈ S.
Indukciou vzh©adom na n dokáºte:

P (∪n
i=1Ai) =

n∑
k=1

(−1)k−1
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

P (Ai1 ∩ . . . ∩ Aik)
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