
0 Poznámky k poznámkam

� Okrem úvodu vznikali poznámky v roku 2020, úvod bol doplnený v roku 2022 - je teda
možné, že niektoré veci sa nebudú úplne zhodovat’ s tým, čo budem hovorit’ na prednáškach
(ked’že niekedy sa rozhodnem klást’ menš́ı/väčš́ı dôraz na iné veci, pŕıpadne sa na niečo budem
pozerat’ iným pohl’adom, pŕıpadne niečo pridám alebo vynechám).

� Ak je niečo sivou farbou, berte to ako nejakú drobnú poznámku, pŕıpadne snahu niečo viac
rozviest’/dovysvetlit’. V prinćıpe sa tieto časti dajú preskakovat’.

� Ak ste našli nejakú chybu (či už matematickú, gramatickú alebo štylistickú), pŕıpadne máte
pocit, že niečo nie je dobre/jasne vysvetlené, dajte mi, prośım, vediet’ prostredńıctvom for-
mulára na stránke https://forms.gle/nTox8o6J5FXj74bj9. Budem vel’mi vd’ačný.

1 Úvod

Čo je to časový rad?

Vol’neǰsie môžeme povedat’, že sú to chronologicky usporiadané dáta týkajúce sa jednej veci (jedného
štatistického znaku). Presneǰsie je to nejaká nekonečná postupnost’ náhodných premenných

(. . . , X−2, X−1, X0, X1, X2, . . .),

skrátene iba {Xt}t∈Z.
V praxi pracujeme vždy iba s tzv. konečným pozorovańım (x1, x2, . . . , xn), čo predstavuje re-

alizáciu náhodného vektora (X1, X2, . . . , Xn), kde n je nejaké prirodzené č́ıslo. V zmysle vol’neǰsej
defińıcie budeme aj konečné pozorovanie (x1, . . . , xn) nazývat’ časový rad. Iba drobná poznámka k
pojmu ,,realizácia”, ak by náhodou čitatel’ nebol s týmto pojmom zžitý - je to nejaké konkrétne
uskutočnenie javu, na ktorý sa pozeráme ako na náhodný. Napŕıklad ak náhodná premenná X
predstavuje č́ıslo na kocke, ktorú sa chystáme hodit’, tak jej realizácia x bude konkrétne č́ıslo, ktoré
nám padlo. Čiže rozdiel medzi vel’kým a malým ṕısmenom je, že vel’ké je náhodná premenná (ne-
vieme konkrétnu hodnotu) a malé je už konkrétne č́ıslo (v pŕıpade kocky napŕıklad 4). V časových
radoch väčšinou pracujeme s č́ıselnými dátami (čiže realizáciou), ale pri niektorých teoretických
úvahách je užitočné za tým vidiet’ aj tie náhodné premenné.

Ak nie je povedané inak (a na tomto predmete zrejme inak povedané nebude), časové úseky
medzi susednými dátovými bodmi sú aspoň približne rovnaké. Najbežneǰsie budeme pracovat’ s
mesačnými, kvartálnymi, ročnými a niekedy dennými dátami.

Kde sa s nieč́ım takýmto stretnút’?

Napŕıklad v

� medićıne (tep/tlak pacienta, denné počty nakazených/úmrt́ı koronav́ırusom,. . . ),

� financiách, ekonomike (vývoj úrokových mier, menových kurzov, tržby v obchode, . . . ),

� meteorológii, hydrológii (hladina riek, teplota vzduchu,. . . ),

� demografii

a mnohých iných oblastiach.

https://forms.gle/nTox8o6J5FXj74bj9


Načo je to dobré?

Dôvodov je mnoho, spomeňme tri hlavné.

1. Predikcia - jednou z najdôležiteǰśıch úloh pri analýze časových radov je jeho predikcia, t.j. na
základe konečného pozorovania časového radu, ktorý máme k dispoźıcii nájst’ rozumné odhady
pre Xn+1, Xn+2, . . . (pŕıpadne X0, X−1, . . .). Ak sme schopńı predikovat’, čo sa bude diat’ v
budúcnosti, tak na základe toho vieme rozumne prispôsobit’ svoje správanie v pŕıtomnosti.
Napŕıklad ak nám výjde, že cena bitcoinu bude v najbližš́ıch dňoch prudko klesat’, tak ho dnes
nenakúpime. Alebo ak vychádza predikcia, že počty nakazených budú prudko rást’, treba na
to adekvátne zareagovat’ už teraz.

2. Deskripcia - niekedy nás nemuśı zauj́ımat’, čo sa bude diat’ v budúcnosti - chceme iba poṕısat’

dané dáta (napŕıklad ich nejako charakterizovat’ menš́ım počtom č́ısel). Do kategórie des-
kripcia možno zaradit’ napŕıklad tieto veci (na tomto kurze sa budeme venovat’ iba prvej z
nich):

� Dekompoźıcia časového radu - v prinćıpe ide o rozklad tvaru

Xt = Trt + St + Et, (1.1)

kde Trt je trendová zložka (predstavuje akýsi dlhodobý priemer), St je sezónna zložka
(opisuje periodické zmeny v časovom rade, ktoré sa opakujú každý väčš́ı časový úsek -
napŕıklad pri mesačných dátach môžeme často vidiet’, že každý rok je v dátach podobný
vzor) a Et je reziduálna (alebo náhodná) zložka nemajúca deterministický charakter.
Takýto pŕıstup nám vie dat’ nejaký približný náhl’ad do dát (napŕıklad nám povedat’, čo
sa deje v jednotlivých ,,sezónach”) a môže slúžit’ aj na porovnanie viacerých časových
radoch - napŕıklad majme denné tržby dvoch obchodov - ak v jednom trendová zložka
vychádza Tr

(1)
t = 500 + 5t a v druhom Tr

(2)
t = 400 + 7t, tak môžno usudzovat’, že v

druhom obchode priemerné tržby rastú rýchleǰsie.

� Spektrálna analýza - slúži hlavne pri spracovańı signálu na poṕısanie toho, ako vel’mi sú
jednotlivé frekvencie (resp. cykly) v signáli zastúpené. Signál možno chápat’ ako nejakú
spojitú vlnu, avšak reálne (ak ju chceme mat’ uloženú v poč́ıtači), muśıme ju nejako
diskretizovat’, č́ım dostaneme postupnost’ bodov, čiže časový rad (náhodnost’ vzniká kvôli
šumu v signáli).

� Lineárna regresia - niekedy máme okrem časového radu (resp. jeho konečného pozoro-
vania (x1, . . . , xn)) aj nejaké potenciálne vysvetl’ujúce premenné zt,1, zt,2, . . . , zt,m (pre
t = 1, 2, . . . , n). Štandardne v takýchto situáciach uvažujeme lineárny model

xt = β0 + β1zt,1 + β2zt,2 + . . .+ βmzt,m + εt, (1.2)

t = 1, 2, . . . , n kde εt je nejaká náhodná chyba. Jednou z većı, ktorá nás môže zauj́ımat’

je ,,vplyv” jednotlivých vysvetl’ujúcich premenných na sledovaný časový rad, t.j. aké
sú hodnoty jednotlivých biet. Slovo ,,vplyv” je v úvodzovkách, nakol’ko nemuśı ı́st’ o
kauzalitu, môže to byt’ iba korelácia - presneǰsie slovo by teda mohlo byt’ ,,súvislost’”.
Problémom v časových radoch býva, že náhodné chyby ε1, . . . , εn sú často korelované, č́ım
je porušený základný predpoklad ,,klasickej” regresie - treba preto použit’ iné postupy
využ́ıvajúce modely pre časové rady.

3. Riadenie - niekedy môžeme správanie časového radu ovplyvňovat’ (napŕıklad ak chceme nejako
ovplyvnit’ tržby v obchode a máme na to potrebný kapitál, tak môžeme sa napŕıklad investovat’

do reklamy, alebo môžeme ,,investovat’” do zliav na tovar) - v takom pŕıpade môžeme chciet’

nájst’ optimálnu stratégiu, ktorá nám bude maximalizovat’ nejakú účelovú funkciu (napŕıklad
očakávaný zisk z tržieb v nasledujúcom mesiaci).



Na čo si dávat’ pozor pri práci s časovými radmi?

� Na kalendár - niektoré sledované znaky môžu byt’ výrazne ovplyvnené kalendárom, napŕıklad
počtom dńı v mesiaci (celkové mesačné tržby obchodu budú zrejme vo februári nižšie), počet
v́ıkendov v mesiaci, sviatky a prázdniny (najmä pohyblivé). Niekedy je teda vhodné dáta
nejakým spôsobom znormovat’ (napŕıklad zobrat’ mesačné tržby predelené počtom pracovných
dńı, pŕıpadne počtom dńı, kedy bol obchod v danom mesiaci otvorený), pŕıpadne zobrat’

nejaký ,,vyrovnaneǰśı” časový úsek (napŕıklad kvartál - v jednotlivých kvartáloch sú počty
dńı takmer rovnaké). Niekedy netreba priamo upravovat’ dáta, stač́ı si iba dávat’ pozor pri
interpretácii výsledkov.

� Zmena podmienok, respekt́ıve charakteru časového radu - napŕıklad predikovat’ počty na-
kazených počas lockdownu na základe dát z času, kedy lockdown nebol môže byt’ náročné,
až nemožné. V prinćıpe celá predikcia je založená na tom, že ak poznáme minulost’, resp.
pŕıtomnost’, tak ak sa nezmeńı charakter časového radu, tak vieme povedat’, ako bude zhruba
vyzerat’ budúcnost’. Toto je aj jeden z dôvodov, prečo robit’ iba kratšie predikcie - č́ım d’alej
do budúcnosti by sme ǐsli, tým je väčšia šanca, že sa niečo zmeńı (d’aľśı dôvod je ten, že č́ım
d’alej do budúcnosti ideme, tým viac sa prejavia potenciálne nepresnosti odhadov/merańı,
ktoré sme na základe súčasných dát spravili).

Podobne aj pri deskripcii môže byt’ niekedy vhodneǰsie rozdelit’ časový rad na viac ho-
mogénnych úsekov. Napŕıklad na Obr. 1 je modrou farbou zobrazený časový rad, ktorý sa śıce
správa lineárne, ale do času 50 podl’a nejakého predpisu a od času podl’a nejakého iného pred-
pisu. (V čase 50 sa zmeńı charakter.) Ak by sme to ale ignorovali a použili iba jednu priamku,
tak najlepšie (v nejakom zmysle), čo môžeme dostat’ je priamka zobrazená na Obr. 1 červenou
farbou, čo zjavne vystihuje časový rad vel’mi zle.

Takisto, ak by sme mali v tomto pŕıklade k dispoźıcii iba dáta do času 50, tak kvôli zmene
charakteru nemáme šancu rozumne predikovat’ správanie časového radu v časoch 51, 52, . . ..

Obr. 1: Pŕıklad zmeny charakteru časového radu

� Vol’ba dátových bodov - niekedy máme možnost’ si zvolit’, kedy, pŕıpadne ako často budeme
pozorovat’ hodnoty sledovaného znaku - treba dbat’ na to, aby to bolo zmysluplné a aj matema-
ticky zvládnutel’né - napŕıklad pri numerických výpočtoch môže vel’ký počet merańı výrazne
st’ažit’ výpočet (nebudeme preto napŕıklad sledovat’ počet zákazńıkov v obchode každú minútu
- nakol’ko tento počet sa až tak často menit’ nebude - stač́ı napŕıklad celkový počet za deň,
pŕıpadne hodinu). Naopak ak chceme nájst’ nejaké zákonitosti, tak merańı potrebujeme do-
statočne vel’a, respekt́ıve často (napŕıklad ak máme iba ročné dáta, nepovie nám to nič o
mesačných fluktuáciach).



Pŕıstupy k modelovaniu časových radov

Pŕıstupov je vel’a, z časových dôvodov sa ale budeme venovat’ iba nasledovným dvom (zrejme
najpouž́ıvaneǰśım):

1. Dekompozičný pŕıstup - ten už sme spomı́nali vyššie - ide o rozloženie časového radu na trend,
sezónnu zložku a šum (reziduálna zložka). Väčšinou sa uvažuje tzv. adit́ıvny model

Xt = Trt + St + Et,

avšak niekedy môže dáta lepšie vystihovat’ tzv. multiplikat́ıvny model tvaru

Xt = TrtStEt.

V takom pŕıpade je ale bežným postupom zlogaritmovanie dát (resp. celého modelu), č́ım
dostaneme

lnXt = lnTrt + lnSt + lnEt,

čo je opät’ adit́ıvny model - z toho dôvodu sa multiplikat́ıvnemu modelu nebudeme až tak
venovat’ (spomenieme iba zopár metód).

Spomeňme ešte, že v dekompozičnom pŕıstupe sa niekedy uvažuje aj takzvaná cyklická zložka
Ct charakterizovaná striedajúcou fázou rastu a fázou poklesu, ktorá ale nemuśı byt’ úplne pra-
videlná (napr. v literatúre sa dá stretnút’ s pojmom ,,business cycle”, ktorého d́lžka fluktuuje
medzi 5-7 rokmi (aj ked’ aj tento údaj sa meńı v závislosti od literatúri)). Ide o trochu spornú
zložku (vzhl’adom na nie úplne poriadnu definovatel’nost’) a často špecifickú pre nejakú oblast’,
takže na tomto kurze sa jej nebudeme venovat’.

2. Box-Jenkinsonova metodológia - základným pojmom v tomto pŕıstupe je tzv. biely šum - to
je časový rad {Wt}t∈Z s vlastnost’ami

� E(Wt) = 0 pre každé t ∈ Z,

� Cov(Wt,Ws) =

{
0 ak t ̸= s,

σ2 ak t = s,
pre l’ubovol’né t, s ∈ Z, kde σ2 > 0 je nejaký parameter.

Pomocou bieleho šumu sa potom vytvárajú tzv. ARMA modely, ktoré majú tvar

Xt = c+ ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + . . .+ ϕpXt−p +Wt + θ1Wt−1 + θ2Wt−2 + . . .+ θqWt−q,

kde c, ϕ1, . . . , ϕp, θ1, . . . , θq sú parametre. Časový rad teda v tomto pŕıpade modelujeme
ako nejakú lineárnu kombináciu minulosti (Xt−1, . . . , Xt−p) a bieleho šumu (Ws pre s ∈ Z
predstavuje akýsi náhodný impulz v čase s). Na rozdiel od mnohých iných štatistických
metód, v ARMA modeloch sa predpokladá (a využ́ıva) závislost’ jednotlivých merańı
X1, X2, . . .. Výhodou takýchto modelov je ich vysoká flexibilita (vedia sa prispôsobit’

rôznym, aj ,,divokým” tvarom časového radu) a kvalitné predikcie (spravidla lepšie ako
pri dekompozičných metódach). Naopak nevýhodou je ich t’ažšia interpretovatel’nost’

(často je t’ažké povedat’, čo sa skrýva za bielym šumom a za hodnotami jednotlivých
parametrov).

2 Dekompozičné metódy

Pripomeňme, že pri (adit́ıvnej) dekompoźıcii predpokladáme, že časový rad sa dá zaṕısat’ v tvare

Xt = Trt + St + Et,

pričom našou úlohou je v prinćıpe nájst’ nejaké odhady T̂ rt a Ŝt tak, aby T̂ rt + Ŝt bolo (v nejakom
zmysle) čo najbližšie k dátam xt pre t = 1, . . . , n. V niektorých metódach majú tieto odhady nejaký



konkrétny predpis, ktorý vieme aplikovat’ pre l’ubovol’né t ∈ Z (nie len pre t = 1, . . . , n) - v takom
pŕıpade môžeme tieto odhady použit’ aj na predikciu - pre nejaké prirodzené č́ıslo T > n môžeme
časový rad v čase T odhadnút’ (predikovat’) ako

X̂T = T̂ rT + ŜT

(ET odhadneme nulou - nakol’ko ide o šum, tak predpokladáme, že sa pohybuje okolo nuly a ked’že
je to nejaká nesystematická čast’, tak 0 je väčšinou najrozumneǰsia vec, ktorú môžeme zobrat’).

Začneme metódami, ktoré tieto zložky odhadujú postupne, t.j. najprv sa nájde T̂ rt a pomocou
neho sa dopoč́ıta Ŝt. Ukážeme si spôsoby odhadovania trendu

� matematickými krivkami definovanými menš́ım počtom parametrov (teda úloha odhadovania
trendu sa zredukuje na odhad parametrov),

� ḱlzavými priemermi - výhodou tejto metódy je, že je adapt́ıvna (teda vieme odhadnút’ aj
trendy ,,̌skaredš́ıch” tvarov, ktoré by sa jednoduchými funkciami modelovali t’ažko - napŕıklad
na Obr. 2 je touto metódou odhadnutý trend dát, ktorý sa t’ažko modeloval jednou priamkou
- porovnaj s Obr. 1), naopak jej nevýhodou sú predikcie, ktoré sa v tejto metóde robia
komplikovane a nie sú až tak dobré (čiže táto metóda je vhodneǰsia skôr na deskripciu),

Obr. 2: Pŕıklad použitia adapt́ıvnej metódy na dáta, v ktorých sa meńı charakter.

� metódou exponenciálneho vyrovnávania - tiež ide o adapt́ıvnu metódu, avšak s lepš́ımi pred-
ikciami.

Neskôr si ukážeme aj metódy, kedy sa trend aj sezónna zložka modelujú naraz.

2.1 Modelovanie trendu matematickými krivkami

V tejto časti budeme predpokladat’, že trend sa dá zaṕısat’ pomocou nejakého malého počtu pa-
rametrov, ktoré budeme označovat’ ako β0, β1, . . . , βk (pŕıpadne α, β, γ - v závislosti od metódy)
- trend potom budeme označovat’ ako Trt(β0, β1, . . . , βk). Pre predstavu - ak predpokladáme, že
trend má tvar priamky, tak sa dá zaṕısat’ ako Trt(β0, β1) = β0+β1t. Okrem toho krátka poznámka
k značeniu - trend je funkcia premennej t a β0, β1, . . . , βk sú parametre - ,,̌standardneǰsie” značenie
by teda malo byt’ skôr Trβ0,β1,...,βk

(t) - to ale môže spôsobit’, že v indexe bude privel’a ṕısmeniek, čo
nepôsob́ı úplne prehl’adne. Navyše v časových radoch je premenná t bežne v indexe - preto budeme
preferovat’ značenie Trt(β0, β1, . . . , βk), resp. ak bude zjavné, čo sú parametre trendu, tak iba Trt.



Úloha odhadnutia trendu sa tým pádom zjednoduš́ı na úlohu odhadnutia parametrov - tie spra-
vidla (a na tomto kurze výlučne) hl’adáme metódou najmenš́ıch štvorcov, t.j. hl’adáme také odhady

β̂0, . . . , β̂k, ktoré minimalizujú funkciu g definovanú ako

g(β0, . . . , βk) ≡
n∑

t=1

(Trt(β0, . . . , βk)− xt)
2. (2.1)

V niektorých pŕıpadoch túto úlohu vieme vyriešit’ analyticky zderivovańım funkcie g, inokedy bu-
deme hl’adat’ optimálne hodnoty parametrov numerickými metódami.

Výhodou takejto parametrizácie je aj možnost’ v niektorých pŕıpadoch porovnat’ tredny dvoch
časových radov - napŕıklad ak máme dve priamky, tak vieme povedat’, ktorá rastie rýchleǰsie.

Ďalej spomenieme najbežneǰsie použ́ıvané trendy a spôsoby odhadu parametrov.

Konštantný ,,trend”1

V takomto pŕıpade predpokladáme, že Trt(β0) = β0. Odhad β0 môžeme nájst’ deriváciou funkcie

g(β0) =
n∑

t=1

(β0 − xt)
2.

Derivácia tejto funkcie je

g′(β0) =
n∑

t=1

2(β0 − xt).

Pre odhad β̂0 muśı platit’, že g′(β̂0) = 0, teda

n∑
t=1

2(β̂0 − xt) = 0

n∑
t=1

β̂0 =
n∑

t=1

xt

nβ̂0 =
n∑

t=1

xt

β̂0 = x̄.

Čiže konštantný trend odhadneme ako aritmetický priemer dát (čo je vcelku zmysluplné).

Lineárny trend

V tomto pŕıpade predpokladáme, že trend má tvar priamky, t.j. Trt(β0, β1) = β0 + β1t. Funkcia g
a jej parciálne derivácie majú tvar

g(β0, β1) =
n∑

t=1

(β0 + β1t− xt)
2,

∂g

∂β0
(β0, β1) =

n∑
t=1

2(β0 + β1t− xt),

∂g

∂β1
(β0, β1) =

n∑
t=1

2(β0 + β1t− xt)t.

1Ťažko povedat’, či konštantu možno nazvat’ trendom, preto je slov́ıčko trend v úvodzovkách. V takomto pŕıpade
skôr hovoŕıme, že v dátach trend nie je (a iba fluktuujú okolo nejakej konštantnej hodnoty).



Pre odhady β̂0, β̂1 muśı platit’ ∂g
∂β0

(β̂0, β̂1) = 0 a zároveň ∂g
∂β1

(β̂0, β̂1) = 0, čiže v prinćıpe ide o sústavu
dvoch rovńıc o dvoch neznámych. Po dosadeńı do prvej rovnice dostávame

n∑
t=1

2(β̂0 + β̂1 − xt) = 0

nβ̂0 =
n∑

t=1

xt − β̂1

n∑
t=1

t

β̂0 = x̄− β̂1t̄

(t̄ sa dá jednoducho vyjadrit’ ako n+1
2
, ale nie je to až tak podstatné - môžeme to nechat’ v tomto

tvare). Z druhej rovnice (už aj s dosadeńım za β̂0) dostávame

n∑
t=1

2(β̂0 + β̂1t− xt)t = 0

n∑
t=1

(x̄− β̂1t̄+ β̂1t− xt) = 0

x̄nt̄− β̂1t̄
2n+ β̂1nt̄2 −

n∑
t=1

xtt = 0

β̂1(nt̄2 − nt̄2) =
n∑

t=1

xtt− nx̄t̄

β̂1 =
1
n

∑n
t=1 xtt− x̄t̄

t̄2 − t̄2
.

Pozor, medzi t̄2 a t̄2 je rozdiel - prvý výraz znamená priemer druhých mocńın hodnôt 1, 2, 3, . . . , n a
druhý výraz znamená priemer hodnôt 1, 2, 3, . . . , n umocnený na druhú. Opät’ plat́ı, že tieto výrazy
sa dajú vyjadrit’ čisto pomocou n, ale v praxi to aj tak budeme poč́ıtat’ v Exceli, kde je takýto
zápis možno aj rýchleǰśı. Hodnotu β̂1 by sme mohli spätne dosadit’ do vzorca pre β̂0, avšak opät’ to
pri praktickej realizácii nie je potrebné (ked’že budeme vyč́ıslovat’ hodnotu β̂1 a priamo toto č́ıslo

môžeme využit’ pri výpočte β̂0).

Kvadratický trend

Ďalej budeme predpokladat’, že trend má tvar Trt(β0, β1, β2) = β0 + β1t+ β2t
2. Opät’ by sme mohli

využit’ parciálne deriváce, avšak jednoduchšie je ı́st’ na odhad parametrov maticovo - konkrétne
funkciu g môžeme zaṕısat’ ako

g(β) = (X − Fβ)⊤(X − Fβ),

kde

� β je vektor parametrov, čiže β = (β0, β1, β2)
⊤,

� X je vektor merańı, čiže X = (x1, . . . , xn)
⊤ a

� F je matica tvaru 
1 1 1
1 2 4
1 3 9

...
1 n n2

 .



Ak by sme si rozṕısali výraz X −Fβ, dostali by sme n-rozmerný vektor, ktorý má na t-tom mieste
hodnotu xt − (β0 + β1t+ β2t

2), takže vo funkcii g naozaj dostaneme výraz

n∑
t=1

(xt − (β0 + β1t+ β2t
2))2.

Tým, že umocňujeme na druhú, tak je jedno, či v sume ide najprv xt, alebo hodnota trendu. To,
že naozaj výjde súčet štvorcov je jednoduchá vlastnost’ násobenia vektorov - napr. ak máme nejaký

č́ıselný vektor a =

a1a2
a3

, tak plat́ı

a⊤a =
(
a1 a2 a3

)a1a2
a3

 = a21 + a22 + a23.

Dá sa ukázat’, že v takomto pŕıpade funkcia g nadobúda minimum v bode

β̂ =
(
F⊤F

)−1
F⊤X.

Zrejme bolo na predmete Pravdepodobnost’ a štatistika, pŕıpadne Numerických metódach, budeme
o tom hovorit’ aj na Matematickej štatistike. Nejaká intúıcia za tým je, že g(β) sa dá rozṕısat’ ako

g(β) = (X − Fβ)⊤(X − Fβ) = X⊤X − 2β⊤F⊤X + β⊤F⊤Fβ

a následne vieme použit’ akési maticové derivovanie (funguje vel’mi podobne ako pri normálnom
derivovańı, len treba dávat’ pozor na rozmery mat́ıc, resp. vektorov) - ak máme v sč́ıtanci nemáme
betu, tak sa zderivuje na nulu, ak tam máme jednu betu (ako nejaký činitel’), tak odstránime iba
betu a ak máme v sč́ıtanci dve bety (tiež vo forme súčinu), tak tam necháme iba jednu a vynásobime
dvomi - v tomto pŕıpade

∂g

∂β
(β) = −2F⊤X + 2F TFβ.

Pre odhad β̂ teda muśı platit’

−2F⊤X + 2F⊤Fβ̂ = 0,

z čoho po úprave naozaj dostávame

β̂ =
(
F⊤F

)−1
F⊤X.

Polynomický trend

Všeobecne môžeme uvažovat’ polynomický trend, čiže Trt(β0, β1, . . . , βk) = β0+β1t+β2t
2+. . .+βkt

k,
pričom všetko funguje analogicky ako v kvadratickom trende, jedine vektor parametrov β je o niečo
,,dlhš́ı” a matica F je o niečo ,,̌siršia”, konkrétne v tomto pŕıpade má tvar

F =


1 1 1 . . . 1
1 2 4 . . . 2k

...
...

...
. . .

...
1 n n2 . . . nk

 .

Odhad parametrov výjde rovnako ako v predchádzajúcom, čiže

β̂ =
(
F⊤F

)−1
F⊤X.

Môžeme si všimnút’, že tento pŕıpad zahŕňa všetky doteraz spomenuté. V praxi sa najbežneǰsie
stretneme s lineárnym, pŕıpadne kvadratickým trendom - vyššie stupne polynómu sú zriedkavé.
Plat́ı śıce, že č́ım vyšš́ı stupeň polynómu, tým lepš́ı bude ,,fit” (to ako presne krivka prechádza
dátovými bodmi), avšak často je to nežiadúce, lebo



� od trendu ani principiálne nechceme, aby úplne presne opisoval dátové body x1, . . . , xn -
chceme iba akési ,,priemerné správanie” časového radu,

� polynóm vysokého stupňa má tú zlú vlastnost’, že vel’mi rýchlo ,,ulet́ı” do plus alebo mı́nus
nekonečna - často sa teda stane, že v tejto situácii bude śıce model pre dátové body ako
tak v poriadku, ale bude dávat’ vel’mi nereálne predikcie. Napŕıklad na Obr. 3 sú zobrazené
dáta, ktoré by sa dali modelovat’ lineárnym trendom - ak ich budeme modelovat’ polynómom
štvrtého stupňa, tak śıce je fit dobrý, podobne aj krátkodobé predikcie, avšak časom tento
polynóm vel’mi rýchlo začne klesat’ do −∞.

Obr. 3: Pŕıklad predikcíı źıskaných použit́ım polynomického trendu (štvrtého stupňa).

Predikčné intervaly v polynomickom trende

Ak by náhodou v časovom rade nebola sezónna zložka a ak by platilo, že E1, E2, . . . sú nezávislé
a všetky majú rozdelenie N(0, σ2), tak pre ,,budúcnost’” časového radu XT , (T > n) možno
konštruovat’ 95% predikčné intervaly (interval, do ktorého na 95% ,,padne XT”) - tie majú tvar(

X̂T − tn−(k+1)(97.5%)sfT , X̂T + tn−(k+1)(97.5%)sfT

)
,

kde

� X̂T je predikcia časového radu v čase T (źıskame ako β̂0 + β̂1T + . . .+ β̂kT
k),

� s =
√

(X−F β̂)⊤(X−F β̂)
n−(k+1)

,

� fT =
√
1 + (1, T, T 2, . . . , T k)(F⊤F )−1(1, T, T 2, . . . , T k)⊤,

� tn−(k+1)(97.5%) je 97.5% kvantil t rozdelenia s n− (k+1) stupňami vol’nosti (v Exceli dosta-
neme ako T.INV(0.975,n− (k + 1)) ).

Je možné použit’ aj iné percento ako 95% (v takom pŕıpade potom stač́ı zmenit’ kvantil t rozdele-
nia), avšak toto je zrejme najpouž́ıvaneǰsie. Ak by sme chceli α percentný predikčný interval, miesto
97.5% kvantilu t rozdelenia použijeme 100%− 100%−α

2
percentný kvantil. Ďalej je potrebné pozna-

menat’, že predpoklad o nezávislosti E1, E2, . . . , je v časových radoch skôr výnimkou ako pravidlom,
preto je pred pŕıpadnou konštrukciou takýchto intervalov vhodné sa presvedčit’, že predpoklad o
nezávislosti a rovnako aj o normalite je splnený, inak môžu mat’ výrazne nižšiu spol’ahlivost’, ako
si mysĺıme.



Exponenciálny trend

V tomto pŕıpade predpokladáme, že Trt(α, β) = αβt, kde β > 0. Ak α > 0, tak β > 1 znamená
exponenciálny nárast a β ∈ (0, 1) znamená exponenciálny pokles (β = 1 znamená konštantný
trend). Odhady parametrov α, β vieme nájst’ opät’ metódou najmenš́ıch štvorcov - v tomto pŕıpade

ale nemáme explicitné vyjadrenie pre α̂ a β̂ - odhady je potrebné nájst’ numericky (to sa dá aj
v Exceli, návod bude na konci tejto časti).

Obr. 4: Exponenciálny trend - parametre odhadnuté numericky MNŠ.

Pri dátach exponenciálneho tvaru môže dobre fungovat’ aj multiplikat́ıvny model - v takom
pŕıpade po zlogaritmovańı dostávame

lnTrt(α, β) = lnα + t ln β, (2.2)

čo je už lineárny trend s parametrami lnα a ln β. Odhady l̂nα a l̂n β vieme nájst’ rovnako ako pri
lineárnom trende, teda minimalizáciou výrazu

n∑
t=1

(lnxt − lnα− t ln β)2. (2.3)

Z odhadov l̂nα a l̂n β potom vieme vypoč́ıt’at’ odhady α̃ = el̂nα a β̃ = el̂nβ. Pozor, α̃ ̸= α̂ a β̃ ̸= β̂ -
ide o rôzne odhady (ale obidva v nejakom zmysle rozumné).

Modifikovaný exponenciálny trend

V tomto pŕıpade má trend tvar Trt(α, β, γ) = γ + αβt, β > 0, čiže môžeme exponenciálnu krivku
posúvat’ v smere y−ovej osi. Odhady parametrov α, β, γ hl’adáme numericky metódou najmenš́ıch

Obr. 5: Pŕıklad modifikovaného exponenciálneho trendu pre α < 0, β ∈ (0, 1) a γ > 0.



štvorcov. V trende máme teraz súčet, takže zlogaritmovanie by nám nepomohlo (na odhady existujú
aj ,,kalkulačkové postupy”, ale numerické riešenie je v dnešnej dobe rýchleǰsie aj presneǰsie).

Ked’že máme viac parametrov, tak táto modifikovaná verzia bude vždy presneǰsia - v praxi preto
môžeme pri exponenciálne vyzerajúcich dátach vždy vyskúšat’ túto (aj pri podozreńı, že to je iba
obyčajný exponenciálny trend) a ,,v najhoršom” nám γ̂ výjde 0 (resp. bĺızko 0).

Logistický trend

Logistický trend je daný vzorcom Trt(α, β, γ) = γ
1+αβt , α, β, γ > 0. Z predpisu vyplýva, že ak

β ∈ (0, 1), tak Trt → 0 pre t → −∞ a Trt → γ pre t → ∞ (ak β > 1, tak naopak). Krivka má
,,eśıčkovitý” tvar a je symetrická okolo inflexného bodu − lnα

lnβ
(vid’ Obr. 6) - kto by si náhodou

nepamätal, tak inflexný bod je taký bod, v ktorom sa meńı funkcia z konvexnej na konkávnu (resp.
naopak). Odhady parametrov metódou najmenš́ıch štvorcov hl’adáme numericky.

Obr. 6: Odhad logistického trendu.

Gompertzova krivka

Ako poslednú spomenieme Gompertzovu krivku - tá má predpis Trt(α, β, γ) = eγ+αβt
, β > 0,α < 0.

Tvarovo vie byt’ takáto krivka vel’mi podobná logistickému trendu, hlavný rozdiel je, že Gompert-
zova krivka nie je symetrická okolo inflexného bodu − ln(−α)

lnβ
(vid’ Obr. 7 - trochu to tam vidno).

Odhady parametov hl’adáme numericky.

Vol’ba krivky

Najdôležiteǰsie je vykreslit’ si dáta a sledovat’ aký majú tvar - z toho sa dá často usúdit’, aká krivka
by mohla byt’ vhodná. V niektorých pŕıpadoch nám niekto túto informáciu dá, pŕıpadne vieme
typ krivky uhádnut’ z povahy dát (niektoré deje sa prirodzene správajú exponenciálne alebo napr.
v populačnej biológii je zase celkom bežná Gompertzova krivka a podobne). V pŕıpade, že si nie
sme istý, treba vyskúšat’ viac kriviek a pozriet’ sa, ktorá lepšie popisuje dáta - napr. ktorá z nich
má menšiu sumu štvorcov reźıdúı

n∑
t=1

(xt − T̂ rt)
2, (2.4)

pŕıpadne (ak to je zjavné) z obrázka. V učebnici možno na strane 40 nájst’ zopár informat́ıvnych
testov pre vol’bu krivky - skúšal som ich na generovaných dátach a pravdupovediac vel’mi nesedeli,
takže skôr neodporúčam.



Obr. 7: Odhad Gompertzovej krivky.

Numerické hl’adanie parametrov metódou najmenš́ıch štvorcov v Exceli

V prvom rade si treba spustit’ doplnok ,,Riešitel’” (Solver). To sprav́ıme nasledovne:

� Pôjdeme na Súbor → Možnosti → Doplnky (File → Options → Add-ins).

� Dole je ,,Spravovat’” (Manage)- tam vyberieme ,,Doplnky programu Excel” (Excel Add-ins)
a stlač́ıme Spustit’ (Go).

� Zaklikneme ,,Doplnok Riešitel’” (Solver Add-in) a klikneme OK.

Obr. 8: Spúštanie Excelovského doplnku ,,Riešitel’”.

Samotné hl’adanie si ukážeme na pŕıklade - povedzme, že máme dáta ako na Obr. 9 a rozhodneme
sa, že chceme cez tieto dáta preložit’ nejakú Gompertzovu krivku - muśıme teda nájst’ vhodné
parametre α, β, γ. Na úvod treba spravit’ v Exceli zopár pŕıpravných krokov:

� Nastav́ıme si hodnoty nejakých štartovaćıch parametrov, napr. α0 = −1, β0 = 0.5, γ0 = 1.
Tieto č́ısla zadáme napr. do buniek G2,G3 a G4 (vid’ Obr. 10). Č́ım bližšie sú štartovacie
hodnoty k optimálnym parametrom, tým lepšie, ale v takejto jednoduchej úlohe to Excel



Obr. 9

nšt’astie zvládne aj s nepresnými hodnotami (aké sme dali my, vid’ oranžová čiara v grafe na
Obr. 10). Štartovacie parametre by mali sṕlňat’ podmienky pre túto krivku, čiže α0 < 0 a
β0 > 0.

� Vypoč́ıtame aké by boli fitované hodnoty pri takýchto parametroch - t.j. vypoč́ıtame funkciu
Trt(α0, β0, γ0) pre t = 1, . . . , n - v našom pŕıklade sme si tieto hodnoty dali do st́lpca C. Ak
chceme, môžeme funkciu Trt(α0, β0, γ0) pridat’ aj do grafu.

� Vypoč́ıtame štvorce reźıdúı pri takýchto parametroch, t.j. hodnoty (xt − Trt(α0, β0, γ0))
2 pre

t = 1, . . . , n - v našom pŕıklade si ich ulož́ıme do st́lpca D.

� Vypoč́ıtame sumu štvorcov reźıdúı pri týchto parametroch, t.j.
∑n

t=1(xt − Trt(α0, β0, γ0))
2

a ulož́ıme si ju napr. do poĺıčka G5. Všetky tieto výpočty musia byt’ robené (,,previazané”)
pomocou Excelovských vzorcov, čiže ak by sme teraz zmenili napr. hodnotu β (bunka G3),
mali by sa nám zmenit’ aj hodnoty v st́lpcoch C, D a hodnota v bunke G5

Obr. 10

Teraz môžeme v Exceli prejst’ na Údaje → Riešitel’ (Data → Solver). Tam nastav́ıme (vid’ Obr. 11):



� V ,,Nastavit’ ciel’” (Set Objective) zadáme bunku G5 (tú chceme minimalizovat’).

� V ,,do” (to) nastav́ıme Minimum (lebo minimalizujeme).

� V ,,Zmenou premenných buniek” (By Changing Variable Cells) zadáme G2:G4 (tam sú naše
parametre).

� V ,,Podlieha obmedzeniam” (Subject to the Constraints) pridáme G2<=0 (lebo α < 0) a
G3>=0 (lebo β > 0) - ostré nerovnosti sa tam nedajú pridat’, preto je tam aj rovnost’.

� ,,Vytvorte nezápornú hodnotu premenných, ktoré sú bez obmedzeńı” (Make Unconstrained
Variable Non-Negative) odklikneme (to nechceme).

� Vo ,,Vybrat’ metódu riešenia” (Select a Solving Method) zvoĺıme Nelineárny algoritmus GRG
(GRG nonlinear).

� Spust́ıme ,,Riešit’” (Solve).

Obr. 11

Excel nám oznámi, či našiel riešenie (v takýchto úlohách väčšinou nie je problém), ktoré môžeme
skontrolovat’ (napr. z grafu). Ak by sme s ńım náhodou neboli spokojný, môžeme to skúsit’ zopakovat’

s inými štartovaćımi parametrami. V našom pŕıpade to našlo riešenia α̂ ≈ −21.11, β̂ ≈ 0.85 a
γ̂ ≈ 3.01, čo podl’a grafu vyzerá byt’ v poriadku (vid’ Obr. 12).

3 Metóda ḱlzavých priemerov

V tejto metóde odhadujeme trend váženým priemerom okolitých hodnôt, napŕıklad

T̂ rt =
1

8
(xt−2 + 2xt−1 + 2xt + 2xt+1 + xt+2), (3.1)

pre t = 3, 4, . . . , n − 2 (vid’ Obr. 13). Zjednodušene môžeme pravú stranu výrazu (3.1) zaṕısat’

ako 1
8
(1, 2, 2, 2, 1)xt. Táto metóda patŕı medzi tzv. adapt́ıvne metódy, t.j. vie sa ,,prispôsobit’”

zmenám v trende (ktoré by sme napŕıklad nedokázali ,,pokryt’”, ak by sme sa obmedzili iba na
jednu z kriviek spomenutých v predchádzajúcej časti). V nasledujúcich častiach sa zameriame na
nasledovné otázky:



Obr. 12

Obr. 13: Odhad trendu ḱlzavým priemerom 1
8
(1, 2, 2, 2, 1).

� Aká je za tým idea?

� Ako rozumne volit’ váhy vo váženom priemere?

� Ako riešit’ okrajové body (napr. v (3.1) T̂ rt v časoch t = 1, 2, n−1, n−2), pŕıpadne predikcie

trendu T̂ rn+1, T̂ rn+2, . . .?

� Ako volit’ tzv. ,,̌śırku okna”? (Kol’ko okolitých bodov brat’?)

Aká je za tým idea?

Idea je taká, že trend budeme modelovat’ priamkou/polynómom lokálne - napŕıklad pre prvých pät’

bodov x1, x2, x3, x4, x5 nájdeme priamku β0(3) + tβ1(3) (trojka v zátvorke je na počest’ toho, že
berieme body v okoĺı bodu x3), ktorá je k týmto bodom najbližšie (β0(3), β1(3) nájdeme metódou
najmenš́ıch štvorcov) a Tr3 odhadneme ako β0(3)+3β1(3). Ďalej sa posunieme o jeden časový úsek
,,doprava” - bodom x2, x3, x4, x5, x6 nájdeme priamku β0(4) + tβ1(4), ktorá je k nim najbližšie a
Tr4 odhadneme ako β0(4) + 4β1(4). Analogicky sa posúvame pozd́lž celých dát (vid’ Obr. 14).

Konkrétny výpočet si ukážeme pre polynóm tretieho stupňa v pŕıpade, že š́ırka okna je 5. Majme
teda nejakú päticu bodov xt−2, xt1 , xt, xt+1, xt+2 - chceme nájst’ polynóm tretieho stupňa, ktorý je
k týmto bodom najbližšie a hodnotu Trt potom odhadneme ako funkčnú hodnotu tohto polynómu



Obr. 14

v bode t (vid’ Obr. 15). Užitočná vec, ktorú si môžeme uvedomit’ je, že z hl’adiska odhadu hodnoty
Trt sa nič nestane, ked’ si celú situáciu ,,prenesieme” v smere x−ovej osi tak, aby bola symetricky
okolo bodu 0 (vid’ Obr. 16) - toto nám značne zjednoduš́ı výpočty. Hl’adáme teda funkciu ft (t v
indexe je preto, lebo riešime Trt) tvaru

ft(τ) = β0 + β1τ + β2τ
2 + β3τ

3, (3.2)

ktorá bude v bodoch −2,−1, 0, 1, 2 čo najbližšie k hodnotám xt−2, xt−1, xt, xt+1, xt+2 (patrilo by
sa ṕısat’ β0(t), . . . , β3(t), ale pre jednoduchost’ to budeme vynechávat’). Reálne nás potom bude
zauj́ımat’ iba ft(0) = β0 (vid’ Obr. 16) - to je jedna z prvých výhod toho, že sme si dáta po-
sunuli v smere x-ovej osi. Parametre β0, β1, β2 a β3 hl’adáme metódou najmenš́ıch štvorcov, teda
minimalizáciou výrazu

g(β0, β1, β2, β3) =
2∑

τ=−2

(xt+τ − β0 − β1τ − β2τ
2 − β3τ

3)2 (3.3)

Obr. 15 Obr. 16



Deriváciou podl’a β0 dostaneme

∂g

∂β0
(β0, β1, β2, β3) =

2∑
τ=−2

2(xt+τ − β0 − β1τ − β2τ
2 − β3τ

3) · (−1) =

= −2
2∑

τ=−2

xt+τ + 2β0

2∑
τ=−2

1 + 2β1

2∑
τ=−2

τ + 2β2

2∑
τ=−2

τ 2 + 2β3

2∑
τ=−2

τ 3 =

= −2
2∑

τ=−2

xt+τ + 10β0 + 20β2,

kde sme využili, že
∑2

τ=−2 τ
k = 0 pre nepárne k (a

∑2
τ=−2 τ

k pre párne k vieme l’ahko vyč́ıslit’) - to
je d’aľsia výhoda toho, že sme si dáta posunuli v smere x-ovej osi tak, aby boli symetricky okolo 0.
Podobne sa nám zjednodušia aj d’aľsie derivácie

∂g

∂β1
(β0, β1, β2, β3) = −2

2∑
τ=−2

τxt+τ + 20β1 + 68β3

∂g

∂β2
(β0, β1, β2, β3) = −2

2∑
τ=−2

τ 2xt+τ + 20β0 + 68β2

∂g

∂β3
(β0, β1, β2, β3) = −2

2∑
τ=−2

τ 3xt+τ + 68β1 + 260β3.

Ked’že nás zauj́ıma iba β0, stač́ı zobrat’ iba
∂g
∂β0

a ∂g
∂β2

a položit’ ich nule, z čoho dostaneme dve
rovnice o dvoch neznámych

5β0 + 10β2 =
2∑

τ=−2

xt+τ / · 17

10β0 + 34β2 =
2∑

τ=−2

τ 2xt+τ / · (−5)

85β0 + 170β2 = 17
2∑

τ=−2

xt+τ

−50β0 − 170β2 = −5
2∑

τ=−2

τ 2xt+τ .

Sč́ıtańım týchto dvoch rovńıc dostaneme

35β0 = 17(xt−2 + xt−1 + xt + xt+1 + xt+2)− 5(4xt−2 + xt−1 + xt+1 + 4xt+2) =

= −3xt−2 + 12xt−1 + 17xt + 12xt+1 − 3xt+2,

čiže

T̂ rt = β0 =
1

35
(−3, 12, 17, 12,−3)xt. (3.4)

Takúto lineárnu kombináciu okolitých hodnôt by sme dostali pri polynóme l’ubovol’ného stupňa a
pri l’ubovol’nej š́ırke okna - jediné, čo sa bude menit’, sú váhy, ktoré prirad́ıme jednotlivým okolitým
hodnotám (odvodenie by bolo rovnaké a pri takomto postupe nám nemá ako vzniknút’ niečo iné
ako lineárna kombinácia).

Plat́ı, že



1. súčet váh bude vždy 1, pretože váhy w−m, . . . , wm nezávisia od hodnôt xt−m, . . . , xt+m (m je
nejaké prirodzené č́ıslo určujúce š́ırku okna) a ak by sa stalo, že všetky xt−m, . . . , xt+m sú
rovné nejakej konštante x⋆ tak pri polynóme stupňa d (d je l’ubovol’né nezáporné celé č́ıslo)

nám muśı výjst’ T̂ rt = β0 = x⋆ a β1 = . . . = βd = 0 (lebo takýto ,,polynóm” by dokonale
prechádzal všetkými bodmi) - platilo by teda

x⋆ = β0 =
m∑

τ=−m

wτxt+τ =
m∑

τ=−m

wτx
⋆ = x⋆

m∑
τ=−m

wτ , (3.5)

z čoho máme
∑m

τ=−mwτ = 1;

2. váhy su symetrické okolo stredu, pretože nám v odvodeńı (pri l’ubovol’nom m a d) budú
xt−m, . . . , xt+m vždy vystupovat’ iba v sumách

∑m
τ=−m τ

kxt+τ , kde k je párne č́ıslo, t.j. pri
xt−1 bude vo všetkých úpravých vždy rovnaký koeficient ako pri xt+1, podobne pre xt−2 a
xt+2, atd’.;

3. ak stupeň polynómu d je nepárne č́ıslo, tak rovnaké váhy by sme dostali aj ak by sme miesto
neho zobrali iba polynóm stupňa d−1 (vid’ Obr. 17) - napr. ak by v našom pŕıklade vo funkcii
g(β0, β1, β2, β3) chýbal posledný člen β3τ

3 (čiže by sme hl’adali iba polynóm druhého stupňa),
tak na ∂g

∂β0
a ∂g

∂β2
(z ktorých sme poč́ıtali β0) by sa nič nezmenilo; analogicky by to fungovalo

aj vo všeobecnosti (,,geometricky” to pritom vôbec nie je intuit́ıvné).

Obr. 17: Najbližšia možná (MNŠ) parabola a kubický polynóm.

V Tabul’ke 1 sú uvedené váhy pre rôzne stupne polynómu a rôzne š́ırky okna. Ked’že váhy sú sy-
metrické, väčšinou je uvedená iba polovica týchto váh. Situácie, kedy je stupeň polynómu väčš́ı
ako š́ırka okna, nemajú vel’mi zmysel, preto nie sú uvedené. Privel’ký zmysel nemajú ani situácie,
kedy je stupeň polynómu rovnaký ako š́ırka okna, pretože d bodov vieme vždy interpolovat’ po-
lynómom d-teho stupňa, takže v takom pŕıpade výjde T̂ rt = xt, čo nie je zrovna účelom trendu.
Za povšimnutie stoj́ı aj situácia d = 0, resp. d = 1, kedy vychádza obyčajný aritmetický priemer -
tomu sa hovoŕı jednoduchý ḱlzavý priemer.



Stupeň polynómu
d = 0, d = 1 d = 2, d = 3 d = 4, d = 5

Š́ırka okna

1 (1) - -
3 1

3
(1, 1, 1) (0,1,0) -

5 1
5
(1, 1, 1, 1, 1) 1

35
(−3, 12, 17, . . .) (0,0,1,0,0)

7 1
7
(1, 1, 1, 1, . . .) 1

21
(−2, 3, 6, 7, . . .) 1

231
(5,−30, 75, 131, . . .)

9 1
9
(1, 1, 1, 1, 1, . . .) 1

231
(−21, 14, 39, 54, 59, . . .) 1

429
(15,−55, 30, 135, 179, . . .)

Tabul’ka 1

Okrajové body a predikcie trendu

Ked’ už vieme, že za ḱlzavými priemermi sa ,,skrýva” lokálna aproximácia polynómom, túto znalost’

môžeme využit’ aj pri riešeńı okrajových bodov, resp. predikcíı. Uvažujme opät’ náš pŕıklad (polynóm
tretieho stupňa, š́ırka okna 5) a predpokladajme, že chceme nájst’ odhad pre Trn−1 (už nemôžeme
použit’

1

35
(−3, 12, 17, 12,−3)xn−1 =

1

35
(−3xn−3 + 12xn−2 + 17xn−1 + 12xn − 3xn+1),

pretože hodnotu xn+1 už nemáme k dispoźıcii). Miesto toho ale môžeme použit’ posledný po-
lynóm fn−2(τ) - pripomeňme, že to je taký, ktorý je v bodoch −2,−1, 0, 1, 2 najbližšie bodom
xn−4, xn−3, xn−2, xn−1, xn. Na odhad Trn−2 sme použili hodnotu tohto polynómu v bode 0, t.j.
fn−2(0) = β0(n− 2) a na odhad Trn−1 môžeme podobne použit’

T̂ rn−1 = fn−2(1) = β0(n− 2) + β1(n− 2) + β2(n− 2) + β3(n− 2) (3.6)

a analogicky

T̂ rn = fn−2(2) = β0(n− 2) + 2β1(n− 2) + 4β2(n− 2) + 8β3(n− 2). (3.7)

Rovnako tento polynóm môžeme využit’ aj na konštrukciu predpovede trendu

T̂ rn+T = fn−2(2+T ) = β0(n− 2)+ (2+T )β1(n− 2)+ (2+T )2β2(n− 2)+ (2+T )3β3(n− 2), (3.8)

pre T > 0. Treba ale poznamenat’, že takáto metóda je vhodná iba na krátkodobé predpovede.
Podobne by sme vedeli vypoč́ıtat’ aj T̂ r1 a T̂ r2 pomocou f3.

Vid́ıme, že tentokrát nám nestač́ı iba β0, potrebujeme vypoč́ıtat’ aj β1, β2, β3. Stále však plat́ı,
že výsledkom bude vážený priemer hodnôt xn−4, xn−3, xn−2, xn−1, xn - už ale nebude symetrický.
Napŕıklad v našom pŕıklade by vyšlo

T̂ rn−1 = fn−2(1) =
1

35
(2,−8, 12, 27, 2)xn−2,

T̂ rn = fn−2(2) =
1

70
(−1, 4,−6, 4, 69)xn−2,

T̂ rn+1 = fn−2(3) =
1

5
(−4, 11,−4,−14, 16)xn−2.

Takisto už neplat́ı, že pre polynóm nepárneho stupňa d výjdu rovnaké váhy ako pre polynóm stupňa
d− 1.

V pŕıpade jednoduchých ḱlzavých priemerov (ak bolo d = 0), výjdu okrajové body aj predikcie
stále ako obyčajné aritmetické priemery posledných hodnôt. V pŕıpade d > 0 sú váhy vo váženom
priemere tabelizované pre rôzne d a rôzne š́ırky okna. Ked’že ale výpočet týchto váh bude súčast’ou
domácej úlohy, tabul’ky takéhoto typu neuvedieme.



Vol’ba stupňa polynómu a š́ırky okna

Śıce existuje zopár objekt́ıvnych metód (ktoré sú ale nad rámec tohto kurzu), vol’ba týchto para-
metrov je stále do istej miery vel’mi subjekt́ıvna. Často treba skúsit’ viac možnost́ı a vybrat’ si takú,
ktorá sa nám ,,pozdáva najviac”. Uvedieme aspoň zopár zásad, ktoré je dobré dodržiavat’.

� Trend má zachytávat’ dlhodobý priemerný vývoj - nemuśı teda čo najpresneǰsie opisovat’

dáta, skôr je lepš́ı menej ,,rozlietaný” odhad trendu. Napŕıklad z Obr. 18 a Obr. 19 by sme
preferovali skôr Obr. 19.

Obr. 18 Obr. 19

� Hoci sú jednoduché ḱlzavé priemery jednoduché, často môžu byt’ postačujúce - stač́ı poskúšat’

rôzne š́ırky okna. Polynómy vyšš́ıch stupňov môžu byt’ fajn, ak chceme hladš́ı trend, na druhej
strane môžu niekedy spôsobit’ pŕılǐsné ,,koṕırovanie” dát (ako na Obr. 18).

� Ak je v dátach sezónna zložka, ḱlzavý priemer by ju mal ignorovat’ - sezónna zložka sa rieši
samostatne (nie je ,,úlohou” trendu riešit’ sezónne výkyvy). Napŕıklad by sa nemalo diat’ to, čo
je na Obr. 20 (oranžovou je jednoduchý ḱlzavý priemer š́ırky 5, t.j. 1

5
(1, 1, 1, 1, 1)) a rozhodne

nie to, čo je na Obr. 21 (oranžovou je jednoduchý ḱlzavý priemer š́ırky 7) - tam to osciluje a
ešte aj v ,,opačných časoch” ako dáta.

Obr. 20 Obr. 21

� Ak máme dáta zo sezónnou zložkou, pričom d́lžka periódy p je nepárna, odporúča sa použit’

jednoduchý ḱlzavý priemer 1
p
(1, 1, . . . , 1) - to nám vie dobre pokryt’ priemerné správanie

časového radu (lebo berieme do úvahy všetky časové obdobia v danej perióde). Ak je d́lžka
periódy p párna (väčšinou sa stretávame skôr s takouto situáciou - napŕıklad pri mesačných
alebo kvartálnych dátach), odporúča sa použit’ takzvaný centrovaný ḱlzavý priemer - ten má
tvar 1

2p
(1, 2, 2, . . . , 2, 1) (š́ırka je p+1). Idea za tým je taká, že ak by sme mali napŕıklad p = 4,

tak ak by sme uvažovali niečo typu 1
4
(xt−2+xt−1+xt+xt+1) (aby sme rovnomerne zobrali do

úvahy každé obdobie z danej periódy), tak toto by odhadovalo hodnotu Trt−0.5 (stred medzi
týmito bodmi), čo ale necheme. Ak však zoberieme aj 1

4
(xt−1+xt+xt+1+xt+2) (čo zodpovedá



Obr. 22: Centrovaný ḱlzavý priemer aplikovaný na mesačné dáta

odhadu Trt+0.5), na odhad hodnoty Trt môžeme tieto dve hodnoty spriemerovat’, t.j.

T̂ rt =
1

2

(
T̂ rt−0.5 + T̂ rt+0.5

)
=

=
1

2

(
1

4
(xt−2 + xt−1 + xt + xt+1) +

1

4
(xt−1 + xt + xt+1 + xt+2)

)
=

=
1

8
(xt−2 + 2xt−1 + 2xt + 2xt+1 + xt+2) =

1

8
(1, 2, 2, 2, 1)xt,

čo je práve centrovaný ḱlzavý priemer (š́ırky 5). Na Obr. 22 je pŕıklad centrovaného ḱlzavého
priemeru š́ırky 13, čiže 1

24
(1, 2, 2, . . . , 2, 1).

4 Exponenciálne vyrovnávanie

Na úvod poznámka k terminológii - namiesto ,,vyrovnávanie” sa použ́ıvajú aj pojmy ,,zhladzovanie”,
pŕıpadne ,,vyhladzovanie”. Všetky tieto tri pojmy sa zvyknú použ́ıvat’ v súvislosti s hl’adańım
trendu, ked’že tieto veci s pôvodným časovým radom trend rob́ı (vid’ skoro všetky obrázky).

V tejto časti budeme opät’ predpokladat’, že časový rad nemá sezónnu zložku, t.j. plat́ı

Xt = Trt + Et (4.1)

(v pŕıpade, že by sezónnu zložku mal, použ́ıva sa vel’mi podobná metóda - o tom trochu neskôr).
Idea exponenciálneho vyrovnávania je podobná ako pri metóde ḱlzavých priemerov, t.j. trend v

istom zmysle lokálne modelujeme polynómom stupňa d. V tomto pŕıpade ale odhady parametrov
tohto polynómu nehl’adáme pomocou okolitých hodnôt, ale pomocou všetkých predchádzajúcich
pozorovaných hodnôt. Okrem toho sa pri tejto metóde modifikuje metóda najmenš́ıch štvorcov
takým spôsobom, že jednotlivým ,,̌stvorcom” sa priradia váhy, ktoré sa ,,smerom do minulosti”
exponenciálne zmenšujú (odtial’ názov metódy) - čiže č́ım staršie pozorovanie, tým má menš́ı vplyv.

V praxi sa ako stupeň polynómu použ́ıvajú najmä d = 0 (tzv. jednoduché exponenciálne vy-
rovnávanie), d = 1 (dvojité exponenciálne vyrovnávanie) a niekedy d = 2 (trojité exponenciálne
vyrovnávanie) - my si povieme o jednoduchom a dvojitom exponenciálnom vyrovnávańı.

Jednoduché exponenciálne vyrovnávanie

V tomto pŕıpade predpokladáme, že trend je približne konštanta, t.j. Trt ≈ β0 - ,,približne” v takom
zmysle, že s meniacim sa časom sa môže táto konštanta trochu menit’. V zmysle úvodu v čase t
odhadujeme β0 (tento odhad budeme označovat’ β̂0(t)) tak, aby sme minimalizovali funkciu

gt(β0) ≡ (xt − β0)
2 + α(xt−1 − β0)

2 + α2(xt−2 − β0)
2 + . . . =

∞∑
j=0

αj(xt−j − β0)
2, (4.2)



kde α ∈ (0, 1) (nazýva sa aj vyrovnávacia konštanta - o jej vol’be o chv́ıl’u). Pozorný čitatel’ si iste
vš́ımol, že sme použili naozaj všetky predchádzajúce hodnoty - dokonca aj tie, čo reálne nemáme
(t.j. x0, x−1, x−2, . . .) - v teoretických úvahách je ale ,,kraǰsie” (a jednoduchšie) pracovat’ aj s týmito
hodnotami a to, že ich nemáme riešit’ až po odvodeńı. Derivácia funkcie gt má tvar

g′t(β0) =
∞∑
j=0

2αj(xt−j − β0) (4.3)

a ak má β̂0(t) minimalizovat’ funkciu gt, muśı platit’ g′t(β̂0(t)) = 0, čiže

2
∞∑
j=0

αj
(
xt−j − β̂0(t)

)
= 0

∞∑
j=0

αjxt−j = β̂0(t)
∞∑
j=0

αj = β̂0(t)
1

1− α

β̂0(t) =
∞∑
j=0

(1− α)αjxt−j.

Plat́ı (lebo geometrický rad), že
∞∑
j=0

(1− α)αj = 1, (4.4)

takže β̂0(t) je vážený priemer hodnôt xt, xt−1, . . .. Môžeme si všimnút’, že

β̂0(t) =
∞∑
j=0

(1− α)αjxt−j = (1− α)xt +
∞∑
j=1

(1− α)αjxt−j = |substitúcia j = k + 1|

= (1− α)xt + α
∞∑
k=0

(1− α)αkxt−1−k = (1− α)xt + αβ̂0(t− 1),

takže T̂ rt = β̂0(t) môžeme vel’mi jednoducho poč́ıtat’ rekurentne - jediné čo nám chýba je nejaké

začiatočné β̂0(1). Na jeho výpočet by sme ale potrebovali aj hodnoty x0, x−1, . . ., ktoré ale nemáme.

V praxi sa to rieši tak, že za β̂0(1) sa polož́ı x1, pŕıpadne priemer niekol’kých prvých hodnôt x1+...+xm

m

(to ako zvolit’ m nie je vždy jasné, takže môžeme ostat’ pri β̂0(1) ≡ x1).

Obr. 23: Jednoduché exponenciálne vyrovnávanie aplikované na ročný prietok
rieky Nı́l mestom Asuán v rokoch 1871-1970.



Predikcie a vol’ba α

Ak máme k dispoźıcii n pozorovańı a chceme urobit’ predikciu trendu v čase n + h, h > 0 (toto

označ́ıme ako T̂ rn+h(n)), tak vezmeme ,,najaktuálneǰśı” odhad β0, ktorý máme k dispoźıcii, čiže

T̂ rn+h(n) = β̂0(n). (4.5)

Ked’že predpokladáme model (4.1), tak predikcia trendu je zároveň aj predikcia samotného časového
radu (predikciu časového radu v čase n + h vytvorenú pomocou pozorovańı x1, . . . , xn budeme
označovat’ x̂n+h(n)). V čase t = 2, . . . , n vieme spoč́ıtat’ aj chybu predikcie (označ́ıme εt) ako

εt = xt − x̂t(t− 1) = xt − T̂ rt(t− 1) = xt − β̂0(t− 1) (4.6)

(x̂t(t−1) (resp. T̂ rt(t−1)) je odhad časového radu (resp. trendu) v čase t pomocou predchádzajúcich
hodnôt, čiže pomocou x1, . . . , xt−1 (tvárime sa, že xt nemáme k dispoźıcii) - tento odhad vieme
porovnat’ so skutočnou nameranou hodnotou xt a to, ako sme ,,netrafili” je εt).

Parameter α voĺıme potom tak, aby súčet štvorcov týchto chýb predikcie (čiže
∑n

t=2 ε
2
t ) bol čo

najmenš́ı - v Exceli na to opät’ môžeme použit’ Solver.

Dvojité exponenciálne vyrovnávanie

V tomto pŕıpade predpokladáme, že trend je približne priamka, t.j. Trt ≈ β0 + β1t - ,,približne” v
rovnakom zmysle ako pri jednoduchom exponenciálnom vyrovnávańı, čiže β0 a β1 sa s meniacim
časom môžu trochu menit’. Inak je idea úplne rovnaká, čiže

� odhady β̂0(t) a β̂1(t) v čase t źıskame minimalizáciou funkcie

gt(β0, β1) =
∞∑
j=0

αj [xt−j − (β0 + β1 · (t− j))]2 , (4.7)

� trend v čase t potom odhadneme ako

T̂ rt = β̂0(t) + β̂1(t) · t. (4.8)

� ak máme n merańı, tak predikciu v čase n+ h, h > 0 vieme źıskat’ ako

x̂n+h(n) = T̂ rn+h(n) = β̂0(n) + β̂1(n) · (n+ h), (4.9)

� chybu predikcie v čase t = 2, . . . , n vypoč́ıtame ako

εt = xt − x̂t(t− 1) = xt − T̂ rt(t− 1) = xt −
(
β̂0(t− 1) + β̂1(t− 1) · t

)
, (4.10)

� parameter α zvoĺıme tak, aby sme minimalizovali
∑n

t=2 ε
2
t .

Výpočet v praxi

Toto śıce vyzerá pomerne zložito, avšak v praxi si stač́ı vypoč́ıtat’ pomocné štatistiky - takzvanú

� jednoduchú vyrovnávaciu štatistiku St danú rekurentne ako

St ≡ (1− α)xt + αSt−1 (4.11)

pre t = 2, 3, . . . a S1 = x1 (sú aj iné možnosti ako zvolit’ S1, my ostaňme pri tomto),



Obr. 24: Dvojité exponenciálne vyrovnávanie aplikované na ročný prietok rieky
Nı́l mestom Asuán v rokoch 1871-1970.

� dvojitú vyrovnávaciu štatistiku S
[2]
t danú rekurentne ako

S
[2]
t = (1− α)St + αS

[2]
t−1 (4.12)

pre t = 2, 3 . . . a S
[2]
1 = x1 (opät’ sú aj iné možnosti ako x1).

Pomocou nich vieme potom jednoducho vypoč́ıtat’ (odvodenie, že to plat́ı, jednoduché nie je)

� T̂ rt pre t = 1, . . . , n ako T̂ rt = 2St − S
[2]
t ,

� T̂ rn+h(n) pre h > 0 ako

T̂ rn+h(n) = 2Sn − S[2]
n +

1− α

α
(Sn − S[2]

n ) · h (4.13)

(špeciálne na výpočet εt potebujeme T̂ rt(t− 1) = 2St−1 − S
[2]
t−1 +

1−α
α

(St−1 − S
[2]
t−1)).

Poznámka. Trojité exponenciálne vyrovnávanie by fungovalo vel’mi podobne - tam by sme predpo-
kladali Trt ≈ β0+β1t+β2t

2. Opät’ sa dajú využit’ pomocné, rekurentne definované štatistiky (takže
to vieme bez problémov ,,zrátat’” aj v Exceli), avšak tie vzorce už sú dost’ komplikované - koho by
zauj́ımali, dajú sa nájst’ v učebnici. V praxi ale väčšinou stač́ı dvojité exponenciálne vyrovnávanie
a to aj na dáta, ktoré nemajú ,,priamkový tvar” - tým, že v čase trochu meńıme β0 a β1, tak táto
metóda sa vie adaptovat’ aj na komplikovaneǰsie krivky.

5 Modelovanie sezonality

V tejto časti budeme predpokladat’ model

Xt = Trt + St + Et (5.1)

a budeme sa venovat’ sezónnej zložke St. Pripomeňme, že táto zložka opisuje periodické zmeny opa-
kujúce sa každý väčš́ı časový úsek. Pod ,,väčš́ım časovým úsekom” si môžeme predstavit’ napŕıklad
kalendárny rok (v praxi máme často mesačné alebo kvartálne dáta - vtedy sa môžeme stretnút’

s takýmto typom sezonality), pŕıpadne deň (ak máme hodinové dáta) alebo týždeň (pri denných
dátach). Tým, že tieto zmeny sa pravidelne opakujú každých p kratš́ıch časových obdob́ı (napr.
každých p = 12 mesiacov, p = 7 a pod.), štandardne pre sezónnu zložku predpokladáme St = St+p

pre každé t (avšak existujú aj adapt́ıvne metódy, kde sa sezónna zložka môže ,,vyv́ıjat’”, takže plat́ı
iba St ≈ St+p - jednu si spomenieme). Na St sa môžeme pozerat’ aj ako na očakávanú odchýlku od



trendu (typickú pre obdobie zodpovedajúce času t - napr. v soboty môžu byt’ tržby v potravinách v
priemere vyššie ako v iných dňoch, naopak v nedele nižšie a pod.), preto sa pridáva aj predpoklad

p∑
j=1

Sj = 0 (5.2)

(od odchýliek sa takáto vlastnost’ očakáva - inak by nám sezónne prvky ,,vychyl’ovali trend”). Dĺžku
periódy (sezóny) p spravidla poznáme z typu dát, ale aj keby sme ju nepoznali, tak existujú metódy,
ako toto p nájst’. To, či sezónnu zložku treba vôbec uvažovat’ sa dá vo väčšine pŕıpadov vidiet’ priamo
z obrázku - pri tom zatial’ zostaneme a v druhej polovici semestra si povieme aj o sofistikovaneǰsej
technike (z ktorej sa dá dobre zistit’ aj p, ak by sme ho náhodou nepoznali). V d’aš́ıch častiach si
povieme o niekol’kých pŕıstupoch k odhadovaniu St.

Jednoduchý pŕıstup

Predpokladajme najprv, že tentokrát nemáme trendovú zložku, t.j. máme iba model

Xt = St + Et. (5.3)

Zároveň predpokladáme, že pre každé t plat́ı St = St+p, čiže napr. S1 = S1+p = S1+2p = . . ..
Dosadeńım do modelu (5.3) by sme dostali (dosadzujeme do každej p-tej ,,rovnice”)

X1 = S1 + E1

X1+p = S1 + E1+p

X1+2p = S1 + E1+2p

...

X1+kp = S1 + E1+kp,

kde k je najväčšie prirodzené č́ıslo, pre ktoré 1 + kp ≤ n (čiže berieme tie riadky, z ktorých máme
dáta - napr. ak by sme mali mesačné dáta, tak zoberieme všetky januárové). Rozumným odhadom
S1 by v takomto pŕıpade bol priemer hodnôt x1, x1+p, . . . , x1+kp (vid’ druhá prednáška - odhadovanie
konštantného trendu), čiže

S̃1 =
x1 + x1+p + x1+2p + . . .+ x1+kp

k + 1
. (5.4)

Analogicky by sme vedeli odhadnút’ aj S2 ako

S̃2 =
x2 + x2+p + x2+2p + . . .+ x2+kp

k + 1
(5.5)

a rovnako aj S̃3, . . . , S̃p.
V praxi ale trend spravidla máme - vtedy postupujeme tak, že tento trend najprv odhadneme

nejakou z vyššie spomenutých metód (konkrétna krivka alebo ḱlzavé priemery) a potom namiesto

hodnôt xt pracujeme s hodnotami xt − T̂ rt (v angličtine sa na takéto hodnoty použ́ıva výraz ,,de-
trended data”). Výraz (5.4) by sme teda nahradili výrazom

S̃1 =
(x1 − T̂ r1) + (x1+p − T̂ r1+p) + (x1+2p − T̂ r1+2p) + . . .+ (x1+kp − T̂ r1+kp)

k + 1
, (5.6)

podobne aj S̃2, . . . , S̃p.
Aby naše odhady hodnôt S1, S2, . . . , Sp boli v súlade s podmienkou (5.2), nakoniec sa ešte polož́ı

Ŝt = S̃t −
1

p
(S̃1 + . . .+ S̃p) = S̃t −

1

p

p∑
i=1

S̃i. (5.7)



Pre takéto odhady už plat́ı

p∑
j=1

Ŝj =

p∑
j=1

(
S̃j −

1

p
(S̃1 + . . .+ S̃p)

)
=

p∑
j=1

S̃j − p
1

p
(S̃1 + . . .+ S̃p) = 0. (5.8)

Ak sme mali dobrý odhad trendu, tak ,,korekcia” 1
p

∑p
i=1 S̃i (ktorú odč́ıtavame od S̃t) bude iba

malá.
Niekedy sa odporúča potom zobrat’ tzv. ,,sezónne očistené dáta” xt − Ŝt a pre tieto znova

odhadnút’ trend - môžeme na to použit’ aj inú metódu akú sme použili v prvom kroku. Aby sme
všetko zhrnuli, tak celý postup by bol nasledovný.

1. Z x1, . . . , xn odhadneme T̂ rt (nejakou z vyššie spomenutých metód).

2. Vypoč́ıtame hodnoty x1 − T̂ r1, . . . , xn − T̂ rn.

3. Pomocou týchto hodnôt nájdeme S̃1 (podl’a vzorca (5.6)), podobne S̃2, . . . , S̃p (z nich už vieme

aj S̃p+1, . . . , S̃n, lebo predpokladáme, že St = St+p, takže tieto hodnoty sa budú opakovat’).

4. Znormujeme odhady S̃1, . . . , S̃p tak, aby bol súčet 0, čiže polož́ıme Ŝt = S̃t − 1
p

∑p
i=1 S̃i - tým

dostaneme naše odhady sezónnej zložky.

5. Ak chceme, môžeme vypoč́ıtat’ hodnoty x1 − Ŝ1, . . . , xn − Ŝn a týmto nájst’ nejaký nový

odhad trendu T̂ r
(2)

t (môže nám to zlepšit’ model, t.j. bude lepšie fitovat’ dáta). V tomto kroku
môžeme na odhad trendu použit’ inú metódu ako v bode 1 - napr. nie až tak zriedkavá metóda
je v prvom kroku použit’ ḱlzavé priemery (ktoré dobre odhadujú trend, ale nie sú vôbec vhodné
na predikcie) a v tomto kroku použit’ nejakú krivku (ktorá už na predikcie vhodná je).

6. Občas sa odporúča aj znova prepoč́ıtat’ sezónnu zložku, t.j. zobrat’ dáta xt−T̂ r
(2)

t a pokračovat’

bodom 3 - toto sa dá teoreticky opakovat’ vel’akrát. Pre účely tohto predmetu nám ale bude
postačovat’ prvých pät’ (pŕıpadne iba prvé štyri) kroky.

Obr. 25: Pŕıklad jednoduchého pŕıstupu aplikovaný na počet (v tiśıckach) letecky prepravených
pasažierov (zlogaritmované mesačné dáta).

Regresný pŕıstup

Táto metóda sa použ́ıva v situáciach, kedy v dátach uvažujeme polynomický trend. Pre jednodu-
chost’ budeme v tejto časti predpokladat’, že

� stupeň polynómu je 1 (teda trend je priamka),

� máme kvartálne dáta, čiže d́lžka periódy p je 4,



� čas t = 1 zodpovedá prvému kvartálu a čas t = n zodpovedá štvrtému kvartálu

(vyšš́ı stupeň polynómu a iné p a iné ,,rozloženie dát” by sa spravilo úplne takým istým spôsobom
- to len aby sme sa ,,neuṕısmenkovali”). Na odhad sezónnej zložky nám teda stač́ı nájst’ odhady
S1, S2, S3, S4 - ostatné už dopoč́ıtame, lebo St = St+4. V takejto situácii vieme ṕısat’

Xt = Trt + St + Et = β0 + β1t+ α1z1t + α2z2t + α3z3t + α4z4t + Et, (5.9)

kde sezónnu zložku sme si zaṕısali ako

St = α1z1t + α2z2t + α3z3t + α4z4t, (5.10)

kde z1t, z2t, z3t, z4t sú tzv. ,,dummy variables” (niekedy sa to prekladá ako ,,kvalitat́ıvne premenné”),
ktoré sú pre i = 1, 2, 3, 4 definované ako

zit =

{
1 ak okamih t zodpovedá i-temu kvartálu,

0 inak
(5.11)

(t.j. napr. pre t = 1 - čo predpokladáme, že zodpovedá prvému kvartálu - máme z1t = 1 a z2t =
z3t = z4t = 0). Z toho potom triviálne vyplýva S1 = α1, S2 = α2, S3 = α3, S4 = α4. Ked’že však
predpokladáme aj S1+S2+S3+S4 = 0, tak z α2, α3, α4 vieme vyjadrit’ hodnotu α1 = −α2−α3−α4

- model (5.9) je teda zbytočne preparametrizovaný a vieme ho zjednodušit’ na

Xt = β0 + β1t+ (−α2 − α3 − α4)z1t + α2z2t + α3z3t + α4z4t + Et =

= β0 + β1t+ α2(z2t − z1t) + α3(z3t − z1t) + α4(z4t − z1t) + Et.

Maticovo toto vieme zaṕısat’ ako

X1

X2

X3

X4

X5
...
Xn


︸ ︷︷ ︸

X

=



1 1 −1 −1 −1
1 2 1 0 0
1 3 0 1 0
1 4 0 0 1
1 5 −1 −1 −1

...
1 n 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

F


β0
β1
α2

α3

α4

+



E1

E2

E3

E4

E5
...
En


. (5.12)

To je obyčajný lineárny model, čiže odhad vektora parametrov (β0, β1, α2, α3, α4)
T metódou naj-

menš́ıch štvorcov nájdeme ako (F TF )−1F Tx (x je realizácia náhodného vektora X, l’udskou rečou
naše dáta). Z tohto potom vieme dopoč́ıtat’ aj odhad pre α1 (α̂1 = −α̂2 − α̂3 − α̂4).

Týmto spôsobom sme naraz dostali odhad trendu aj sezonality. Okrem toho sa - za predpokladu,
že E1, E2, . . . sú nezávislé s rozdeleńım N(0, σ2) - dajú v takomto modeli konštruovat’ aj predikčné
intervaly (to ako konštruovat’ predikčné intervaly vo všeobecnom lineárnom modeli budete mat’

zrejme na predmete Matematická štatistika alebo Ekonometria, takže sa tomu nebudeme hlbšie
venovat’).

Holt-Wintersova metóda2

Táto metóda je zovšeobecneńım dvojitého exponenciálneho vyrovnávania - opät’ predpokladáme, že
Trt ≈ β0 + β1t (β0 a β1 sa môžu v čase trochu menit’) a tentoraz pridávame aj sezónne koeficienty,
ktoré sa tiež môžu v čase vyv́ıjat’, t.j. plat́ı iba St ≈ St+p (predtým sme mali rovnost’). Korektné
odvodenie by bolo nad rámec tohto kurzu, takže uvedieme iba ,,kuchársky pŕıstup”, t.j. ,,recept”
ako v čase t odhadovat’ Trt, St a ako konštruovat’ predpovede a predikčné chyby. Metóda má
tri parametre - α, β, γ ∈ [0, 1] - tie hl’adáme rovnako ako pri exponenciálnom vyrovnávańı, t.j.
minimalizovańım sumy štvorcov predikčných chýb. Pre jednoduchost’ opät’ predpokladajme, že d́lžka
periódy (sezóny) je p = 4 (zovšeobecnenie na iné p je triviálne). Postup je nasledovný:

2V niektorých zdrojoch iba Wintersova metóda.



Obr. 26: Pŕıklad regresného pŕıstupu aplikovaný na počet (v tiśıckach) letecky prepravených
pasažierov (zlogaritmované mesačné dáta).

1. Zvoĺıme štartovacie parametre a0, b0, Ŝ−3, Ŝ−2, Ŝ−1, Ŝ0 - tie źıskame použit́ım ,,regresného
pŕıstupu” z predchádzajúcej podkapitoly na prvých 2p (pri kvartálnych dátach 8) dát3 (a0
zodpovedá odhadu β0 z ,,regresného pŕıstupu”, b0 zodpovedá β1, Ŝ−3 zodpovedá α1,. . . ,Ŝ0

zodpovedá α4). Ak by sme mali napŕıklad mesačné dáta, tak potrebujeme a0, b0, S0, . . . , S−11.

2. Pre t = 1, 2, . . . , n prepoč́ıtame parametre nasledovne4

at = (1− α)(xt − Ŝt−4) + α(at−1 + bt−1),

bt = (1− β)(at − at−1) + βbt−1,

Ŝt = (1− γ)(xt − at) + γŜt−4.

3. Odhad trendu v čase t je T̂ rt = at, ,,fitovanú hodnotu” z toho źıskame ako x̂t = T̂ rt + Ŝt.

4. Ak berieme do úvahy všetkých n merańı, tak predikciu v čase n+ h, h > 0 źıskame ako

x̂n+h(n) = an + bnh+ Ŝn+h−4k, (5.13)

kde k najmenšie možné prirodzené č́ıslo tak, aby platilo n + h − 4k ≤ n (l’udskou rečou
zoberiem posledný odhad sezónnej zložky, ktorý máme a ktorý zodpovedá časovému okamihu
n+h (rovnakému kvartálu ako je v čase n+h) - toto ešte asi stále nemuśı pripomı́nat’ l’udskú
reč, takže skúsme pŕıklad - ak by sme mali štvrt’ročné dáta od prvého kvartálu roku 2001
(t = 1) po štvrtý kvartál roku 2010 (t.j. t = n = 40) a chceli by sme napr. odhad pre tret́ı

kvartál roku 2012 (t.j. h = 7), tak by sme zobrali x̂40+7(40) = a40+7·b40+Ŝ39 (39 = 47−2·4),
lebo 39 je posledný odhad sezónnej zložky, ktorý máme a ktorý zodpovedá tretiemu kvartálu).

5. Chybu predikcie εt pre t = 1, 2, . . . , n vypoč́ıtame ako

εt = xt − x̂t(t− 1), (5.14)

kde x̂t(t− 1) = at−1+bt−1+Ŝt−4 (to isté ako keby sme vo vzorci (5.13) zobrali n = t−1 a h = 1,
čiže tvárime sa, že máme k dispoźıcii iba body x1, . . . , xt−1 a na základe nich odhadujeme
xt). Hodnotu x̂t(t− 1) možno považovat’ za trochu ,,féroveǰsiu” fitovanú hodnotu, nakol’ko x̂t
,,využ́ıva” aj hodnotu xt (vid’ prepočet parametrov a výpočet x̂t) - štandardne sa pri tejto
metóde teda do grafu zobrazuje pôvodný časový rad spoločne s časovým radom x̂t(t− 1).

3V predchádzajúcej verzii poznámok to bolo uvedené trochu inak (regresný pŕıstup na všetky dáta) - ono je to v
prinćıpe jedno, na výsledné predikcie to nebude mat’ až taký vplyv. Aby to bolo ale v súlade s prednáškou, budeme
použ́ıvat’ tento postup.

4Opät’ som to trochu zmenil oproti pôvodnej verzii, aby to bolo v súlade s prednáškou - najpr ide (1 − α), až
potom α, podobne β, γ. Tu už je to z hl’adiska č́ısel úplne jedno (všetky relevantné hodnoty výjdu rovnako), ale
štandardneǰsie značenie je toto (aktuálna verzia), preto táto drobná zmena.



6. Parametre α, β, γ zvoĺıme tak, aby
n∑

t=1

ε2t (5.15)

bolo čo najmenšie.

Táto metóda patŕı medzi adapt́ıvne metódy, takže sa vie lepšie ,,vysporiadat’” so zmenami charak-
teru dát - vid’ napr. Obr. 27 a Obr. 28, kde sme na tie isté dáta (modrou farbou) aplikovali regresný
pŕıstup a Holt-Wintersovu metódu (fitované hodnoty sú oranžovou).

Obr. 27: Regresný pŕıstup. Obr. 28: Holt Wintersova metóda.

Drobná poznámka k prepočtu parametrov at,bt a Ŝt - predstava je taká, že trend má v čase t−1
tvar priamky prechádzajúcej bodom at−1 so sklonom bt−1. Očakávaná hodnota trendu v čase t by
potom bola at−1+ bt−1 (tak funguje priamka) - tú hodnotu potom ,,vyvážime” hodnotou xt− Ŝt−p,
čo je nejaký náš odhad skutočnej hodnoty trendu v čase t, lebo xt sme ,,očistili” sezónneho vplyvu
(jeho odhadu) - z toho vzorec pre at. Podobne ak už máme at, tak ,,skutočný” sklon trendu v čase
t je at − at−1 (tak funguje priamka) - ten opät’ ,,vyvážime” predchádzajúcim sklonom bt−1, č́ım

dostaneme hodnotu bt. Nakoniec Ŝt dostaneme opät’ ako vážený priemer ,,očakávanej” hodnoty,
čiže Ŝt−p (to by bolo vtedy, ak by sa so sezónnym vplyvom nič nedialo) a ,,skutočnej” hodnoty
xt − at (xt ,,očistené” od trendu at). Čiže funguje to ako jednoduché exponenciálne vyrovnávanie,
kde sme tiež brali vážený priemer očakávanej a skutočnej hodnoty.

Stručne k multiplikat́ıvnym modelom

Doteraz sme predpokladali, že plat́ı adit́ıvny model

Xt = Trt + St + Et. (5.16)

Ako sme ale aj v úvode spomı́nali, niekedy dáta lepšie popisuje takzvaný multiplikat́ıvny model

Xt = Trt · St · Et. (5.17)

Dá sa to rozoznat’ napŕıklad tak, že ,,sezónne výkyvy” nie sú približne konštantné, ale výrazneǰsie sa
menia - porovnaj napr. Obr. 29 a Obr. 30 - v prvom z nich sú tieto odchýlky približne konštantné,
v druhom zjavne narastajú. V takejto situácii je najjednoduchš́ım (a často postačujúcim) riešeńım
dáta zlogaritmovat’ - tým dostaneme opät’ adit́ıvny model (len s inými dátami)

lnXt = lnTrt + lnSt + lnEt. (5.18)

V pŕıpade, že takúto operáciu spravit’ nechceme (alebo nevieme kvôli záporným č́ıslam), existujú
multiplikat́ıvne alternat́ıvy k vyššie spomenutým metódam. Stručne spomenieme aspoň ,,jedno-
duchý pŕıstup” a Holt-Wintersovu metódu.
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Jednoduchý pŕıstup v multiplikat́ıvnom modeli

Oproti postupu v adit́ıvnom modeli sú iba dva rozdiely:

1. Namiesto členov x1 − T̂ r1, x1+p − T̂ r1+p . . . vo výraze (5.6) berieme prirodzene namiesto roz-

dielov podiely, čiže x1

T̂ r1
, x1+p

T̂ r1+p
. . .. S̃1 by sme teda odhadovali ako

S̃1 =

x1

T̂ r1
+ x1+p

T̂ r1+p
+ . . .+

x1+kp

T̂ r1+kp

k + 1
(5.19)

(k je podl’a počtu dát), S̃2, . . . , S̃p analogicky.

2. O S1, . . . , Sp teraz predpokladáme, že sú v priemere 1, takže normovanie prebieha podl’a
predpisu

Ŝt =
pS̃t∑p
i=1 S̃i

(5.20)

(môžete sa presvedčit’, že priemer bude naozaj 1).

Multiplikat́ıvna Holt-Wintersova metóda

V multiplikat́ıvnej Holt-Wintersovej metóde postupujeme nasledovne.

1. Zvoĺıme štartovacie parametre a0, b0 (napŕıklad tak, že nejakému odhadu trendu ,,nafitu-

jeme” metódou najmenš́ıch štvorcov priamku a0 + b0t) a Ŝ1−p, . . . , Ŝ0 (napŕıklad použit́ım
jednoduchého pŕıstupu v multiplikat́ıvnom modeli).

2. Parametre prepoč́ıtame podl’a predpisov

at = (1− α)
xt

Ŝt−p

+ α(at−1 + bt−1)

bt = (1− β)(at − at−1) + βbt−1

Ŝt = (1− γ)
xt
at

+ γŜt−p,

3. Odhad trendu v čase t je T̂ rt = at, ,,fitovanú hodnotu” z toho źıskame ako x̂t = T̂ rtŜt.



4. Ak berieme do úvahy všetkých n merańı, tak predikciu v čase n+ h, h > 0 źıskame ako

x̂n+h(n) = (an + bnh)Ŝn+h−pk, (5.21)

kde k je rovnaké ako v adit́ıvnej verzii.

5. Chybu predikcie εt pre t = 1, 2, . . . , n vypoč́ıtame ako

εt = xt − x̂t(t− 1), (5.22)

kde x̂t(t− 1) = (at−1 + bt−1)Ŝt−p.

6. Parametre α, β, γ zvoĺıme tak, aby
n∑

t=1

ε2t (5.23)

bolo čo najmenšie.

6 Testy náhodnosti

Doteraz sme pracovali s časovými radmi, v ktorých bola zjavná nejaká systematická čast’ (trend
a sezonalita), takže z (X1, . . . , Xn) sme s istou mierou spol’ahlivosti vedeli niečo povedat’ o na-
sledujúcich/predchádzajúcich hodnotách. Niekedy ale v dátach (x1, . . . , xn) nič systematické ne-
vid́ıme a o tejto ,,absencii systematickosti” by sme sa potrebovali presvedčit’ nejakým objekt́ıvnym
spôsobom. Jednou z možnost́ı je otestovat’ hypotézu o tom, že x1, . . . , xn sú realizácie nejakých
nezávislých, rovnako rozdelených náhodných premenných X1, . . . , Xn. Ak je táto hypotéza prav-
divá, tak naozaj nemožno hovorit’ o niečom systematickom (ak Xn+1 nezáviśı od Xn, . . . , X1, tak
vedomost’ o realizáciach X1, . . . , Xn nám nepovie nič zaujimavé o Xn+1). V tejto časti si teda po-
vieme o niektorých takýchto štatistických testoch.

Tie možno využit’ aj v pŕıpade, ak chceme skontrolovat’, či už sme naozaj ,,odhalili” celú syste-
matickú čast’ časového radu. Napŕıklad ak sme v adit́ıvnom modeli našli odhady T̂ rt a Ŝt, môžeme
týmito testami odhalit’, či je v reziduálnej zložke Et ešte niečo systematické (č́ım by sme potenciálne
mohli vylepšit’ naše predikcie), alebo sú to nejaké nezávislé (alebo aspoň nekorelované - o tom trochu
neskôr) veličiny. V tomto pŕıpade, ale treba tieto testy brat’ s miernou rezervou, lebo k dispoźıcii

nemáme samotné realizácie Et, ale iba ich odhady (tie prirodzene dostaneme ako xt − T̂ rt − Ŝt),

ktoré už sú ,,zat’ažené” nejakou chybou (lebo odhady T̂ rt a Ŝ skoro iste nebudú úplne presné).

Štatistické testovanie hypotéz

Predtým než uvedieme konkrétne testy, stručne pripomeňme, ako fungujú štatistické testy vo
všeobecnosti - kto v tom má jasno, môže pokojne túto čast’ preskočit’.

Každý test má nejakú nulovú hypotézu (označujeme H0), ktorú testujeme a nejakú testovaciu
štatistiku - to je náhodná premenná, ktorá má za platnosti H0 známe rozdelenie. Z dát, ktoré máme
k dispoźıcii, vieme vypoč́ıtat’ jednu realizáciu tejto testovacej štatistiky - to je nejaké konkrétne
č́ıslo. Ak je toto č́ıslo ,,nepravdepodobnou”5 realizáciou rozdelenia testovacej štatistiky za platnosti
H0, tak hypotézu zamietneme.

Lepšie si to asi predstav́ıme na pŕıklade - majme mincu, pričom chceme testovat’

H0 : znak padá s rovnakou pravdepodobnost’ou ako hlava, čiže s pravdepodobnost’ou
1

2
,

pričom mincu môžeme hodit’ desat’krát. Rozumná testovacia štatistika by v tomto pŕıpade bola
napŕıklad náhodná premenná T daná predpisom T =počet padnutých znakov z 10 hodov.

5Toto je povedané trochu vol’neǰsie, pre hrubú predstavu to stač́ı.



Z PaŠ(2) vieme, že ak plat́ı H0 (čiže znak padá s pravdepodobnost’ou 1
2
), tak táto náhodná

premenná má binomické rozdelenie s parametrami 10 a 1
2
(T ∼ Bin

(
10, 1

2

)
). Nepravdepodobné

realizácie takejto náhodnej premennej sú 0,1,9,10 - pre takéto hodnoty totiž plat́ı

P (T = 0) + P (T = 1) + P (T = 9) + P (T = 10) ≈ 0.02148.

Ak by nám teda z 10 hodov padlo napŕıklad 9 znakov, tak už vel’mi nebudeme verit’, že je to
realizácia binomického rozdelenia s parametrami 10 a 1

2
. Inými slovami, nebudeme verit’, že H0

plat́ı, takže ju zamietneme. Môžeme sa, samozrejme, pomýlit’ - aj pri vyváženej minci sa nám môže
stat’, že nám padne devät’krát znak - je to ale nepravdepodobné. Množina ,,nepravdepodobných
hodnôt” (kedy už hypotézu zamietame - v našom pŕıpade {0, 1, 9, 10}) sa nazýva kritická oblast’

alebo oblast’ zamietnutia. Spravidla sa voĺı tak, že sú v nej okrajové body, pričom chceme, aby
zároveň platilo

P (T ∈ kritická oblast’) ≤ 0.05 = 5%6.

Ak je T spojitá náhodná premenná, tak vieme dosiahnút’ presne 5%, pri diskrétnych to často nejde
- napŕıklad ak by sme v našom pŕıklade pridali do kritickej oblasti 2 alebo 8, tak už dostaneme

P (T ∈ {0, 1, 2, 9, 10}) ≈ 0.0654.

Vo vel’a testoch (aj v tých, ktoré budú v tejto kapitole) má testovacia štatistika T za platnosti
H0 asymptoticky (pre vel’ké n) štandardizované normálne rozdelenie N(0, 1). V takom pŕıpade má
kritická oblast’ tvar

R∖
(
ϕ−1(2.5%), ϕ−1(97.5%)

)
(vid’ Obr. 31), kde ϕ−1 je kvantilová funkcia (inverzia distribučnej funkcie) štandardizovaného
normálneho rozdelenia. V Exceli vieme ϕ−1(x) vypoč́ıtat’ pomocou funkcie NORM.S.INV(x). Na-

x

f
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Obr. 31: Kritická oblast’ v pŕıpade, že testovacia
štatistika má N(0, 1) rozdelenie. Každá z modrých ob-
last́ı má plochu 2.5%, dokopy, teda 5%.

65% je nejaký zauž́ıvaný štandard, niekedy sa použ́ıva aj 1% alebo 10%, pŕıpadne niečo iné. V tomto kurze si ale
vystač́ıme s hodnotou 5%.



miesto kvantilov ϕ−1(2.5%) a ϕ−1(97.5%) sa občas ṕı̌su takzvané kritické hodnoty u(97.5%) a
u(2.5%) (tak to bolo zrejme aj na PaŠ(2)) - je to viac menej to isté, len symetricky otočené, t.j.
plat́ı vzt’ah ϕ−1(x) = u(100% − x). Z obrázku tiež môžeme vidiet’, že hustota N(0, 1) je symet-
rická okolo nuly, takže v praxi by sme hypotézu zamietli v pŕıpade, že |T | > ϕ−1(97.5%) ≈ 1.96
(nezaškod́ı si túto hodnotu zapamätat’, človek ju nemuśı potom stále hl’adat’).

Testy nezávislosti

V tejto časti teda spomenieme niektoré testy hypotézy

H0 : x1, . . . , xn sú realizáciou nezávislých, rovnako rozdelených náhodných premenných.

V praxi nezaškod́ı vyskúšat’ týchto testov viac, pretože testy majú rôznu silu (môže sa stat’, že
v niektorom teste hypotézu nezamietneme aj vtedy, ked’ neplat́ı). Ak aspoň v jednom z testov
hypotézu zamietneme, je dost’ možné, že je nepravdivá a nemali by sme s ňou rátat’.

1. Test založený na znamienkách diferencii. Testovacia štatistika tohto testu je

T =
k − n−1

2√
n+1
12

,

kde k je počet bodov rastu - takých bodov xi, že xi+1 > xi. Formálne vieme k zaṕısat’ ako
k =

∑n−1
i=1 Vi, kde Vi = 1 ak xi < xi+1, inak je Vi = 0. V pŕıpade, že je nejaká dvojica

susedných bodov rovnaká, t.j. xi = xi+1, tak jeden z nich treba v tomto teste vyškrtnút’ (a
potom pracovat’ aj so zńıženým n). Testovacia štatistika má za platnosti H0 asymptoticky
normálne rozdelenie, takže (v duchu predchádzajúcej časti) H0 zamietame ak |T | > 1.96.

Idea tohto testu je taká, že ak sú X1, . . . , Xn nezávislé a rovnako rozdelené (čiže ak plat́ı
H0), tak v realizáciach x1, . . . , xn bude počet bodov rastu tvorit’ približne polovicu bodov,
t.j. n−1

2
(o xn nevieme povedat’, či je to bod rastu, alebo nie - preto je v čitateli n − 1). H0

teda zamietneme vtedy, ak je počet bodov rastu ,,výrazne väčš́ı” (resp. ,,výrazne menš́ı”)
ako očakávaná hodnota n−1

2
(inými slovami - ak sú v dátach nejaké rastúce, resp. klesajúce

tendencie). To, čo je ,,výrazne väčš́ı” (resp. ,,výrazne menš́ı”) počet nám nejakým štatisticky
presným spôsobom kvantifikuje práve testovacia štatistika T (napŕıklad ak je počet bodov
rastu k ,,výrazne väčš́ı” ako očakávaná hodnota n−1

2
, tak k − n−1

2
bude tiež relat́ıvne vel’ké

č́ıslo - po nejakom znormovańı hodnotou
√

n+1
2

väčšie ako 1.96).

2. Test založený na bodoch zvratu. Testovacia štatistika tohto testu je

T =
r − 2(n−2)

3√
16n−29

90

,

kde r je počet bodov zvratu - takých bodov xi, že xi−1 < xi > xi+1 alebo xi−1 > xi < xi+1.
Opät’ plat́ı, že ak je nejaká dvojica susedných bodov rovnaká (xi = xi+1 pre nejaké i), tak
jeden z bodov treba pred vykonańım tohto testu vyškrtnút’. Rovnako ako v predchádzajúcom
teste má T za platnosti H0 asymptoticky štandardizované normálne rozdelenie.

Idea je analogická ako v predchádzajúcom teste - dá sa ukázat’, že v postupnosti nezávislých
náhodných premenných X1, X2, . . . , Xn je očakávaný počet bodov zvratu 2(n−2)

3
. H0 teda

zamietneme, ak sa skutočný počet bodov zvratu r pŕılǐs odlǐsuje od tohto očakávaného počtu.

3. Test založený na Kendallovom τ 7.Testovacia štatistika tohto testu je

T =
τ√

2(2n+5)
9n(n−1)

,

7S tým sa pravdepodobne ešte stretnete v iných súvislostiach



kde τ = 4v
n(n−1)

− 1 a v je počet takých dvoj́ıc xi a xj, že xi < xj (ide sa cez všetky možné i a

j), kde i < j. Za platnosti H0 má testovacia štatistika T opät’ asymptoticky štandardizované
normálne rozdelenie. Idea je opät’ analogická ako v predchádzajúcich dvoch testoch - pri
nezávislých, rovnako rozdelených náhodných premenných by sa hodnota v pohybovala okolo
hodnoty n(n−1)

4
(skdúste si to premysliet’) a ak bude v pŕılǐs d’aleko od tejto očakávanej

hodnoty, tak H0 zamietneme (avšak môžeme si všimnút’, že teraz sa to čo je ,,d’aleko” nemeria
rozdielom, ale podielom, od ktorého potom odč́ıtame jednotku).

Môžeme si všimnút’, že vo všetkých troch pŕıpadoch použ́ıvame asymptotické rozdelenie, čiže po-
trebujeme vel’ké n. V týchto pŕıpadoch sa odporúča n ≥ 100. Ak tol’ko dát nemáme, tak sú známe
aj presné rozdelenia (nie asymptotické), ktorých kvantily sú tabelizované (vid’ učebnica, kapitola
10). Druhá možnost’ je aj tak použit’ normálne rozdelenie a zmierit’ sa s tým, že výsledky môžu byt’

trochu nepresné.
Testov nezávislosti je samozrejme viac, niektoré d’aľsie možno nájst’ v učebnici v kapitole 10.

7 Box-Jenkinsova metodológia - ARMA modely

Doteraz sme sa takmer výlučne sústredili na deterministickú (nenáhodnú) čast’ časového radu (trend
a sezonalitu) a reziduálnej (náhodnej) zložke Et sme nevenovali pŕılǐs vel’kú pozornost’. V niektorých
metódach (napŕıklad v exponenciálnom vyrovnávańı a Holt-Wintersovej metóde) ani nezohrávala
pŕılǐs vel’kú úlohu, v iných (napŕıklad pri konštrukcii predikčných intervalov) sme potrebovali pred-
poklad, že Et sú nezávislé, normálne rozdelené, s nulovou strednou hodnotou a konštantnou dis-
perziou. To je dost’ silný predpoklad (v časových radoch väčšinou nereálny), avšak na to, aby
metódy (aspoň asymptoticky) fungovali, spravidla stač́ı, aby bol Et biely šum. Pripomeňme, že
biely šum je postupnost’ nekorelovaných náhodných premenných (t.j. l’ubovol’né dve rôzne náhodné
premenné, ktoré z tejto postupnosti vyberieme, majú nulovú koreláciu) s nulovou strednou hodno-
tou a konštantnou disperziou.

V praxi ale dost’ často nie je splnený ani predpoklad o bielom šume, pretože v Et môže byt’

,,schovaná” nejaká aspoň sčasti systematická štruktúra, ktorú ale nevieme identifikovat’ ani ako
trend, ani ako sezónnu zložku. To má zopár dôsledkov:

1. Predikcie, ktoré sme doteraz použ́ıvali (X̂T = T̂ rT + ŜT pre nejaké ,,budúce” T > n) sa
potenciálne dajú ešte vylepšit’. Ak by sme napŕıklad vedeli, že pre l’ubovol’né t ∈ Z plat́ı
Et = 0.8Et−1 + 0.4Et−2 +Wt, kde Wt je biely šum, tak napŕıklad v n + 1 by sme namiesto

odhadu X̂n+1 = T̂ rn+1 + Ŝn+1 mohli zobrat’

X̂n+1 = T̂ rn+1 + Ŝn+1 + Ên+1 = T̂ rn+1 + Ŝn+1 + 0.8Ên + 0.4Ên−1.

2. Niektoré odhady (napŕıklad MNŠ odhady polynomického trendu) môžu byt’ vychýlené (ak
by bol Et biely šum, tak MNŠ odhady polynomického trendu by boli nevychýlené a v istom
zmysle najlepšie možné), takže môže byt’ vhodneǰsie použit’ iný postup (časom si ukážeme
aký).

Box-Jenkinsova metodológia, ktorej sa v tejto časti semestra budeme venovat’, sa zameriava na to,
ako túto systematickú štruktúru v náhodnej zložke vhodne modelovat’ pomocou takzvaných ARMA
modelov. Zároveň na (väčšiu) chv́ıl’u zabudneme na trend a sezonalitu - na časový rad

(. . . , X−2, X−1, X0, X1, X2, . . .) (7.1)

sa budeme pozerat’ čisto ako na postupnost’ náhodných premenných (tak sme v konečnom dôsledku
časový rad definovali), ktoré spravidla nemajú nejakú konkrétnu deterministickú čast’. Výraz (7.1)
budeme zapisovat’ skrátene ako {Xt}t∈Z.

ARMA modely (autoregressive–moving-average model) majú vel’mi jednoduchý prinćıp (a tvar)
- zoberie sa biely šum {Wt}t∈Z, ktorý predstavuje nejaké náhodné impulzy v daných časových



okamihoch (v literatúre sa namiesto výrazu ,,impulzy” použ́ıva aj ,,̌soky” alebo ,,inovácie”) a hod-
notu časového radu v čase t potom modelujeme ako lineárnu kombináciu predchádzajúcich hodnôt
časového radu a náhodných impulzov - napŕıklad niečo typu

Xt = 2 + 0.3Xt−1 + 0.4Xt−2 − 0.4Wt−1 +Wt (7.2)

- v takomto pŕıklade by hodnota časového radu v čase t závisela od predchádzajúcich dvoch hodnôt
(Xt−1, Xt−2) a náhodného impulzu v danom roku (Wt) a predchádzajúcom roku (Wt−1) - toto je
takzvaný ARMA(2,1) model (2 a 1, lebo ,,najstaršie” členy sú Xt−2 a Wt−1). Úplne všeobecný
ARMA(p, q) model má tvar

Xt = c+ ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + . . .+ ϕpXt−p +Wt + θ1Wt−1 + θ2Wt−2 + . . .+ θqWt−q, (7.3)

kde p, q ∈ N a c, ϕ1, . . . , ϕp, θ1, . . . , θq ∈ R (a ešte nejaké iné podmienky - o všetkom ešte budeme
hovorit’ podrobneǰsie, teraz len stručne pre predstavu). Modely takéhoto typu sú vel’mi flexibilné
(dobre sa dokážu prispôsobit’ aj na zložité tvary časového radu) a spravidla dávajú kvalitné predik-
cie. Nevýhodou býva horšia interpretovatel’nost’ - napŕıklad v modeli (7.2) sa dost’ t’ažko zdôvodňuje
(a predstavuje), aký je na pravej strane význam 0.4-násobku náhodného impulzu z minulého roku.

Celý proces ,,výstavby” modelu sa dá zhrnút’ do troch bodov.

1. Identifikácia modelu - v tomto bode sa na základe niektorých charakterist́ık snaž́ıme určit’ p
a q, t.j. ako vôbec bude vyzerat’ konkrétny model, ktorý pôjdeme dátam ,,napasovat’”.

2. Odhad parametrov - ked’ už máme vybraté konkrétne p a q, v tomto bode odhadneme hodnoty
neznámych parametrov c, ϕ1, . . . , ϕp a θ1, . . . , θq tak, aby model v čo najlepšej zhode s dátami
(aby bol čo najelpš́ı ,,fit”) - to je pomerne zložitá vec, bude to za nás robit’ poč́ıtač (pričom
ani pre poč́ıtač to nie je úplne najl’ahšie).

3. Kontrola (diagnostika) modelu - ked’ už máme odhadnuté parametre, tak spätne skontrolu-
jeme, či je náš model v poriadku - či sṕlňa predpoklady (napŕıklad ten, že {Wt}t∈Z je biely
šum), pŕıpadne či sa nedá zjednodušit’ (použit’ model s menš́ım počtom parametrov) - na to
sú štatistické testy, o ktorých si povieme. Ak model úplne v poriadku nie je, vraciame sa na
bod 1 (a skúšame iné p a q).

O všetkých troch bodoch, rovnako aj o základných vlastnostiach ARMA modelov si podrobneǰsie
povieme v tejto časti - na úvod ale najprv začneme s defińıciami niektorých základných pojmov
v časových radoch (úplne všeobecných) a ich vlastnost’ami.

Základné pojmy a ich vlastnosti

Defińıcia. Stredná hodnota časového radu {Xt}t∈Z je funkcia µ : Z → R daná predpisom

µ(t) = E(Xt). (7.4)

Nameiesto µ(t) budeme pre jednoduchost’ ṕısat’ iba µt (ale treba za tým stále vidiet’ funkciu pre-
mennej t).

Defińıcia. Funkcia γ : Z2 → R definovaná predpisom

γ(s, t) = Cov(Xs, Xt) = E [(Xs − E(Xs))(Xt − E(Xt))] = E(XsXt)− E(Xs)E(Xt) (7.5)

sa nazýva autokovariančná (pŕıpadne iba kovariančná) funkcia časového radu {Xt}t∈Z.

Pripomeňme z PaŠ(1) niektoré vlastnosti kovariancie - pre l’ubovol’né náhodné premenné X, Y, Z
plat́ı

1. Cov(X,X) = D(X) (disperzia),



2. Cov(X, Y ) = Cov(Y,X),

3. Cov(X + Y, Z) = Cov(X,Z) + Cov(Y, Z)

4. Cov(aX + b, cY + d) = acCov(X, Y ) pre l’ubovol’né a, b, c, d ∈ R,

5. |Cov(X, Y )| ≤
√
D(X)D(Y ) (Cauchy-Schwarzova nerovnost’ pre náhodné premenné).

Z tohto vieme l’ahko odvodit’ nasledujúce vlastnosti autokovariančnej funkcie:

1. γ(s, t) = γ(t, s) pre l’ubovol’né s, t ∈ Z,

2. γ(t, t) = D(Xt) ≥ 0,

3. |γ(s, t)| ≤
√
γ(s, s)γ(t, t) pre l’ubovol’né s, t ∈ Z.

Defińıcia. Autokorelačná funkcia časového radu {Xt}t∈Z je funkcia ρ : Z2 → [−1, 1] daná predpi-
som

ρ(s, t) = ρXs,Xt =
Cov(Xs, Xt)√
D(Xs)D(Xt)

, (7.6)

čiže je to korelácia medzi náhodnými premennými Xs a Xt. Pre autokorelačnú funkciu sa vel’mi
často použ́ıva skratka ACF (autocorrelation function).

Zjavne plat́ı

ρ(s, t) =
γ(s, t)√

γ(s, s)γ(t, t)
(7.7)

(priamo z defińıcie) a to, že ACF nadobúda hodnoty iba z intervalu [−1, 1] vyplýva z vlastnosti 3
autokovariančnej funkcie.

Pripomeňme, že korelácia je akási miera lineárnej závislosti medzi náhodnými premennými
- zjednodušene si to môžeme predstavit’ tak, že ak je korelácia medzi Xs a Xt kladná, tak č́ım
väčšie Xs, tým pravdepodobne väčšie Xt a naopak, ak je záporná, tak č́ım väčšie Xs, tým prav-
depodobne menšie Xt. Ak je korelácia nulová, tak niečo takéto povedat’ nevieme. Ak by korelácia
bola presne 1 alebo −1, tak so stopercentnou pravdepodobnost’ou sú Xs a Xt lineárne závislé, čiže
s pravdepodobnost’ou 1 plat́ı Xt = aXs + b pre nejaké reálne č́ısla a, b, kde a > 0 ak ρ(s, t) = 1
a a < 0 ak ρ(s, t) = −1. Ked’že v ARMA modeloch je Xt vyjadrené aj ako lineárna kombinácia
predchádzajúcich hodnôt Xt−1, Xt−2, . . ., uvid́ıme, že ACF bude zohrávat’ dôležitú úlohu pri iden-
tifikovańı modelu.

Defińıcia. Časový rad {Xt}t∈Z je (slabo) stacionárny8, ak sú splnené nasledovné podmienky:

1. Stredná hodnota µt nezáviśı od t, t.j. môžeme ṕısat’ µt = µ, čiže je to konšantná funkcia
premennej t,

2. pre l’ubol’né t, h ∈ Z plat́ı, že funkcia γ(t, t + h) záviśı iba od h bez ohl’adu na to, aké je t -
čiže iba od toho, ako sú Xt a Xt+h časovo vzdialené, nie od konkrétnych okamihov t a t+ h.

To, že časový rad je stacionárny zjednodušene znamená to, že jeho hodnoty nám časom ,,neule-
tia”, ale stabilne sa pohybujú okolo nejakej pevnej hodnoty µ bez výrazneǰśıch výkyvov.

8Existuje aj pojem silnej stacionarity, avšak slabá stacionarita sa použ́ıva bežneǰsie, takže slov́ıčko ,,slabo” sa pri
slabo stacionárnych časových radoch spravidla vynecháva.



Pŕıklady časových radov9 časových radov (stacionárnych aj nestacionárnych)

Nech {Wt}t∈Z je biely šum s disperziou σ2. Uvažujme nasledovné časové rady a pozrime sa, či sú
stacionárne, alebo nie.

a) Xt = Wt - plat́ı

µt = E(Xt) = E(Wt) = 0 vlastnost’ bieleho šumu,

γ(t, t+ h) = Cov(Xt, Xt+h) = Cov(Wt,Wt+h) =

=


0 ak t ̸= t+ h (lebo je to biely šum - postupnost’ nekorelovaných

náhodných premenných) ⇔ h ̸= 0,

σ2 ak h = 0.

Vid́ıme, že µt je konštantné a γ(t, t+ h) záviśı iba od h, takže tento časový rad je stacionárny.

b) Xt = a+ bt+Wt, kde a, b ∈ R (lineárny trend, len s inými ṕısmenkami) - plat́ı

µt = E(Xt) = E(a+ bt+Wt) = a+ bt+ E(Wt) = a+ bt,

γ(t, t+ h) = Cov(a+ bt+Wt, a+ b(t+ h) +Wt+h) = Cov(Wt,Wt+h) =

{
0 ak h ̸= 0,

σ2 ak h = 0.

V tomto pŕıpade śıce γ(t, t+ h) záviśı iba od h, avšak stredná hodnota nie je konštantná, takže
toto nie je stacionárny časový rad.

c) Xt = c+Wt + θWt−1, kde c, θ ∈ R - plat́ı

µt = E(Xt) = E(c+Wt + θWt−1) = c+ E(Wt) + θE(Wt−1) = c,

γ(t, t+ h) = Cov(c+Wt + θWt−1, c+Wt+h + θWt+h−1) =

= Cov(Wt,Wt+h) + θCov(Wt,Wt+h−1) + θCov(Wt−1,Wt+h) + θ2Cov(Wt−1,Wt+h−1) =

=


0 ak |h| ≥ 2,

θσ2 ak |h| = 1,

σ2 + θ2σ2 ak h = 0.

Stredná hodnota je konštantná a γ(t, t + h) záviśı iba od h, takže v tento časový rad je sta-
cionárny.

d) Xt = W1 +W2 + . . .+Wt - máme

µt = E(W1 +W2 + . . .+Wt) = E(W1) + E(W2) + . . .+ E(Wt) = 0

γ(t, t+ h) = Cov(W1 + . . .+Wt,W1 + . . .+Wt+h) =
t∑

i=1

t+h∑
j=1

Cov(Wi,Wj) =

= |Cov(Wi,Wj) ̸= 0 iba ak i = j, lebo {Wt}t∈Z je biely šum| =

=

min(t,t+h)∑
i=1

Cov(Wi,Wi) =

{
tσ2 ak h ≥ 0,

(t+ h)σ2 ak h < 0.

Vid́ıme, že γ(t, t+ h) záviśı aj od t, takže tento časový rad nie je stacionárny.

V praxi vieme vel’kú väčšinu dát - po nejakých rozumných transformáciach - modelovat’ ako sta-
cionárne časové rady - budeme sa teda zaoberat’ iba nimi. To znie možno trochu prekvapivo, ked’že

9Ak sme si pod časovými radmi doteraz predstavovali skôr dáta, v tejto časti budeme mysliet’ skôr teoretické
modely, ktoré sa na dáta dajú potenciálne napasovat’.



napŕıklad ani obyčajný lineárny trend (pŕıklad b)) nie je stacionárny časový rad - dôležité je ale
to ,,po nejakých rozumných transformáciach” - napŕıklad ak by sme v pŕıklade b) (rovnako aj v
pŕıklade d)) namiesto Xt zobrali tazkvanú prvú diferenciu Xt−Xt−1, tak časový rad Yt = Xt−Xt−1

už stacionárny bude (môžete sa o tom presvedčit’, je to vel’mi l’ahké). Čiže aj v praxi, ked’ v nejakých
dátach x1, . . . , xn uvid́ıme zjavný lineárny trend, tak stacionárnym modelom nebudeme modelovat’

priamo dáta x1, . . . , xn, ale ich diferencie x2 − x1, x3 − x2, . . . , xn − xn−1. V stacionárnych časových
radoch sa nám vel’a većı zjednoduš́ı, konkrétne

� pre l’ubovol’né t, h ∈ Z záviśı γ(t, t+h) iba od h, teda môžeme (a aj budeme) ṕısat’ iba γ(h) (to
nám vyjadruje, aká je kovariancia náhodných premenných vzdialených od seba o h časových
úsekov),

� D(Xt) = γ(t, t) = γ(t, t + 0) = γ(0) pre l’ubovol’né t, stacionárny časový rad má teda okrem
konštantnej strednej hodnoty aj konštantnú disperziu,

� vlastnosti autokovariančnej funckie môžeme zaṕısat’ ako

1. γ(h) = γ(−h) pre l’ubovol’né h ∈ Z - zauj́ımat’ nás teda budú iba nezáporné hodnoty h
- zvyšné si vieme dopoč́ıtat’,

2. γ(0) ≥ 0,

3. |γ(h)| ≤ γ(0) pre l’ubovol’né h ∈ Z,

� aj pre ACF plat́ı, že ρ(t, t+ h) je iba funkciou h, pretože

ρ(t, t+ h) =
γ(t, t+ h)√

γ(t, t)γ(t+ h, t+ h)
=

γ(h)√
γ(0)γ(0)

=
γ(h)

γ(0)

- rovnako teda namiesto ρ(t, t+ h) budeme ṕısat’ iba ρ(h).

Odhady v stacionárnych časových radoch

V praxi hodnoty konštantnej strednej hodnoty µ a autokovariančnej funckie γ(h) nepoznáme -
potrebujeme ich odhadnút’ z dát x1, . . . , xn. Na odhad strednej hodnoty sa prirodzene použ́ıva
výberový priemer, t.j.

µ̂ = x =
1

n

n∑
i=1

xi. (7.8)

Za odhad γ(h) sa berie

γ̂(h) =

{
1
n

∑n−h
t=1 (xt+h − x)(xt − x) pre h ∈ {0, . . . , (n− 1)},

0 pre h ≥ n,
(7.9)

čo je v podstate výberová kovariancia z (X1, X1+h), (X2, X2+h), . . . , (Xn−h, Xn) - je to niečo ako

E[(Xt+h − E(Xt+h))(Xt − E(Xt))]

(porovnaj so (7.5)), len namiesto stredných hodnôt máme priemery. Ked’že najväčšia časová vzdia-
lenost’, ktorú z dát máme k dispoźıcii je n − 1 (vzdialenost’ medzi x1 a xn), pre väčšie hodnoty
kladieme autokovariančnú funkciu 0. Pozorný čitatel’ si zrejme všimol, že na to, aby to bol priemer,
pred sumou by malo byt’ 1

n−h
namiesto 1

n
- to je, samozrejme, pravda, avšak ak by sme použili 1

n−h
,

mohli by nám z matematického hladiska výjst’ aj nezmysly (záporný odhad disperzie), čo sa pri 1
n

nestane, preto sa berie 1
n
- z hl’adiska presnosti odhadu to pŕılǐs vel’ký rozdiel nesprav́ı. Za odhad

autokorelačnej funkcie sa berie iba jednoducho

ρ̂(h) =
γ̂(h)

γ̂(0)
. (7.10)



Ako už aj bolo spomı́nané vyššie, autokorelačná funkcia môže byt’ vhodným nástrojom na iden-
tifikáciu modelu - jednoducho si to môžeme ilustrovat’ na pŕıklade c) (o stranu vyššie), kde sme
uvažovali časový rad tvaru

Xt = c+Wt + θWt−1,

čo je vlastne ARMA(0,1) model. Pre tento časový rad sme spoč́ıtali autokovariančnú funkciu,
z ktorej l’ahko vieme vyjadrit’ autokorelačnú funkciu

ρ(h) =


0 ak h ≥ 2,

θσ2

σ2+θ2σ2 = θ
1+θ2

ak h = 1,

1 ak h = 0.

Takýto tvar autokorelačnej funkcie (nenulový práve pre h = 0 a h = 1 a inde nulový) je špecifický
práve pre ARMA(0,1) model (žiadny iný ARMA(p, q) nemá autokorelačnú funkciu takéhoto tvaru)
- ak by sme teda narazili na dáta, pre ktoré plat́ı ρ̂(0) = 1 (to v skutočnosti triviálne plat́ı vždy),
ρ̂(1) ̸= 0 (pričom pod ,, ̸= 0” teraz rozumieme, že to je od 0 dost’ d’aleko) a ρ̂(h) ≈ 0 pre h ≥ 2
(tým, že ide iba o odhad autokorelačnej funkcie, tak presnú nulu nedostaneme takmer nikdy, preto
je tam iba približne), tak ARMA(0,1) model by mohol byt’ vhodný kandidát pre takéto dáta. Môže
sa samozrejme stat’, že netraf́ıme - tým, že z dát máme iba odhady ρ̂, ktoré sú do istej miery
nepresné, môže sa stat’, že napŕıklad v skutočnosti plat́ı ρ(2) > 0, ale mi to vd’aka nepresnosti
odhadu nesprávne vyhodnot́ıme ako nulové.

Na rozĺı̌senie toho, či je ρ̂(h) ≈ 0, alebo ρ̂(h) ̸= 0 sa berie hraničná hodnota ± 2√
n
- ak je ρ̂(h)

v týchto hraniciach, tak ho považujeme za bĺızke nule a ak je mimo týchto hrańıc, tak ho berieme
za rôzne od nuly. Netreba byt’ ale na tieto hranice prehnane upätý, skôr ich brat’ orientačne. Za
tými hranicami sa v skutočnosti skrýva približný 95%-ný interval spol’ahlivosti pre ρ̂(h) v bielom
šume, h = 1, 2, . . .. V bielom šume je skutočné ρ(h) rovné nule a jeho odhad ρ̂(h) na 95% ,,padne”
približne do tohto intervalu. V štatistickom softvéri R (a aj v iných štatistických softvéroch) sa spolu
s autokorelačnou funkciou automaticky vykresl’uje aj táto hranica (vid’ modrá čiara na Obr. 33).
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Obr. 32: Pŕıklad realizácie ARMA(0,1)
modelu.

0 5 10 15 20

−
0.

2
0.

0
0.

2
0.

4
0.

6
0.

8
1.

0

Lag

A
C

F

Series  data

Obr. 33: Autokorelačná funkcia rea-
lizácie ARMA(0,1) modelu.

Ďaľśım dôležitým nástrojom na identifikáciu modelu je v stacionárnych časových radoch takz-
vaná parciálna autokorelačná funkcia (skrátene ju budeme označovat’ PACF) τ : N → [−1, 1].
Tá je daná predpisom

τ(k) = ρXt+k−Pt,k(Xt+k),Xt−Pt,k(Xt), (7.11)

kde pre l’ubovol’nú náhodnú premennú Y je Pt,k(Y ) najlepš́ı lineárny odhad pomocou náhodných
premenných Xt+1, . . . , Xt+k−1. Pod najlepš́ım lineárnym odhadom sa mysĺı lineárna kombinácia



Ŷ = α0+α1Xt+1+. . .+αk−1Xt+k−1, ktorá minimalizuje hodnotu E

((
Y − Ŷ

)2)
. Vol’neǰsie môžeme

povedat’, že τ(k) je korelácia medzi náhodnými premennými vzdialenými o k časových úsekov (t.j.
Xt+k a Xt) ,,očistených” od (lineárneho) vplyvu náhodných premenných, ktoré sú medzi nimi (t.j.
Xt+1, . . . , Xt+k−1). Hoci v zápise použ́ıvame aj t, táto funkcia v stacionárnych časových radoch od
t nezáviśı (bola by rovnaká pre l’ubovol’né t). Plat́ı, že ju vieme vypoč́ıtat’ pomocou ACF ako

τ(k) =
det(P ⋆

k )

det(Pk)
, (7.12)

kde

Pk =


1 ρ(1) ρ(2) . . . ρ(k − 2) ρ(k − 1)
ρ(1) 1 ρ(1) . . . ρ(k − 1) ρ(k − 2)
...

...
... . . .

...
...

ρ(k − 1) ρ(k − 2) ρ(k − 3) . . . ρ(1) 1

 (7.13)

(ij-ty prvok tejto matice je ρ(|i − j|), pretože ρ(0) = 1) a P ⋆
k je taká istá ako Pk, len posledný

st́lpec nahrad́ıme vektorom (ρ(1), ρ(2), . . . , ρ(k))T . Ak chceme PACF odhadnút’ z dát, tak použijeme
rovnaký vzorec, len v maticiach Pk a P ⋆

k namiesto ρ použijeme ρ̂.
V d’aľśıch častiach si povieme o niektorých špecifických ARMA modeloch a o všeobecnom

ARMA modely, pričom pri každom modeli si okrem iného povieme

� pre aké hodnoty parametrov je model stacionárny,

� aká je stredná hodnota daného modelu,

� ako vyzerá ACF,

� ako vyzerá PACF.

Na ukázanie niektorých týchto većı ale ešte budeme potrebovat’ dva dôležité pojmy - operátor
spätného posunu a lineárny proces.

Operátor spätného posunu B je operátor, ktorý časový rad posunie o jeden časový úsek
dozadu, čiže BXt = Xt−1 pre l’ubovol’né t. Vieme ho aplikovat’ aj viackrát - napŕıkad B2Xt =
BBXt = BXt−1 = Xt−2 a analogicky BjXt = Xt−j pre j = 0, 1, 2, . . .. Takisto vieme s týmto
operátorom pracovat’ ako s polynómom, napŕıklad (B2 +4B +4)Xt = Xt−2 +4Xt−1 +4Xt, pričom
roznásobovanie funguje rovnako ako pri klasických polynómoch, čiže vyššie uvedený výraz vieme
zaṕısat’ aj ako

(B + 2)2Xt = (B + 2)(B + 2)Xt = (B + 2)(Xt−1 + 2Xt) = (B + 2)Xt−1 + (B + 2)2Xt =

= (Xt−2 + 2Xt−1) + (2Xt−1 + 4Xt) = Xt−2 + 4Xt−1 + 4Xt,

čo je naozaj to isté ako (B2 + 4B + 4)Xt.
Lineárny proces je časový rad tvaru

Xt = µ+ ψ0Wt + ψ1Wt−1 + ψ2Wt−2 + . . . = µ+
∞∑
i=0

ψiWt−i, (7.14)

kde {Wt} je biely šum s disperziou σ2 a µ, ψ0, ψ1, . . . ∈ R sú parametre. Dá sa ukázat’, že po-
stačujucou podmienkou na stacionaritu takéhoto časového radu je

ψ2
0 + ψ2

1 + ψ2
2 + . . . =

∞∑
i=0

ψ2
i <∞. (7.15)

V takom pŕıpade plat́ı aj to, že lineárny proces je ,,slušný” v zmysle, že pre l’ubovol’né t je nulová
pravdepodobnost’ toho, že Xt bude ∞ alebo −∞. Prakticky sa takýto model nedá použit’ úplne
priamo (ked’že má nekonečne vel’a členov), avšak má teoretický význam, pretože:



1. Ak pre nejaký model ukážeme, že sa dá zaṕısat’ ako (7.14), kde ψ2
0 +ψ

2
1 + . . . <∞, tak z toho

už vyplýva, že to je stacionárny model (a nemuśıme overovat’ podmienky stacionarity, ktoré
nemusia ı́st’ vždy l’ahko).

2. Dá sa ukázat’, že úplne každý náhodný stacionárny časový rad10 sa dá zaṕısat’ v tvare (7.14) -
tomu sa hovoŕı Woldova reprezentácia stacionárneho časového radu. V praxi to znamená, že ak
máme dáta, ktoré sú realizáciou stacionárneho časového radu (väčšinou rozumný predpoklad),
tak model (7.14) s podmienkou (7.15) by bol teoreticky použitel’ný model pre tieto dáta (len
by sme museli nájst’ jeho parametre), čo sa spravidla dá dobre aproximovat’ iba nejakým
konečným počtom členov, čiže

Xt ≈ µ+
k∑

i=0

ψiWt−i

pre nejaké k ∈ N, čo je po predeleńı hodnotou ψ0 obyčajny ARMA(0, k) model.

Autoregresný proces

Časový rad {Xt}t∈Z sa nazýva autoregresný proces rádu p, ak plat́ı

Xt = c+ ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + . . .+ ϕpXt−p +Wt, (7.16)

kde c, ϕ1, . . . , ϕp ∈ R sú parametre, ϕp ̸= 0 a {Wt}t∈Z je biely šum s disperziou σ2, pričom Wt a
Xs sú nezávislé pre s < t. Môžeme si všimnút’, že to je špeciálny pŕıpad ARMA(p, q) modelu (7.3),
kde q = 0 - skrátene teda takýto časový rad označujeme ako AR(p). Plat́ı, že AR(p) je stacionárny
práve vtedy, ked’ sú korene polynómu (aj komplexné)

Φ(z) = 1− ϕ1z − ϕ2z
2 − . . .− ϕpz

p (7.17)

v absolútnej hodnote väčšie ako jedna (niekedy sa to formuluje tak, že korene sú v komplexnej
rovine mimo jednotkového kruhu).

Polynóm (7.17) sa nazýva autoregresný polynóm a má úzky súvis s predpisom (7.16) - ten totiž
môžeme pomocou operátora spätného posunu zaṕısat’ aj ako

Xt = c+ ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + . . .+ ϕpXt−p +Wt

Xt − ϕ1Xt−1 − ϕ2Xt−2 − . . .− ϕpXt−p = c+Wt

Xt − ϕ1BXt − ϕ2B
2Xt − . . .− ϕpB

pXt = c+Wt

(1− ϕ1B − ϕ2B
2 − . . .− ϕpB

p)Xt = c+Wt

Φ(B)Xt = c+Wt.

Dokázat’ tvrdenie o stacionarite je pomerne zložité, ilustrujeme si to aspoň na AR(1) modeli s c = 0,
čiže ak plat́ı

Xt = ϕ1Xt−1 +Wt.

V takom pŕıpade má autoregresný polynóm tvar Φ(z) = 1− ϕ1z, čiže má iba jeden koreň, a to 1
ϕ1
.

AR(1) je teda stacionárny ⇔
∣∣∣ 1
ϕ1

∣∣∣ > 1 ⇔ |ϕ1| < 1. O tom sa dá aj l’ahko presvedčit’ - ak by totiž

platilo, že |ϕ1| ≥ 1, tak

D(Xt) = D(ϕ1Xt−1 +Wt) = |nezávislost’ Xt−1 a Wt| = ϕ2
1︸︷︷︸

≥1

D(Xt−1) +D(Wt)︸ ︷︷ ︸
>0

> D(Xt−1),

10,,Náhodný” preto, lebo existujú totiž aj v istom zmysle ,,deterministické” časové rady - napŕıklad ak by sme
zobrali Xt = A cos(t), kde A je náhodná premenná, tak śıce tam je prvok náhodnosti (kvôli A), ale ak poznáme
hodnotu v jednom časovom okamihu, tak A už si vieme vyjadrit’, takže by sme poznali všetky hodnoty. To je ale
skôr teoretická záležitost’, v praxi sa stretávame takmer výlučne s náhodnými časovými radmi.



čo sa ale v stacionárnom časovom rade nemôže stat’, lebo tam sú všetky disperzie rovnaké. Naopak
ak |ϕ1| < 1, tak Xt vieme zaṕısat’ ako

Xt = ϕ1Xt−1 +Wt = ϕ1(

Xt−1︷ ︸︸ ︷
ϕ1Xt−2 +Wt−1) +Wt = ϕ2

1Xt−2 + ϕ1Wt−1 +Wt =

= ϕ2
1(

Xt−2︷ ︸︸ ︷
ϕ1Xt−3 +Wt−2) + ϕ1Wt−1 +Wt = ϕ3

1Xt−3 + ϕ2
1Wt−2 + ϕ1Wt−1 +Wt = . . .

= ϕk
1Xt−k + ϕk−1

1 Wt−(k−1) + . . .+ ϕ1Wt−1 +Wt = ϕk
1Xt−k +

k−1∑
j=0

ϕj
1Wt−j.

To plat́ı pre l’ubovol’né k, takže ak k → ∞, tak ϕk
1 → 0 (lebo |ϕ1| < 1), takže dostaneme

Xt =
∞∑
j=0

ϕj
1Wt−j,

čo je obyčajný lineárny proces s ψj = ϕj
1 pre j = 0, 1, . . ., pričom

∞∑
j=0

ψ2
j =

∞∑
j=0

ϕ2j
1 = | geometrický rad s kvocientom ϕ2

1 < 1| = 1

1− ϕ2
1

<∞,

čiže je to stacionárny časový rad.
Pre strednú hodnotu µt v stacionárnom AR(p) plat́ı

µt = E(Xt) = E(c+ ϕ1Xt−1 + . . .+ ϕpXt−p +Wt) = c+ ϕ1E(Xt−1) + . . .+ ϕpE(Xt−p) + E(Wt) =

= c+ ϕ1µt−1 + . . .+ ϕpµt−p.

Ked’že ale v stacionárnom časovom µt nezáviśı od t, tak µt = µ pre l’ubovol’né t a teda l’ahko
vyjadŕıme, že

µ =
c

1− ϕ1 − . . .− ϕp

.

Autokorelačnú funkciu ρ v stacionárnom AR(p) modeli poč́ıtame nasledovne:

� Pre h = 1, 2, . . . , p źıskame ρ(h) riešeńım takzvanej sústavy Yule-Wolkerových rovńıc, ktorá
je tvaru

1 ρ(1) ρ(2) . . . ρ(p− 2) ρ(p− 1)
ρ(1) 1 ρ(1) . . . ρ(p− 1) ρ(p− 2)
...

...
... . . .

...
...

ρ(p− 1) ρ(p− 2) ρ(k − 3) . . . ρ(1) 1



ϕ1

ϕ2
...
ϕp

 =


ρ(1)
ρ(2)
...

ρ(p)

 ,

čiže p rovńıc o p neznámych (môžeme si všimnút’, že nal’avo je matica Pp, vid’ (7.13)). Pozor
je tu trochu ,,zrada”, lebo neznáme sú tu ρ(1), . . . , ρ(p) a nie ϕ1, . . . , ϕp (väčšinou sa sústavy
zapisujú tak, že v matici a na pravej strane sú známe hodnoty, nie naopak).

� Pre h > p vypoč́ıtame ρ(h) rekurentne ako

ρ(h) = ϕ1ρ(h− 1) + ϕ2ρ(h− 2) + . . .+ ϕpρ(h− p).

Ak by niekoho zauj́ımalo, ako sme sa k týmto predpisom dostali, tak si to ilustrujeme na AR(2)
modeli s c = 0, čiže ak plat́ı Xt = ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 +Wt. Ked’že c = 0, tak aj pre strednú hodnotu
plat́ı µ = E(Xt) = 0, takže pre autokovariančnú funkciu γ plat́ı

γ(h) = Cov(Xt, Xt+h) = E(XtXt+h)− E(Xt)E(Xt+h) = E(XtXt+h).



Zoberme teraz predpis modelu

Xt = ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 +Wt,

prenásobme obidve strany náhodnou premennou Xt−1 a na obe strany aplikujme strednú hodnotu
- dostaneme

E(XtXt−1) = ϕ1E(Xt−1Xt−1) + ϕ2E(Xt−2Xt−1) + E(WtXt−1), čiže

γ(1) = ϕ1γ(0) + ϕ2γ(1),

leboWt a Xt−1 sú nezávislé, takže E(WtXt−1) = E(Wt)E(Xt−1) = 0. Ak to isté sprav́ıme aj s Xt−2,
dostaneme

E(XtXt−2) = ϕ1E(Xt−1Xt−2) + ϕ2E(X2−1Xt−2) + E(WtXt−2), čiže

γ(2) = ϕ1γ(1) + ϕ2γ(0).

Ak teraz rovnice

γ(1) = ϕ1γ(0) + ϕ2γ(1)

γ(2) = ϕ1γ(1) + ϕ2γ(0)

predeĺıme č́ıslom γ(0), dostaneme práve sústavu Yule-Wolkerových rovńıc

ρ(1) = ϕ1 + ϕ2ρ(1)

ρ(2) = ϕ1ρ(1) + ϕ2.

Analogickú ,,procedúru” vieme spravit’ aj s Xt−h pre l’ubovol’né h > 2, čiže

E(XtXt−h) = ϕ1E(Xt−1Xt−h) + ϕ2E(Xt−2Xt−h) + E(WtXt−h)

γ(h) = ϕ1γ(h− 1) + ϕ2γ(h− 2) /
1

γ(0)

ρ(h) = ϕ1ρ(h− 1) + ϕ2ρ(h− 2),

č́ım dostaneme rekurentný predpis pre h > 2.
Pre ACF vo všeobecnosti plat́ı, že je nenunlová, ale k nule konverguje.

Funkciu PACF by sme poč́ıtali pomocou predpisu (7.12) - vo všeobecnosti nemá nejaké ,,pekné”
vyjadrenie, ale dá sa ukázat’, že τ(k) = 0 pre každé k > p. Uvažujme napŕıklad k = p + 1 -
ak si spomenieme na ,,vol’neǰsiu” defińıciu PACF, tak τ(p + 1) bola korelácia medzi náhodnými
premennými vzdialenými o p + 1 časových okamihov, napŕıklad Xt a Xt−p+1 ,,očistenými” od
lineárneho vplyvu premenných medzi nimi, t.j. Xt−1, . . . , Xt−p. Ked’ ale Xt = ϕ1Xt−1 + . . . +
ϕpXt−p +Wt ,,očist́ıme” od lineárneho vplyvu Xt−1, . . . , Xt−p, ostane nám iba Wt, čo je z defińıcie
AR(p) nezávislé od Xt−1, Xt−2, . . ., takže korelácia τ(p+1) bude naozaj nulová. To je vel’mi užitočné
pri identifikácii modelu - ak sa totiž stretneme s dátami, v ktorých odhad ACF je nenulový, ale k
nule sa bĺıži a odhad PACF je od nejakého okamihu p+ 1 bĺızko nuly, tak AR(p) môže byt’ dobrý
nápad. Napŕıklad na Obr. 35 ide ACF (horný graf) k nule dost’ pomaly, avšak PACF (spodný graf)
je od k = 2 už pod hraničnou modrou čiarou (orientačné hranice sa berú rovnaké ako pri ACF).
AR(1) model by teda mohol byt’ dobrý nápad pre takéto dáta.

Predikcie v AR(p) modeli sú vel’mi intuit́ıvne - ak nájdeme odhady ĉ, ϕ̂1, . . . , ϕ̂p parametrov
c, ϕ1, . . . , ϕp, tak Xn+1 odhadneme ako

X̂n+1 = ĉ+ ϕ̂1xn + . . .+ ϕ̂pxn+1−p,

čiže iba použijeme model s odhadnutými parametrami, pričom Wn+1 odhadneme jeho strednou
hodnotou, čiže 0. Podobne Xn+2 by sme odhadli ako

X̂n+2 = ĉ+ ϕ̂1X̂n+1 + ϕ̂2xn + . . .+ ϕ̂pxn+2−p,

analogicky aj nasledujúce hodnoty.
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Obr. 34: Ročný prietok rieky Nı́l mes-
tom Asuán v rokoch 1871-1970.
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Obr. 35: Odhad funkcíı ACF a PACF
dát z Obr. 34.

Moving average11 proces

Časový rad {Xt}t∈Z sa nazýva moving average rádu q, ak plat́ı

Xt = µ+Wt + θ1Wt−1 + θ2Wt−2 + . . .+ θqWt−q, (7.18)

kde µ, θ1, . . . , θq ∈ R sú parametre, θq ̸= 0 a {Wt}t∈Z je biely šum s disperziou σ2. Môžeme si
všimnút’, že to je špeciálny pŕıpad ARMA(p, q) modelu (7.3), kde p = 0 - skrátene takýto časový
rad onačujeme ako MA(q). Plat́ı, že MA(q) je vždy stacionárny, lebo je to iba špeciálny pŕıpad
lineárneho procesu, v ktorom ψ0 = 1,ψ1 = θ1, ψ2 = θ2, . . . , ψq = θq a ψq+1 = ψq+2 = . . . = 0, čiže
podmienka (7.15) triviálne plat́ı.

Pre strednú hodnotu plat́ı

E(Xt) = E(µ+Wt + θ1Wt−1 + . . .+ θqWt−q) = µ+ E(Wt) + θ1E(Wt−1) + . . .+ θqE(Wt−q) = µ.

Autokorelačnú funkciu ρ(h) pre h = 0, 1, 2, . . . vieme vypoč́ıtat’ ako γ(h)
γ(0)

, kde

γ(h) = Cov(Xt, Xt+h) = |položme θ0 ≡ 1| = Cov

(
µ+

q∑
i=0

θiWt−i, µ+

q∑
j=0

θjWt+h−j

)
=

=

q∑
i=0

q∑
j=0

θiθjCov(Wt−i,Wt+h−j) = (⋆).

Ked’že {Wt}t∈Z je biely šum, tak

Cov(Wt−i,Wt+h−j) =

{
0 ak t− i ̸= t+ h− j,

σ2 ak t− i = t+ h− j ⇔ j = h+ i,

čiže môžeme ṕısat’

(⋆) =

{∑q−h
i=0 θiθi+hσ

2 pre h ≤ q,

0 pre h > q.

Ked’že γ(h) = 0 pre h > q, tak aj pre ACF plat́ı, že ρ(h) = γ(h)
γ(0)

= 0 pre h > q.

11Toto sa prekladá ako ḱlzavý priemer, avšak nemá to nič spoločné s ḱlzavým priemerom z tretej časti - aby sme
si to nemýlili, tak toto necháme v angličtine.



PACF by sme poč́ıtali podl’a (7.12) - opät’ nemá ,,pekné” vyjadrenie, avšak tentokrát pre ňu
plat́ı, že je nenulová, ale k nule konverguje. Analogicky ako pri AR modeloch, aj tu vieme ACF a
PACF využit’ na identifikáciu - ak naraźıme na dáta, v ktorých je odhdad τ̂ nenulový, ale k nule
sa bĺıži a ak pre nejaké q pre odhad ACF plat́ı ρ̂(h) ≈ 0 pre h > q, tak MA(q) môže byt’ vhodný
kandidát na model pre tieto dáta (vid’ napr. Obr. 33).

Čo sa týka predikcíı, tak v MA(q) modeloch je to trochu komplikovaneǰsie - uvažujme napŕıklad,
že na dáta x1, . . . , xn pasuje nejaký MA(1) model s nulovou strednou hodnotou, t.j.

Xt = Wt + θ1Wt−1 (7.19)

pre t ∈ Z. Ak by sme chceli napŕıklad predikciu v čase n+ 1, tak pre ňu plat́ı

Xn+1 = Wn+1 + θ1Wn. (7.20)

Wn+1 je nejaký budúci náhodný impulz, o ktorom nemáme žiadnu informáciu - odhadujeme ho
teda strednou hodnotou (teda nulou). Náhodný impulz Wn ale už nastal (bolo to nejaké konkrétne
č́ıslo), ale pre nás bol nepozorovatel’ný (toto č́ıslo nepoznáme - poznáme iba x1, . . . , xn). Z dát
x1, . . . , xn sa ale za istých podmienok o tomto Wn vieme niečo dozvediet’. Ak by pre parameter θ1
platilo |θ1| < 1, tak (7.19) vieme vyjadrit’ ako

Wt = Xt − θ1Wt−1 = Xt − θ1(

Wt−1︷ ︸︸ ︷
Xt−1 − θ1Wt−2) = Xt − θ1Xt−1 + θ21Wt−2 =

= Xt − θ1Xt−1 + θ21(

Wt−2︷ ︸︸ ︷
Xt−2 − θ1Wt−3) = Xt − θ1Xt−1 + θ21Xt−2 − θ31Wt−3 = . . .

= Xt +
∞∑
j=1

(−θ1)jXt−j (analogicky ako pri AR(1)).

Po prehodeńı sumy na druhú stranu máme

Xt = −
∞∑
j=1

(−θ1)jXt−j +Wt, (7.21)

čo je akýsi AR(∞) model s parametrami ϕ1 = θ1, ϕ2 = −θ21, ϕ3 = θ31, . . .. Xn+1 by sme teda vedeli
odhadnút’ ako

X̂n+1 = θ1xn − θ21xn−1 + θ31xn−2 − . . . , (7.22)

avšak x0, x−1, x−2, . . . neponáme, takže sa použ́ıva aproximácia

X̂n+1 ≈ θ1xn − θ21xn−1 + θ31xn−2 − . . .+ (−1)n+1θn1x1. (7.23)

Ked’že |θ1| < 1, tak č́ım väčšie n (alebo č́ım menšie |θ1|), tým je táto aproximácia presneǰsia
(vel’kost’ členov geometricky klesá s kvocientom −θ1). Takýto prepis na AR(∞) model vieme za
istých podmienok spravit’ aj pre vyššie rády q. Ak niečo také vieme, tak hovoŕıme, že časový rad
MA(q) je invertovatel’ný.

Plat́ı, že MA(q) je invertovatel’ný práve vtedý, ked’ korene polynómu (aj komplexné)

Θ(z) = 1 + θ1z + θ2z
2 + . . .+ θqz

q (7.24)

sú v absolútnej hodnote väčšie ako 1. Polynóm Θ(z) sa nazýva moving average polynóm a opät’

úzko súviśı s MA modelom (7.18), pretože ho pomocou operátora spätného posunu vieme zaṕısat’

ako

Xt = µ+Wt + θ1Wt−1 + θ2Wt−2 + . . .+ θqWt−q = µ+Wt + θ1BWt + θ2B
2Wt + . . .+ θqB

qWt =

= µ+ (1 + θ1B + θ2B
2 + . . .+ θqB

q)Wt = µ+Θ(B)Wt.

Ak máme teda invertovatel’ný MA(q) časový rad (invertovatel’nost’ spravidla vyžadujeme), tak pri
predikciach postupujeme analogicky ako pŕı MA(1) - časový rad MA(q) preṕı̌seme na AR(∞),
zanedbáme posledné členy (obsahujúce X0, X−1, X−2, . . .) a použijeme predikcie ako pri autoreg-
resnom procese.



Autoregresný-moving average proces

Časový rad {Xt}t∈Z sa nazýva autoregresný-moving average proces rádu (p, q), ak plat́ı

Xt = c+ ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + . . .+ ϕpXt−p +Wt + θ1Wt−1 + θ2Wt−2 + . . .+ θqWt−q, (7.25)

kde c, ϕ1, . . . , ϕp, θ1, . . . , θq ∈ R sú parametre, ϕp ̸= 0, θq ̸= 0, {Wt}t∈Z je biely šum s disperziou σ2

a Wt a Xs sú nezávislé pre s < t. Skrátene ho označujeme ARMA(p, q). Rovnost’ (7.25) vieme
pomocou operátorov spätného posunu zaṕısat’ ako

Xt − ϕ1Xt−1 − ϕ2Xt−2 − . . .− ϕpXt−p = c+Wt + θ1Wt−1 + θ2Wt−2 + . . .+ θqWt−q,

Xt − ϕ1BXt − ϕ2B
2Xt − . . .− ϕpB

pXt−p = c+Wt + θ1BWt + θ2B
2Wt + . . .+ θqB

qWt

(1− ϕ1B − ϕ2B
2 − . . .− ϕpB

p)Xt = c+ (1 + θ1B + θ2B
2 + . . .+ θqB

q)Wt

Φ(B)Xt = c+Θ(B)Wt,

kde Φ je autoregresný polynóm (rovnaký ako pri AR(p)) a Θ je moving average polynóm (rovnaký
ako pri MA(q)). Plat́ı, že

1. model (7.25) je stacionárny práve vtedy, ked’ sú korene polynómu (aj komplexné) Φ(z) v ab-
solútnej hodnote väčšie ako jedna,

2. model (7.25) je invertovatel’ný (zaṕısatel’ný ako AR(∞)) práve vtedy, ked’ sú korene polynómu
(aj komplexné) Θ(z) v absolútnej hodnote väčšie ako jedna,

čiže rovnaké pravidlá ako v samostatnom AR, resp. MA modeli. Okrem stacionarity a inverto-
vatel’nosti od parametrov ARMA(p, q) modelu vyžadujeme, aby polynómy Φ a Θ nemali rovnaké
korene - v takom pŕıpade by totiž rovnost’ (7.25) sṕlňal aj nejaký ARMA modele rádu (p−1, q−1)
(čiže už by to nebol ,,čistokrvný” ARMA(p, q) model). Ilustrujme si to na ARMA(1,1) modeli
s c = 0 - v takom pŕıpade plat́ı

Xt = ϕ1Xt−1 +Wt + θ1Wt−1, (7.26)

čiže AR a MA polynómy sú tvaru Φ(z) = 1−ϕ1z a Θ(z) = 1+ θ1z. Tieto polynómy majú rovnaký
koreň práve vtedy, ked’ ϕ1 = −θ1 - v takom pŕıpade pre model (7.26) plat́ı

Xt = −θ1Xt−1 +Wt + θ1Wt−1.

Takúto rovnost’ ale sṕlňa aj ARMA(0,0) model Xt = Wt (čiže biely šum), pretože ak Xt = Wt pre
každé t, tak máme

Xt = Wt

θ1Xt−1 = θ1Wt−1

Xt + θ1Xt−1 = Wt + θ1Wt−1

Xt = −θ1Xt−1 +Wt + θ1Wt−1.

Pre strednú hodnotu stacionárneho ARMA(p, q) plat́ı

E(Xt) =
c

1− ϕ1 − ϕ2 − . . .− ϕp

,

poč́ıtala by sa úplne rovnako ako pri AR(p).
Funkcie ACF a PACF vo všeobecnom stacionárnom, invertovatel’nom ARMA(p, q) nemajú

,,pekné” vyjadrenie, avšak plat́ı pre ne, že sú obe nenulové, ale k nule konvergujú. V tomto pŕıpade
sa teda z odhadov ρ̂ a τ̂ nedá úplne priamo identifikovat’ rád (p, q) - o tom, ako tento rád v praxi
hl’adat’, si povieme na online hodine. Väčšinou sa snaž́ıme nájst’ model, kde je bud’ p alebo q rovné



nule (v takom pŕıpade vieme q, resp. p nájst’ z ACF, resp. PACF) - ono to spravidla aj ide, avšak
niekedy je potom model zbytočne preparametrizovaný - ak dáta napŕıklad dobre modeluje AR(8)
a aj ARMA(1,1), spravidla je rozumneǰsie si vybrat’ model s menš́ım počtom parametrov (čiže
ARMA(1,1)).

Predikcie v ARMA(p, q) fungujú rovnako ako v MA(q) - model zaṕı̌seme v tvare AR(∞) modelu,
zanedbáme posledné členy (obsahujúceX0, X−1, X−2, . . .) a predikujeme rovnako ako pri autoregres-
nom procese. Takýmto predikciam sa hovoŕı ,,useknuté prediktory” (truncated predictors), existujú
aj trochu iné pŕıstupy k predikovaniu, nám stač́ı vediet’ o týchto.

ARIMA modely

Doteraz sme sa sústredili hlavne na stacionárne modely pre časové rady. V praxi sa ale často stret-
neme s dátami, ktoré zjavne nie sú stacionárne, a teda stacionárne modely sa priamo použit’ nedajú.
Typickým (a najviditel’neǰśım) prejavom nestacionarity je pŕıtomnost’ nejakého nekonštantného
trendu (v stacionárnych modeloch sa o trende(=strednej hodnote) predpokladá, že je konštantný).
V Box-Jenkinsovej metodológii sa takéto situácie riešia takzvaným diferencovańım dát, t.j. nemo-
delujeme priamo dáta x1, x2, . . . , xn, ale ich diferencie x2 − x1, x3 − x2, . . . , xn − xn−1. Ak potom
nájdeme potom predikciu pre diferenciu xn+1−xn, tak pomocou nej a xn l’ahko dostaneme predikciu
pre xn+1. Ak by napŕıklad dáta pochádzali z modelu s lineárnym trendom

Xt = at+ b+ Et,

kde {Et}t∈Z je nejaký stacionárny časový rad, tak pre diferenciu Xt −Xt−1 (označuje sa ∇Xt) už
plat́ı

∇Xt = Xt −Xt−1 = (at+ b+ Et)− (a(t− 1) + b+ Et−1) = at+ b+ Et − at+ a− b− Et−1 =

= a+∇Et,

o čom sa dá l’ahko ukázat’, že už je to stacionárny časový rad (a teda pre diferencované dáta sa
môžeme pokúsit’ nájst’ nejaký stacionárny ARMA model, ktorý by ich dobre oṕısal). Podobne ak
by dáta pochádzali z modelu s kvadratickým trendom

Xt = at2 + bt+ c+ Et,

tak po druhej diferencii (diferencia z diferencie, označuje sa ∇2Xt), dostaneme

∇2Xt = ∇(Xt −Xt−1) = (Xt −Xt−1)− (Xt−1 −Xt−2) = Xt − 2Xt−1 +Xt−2 =

= (at2 + bt+ c+ Et)− 2(a(t− 1)2 + b(t− 1) + c+ Et−1) + (a(t− 2)2 + b(t− 2) + c+ Et−2) =

= (at2 + bt+ c+ Et)− 2(at2 − 2at+ a+ bt− b+ c+ Et−1) + (at2 − 4at+ 4a+ bt− 2b+ c+ Et−2) =

= at2 + bt+ c+ Et − 2at2 + 4at− 2a− 2bt+ 2b− 2c− 2Et−1 + at2 − 4at+ 4a+ bt− 2b+ c+ Et−2 =

= 2a+∇2Et,

čo už je opät’ stacionárny časový rad.
Indukciou sa dá relat́ıvne l’ahko ukázat’, že ak by bol trend polynóm stupňa d, tak d−tou dife-

renciou ∇dXt sa tohto polynómu zbav́ıme (z polynomického trendu ostane iba konštanta). V praxi
spravidla stač́ı d ≤ 2 (väčšinu kriviek vieme aspoň lokálne aproximovat’ priamkou/parabolou, čo
stač́ı), pričom aj d = 2 je dost’ zriedkavé.

Autoregresný integrovaný moving average model rádu (p, d, q) (skrátene ARIMA(p, d, q))
je potom iba ARMA(p, q) model aplikovaný na d-krát diferencované dáta. Pomocou operátora vieme
ṕısat’, že časový rad {Xt}t∈Z sṕlňa

Φ(B)∇dXt = c+Θ(B)Wt,

respekt́ıve
Φ(B)(1−B)dXt = c+Θ(B)Wt

(lebo diferencia ∇ je to isté, čo (1−B)).
To, či je potrebné dáta diferencovat’ sa dá vidiet’



� z obrázku - ak vid́ıme trend, resp. ak dáta nekoĺı̌su okolo nejakej konštantnej hodnoty, tak je
spravidla potrebné diferencovat’,

� z ACF - ak táto funkcia ide k nule vel’mi pomaly, tak tiež je to väčšinou znak toho, že je
potrebná diferencia.

Toto samozrejme nie sú úplne najexaktneǰsie pravidlá - treba ich brat’ skôr orientačne - ak náhodou
sprav́ıme diferenciu a nemali sme (respekt́ıve nesprav́ıme a mali sme), tak sa to ukáže aj v d’aľśıch
fázach výstavby modelu - ukážeme si na online hodine. Niekedy sa môže stat’, že vieme relat́ıvne
rozumne modelovat’ aj diferencované a aj nediferencované dáta - správny model nemuśı byt’ úplne
jednoznačná záležitost’. V pŕıpade, že by sme mali ,,podozrenie” na potrebu viacerých diferencíı
(napŕıklad máme pocit, že v dátach je kvadratický trend), aj tak je dobré robit’ diferencie postupne,
t.j. vyrob́ıme si dáta yt = xt − xt−1 (jedna diferencia), vykresĺıme ich spoločne s ACF a až potom
zvážime, či naozaj treba d’aľsiu diferenciu.
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