0 Poznamky k poznamkam

e Okrem uvodu vznikali poznamky v roku 2020, tvod bol doplneny v roku 2022 - je teda
mozné, Ze niektoré veci sa nebudi tplne zhodovat s tym, ¢o budem hovorif na predniskach
(kedZe niekedy sa rozhodnem klast mens{/vicsi doraz na iné veci, pripadne sa na nie¢o budem
pozerat inym pohladom, pripadne nie¢o priddm alebo vynecham).

e Ak je niecCo sivou farbou, berte to ako nejakd drobnu poznamku, pripadne snahu nieco viac
rozviest /dovysvetlit. V principe sa tieto ¢asti daji preskakovat.

e Ak ste nasli nejaki chybu (¢i uz matematicki, gramaticku alebo stylistick), pripadne mate
pocit, Ze nieco nie je dobre/jasne vysvetlené, dajte mi, prosim, vediet prostrednictvom for-
muldra na stranke https://forms.gle/nTox806J5FXj74bj9. Budem velmi vdaény.

1 Uvod

Co je to ¢asovy rad?

Volnejsie moézeme povedat, ze si to chronologicky usporiadané ddta tykajuice sa jednej veci (jedného
Statistického znaku). Presnejsie je to nejakd nekoneénd postupnost ndhodnych premennych
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skratene iba {X; }ez.

V praxi pracujeme vzdy iba s tzv. koneénym pozorovanim (z1,xs,...,2,), ¢o predstavuje re-
alizaciu ndhodného vektora (X, Xs, ..., X,), kde n je nejaké prirodzené ¢islo. V zmysle volnejsej
definicie budeme aj kone¢né pozorovanie (1, ..., ,) nazyvat casovy rad. [ba drobnd poznamka k
pojmu ,,realizdcia”’, ak by ndhodou ¢itatel nebol s tymto pojmom zZity - je to nejaké konkrétne
uskutocnenie javu, na ktory sa pozerame ako na nahodny. Napriklad ak ndhodna premenna X
predstavuje ¢islo na kocke, ktort sa chystdme hodit, tak jej realizdcia x bude konkrétne ¢islo, ktoré
nam padlo. Cize rozdiel medzi velkym a malym pismenom je, ze velké je ndhodna premenns (ne-
vieme konkrétnu hodnotu) a malé je uz konkrétne ¢islo (v pripade kocky napriklad 4). V ¢asovych
radoch vécsinou pracujeme s ¢iselnymi ddatami (Gize realizdciou), ale pri niektorych teoretickych
tivahach je uzitocné za tym vidiet aj tie ndhodné premenné.

Ak nie je povedané inak (a na tomto predmete zrejme inak povedané nebude), ¢asové tseky
medzi susednymi ddtovymi bodmi st aspoii priblizne rovnaké. Najbeznejsie budeme pracovat s
mesacénymi, kvartadlnymi, roénymi a niekedy dennymi datami.

Kde sa s nie¢im takymto stretnit?

Napriklad v
e medicine (tep/tlak pacienta, denné pocty nakazenych/tmrti koronavirusom,... ),
e financiach, ekonomike (vyvoj trokovych mier, menovych kurzov, trzby v obchode, ... ),
e meteorolégii, hydrolégii (hladina riek, teplota vzduchu,.. . ),
e demografii

a mnohych inych oblastiach.


https://forms.gle/nTox8o6J5FXj74bj9

Naco je to dobré?

Dovodov je mnoho, spomenme tri hlavné.

1. Predikcia - jednou z najdolezitejsich uloh pri analyze ¢asovych radov je jeho predikcia, t.j. na
zéklade konecného pozorovania ¢asového radu, ktory mame k dispozicii ndjst rozumné odhady
pre X, 1, X19,... (pripadne Xy, X_1,...). Ak sme schopni predikovat, ¢o sa bude diat v
budticnosti, tak na zdklade toho vieme rozumne prisposobit svoje spravanie v pritomnosti.
Napriklad ak ndm vyjde, Ze cena bitcoinu bude v najblizsich diioch prudko klesat, tak ho dnes
nenakipime. Alebo ak vychadza predikcia, Ze poéty nakazenych budd prudko rést, treba na
to adekvétne zareagovat uz teraz.

2. Deskripcia - niekedy nds nemusi zaujimat, ¢o sa bude diat v budidcnosti - chceme iba popisat
dané data (napriklad ich nejako charakterizovat mensim poctom &fsel). Do kategdrie des-

kripcia mozno zaradit napriklad tieto veci (na tomto kurze sa budeme venovat iba prvej z
nich):

e Dekompozicia casového radu - v principe ide o rozklad tvaru
Xt :Trt+8t+Et, (11)

kde T'ry je trendova zlozka (predstavuje akysi dlhodoby priemer), S; je sezénna zlozka
napriklad pri mesa¢nych ddtach moZeme casto vidiet, Ze kazdy rok je v ddtach podobny
vzor) a E; je rezidudlna (alebo ndhodnd) zlozka nemajica deterministicky charakter.
Takyto pristup ndm vie dat nejaky priblizny ndhlad do dat (napriklad ndm povedat, ¢o
sa deje v jednotlivych ,sezénach”) a moze slizit aj na porovnanie viacerych ¢asovych
radoch - napriklad majme denné trzby dvoch obchodov - ak v jednom trendové zlozka
vychadza Trt(l) = 500 + 5t a v druhom Trt@) = 400 + 7t, tak mozno usudzovat, ze v
druhom obchode priemerné trzby rasti rychlejsie.

e Spektralna analyza - slizi hlavne pri spracovani signalu na popisanie toho, ako velmi si
jednotlivé frekvencie (resp. cykly) v signdli zastiipené. Signal mozno chipat ako nejaki
spojitt vinu, avsSak realne (ak ju chceme mat ulozeni v pocitaci), musime ju nejako
diskretizovat, ¢im dostaneme postupnost bodov, ¢ize casovy rad (ndhodnost vznika kvoli
sumu v signali).

e Linedrna regresia - niekedy mame okrem ¢asového radu (resp. jeho konecného pozoro-

vania (r1,...,2,)) aj nejaké potencidlne vysvetlujice premenné z;1, 22, ..., 2em (pre
t=1,2,...,n). Standardne v takychto situdciach uvazujeme linedrny model

Ty = Lo+ Bz + Bazeo + .o A Bmzim + €t (1.2)
t=1,2,...,n kde g je nejakd nahodnd chyba. Jednou z veci, ktord nds moze zaujimat

je ,,vplyv” jednotlivych vysvetlujtcich premennych na sledovany ¢asovy rad, t.j. aké
st hodnoty jednotlivych biet. Slovo . vplyv’ je v tivodzovkdich, nakolko nemusi st o
kauzalitu, moZze to byt iba koreldcia - presnejsie slovo by teda mohlo byt ,,stvislost”.
Problémom v ¢asovych radoch byva, ze ndhodné chyby ¢4, ..., &, su casto korelované, ¢im
je poruseny zékladny predpoklad ,klasickej” regresie - treba preto pouZit iné postupy
vyuzivajuce modely pre ¢asové rady.

3. Riadenie - niekedy mozeme spréavanie ¢asového radu ovplyviiovat (napriklad ak chceme nejako
ovplyvnit trzby v obchode a médme na to potrebny kapital, tak moZeme sa napriklad investovat
do reklamy, alebo mozeme ,,investovat” do zliav na tovar) - v takom pripade mozeme chciet
najst optimalnu stratégiu, ktord ndm bude maximalizovat nejaku ucelovi funkciu (napriklad
otakdvany zisk z trzieb v nasledujicom mesiaci).



Na ¢o si davat pozor pri praci s ¢asovymi radmi?

e Na kalenddr - niektoré sledované znaky mozu byt vyrazne ovplyvnené kalenddrom, napriklad
poctom dni v mesiaci (celkové mesacéné trzby obchodu budu zrejme vo februdri nizsie), pocet
vikendov v mesiaci, sviatky a prazdniny (najmé pohyblivé). Niekedy je teda vhodné data
nejakym sposobom znormovat (napriklad zobrat mesa¢né trzby predelené poctom pracovnych
dni, pripadne poc¢tom dni, kedy bol obchod v danom mesiaci otvoreny), pripadne zobrat
nejaky ,,vyrovnanejsi’ ¢asovy usek (napriklad kvartél - v jednotlivych kvartdloch si pocty
dn{ takmer rovnaké). Niekedy netreba priamo upravovat ddta, staci si iba ddvat pozor pri
interpretacii vysledkov.

e Zmena podmienok, respektive charakteru ¢asového radu - napriklad predikovat pocty na-
kazenych pocas lockdownu na zdklade dat z ¢asu, kedy lockdown nebol moéZe byt ndroéné,
az nemozné. V principe celd predikcia je zaloZend na tom, Ze ak pozndme minulost, resp.
pritomnost, tak ak sa nezmeni charakter casového radu, tak vieme povedat, ako bude zhruba
vyzerat budicnost. Toto je aj jeden z dovodov, preco robit iba kratsie predikcie - ¢im dalej
do budticnosti by sme isli, tym je viicsia Sanca, ze sa nieco zmeni (d'alsi dovod je ten, zZe ¢fm
d’alej do budtcnosti ideme, tym viac sa prejavia potencidlne nepresnosti odhadov/merant,
ktoré sme na zaklade sucasnych dat spravili).

Podobne aj pri deskripcii moze byt niekedy vhodnejsie rozdelit ¢asovy rad na viac ho-
mogénnych tusekov. Napriklad na Obr.[l| je modrou farbou zobrazeny casovy rad, ktory sa sice
sprava linearne, ale do ¢asu 50 podla nejakého predpisu a od ¢asu podla nejakého iného pred-
pisu. (V case 50 sa zmeni charakter.) Ak by sme to ale ignorovali a pouzili iba jednu priamku,
tak najlepsie (v nejakom zmysle), ¢co mozeme dostat je priamka zobrazend na Obr. [1| éervenou
farbou, ¢o zjavne vystihuje ¢asovy rad velmi zle.

Takisto, ak by sme mali v tomto priklade k dispozicii iba data do ¢asu 50, tak kvoli zmene
charakteru nemame Sancu rozumne predikovat spravanie ¢asového radu v ¢asoch 51,52, .. ..
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Obr. 1: Priklad zmeny charakteru ¢asového radu

e Volba datovych bodov - niekedy mame moznost si zvolit, kedy, pripadne ako ¢asto budeme
pozorovat hodnoty sledovaného znaku - treba dbat na to, aby to bolo zmysluplné a aj matema-
ticky zvlddnutelné - napriklad pri numerickych vypoctoch moze velky pocet merani vyrazne
stazit vypocet (nebudeme preto napriklad sledovat pocet zdkaznikov v obchode kazdi mintitu
- nakolko tento pocet sa az tak ¢asto menif nebude - staéf napriklad celkovy pocet za den,
pripadne hodinu). Naopak ak chceme najst nejaké zdkonitosti, tak merani potrebujeme do-
statocne vela, respektive ¢asto (napriklad ak mdme iba rotné data, nepovie ndm to ni¢ o
mesacnych fluktudciach).



Pristupy k modelovaniu ¢asovych radov

Pristupov je vela, z ¢asovych dovodov sa ale budeme venovat iba nasledovnym dvom (zrejme
najpouzivanejsim):

1. Dekompoziény pristup - ten uz sme spominali vysSie - ide o rozlozenie ¢asového radu na trend,
sezénnu zlozku a sum (rezidudlna zlozka). Vécsinou sa uvazuje tzv. aditiviny model

Xt = Trt + St + Et,
avdak niekedy moze data lepsie vystihovat tzv. multiplikativny model tvaru
Xt = TTtStEt.

V takom pripade je ale beznym postupom zlogaritmovanie dat (resp. celého modelu), ¢im
dostaneme
InX;,=InTr; +1nS; + In E,

¢o je opit aditivny model - z toho dovodu sa multiplikativnemu modelu nebudeme az tak
venovat (spomenieme iba zopar metdd).

Spomenme este, ze v dekompozi¢nom pristupe sa niekedy uvazuje aj takzvana cyklicka zlozka
O, charakterizovan4 striedajiicou fazou rastu a fazou poklesu, ktoré ale nemusi byt tiplne pra-
videlnd (napr. v literatiire sa dd stretnit s pojmom ,,business cycle”, ktorého dizka fluktuuje
medzi 5-7 rokmi (aj ked aj tento tidaj sa menf v zavislosti od literatiiri)). Ide o trochu sporni
zlozku (vzhladom na nie tplne poriadnu definovatelnost) a ¢asto §pecifickt pre nejaki oblast,
takZe na tomto kurze sa jej nebudeme venovat.

2. Box-Jenkinsonova metodoldgia - zdkladnym pojmom v tomto pristupe je tzv. biely sum - to
je casovy rad {W, }iez s vlastnostami

e E(W;) =0 pre kazdé t € Z,
0 ak t # s,

o? akt=s,

o Cov(W;, W,) = pre lubovolné t, s € Z, kde o > 0 je nejaky parameter.

Pomocou bieleho Sumu sa potom vytvaraji tzv. ARMA modely, ktoré maju tvar
Xi=c+ o Xe 1 +02 Xy o+ ..+ 0, X, + W + O Wiy +0.W o+ ... +0,W_,

kde ¢, ¢1,...,¢p,04,...,0, si parametre. Casovy rad teda v tomto pripade modelujeme
ako nejaki linearnu kombindciu minulosti (X1, ..., X;_,) a bieleho sumu (W, pre s € Z
predstavuje akysi ndhodny impulz v ¢ase s). Na rozdiel od mnohych inych statistickych
metéd, v ARMA modeloch sa predpokladé (a vyuziva) zavislost jednotlivych merani
X1, Xs,.... Vyhodou takychto modelov je ich vysoka flexibilita (vedia sa prisposobit
roznym, aj ,,divokym” tvarom ¢asového radu) a kvalitné predikcie (spravidla lepsie ako
pri dekompoziénych metédach). Naopak nevyhodou je ich fazsia interpretovatelnost
(casto je tazké povedat, ¢o sa skryva za bielym Ssumom a za hodnotami jednotlivych
parametrov).

2 Dekompozi¢cné metody
Pripomertime, 7e pri (aditivnej) dekompozicii predpokladame, Ze asovy rad sa d4 zapisaf v tvare
Xt = TTt + St + Et,

pricom nagou tlohou je v principe najst nejaké odhady ﬂ"t a §t tak, aby ﬂt + §t bolo (v nejakom
zmysle) ¢o najblizsie k datam x; pre t = 1,...,n. V niektorych metédach majui tieto odhady nejaky



konkrétny predpis, ktory vieme aplikovat pre lubovolné ¢ € Z (nie len pre t = 1,...,n) - v takom
pripade mozeme tieto odhady pouzit aj na predikciu - pre nejaké prirodzené ¢islo T' > n mozeme
casovy rad v ¢ase T odhadnit (predikovat) ako

)?T:ﬂT‘f‘S\T

(Er odhadneme nulou - nakolko ide o Sum, tak predpokladdme, Ze sa pohybuje okolo nuly a ked'ze
je to nejakd nesystematicka cast, tak 0 je vicSinou najrozumnejsia vec, ktori mézeme zobrat).

Zacneme metodami, ktoré tieto zlozky odhaduji postupne, t.j. najprv sa najde ﬁ‘t a pomocou
neho sa dopocita §t Ukazeme si sposoby odhadovania trendu

e matematickymi krivkami definovanymi mensim po¢tom parametrov (teda tiloha odhadovania
trendu sa zredukuje na odhad parametrov),

. kfzavymi priemermi - vyhodou tejto metddy je, ze je adaptivna (teda vieme odhadnit aj
trendy ,,8karedsich” tvarov, ktoré by sa jednoduchymi funkciami modelovali tazko - napriklad
na Obr. [2| je touto metédou odhadnuty trend dét, ktory sa tazko modeloval jednou priamkou
- porovnaj s Obr. , naopak jej nevyhodou su predikcie, ktoré sa v tejto metdde robia
komplikovane a nie si az tak dobré (¢ize tato metdda je vhodnejsia skor na deskripciu),
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Obr. 2: Priklad pouzitia adaptivnej metédy na data, v ktorych sa meni charakter.
e metodou exponencialneho vyrovnavania - tiez ide o adaptivnu metédu, avsak s lepSimi pred-
ikciami.

Neskor si ukdzeme aj metédy, kedy sa trend aj sezénna zlozka modeluji naraz.

2.1 Modelovanie trendu matematickymi krivkami

V tejto ¢asti budeme predpokladat, Ze trend sa dd zapisaf pomocou nejakého malého poétu pa-
rametrov, ktoré budeme oznacovat ako Sy, f1,. .., B (pripadne «, 3,7 - v zavislosti od metédy)

- trend potom budeme oznacovat ako Try(Bo, B, ..., k). Pre predstavu - ak predpokladdame, ze
trend mé tvar priamky, tak sa da zapisat ako T'r(5y, 1) = Po + Bit. Okrem toho kratka pozndmka
k znaceniu - trend je funkcia premennej t a Sy, 81, ..., 0i su parametre - , Standardnejsie” znacenie

by teda malo byt skor Trgy 1.5, () - to ale moze sposobit, Ze v indexe bude privela pismeniek, ¢o
neposobi tiplne prehladne. Navyse v ¢asovych radoch je premennd ¢ beZne v indexe - preto budeme
preferovat znacenie Tr (3o, 81, ., Bk), resp. ak bude zjavné, ¢o st parametre trendu, tak iba T'r,.



Uloha odhadnutia trendu sa tym padom zjednodusi na tlohu odhadnutia parametrov - tie spra-
vidla (a na tomto kurze vylucne) hladdme metédou najmensich stvorcov, t.j. hladdme také odhady
Bo, - - -, Br, ktoré minimalizuju funkciu g definovani ako

n

9(Bos -, B) =Y _(Tri(Bo, .., B) — ). (2.1)

t=1

V niektorych pripadoch tito tilohu vieme vyriesit analyticky zderivovanim funkcie g, inokedy bu-
deme hladat optimélne hodnoty parametrov numerickymi metédami.
Vyhodou takejto parametrizdcie je aj moznost v niektorych pripadoch porovnat tredny dvoch
¢asovych radov - napriklad ak mame dve priamky, tak vieme povedat, ktord rastie rychlejsie.
Dalej spomenieme najbeznejsie pouzivané trendy a sposoby odhadu parametrov.

Konstantny ,,trend”ﬂ

V takomto pripade predpokladdme, ze Tr:(8y) = Bo. Odhad Sy mdzeme néjst derivdciou funkcie

n

9(B0) =D _(Bo — ).

t=1
Derivacia tejto funkcie je

n

g (Bo) =D 2(Bo — mr).

t=1

Pre odhad 3, musi platit, Ze g’(Bo) = 0, teda

n

22(50—13):0

t=1
n n
§ Bo = Ty
t=1 t=1

n
nBy = Z Ty
Bo =1T.
Cize konstantny trend odhadneme ako aritmeticky priemer dét (¢o je veelku zmysluplné).

Linearny trend

V tomto pripade predpokladdame, ze trend ma tvar priamky, t.j. Tr(5o, 1) = Po + Sit. Funkcia g
a jej parcialne derivacie maju tvar

n

9(Bo, B1) = Z(ﬂo + Bt — x,)?,

=1

aa—go(ﬁoaﬁl) = ;2(50 + Ot — ),
99 50 By =3 2 + fut — )t
96, 0,001) = 0 1 2

t=1

ITazko povedat, & konstantu mozno nazvaf trendom, preto je slovicko trend v tivodzovkach. V takomto pripade
skor hovorime, 7ze v ddtach trend nie je (a iba fluktuuji okolo nejakej konstantnej hodnoty).



Pre odhady B\o, B\l musi platit a%(éo, 31) = 0 a zaroven a%(BO, 31) = 0, ¢ize v principe ide o ststavu
dvoch rovnic o dvoch neznamych. Po dosadeni do prvej rovnice dostavame

22<8\0+B\1_$t) =0

t=1
n n
nBy = Z% — b Zt
=1 =1
fo = — Bt

(t sa d4 jednoducho vyjadrit ako ”T“, ale nie je to az tak podstatné - mozeme to nechat v tomto

tvare). Z druhej rovnice (uz aj s dosadenim za 50) dostéavame

n

S 2By + Bt — @)t =0
t=1

Z(f — Bit + But — 7)) =0

t=1

ant — Blfzn + B\m{2 — tht =0
t=1

31(7175_2 —nt?) = Zwtt — nxt
=1

1N =7
2 n Zt:l Tyt — Tt

B = 2
Pozor, medzi t2 a 2 je rozdiel - prvy vyraz znamend priemer druhych mocnin hodnét 1,2,3,...,n a
druhy vyraz znamen4 priemer hodnot 1,2, 3, ..., n umocneny na druhd. Opét plati, Ze tieto vyrazy

sa daji vyjadrit ¢isto pomocou n, ale v praxi to aj tak budeme pocitat v Exceli, kde je takyto
z4pis mozno aj rychlejsi. Hodnotu /3; by sme mohli spatne dosadit do vzorca pre [, avsak opit to
pri praktickej realizdcii nie je potrebné (kedze budeme vyécislovat hodnotu ) a priamo toto ¢islo

mozeme vyuzit pri vypocte Sy).

Kvadraticky trend

Dalej budeme predpokladat, ze trend mé tvar Tri(Bo, B, B2) = Bo + Pit + Bot?. Opét by sme mohli
vyuzit parcidlne derivdce, avsak jednoduchsie je ist na odhad parametrov maticovo - konkrétne
funkciu g mozeme zapisat ako

9(8) = (X = FB)' (X = Fp),
kde
e 3 je vektor parametrov, ¢ize 8 = (B, B1, B2) ',
e X je vektor merani, ¢ize X = (z1,...,7,)" a

e [’ je matica tvaru

11 1
1 2 4
1 3 9



Ak by sme si rozpisali vyraz X — F'3, dostali by sme n-rozmerny vektor, ktory ma na ¢-tom mieste
hodnotu x; — (B + Bt + [at?), takze vo funkcii g naozaj dostaneme vyraz

n

Z(ﬂﬁt — (Bo + Bit + Bat?))?.

t=1
Tym, ze umocnujeme na druhu, tak je jedno, ¢i v sume ide najprv x;, alebo hodnota trendu. To,
ze naozaj vyjde sucet Stvorcov je jednoducha vlastnost nasobenia vektorov - napr. ak mame nejaky

aq
Ciselny vektor a = | ao |, tak plati
as
ai
a'a= (al a9 a3) as | = a? + (13 -+ (1,5.
as

D4 sa ukézat, Ze v takomto pripade funkcia g nadobiida minimum v bode
B=(FTF) " FTX.

Zrejme bolo na predmete Pravdepodobnost a statistika, pripadne Numerickych metdédach, budeme
o tom hovorit aj na Matematickej Statistike. Nejakd intuicia za tym je, ze g(/3) sa d4 rozpisat ako

gB)=(X—FB) (X -FB)=X"X-28"FTX+B8"F'Fp

a nasledne vieme pouzit akési maticové derivovanie (funguje velmi podobne ako pri normélnom
derivovani, len treba ddvat pozor na rozmery matic, resp. vektorov) - ak mame v s¢itanci nemame
betu, tak sa zderivuje na nulu, ak tam mame jednu betu (ako nejaky ¢initel), tak odstranime iba
betu a ak mame v séitanci dve bety (tiez vo forme stucinu), tak tam nechdme iba jednu a vynésobime
dvomi - v tomto pripade
dg
l5J54

(B) = —2F"X +2F"Fg.
Pre odhad ; teda musi platit R
—2F"X +2FTFp =0,

z ¢oho po uprave naozaj dostavame

B=(FTF) F'X.

Polynomicky trend

Vseobecne mézeme uvazovat polynomicky trend, ¢ize T (8o, B1, - - -, Bx) = Bo+Bit+Fat>+. . .+ Lit*,
pricom vsetko funguje analogicky ako v kvadratickom trende, jedine vektor parametrov [ je o nieco
,,dIhsi” a matica F' je o nieco ,,Sirsia”, konkrétne v tomto pripade ma tvar

11 1 ... 1
1 2 4 ... 2k
1 n n® ... nk

Odhad parametrov vyjde rovnako ako v predchadzajicom, ¢ize
B=(FTF)" F'X.

Mozeme si véimnit, Ze tento pripad zahina vsetky doteraz spomenuté. V praxi sa najbeznejsie
stretneme s linearnym, pripadne kvadratickym trendom - vyssie stupne polynému su zriedkavé.
Plati sice, ze ¢im vyssi stupen polynému, tym lepsi bude ,.fit” (to ako presne krivka prechddza
ddtovymi bodmi), avsak casto je to neziadice, lebo



e od trendu ani principialne nechceme, aby tplne presne opisoval datové body x1,...,z, -
chceme iba akési ,,priemerné spravanie” casového radu,

e polyném vysokého stupiia mé ti zli vlastnost, ze velmi rychlo ,,uleti” do plus alebo minus
nekonecna - Casto sa teda stane, ze v tejto situdcii bude sice model pre datové body ako
tak v poriadku, ale bude ddvat velmi neredlne predikcie. Napriklad na Obr. 3| st zobrazené
déta, ktoré by sa dali modelovat linedrnym trendom - ak ich budeme modelovat polynémom
stvrtého stupna, tak sice je fit dobry, podobne aj kratkodobé predikcie, avsak casom tento
polyném velmi rychlo za¢ne klesat do —oo.

Polynomicky trend (Stvrtého stupnia)
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Obr. 3: Priklad predikeii ziskanych pouzitim polynomického trendu (Stvrtého stupna).

Predikéné intervaly v polynomickom trende

Ak by ndhodou v casovom rade nebola sezénna zlozka a ak by platilo, ze Ey, Fs, ... su nezavislé
a vietky maju rozdelenie N(0,0?), tak pre ,,budicnost” ¢asového radu Xp, (T > n) mozno
konstruovat 95% predikéné intervaly (interval, do ktorého na 95% ,,padne X7”) - tie maji tvar

<5€T — tn—(k+1)(97'5%)5,fT7 XT —+ tn—(k+1)(97'5%)SfT> 5

kde
o Xr je predikcia ¢asového radu v case T' (ziskame ako Eo + BlT +...+ Bka),
_ [ XFBT(X-Fp)
o 5= /ORI
o fr=\/1+(LT,12 .. IO (F T F)(1,T,1%,..., 197,
oty (5+1)(97.5%) je 97.5% kvantil ¢ rozdelenia s n — (k + 1) stupiiami volnosti (v Exceli dosta-

neme ako T.INV(0.975,n — (k+ 1)) ).

Je mozné pouzit aj iné percento ako 95% (v takom pripade potom stac¢i zmenit kvantil ¢ rozdele-
nia), aviak toto je zrejme najpouzivanejsie. Ak by sme cheeli o percentny predikény interval, miesto
97.5% kvantilu ¢ rozdelenia pouzijeme 100% — 129%=¢ percentny kvantil. Dalej je potrebné pozna-
menat, Ze predpoklad o nezavislosti E, Fs, ..., je v casovych radoch skor vynimkou ako pravidlom,
preto je pred pripadnou konstrukciou takychto intervalov vhodné sa presvedcit, Ze predpoklad o
nezdvislosti a rovnako aj o normalite je splneny, inak mozu mat vyrazne nizsiu spolahlivost, ako
si myslime.



Exponencialny trend

V tomto pripade predpokladdme, ze Tri(a, 8) = af, kde § > 0. Ak a > 0, tak § > 1 znamend
exponencidlny nérast a f € (0,1) znamend exponencidlny pokles (7 = 1 znamend konstantny
trend). Odhady parametrov «, 8 vieme néjst opit metédou najmensich tvorcov - v tomto pripade
ale nemame explicitné vyjadrenie pre a a B - odhady je potrebné ndjst numericky (to sa d4 aj
v Exceli, ndvod bude na konci tejto casti).
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Obr. 4: Exponenciglny trend - parametre odhadnuté numericky MNS.

Pri détach exponencidlneho tvaru moéze dobre fungovat aj multiplikativny model - v takom
pripade po zlogaritmovani dostavame

InTr(a,f) =Ina+tng, (2.2)

¢o je uz linearny trend s parametrami Ina a In 8. Odhady Ina a In 3 vieme n4jst rovnako ako pri
linedrnom trende, teda minimalizaciou vyrazu

n

Z(lnxt —Ina —tn B)> (2.3)

t=1

7 odhadov Ina a In B potom vieme vypocitat odhady & = elna o B = B, Pozor, & £ a a3+ -
ide o rozne odhady (ale obidva v nejakom zmysle rozumné).

Modifikovany exponencialny trend

V tomto pripade mé trend tvar Try(a, 8,7) = v + af', 8 > 0, ¢ize mdzeme exponencidlnu krivku
postivat v smere y—ovej osi. Odhady parametrov a, 3,y hladdme numericky metédou najmensich
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Obr. 5: Priklad modifikovaného exponencialneho trendu pre aw < 0,8 € (0,1) a v > 0.



stvorcov. V trende mame teraz sucet, takze zlogaritmovanie by nam nepomohlo (na odhady existuji
aj ,,kalkulackové postupy”, ale numerické riesenie je v dnesnej dobe rychlejsie aj presnejsie).

KedZe mame viac parametrov, tak tdto modifikované verzia bude vzdy presnejsia - v praxi preto
mozeme pri exponencialne vyzerajicich datach vzdy vyskusat tito (aj pri podozreni, ze to je iba
oby¢ajny exponencidlny trend) a ,,v najhorsom” ndm 7 vyjde 0 (resp. blizko 0).

Logisticky trend

Logisticky trend je dany vzorcom Tri(a, B,7) = %aﬁ“ a, 8,7 > 0. Z predpisu vyplyva, ze ak
g€ (0,1), tak Try — 0 pre t — —oo a Try — v pre t — oo (ak f > 1, tak naopak). Krivka m4
,,esickovity” tvar a je symetrickd okolo inflexného bodu —iﬁ—g (vid Obr. |6)) - kto by si ndhodou
nepamaétal, tak inflexny bod je taky bod, v ktorom sa meni funkcia z konvexnej na konkdvnu (resp.
naopak). Odhady parametrov metédou najmensich stvorcov hladdme numericky.

— 1 —fitted

Obr. 6: Odhad logistického trendu.

Gompertzova krivka

Ako poslednii spomenieme Gompertzovu krivku - t4 ma predpis Tr(«, 3,7) = €77 > 0,a < 0.
Tvarovo vie byt takato krivka velmi podobnd logistickému trendu, hlavni’l rozdiel je, ze Gompert-

zova krivka nie je symetrickd okolo inflexného bodu _1n1(n—6a) (vid Obr. [7| - trochu to tam vidno).

Odhady parametov hladdme numericky.

Volba krivky

Najdolezitejsie je vykreslit si ddta a sledovat aky maji tvar - z toho sa d4 ¢asto usidit, akd krivka
by mohla byt vhodnd. V niektorych pripadoch ndm niekto tito informdciu d4d, pripadne vieme
typ krivky uhddnut z povahy dét (niektoré deje sa prirodzene spravaji exponencidlne alebo napr.
v populacnej biolégii je zase celkom beznd Gompertzova krivka a podobne). V pripade, zZe si nie
sme isty, treba vyskusat viac kriviek a pozriet sa, ktora lepsie popisuje data - napr. ktord z nich

mé mensiu sumu Stvorcov rezidul
n

—_~ 2
> (e —Try)?, (2.4)
t=1
pripadne (ak to je zjavné) z obrézka. V ucebnici mozno na strane 40 najst zopar informativiych
testov pre volbu krivky - skiigal som ich na generovanych datach a pravdupovediac velmi nesedeli,
takze skor neodporucam.
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Obr. 7: Odhad Gompertzovej krivky.

Numerické hladanie parametrov metédou najmensich stvorcov v Exceli
V prvom rade si treba spustit doplnok ,,Riesitel” (Solver). To spravime nasledovne:
e Pdjdeme na Stubor — Moznosti — Doplnky (File — Options — Add-ins).

e Dole je ,,Spravovat” (Manage)- tam vyberieme ,,Doplnky programu Excel” (Excel Add-ins)
a stlacime Spustit (Go).

e Zaklikneme ,,Doplnok Riesitel” (Solver Add-in) a klikneme OK.

H ©- s Excel - moznosti ? X
Stbor Domov  Viedit  Rodlodeniestrany | IS Jany prostriedok

[‘?} Zobrazenie a sprava doplnkov balika Microsoft Office.

o ) o
E rtl [ Zobrazit dotazy D =Pt Veorce & Riesitef

- . 5 ERZ tabulky L=k |

Ziskat externé  Nowj i . Obnovit Kentrola pravopisu a gramatiky Dopinky
Gdajer | dotaz~ Lo Nedévne zdioje  yzetyo- |2 U] -
Ziskat a transformovat’ prg | UloZit Nazov « Umiestnenie Typ Analjza ~
| Jazyk I
y
c2 - S || =EXP(GSH Doplnok Riesitel Ci\...ce\Office16\Library\SOLVER\SOLVERXLAM  Doplnok programu Excel

Roziirené
A B C D s -

- Prispésobit pas s nastrajmi A - A X

1t x_t fitted  odhad E_t"2 Analyticke nastroje \...€\Office 16\ Librany\Anal IALYS32.XLL  Doplnok programu Excel
2 1 11822 3.1e.07] 1484059212 Panel s nastrojmi Rychly pristup Analytické nastroje - VBA ficel6\Library\Anal TPVBAENXLAM  Doplnak programu Excel

, o8| Détum (XML) crosoft SharedSmart TagiMOFLDLL  Akcia
2 2 "LE705 44ED6 2519263968 Eoriftsy Inquire ..rosoft Office\Office16\DCF\NativeShim.dil  Doplnok architektiry COM
4 3 -125255) 4.22605 1568957134 Centrum dévershodnosti Microsoft Actions Pane 3 RozEirujtici balik XML
5] 4| 1826344 0.00029| 3.334471248 R Microsoft Power Map for Excel \..Map Excel Add-in\EXCELPLUGINSHELLDLL  Doplnok architektiry COM
6 5 1510478 0.001499 2277017857 Microsoft Power Pivot for Excel cel Add-i\PowerPivotExcelClientAddin.dll  Daplnok architektiry COM
7 6 1501186 0.006088 2.235319366 Microsoft Power View for Excel cel Add-in\AdHocReportingExcelClient.dll - Doplnok architektiry COM
5 7 1683318 0.020112 2.766253448 Néstraje meny euro ..t Office\Office16\Librany\EUROTOOLXLAM  Doplnak programu Excel
9 | 8 -1.8597 0.055723 3.668828661
10| 9 1.275492 0.132867 1.30559156
1] 10 0.744232 0.278752 0.216671043
12] 11 -0.3382 0.52435 0.743987906
13] 12 -0.59827 0.898686 2.340876583
14] 13 0.555975 1422758 0.751313277
15] 14 2.412965 2.105069 0.034800049 Doplnak Dopinok Ricie
16 | 15 3.880095 2.939967 0.883839883 Vydavatel:
7] 16 3.331482 3.908864 0.333370174 Kompatibilita: Nie st dostupné #iadne informécie o kompatibilite
18 | 17 5.852339 4.983538 0.754814306 Umiestnenie:  C:\Program Files (x86)\Microsoft Office\Office16\Libran/\SOLVER\SOLVER.XLAM
19 18 7.088422 6.130387 0.917831507
20 19 6127604 7.314578 1408907894 Papis Néstro] na optimalizaciu a riesenie rovnic
21| 20 8705207 8.503416 0.04071965 |
22 21 9.009672 9.668614 0.434204842 ) -
23| 22 1219376 10.7875 1977581212 spravovet: | Doplnky prgramu xeel [ =

= =
Gompertz (G J oK AT S t

Pripraveny I — mii 25 + 100

Obr. 8: Spuistanie Excelovského doplnku ,,Riesitel”.

Samotné hladanie si ukdzeme na priklade - povedzme, Ze méame data ako na Obr. |§| a rozhodneme
sa, ze chceme cez tieto data prelozit nejaki Gompertzovu krivku - musime teda ndjst vhodné
parametre «, 3,7. Na tivod treba spravit v Exceli zopar pripravnych krokov:

e Nastavime si hodnoty nejakych Startovacich parametrov, napr. ag = —1, 5y = 0.5,7 = 1.
Tieto éisla zaddme napr. do buniek G2,G3 a G4 (vid Obr. [10). Cim blizsie st startovacie
hodnoty k optimalnym parametrom, tym lepSie, ale v takejto jednoduchej tlohe to Excel



A B E H J K L M N
1t x_t
2 1 1.21822
3 2 -1.679062
4 3 -1.252554
5 4 1.826344 I:l
6 5 1.510478
7 6 1501186
8 7 1683318
g 8 -1.859696
10 9 1.275492 x_t
11 10 0.7442317 2
12 11 -0.3381969
13 12 -0.5982694 20
14 13 0.5559746 -
15 14 2.412965 -
16 15 3.880095 10
17 16 3.331482
18 17 5.852339 s
19 18 7.088422 o
20 15 6.127604 173 5 779 111315171921 232527293133 3537394143454749
21 20 8.705207 5
22 21 9.009672 —

Obr. 9

nstastie zvladne aj s nepresnymi hodnotami (aké sme dali my, vid oranzové Ciara v grafe na
Obr. . Startovacie parametre by mali splitat podmienky pre tito krivku, ¢ize ag < 0 a
Bo > 0.

e Vypocitame aké by boli fitované hodnoty pri takychto parametroch - t.j. vypocitame funkciu
Tri(ao, Bo,v0) pre t = 1,...,n - v nasom priklade sme si tieto hodnoty dali do stlpca C. Ak
chceme, mozeme funkciu Tr (v, Bo, 7o) pridat aj do grafu.

e Vypocitame §tvorce reziduf pri takychto parametroch, t.j. hodnoty (z; — Tr(cv, B0, v0))? pre
t=1,...,n - v nasom priklade si ich ulozime do stlpca D.

e Vypocitame sumu Stvorcov reziduf pri tychto parametroch, t.j. > 1  (x; — Tri(cw, Bo, Y0))?
a ulozime si ju napr. do policka G5. Vsetky tieto vypocty musia byt robené (,,previazané”)
pomocou Excelovskych vzorcov, ¢ize ak by sme teraz zmenili napr. hodnotu g (bunka G3),
mali by sa ndm zmenit aj hodnoty v stfpcoch C, D a hodnota v bunke G5

A B C o} E F G H 1 K L M N
1|t x_t fitted stvorce rezidui parametre
2 1 1.21822 1.648721271 0.185331344 alpha -1
3 2 -1.679062 2.117000017 14.41008683 beta 0.5 | .I
4 3 -1.252554 2.398875294 13.33293589 gama 1
5 4 1.826344 2.553589458 0.528885956 suma stvorcov rezidui | 7046.643627
6 5 1510478 2.634649089 1.263760637
7 6  1.501186 2.676138775 1.380514023
8 7 1.683318 2.697127991 1.027810699
9 8 -1.859696 2.707684252 20.86096237 -
10 9 1.275492 2.712977866 2.066365614 =
11 10 0.7442317 2.715628552 3.886405549 20
12 11 -0.3381969 2.716954866 9.333952316
13 12 -0.5982694 2.717618266 10.99511102 15
14 13 0.5559746 2.717950027  4.674137748
15 14 2.412965 2.718115923 0.093117086 10
16 15 3.880095 2.718198874 1.350002607
17 16 3.331482 2.718240351 0.37606532 5
18 17 5.852339 2.71826109 9.822444348 I
19 18 7.088422 2.718271459 19.09821575 0
20 19 6.127604 2.718276644 11.62351302 1 5 7%¥9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49
21 20 8.705207 2.718279236 35.84330405 5
22 21 9.009672 2.7182803532 39.5816066 —  —itted
23 22 1219376 2.71828118 89.78469886

Obr. 10

Teraz mozeme v Exceli prejst na Udaje — Riesitel (Data — Solver). Tam nastavime (vid Obr. [11):



V ,,Nastavit ciel” (Set Objective) zaddme bunku G5 (tt chceme minimalizovat).
e V do” (to) nastavime Minimum (lebo minimalizujeme).

e V  Zmenou premennych buniek” (By Changing Variable Cells) zaddme G2:G4 (tam si naSe

parametre).

e V _Podlieha obmedzeniam” (Subject to the Constraints) priddme G2<=0 (lebo a < 0) a
G3>=0 (lebo B > 0) - ostré nerovnosti sa tam nedaju pridat, preto je tam aj rovnost.

e . Vytvorte nezdporni hodnotu premennych, ktoré si bez obmedzeni” (Make Unconstrained
Variable Non-Negative) odklikneme (to nechceme).

e Vo, Vybrat metddu riesenia” (Select a Solving Method) zvolime Nelinedrny algoritmus GRG
(GRG nonlinear).

e Spustime ,,Riesit” (Solve).

Parametre doplnku Riegitel *
Nastavit' ciel: G5 55
Do: () Maxjimum (@ Minimum () Hodnota: 0

Zmenou premennjch buniek:

n
il

GLG4

Podlieha obmedzeniam:

15652 2=10
8GS3 =0

Pridat’

Zmenit’

Odstranit’

Obnavit vietko

MNaditat/UloZit

[ wytvorte nezapornii hodnotu premennjch, ktoré st bez obmedzeni

Vybrat metddu Melinearny algoritmus GRG ~ MoZnosti
riesenia: =

Metada riedenia
Ak cheete v doplnku Rieditel riedit’ spoj. nelinearne problémy, vyberte nastroj Melinearny

algoritmus GRG. Ak cheete riedit linedrne problémy, vyberte nastroj Simplex LP algoritmus, Ak
chcete rieiit nespojité problémy, wberte nastroj Evoluény algoritmus.

Obr. 11

Excel ndm ozndmi, ¢i nasiel riesenie (v takychto tilohdch vé¢sinou nie je problém), ktoré mozeme
skontrolovat (napr. z grafu). Ak by sme s nim ndhodou neboli spokojny, mozeme to skusit zopakovat

s inymi Startovacimi parametrami. V naSom pripade to naslo rieSenia a ~ —21.11,5 =~ 0.85 a
7 & 3.01, ¢o podla grafu vyzerd byt v poriadku (vid Obr. [12).

3 Metdda klzavych priemerov
V tejto metéde odhadujeme trend vazenym priemerom okolitych hodnot, napriklad

—~ 1
TTt = g(,ﬁbt_g + 21',5_1 + 21715 + 21715-‘,—1 + xt+2)7 (31)

pre t = 3,4,...,n — 2 (vid Obr. [13). Zjednodugene mozeme pravi stranu vyrazu (3.1) zapisat
ako %(1,2,2,2, 1)z;. Tato metdda patri medzi tzv. adaptivne metddy, t.j. vie sa ,,prisposobit”
zmenam v trende (ktoré by sme napriklad nedokézali ,,pokryt”, ak by sme sa obmedzili iba na
jednu z kriviek spomenutych v predchddzajicej casti). V nasledujicich ¢astiach sa zameriame na
nasledovné otazky:



A | B | ) | D | E | B | G | H | | ] K L | M
t Xt fitted stvorce rezidui parametre

1
2 1 1.21822  3.0994E-07 1.484059213 alpha -21.1083001
3 2 -1.679062 4.39186E-06 2.819263948 beta 0.852708757 | II
4 | 3 -1.252554 4.21146E-05 1.568397026 gama 3.012346198
5 | 4 1.826344 0.000289473 3.334475134 suma stvorcov rezidui = 67.05093128
6 | 5 L510478 0.0014397876 2.277021015
7| 6  1.501186 0.006084103 2.235329682
8 | 7  1.683318 0.020102871 2.766284566
9 | 8 -1.859696 0.055701436 3.668747336
10 | 9 1275492 0.132825778 1.305686095 =
11 | 10 0.7442317 0.278681589 0.216736906 20
12 | 11 -0.3381969 0.524242288 0.743801354
13 | 12 -0.5982694 0.898536254 2.240427165 15
14 | 13 0.5559746 1.422566195 0.750980992
15 | 14 2412965 2.104341164 0.094540298 10
16 | 15  3.880095 2.939713676 0.884317034
17 | 16 3.331482 3.908596902 0.33306161 5
18 | 17  5.852339 4.983270621 0.755279847
19 | 18 7.088422 6.130131345 0.918320979 [}
20 19 6.127604 7.314345288 1.408354884 5 11 13 15 17 18 21 23 25 27 25 31 33 35 37 35 41 43 45 47 48
21 | 20 8.705207 8.503213074 0.040801546 -5
22 | 21 9.009672 9.668446494 0.433983833 —t —itted
Obr. 12
4

— —Tr_t

Obr. 13: Odhad trendu kizavym priemerom é(l, 2,2,2,1).

Aka je za tym idea?

Ako rozumne volit vahy vo vaZenom priemere?

Ako riesit okrajové body (napr. v 1} ﬁ“t v ¢asoch t = 1,2,n—1,n—2), pripadne predikcie
trendu Try, 1, Trpi0,...7

Ako volit tzv. ,,sirku okna”? (Kolko okolitych bodov brat?)

Aka je za tym idea?

Idea je takd, Ze trend budeme modelovat priamkou/polynémom lokalne - napriklad pre prvych pét
bodov x1,xa, 13, 24, x5 ndjdeme priamku 5o(3) + ¢51(3) (trojka v zdtvorke je na pocest toho, ze
berieme body v okoli bodu z3), ktord je k tymto bodom najblizsie (5y(3), £1(3) ndjdeme metédou
najmensich stvorcov) a T'rs odhadneme ako By(3) + 3/31(3). Dalej sa posunieme o jeden éasovy tisek
,,doprava” - bodom zs, x3, x4, T5, x¢ nédjdeme priamku [By(4) + tf1(4), ktora je k nim najblizsie a
Tr; odhadneme ako fy(4) + 45 (4). Analogicky sa postivame pozdiz celych dét (vid Obr. .
Konkrétny vypocet si ukazeme pre polyném tretieho stupna v pripade, zZe sirka okna je 5. Majme
teda nejaku paticu bodov x;_o, Xy, , T4, Tiy1, Tero - checeme ndjst polyndém treticho stupna, ktory je
k tymto bodom najblizsie a hodnotu T'r; potom odhadneme ako funkéni hodnotu tohto polynému
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v bode ¢ (vid Obr. [15]). Uzitoénd vec, ktord si moézeme uvedomit je, ze z hladiska odhadu hodnoty
Tr, sa ni¢ nestane, ked si celd situdciu ,,prenesieme” v smere x—ovej osi tak, aby bola symetricky

okolo bodu 0 (vid Obr. - toto nam znac¢ne zjednodusi vypocty. Hladdme teda funkciu f; (1 v
indexe je preto, lebo riesime T'r) tvaru

fi(r) = Bo + 7 + Bor? + Ba7, (3.2)
ktora bude v bodoch —2,—1,0,1,2 ¢o najblizsie k hodnotdm x; o, xy_1, Ty, T411, Tpyo (patrilo by
sa pisat Bo(t),. ..,/ G5(t), ale pre jednoduchost to budeme vynechdvat). Redlne nds potom bude

zaujimat iba f;(0) - Bo (vid Obr. - to je jedna z prvych vyhod toho, Ze sme si dita po-
sunuli v smere x-ovej osi. Parametre [y, 31, 32 a 33 hladdme metédou najmensich §tvorcov, teda
minimalizéciou vyrazu

2

9(Bo, Br, Ba, B3) = Z (T14r — fo = 1T — for? — Ba7°)° (3.3)

T=—2

o 7 v

N N

X2 Xi+2

Obr. 15 Obr. 16



Derivéciou podla B3y dostaneme

2
(50,51,52,53) = Z 2($t+r — Bo — BT — 527'2 - 5373) : (_1) =

aﬁ T==—2
2 2 2 2 2
= 2 w4200 ) 14268y T2y TPH2B Y 7=
T=—2 T=—2 T=—2 T=-2 T=—2

2
= =2 Tepr + 108y + 205,

T=—2

kde sme vyuzili, ze Y2__, 7% = 0 pre neparne k (a 3.>__, 7* pre parne k vieme lahko vyéislit) -
je dalsia vyhoda toho, Ze sme si ddta posunuli v smere z-ovej osi tak, aby boli symetricky okolo 0.
Podobne sa ndm zjednodusia aj d'alsie derivacie

2
(50a Bi, B2, B3) = —2 Z TZir + 205 + 68033

T==—2

5

2
(507 517 527 Bi’)) = -2 Z 7—233't+7' + 2050 + 6852

T==—2

35

2
85 (607517527&3) = =2 Z 7'3~Tt+7- + 6851 + 260ﬁ3

T=—2
KedZe nds zaujima iba [y, staci zobrat iba a@_ﬁgo a a‘%g a polozit ich nule, z éoho dostaneme dve

rovnice o dvoch neznamych

560 + 1083, = Z Titr /17

T=-—-2
2
108y + 3452 = Z Ty /- (=5)
T=-—2

8560 + 1708y = 17 > wyyr

—508) — 1708, = =5 > 7wy,

Scitanim tychto dvoch rovnic dostaneme

35080 = 17(x4—2 4+ @41 + @4 + X1 + Tigo) — S(4Tp—o + Tpo1 + Tep1 + 4T440) =
= —B.Tt_g + ].2:L't_1 + 17It + 121},5_;'_1 — 31),5_*.2,

Cize ]
Trt By = ( 3,12,17,12, —3)z, (3.4)

Taktto linearnu kombinaciu okolitych hodnot by sme dostali pri polynéme lubovolného stupia a
pri lubovolnej sirke okna - jediné, ¢o sa bude menit, si vahy, ktoré priradime jednotlivym okolitym
hodnotdm (odvodenie by bolo rovnaké a pri takomto postupe ndm nemé ako vzniknit nieco iné
ako linedrna kombindcia).

Plati, ze



1. sicet vah bude vzdy 1, pretoze vahy w_,,, .. ., w,, nezavisia od hodnot x; ., ..., Ty, (M je
nejaké prirodzené ¢islo uréujice sirku okna) a ak by sa stalo, ze vSetky @, ..., Zyim su
rovné nejakej konstante * tak pri polynéme stupiia d (d je Tubovolné nezdporné celé ¢islo)
ndm musi vyijst ﬁ’t =fy=a"af =...= P4 =0 (lebo takyto ,,polyném” by dokonale
prechadzal vsetkymi bodmi) - platilo by teda

=0y = i WyTiyr = i wyxrt = " i W, (3.5)

T=—m T=—m T=—m

m
T=—mm

z ¢oho mame » w, = 1;

2. véhy su symetrické okolo stredu, pretoze ndm v odvodeni (pri Tubovolnom m a d) budu

Tiomy - - Teym vZdy vystupovat iba v sumdch .7 7%z, kde k je pérne &fslo, t.j. pri
x¢—1 bude vo vsetkych dpravych vzdy rovnaky koeficient ako pri x;,;, podobne pre x; o a

U
Tyyo, atd;

3. ak stupen polynému d je neparne ¢islo, tak rovnaké vahy by sme dostali aj ak by sme miesto
neho zobrali iba polyném stupiia d—1 (vid Obr. - napr. ak by v nasom priklade vo funkcii
9(Bo, B1, B2, B3) chybal posledny ¢len B373 (Cize by sme hladali iba polyném druhého stupna),
tak na 68—[% a g—/g; (z ktorych sme pocitali 5y) by sa ni¢ nezmenilo; analogicky by to fungovalo
aj vo vSeobecnosti (,,geometricky” to pritom vobec nie je intuitivné).

Obr. 17: Najblizsia mozna (MNS) parabola a kubicky polyném.

V Tabulke [1] si uvedené vahy pre rozne stupne polynému a rozne sirky okna. Ked'Ze véhy st sy-
metrické, vacsinou je uvedena iba polovica tychto vah. Situdcie, kedy je stupen polynému vacsi
ako §frka okna, nemajt velmi zmysel, preto nie si uvedené. Privelky zmysel nemajii ani situdcie,
kedy je stupen polynému rovnaky ako sirka okna, pretoze d bodov vieme vzdy interpolovat po-
lynémom d-teho stupna, takze v takom pripade vyjde Tr; = x4, ¢o nie je zrovna tcelom trendu.
Za povSimnutie stoji aj situacia d = 0, resp. d = 1, kedy vychadza obycajny aritmeticky priemer -
tomu sa hovori jednoduchy kfzavy priemer.



Stupen polynému
d=0,d=1 d=2,d=3 d=4,d=5

1 (1) - -
) 3 5(1,1,1) (0,1,0) -
Sirka okna | 5 | £(1,1,1,1,1) +(—3,12,17,...) (0,0,1,0,0)

7 3(1,1,1,1,...) +(—2,3,6,7,...) 77 (5, —30,75,131,...)

9 4(1,1,1,1,1,..) | 57(—21,14,39,54,59,...) | 5(15,—55,30,135,179, .. .)

Tabulka 1

Okrajové body a predikcie trendu

Ked uz vieme, 7e za kizavymi priemermi sa ,,skryva” lokalna aproximéacia polynémom, tito znalost
mozeme vyuzit aj pri riesen{ okrajovych bodov, resp. predikcii. Uvazujme opét nas priklad (polyném
treticho stupnia, §irka okna 5) a predpokladajme, Ze chceme néjst odhad pre Tr,_; (uZz nemozeme
pouzit

1 1
g(—?,, 12,17,12, =3)x,, 1 = g(—?)l'n_g + 122,90 + 172p 1 + 122, — 32511),
pretoze hodnotu x,;; uz nemdme k dispozicii). Miesto toho ale mozeme pouzit posledny po-
lyném f,_o(7) - pripomenme, Ze to je taky, ktory je v bodoch —2,—1,0,1,2 najblizsie bodom
Tpd,Tn_3,Tn_9,Tpn_1,Tn. Na odhad Tr,_o sme pouzili hodnotu tohto polynému v bode 0, t.j.
fn—2(0) = By(n — 2) a na odhad T'r,_; mdzeme podobne pouzit

Tro1 = fa2(1) = Bo(n — 2) + Bi(n — 2) + Ba(n — 2) + fBs(n — 2) (3.6)
a analogicky
Try = foa(2) = Bo(n — 2) + 2B1(n — 2) + 4B5(n — 2) + 8B5(n — 2). (3.7)
Rovnako tento polyném mozeme vyuzit aj na konstrukciu predpovede trendu
Trosr = fu2(2+T) = fo(n—2)+ (2+T)pi(n—2) + (2+T)*Ba(n —2) + (2+T)*B3(n —2), (3.8)

pre T" > 0. Treba ale poznamenat, ze takdto metoda je vhodnd iba na kratkodobé predpovede.
Podobne by sme vedeli vypocitat aj Try a Try pomocou fs.

Vidime, Ze tentokrdt ndm nestaci iba 3y, potrebujeme vypocitat aj Bi, B2, 83. Stéle vsak plati,
ze vysledkom bude vazeny priemer hodnot x,_4,%,_3, Tn_2,Tn_1, T, - Uz ale nebude symetricky.
Napriklad v nasom priklade by vyslo

— 1
Trn—l = fn—Q(]-) = £(2, —8, 12, 27, 2)l‘n_2,

= 1
Tryp = fa2(2) = %(—1,4, —6,4,69)7, o,

—~ 1
T’rn—i—l = fn_g(g) == g(—4, 11, —4, —14, 16)£Ifn_2.

Takisto uz neplati, ze pre polyném neparneho stupna d vyjdu rovnaké vahy ako pre polyném stupna
d—1.

V pripade jednoduchych kfzavych priemerov (ak bolo d = 0), vyjdu okrajové body aj predikcie
stale ako obycajné aritmetické priemery poslednych hodnot. V pripade d > 0 st vahy vo vazenom
priemere tabelizované pre rozne d a rozne sirky okna. Ked'Ze ale vypocet tychto vdh bude stcastou
domaécej tlohy, tabulky takéhoto typu neuvedieme.



Volba stupna polynému a sirky okna

Sice existuje zopar objektivnych metdéd (ktoré si ale nad ramec tohto kurzu), volba tychto para-
metrov je stale do istej miery velmi subjektivna. Casto treba skusit viac moznosti a vybrat si taku,
ktord sa ndm ,,pozddva najviac”. Uvedieme aspoii zopdr zasad, ktoré je dobré dodrziavat.

e Trend mé zachytdvat dlhodoby priemerny vyvoj - nemusi teda ¢o najpresnejsie opisovat

data, skor je lepsi menej ,,rozlietany” odhad trendu. Napriklad z Obr. [I8 a Obr. [I9] by sme
preferovali skor Obr.

Obr. 18

Obr. 19

Hoci st jednoduché kizavé priemery jednoduché, éasto mézu byt postacujice - staéi poskusat
rozne §irky okna. Polynémy vyssich stupiiov mozu byt fajn, ak chceme hladsi trend, na druhe;
strane mozu niekedy sposobit prilisné , kopirovanie” dét (ako na Obr. .

Ak je v datach sezénna zlozka, kfzavy priemer by ju mal ignorovat - sezénna zloZka sa riesi
samostatne (nie je ,,ilohou” trendu riesit sezénne vykyvy). Napriklad by sa nemalo diat to, ¢o
je na Obr. 20| (oranzovou je jednoduchy kizavy priemer sirky 5, t.j. %(1, 1,1,1,1)) a rozhodne
nie to, ¢o je na Obr. |21 (oranzovou je jednoduchy kizavy priemer sirky 7) - tam to osciluje a
eSte aj v ,,opacnych casoch” ako data.

7
6.5

6 6
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e Ak mame data zo sezénnou zlozkou, pricom dizka periédy p je neparna, odportica sa pouzit
jednoduchy kizavy priemer %(17 1,...,1) - to ndm vie dobre pokryt priemerné sprdvanie
¢asového radu (lebo berieme do tivahy vsetky ¢asové obdobia v danej periéde). Ak je dizka
periédy p parna (vacsinou sa stretavame skor s takouto situdciou - napriklad pri mesaénych
alebo kvartdlnych détach), odporiica sa pouzit takzvany centrovany kizavy priemer - ten ma
tvar %p(l, 2,2,...,2,1) (sirka je p+1). Idea za tym je takd, ze ak by sme mali napriklad p = 4,
tak ak by sme uvazovali nieco typu %((L't_g +x; 1+ +x441) (aby sme rovnomerne zobrali do
uvahy kazdé obdobie z danej periddy), tak toto by odhadovalo hodnotu T'r;_g 5 (stred medzi
tymito bodmi), ¢o ale necheme. Ak vsak zoberieme aj i(xt_l + 2+ X441 +T42) (€0 zodpoveda
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Obr. 22: Centrovany kfzavy priemer aplikovany na mesacné data

odhadu T'ry405), na odhad hodnoty Tr; moZeme tieto dve hodnoty spriemerovat, t.j.
—_~ 1 —_~ —_~
Try = B <Trt70.5 + Trt+0.5> =

1/1 1
=3 Zl(xt’Q + i+ T+ Te) + Zl(ﬂﬁt—l + T+ Tep1 + Tego) | =

1
(y—g + 2241 + 22 + 22441 + Tg2) = g(l, 2,2,2, 1),

ool

¢o je prave centrovany kfzavy priemer (3irky 5). Na Obr. |22/ je priklad centrovaného kizavého
priemeru sirky 13, ¢ize i(l, 2,2,...,2,1).

4 Exponencialne vyrovnavanie

Na tvod poznamka k terminoldgii - namiesto ,,vyrovnavanie” sa pouzivajui aj pojmy ,,zhladzovanie”,
pripadne ,,vyhladzovanie”. Vsetky tieto tri pojmy sa zvyknd pouzivat v sivislosti s hladanim
trendu, ked'ze tieto veci s povodnym casovym radom trend robi (vid skoro vsetky obrdzky).

V tejto casti budeme opit predpokladat, Ze ¢asovy rad nemd sezénnu zlozku, t.j. plati

Xt = TTt + Et (41)

(v pripade, Ze by sezénnu zlozku mal, pouziva sa velmi podobnd metdéda - o tom trochu neskor).
Idea exponencidlneho vyrovnavania je podobna ako pri metode kfzavych priemerov, t.j. trend v
istom zmysle lokdlne modelujeme polynémom stupna d. V tomto pripade ale odhady parametrov
tohto polynému nehladdme pomocou okolitych hodnot, ale pomocou vsetkych predchidzajicich
pozorovanych hodnot. Okrem toho sa pri tejto metéde modifikuje metdoda najmensich Stvorcov
takym sposobom, ze jednotlivym ,,Stvorcom” sa priradia vahy, ktoré sa ,,smerom do minulosti”
exponencidlne zmensuju (odtial ndzov metddy) - €ize ¢im starsie pozorovanie, tym ma mens{ vplyv.
V praxi sa ako stupen polynému pouzivaju najmé d = 0 (tzv. jednoduché exponencidlne vy-
rovnavanie), d = 1 (dvojité exponencidlne vyrovnavanie) a niekedy d = 2 (trojité exponencidlne
vyrovndvanie) - my si povieme o jednoduchom a dvojitom exponencidlnom vyrovnavani.

Jednoduché exponencidlne vyrovnavanie

V tomto pripade predpokladdme, ze trend je priblizne konstanta, t.j. Tr; & [, - ,,priblizne” v takom
zmysle, ze s meniacim sa casom sa moze tdto konstanta trochu menit. V zmysle ivodu v case ¢
odhadujeme Sy (tento odhad budeme oznacovat 3y(t)) tak, aby sme minimalizovali funkciu

9:(Bo) = (21 — Bo)* + w1 = Bo)* + P (w12 — Bo)* + ... = Z (25 — fo)?, (4.2)
=0



kde a € (0,1) (nazyva sa aj vyrovnavacia konstanta - o jej volbe o chvilu). Pozorny citatel si iste
vsimol, ze sme pouzili naozaj vSetky predchadzajice hodnoty - dokonca aj tie, ¢o redlne nemame
(t.j. wo, 1,7 a,...) - v teoretickych ivahdch je ale , krajsie” (a jednoduchsie) pracovat aj s tymito
hodnotami a to, ze ich nemame riesit az po odvodeni. Derivécia funkcie g, mé tvar

g,(0) = Z 207 (24— — Bo) (4.3)

a ak mé @)(t) minimalizovat funkciu g,, musi platit gg(ﬁ\o(t)) =0, cize

2 f:aj (:Et_j — B\o(t)) =0
=0
1

; oz = Bolt) ; ol = B;(t)m

Bot) =" (1 — a)alz, ;.

=0
Plati (lebo geometricky rad), ze

> (1—a) =1, (4.4)

Jj=0

takze [y(t) je vazeny priemer hodndt zy, zy_1,.... Mozeme si vSimnut, ze

B\o(t) = Z(l —a)ddz = (1 —a)z, + Z(l — o)’z ; = |substiticia j = k + 1]

=0 j=1

=(1—-a)z+ aZ(l —a)afr = (1 —a)x, + ozB\o(t —1),
k=0

takze ﬂt = B\o(t) mozeme velmi jednoducho poéitat rekurentne - jediné ¢o ndm chyba je nejaké
zaciatocné B\o(l). Na jeho vypocet by sme ale potrebovali aj hodnoty xg, z_1, .. ., ktoré ale nemame.
V praxi sa to riesi tak, ze za [(1) sa polozf z;, pripadne priemer niekolkych prvych hodnot Sitetm
(to ako zvolit m nie je vzdy jasné, takze mozeme ostat pri B\O(l) =1).
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Obr. 23: Jednoduché exponencialne vyrovnavanie aplikované na ro¢ny prietok
rieky Nil mestom Asuan v rokoch 1871-1970.



Predikcie a volba «

Ak méme k dispozicii n pozorovani a chceme urobit predikciu trendu v ¢ase n + h,h > 0 (toto
oznacime ako T, ,(n)), tak vezmeme , najaktudlnejsi” odhad Sy, ktory mame k dispozicii, ¢ize

Tryen(n) = fo(n). (4.5)

KedZe predpokladdme model (4.1]), tak predikcia trendu je zaroveii aj predikcia samotného ¢asového

radu (predikciu ¢asového radu v ¢ase n + h vytvoreni pomocou pozorovani i, ...,x, budeme
oznacovat T, p(n)). V ¢ase t = 2,...,n vieme spocitat aj chybu predikcie (oznacime ;) ako

Et :$t—/$\t<t— 1) :xt—TT't(t— 1) :.flft—ﬂo(t— 1) (46)

(Z4(t—1) (resp. T\rt(t— 1)) je odhad ¢asového radu (resp. trendu) v ¢ase t pomocou predchédzajicich
hodnét, ¢ize pomocou wy,...,x; 1 (tvarime sa, ze x; nemame k dispozicii) - tento odhad vieme
porovnat so skutoénou nameranou hodnotou x; a to, ako sme ,netrafili” je &;).

Parameter « volime potom tak, aby stcet Stvorcov tychto chyb predikcie (¢ize Y ;. ,e7) bol ¢o
najmensi - v Exceli na to opiat moZeme pouzit Solver.

Dvojité exponencialne vyrovnavanie

V tomto pripade predpokladame, ze trend je priblizne priamka, t.j. Tr, =~ By + (it - ,,priblizne” v
rovnakom zmysle ako pri jednoduchom exponencidlnom vyrovnavani, ¢ize Sy a 1 sa s meniacim
¢asom mozu trochu menit. Inak je idea tplne rovnakd, ¢ize

e odhady @)(t) a B (t) v case t ziskame minimalizdciou funkcie

9:(Bo, B1) 2043 re—j — (Bo + i - (t—j))]2, (4.7)

trend v case t potom odhadneme ako
Try = fo(t) + Bu(t) - t. (4.8)

e ak mame n merani, tak predikciu v ¢ase n + h, h > 0 vieme ziskat ako

Znn(n) = Troen(n) = Bo(n) + Bi(n) - (n + h), (4.9)
e chybu predikcie v case t = 2,...,n vypocitame ako
er=ai— Tt —1) = — Tre(t —1) = a1 — (Bo(t D4 Bt -1)- z) , (4.10)

parameter « zvolime tak, aby sme minimalizovali Y ", 7.

Vypocet v praxi
Toto sice vyzerd pomerne zloZito, avsak v praxi si staci vypocitat pomocné statistiky - takzvant
e jednoduchu vyrovnavaciu statistiku S; danti rekurentne ako

St = (1 — Oé)l‘t + OéStfl (411)

pre t =2,3,... a5 = 1 (si aj iné moznosti ako zvolit S;, my ostanime pri tomto),
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Obr. 24: Dvojité exponencidlne vyrovnavanie aplikované na roc¢ny prietok rieky
Nil mestom Asuan v rokoch 1871-1970.

e dvojitu vyrovnavaciu Statistiku S?] danu rekurentne ako
SP = (1-a)S, +as?, (4.12)
pre t =2.3...a S = 21 (opif sd aj iné moznosti ako z1).
Pomocou nich vieme potom jednoducho vypocitat (odvodenie, ze to plati, jednoduché nie je)
. ﬂt pret=1,...,n ako ﬂt:25t—5t[2],
o ﬂnJrh(n) pre h > 0 ako

11—«

Trpsn(n) =28, — S + (S, — Sy h (4.13)

(Speciédlne na vypocet €; potebujeme ﬂt(t —1)=25_,-85% + (S — SEL).
Poznamka. Trojité exponencidlne vyrovndvanie by fungovalo velmi podobne - tam by sme predpo-
kladali T'r; = B+ Pt + Bot2. Opit sa daji vyuzit pomocné, rekurentne definované statistiky (takze
to vieme bez problémov ,,zratat” aj v Exceli), avsak tie vzorce uz su dost komplikované - koho by
zaujimali, daji sa ndjst v ucebnici. V praxi ale viiésinou staéi dvojité exponencidlne vyrovnavanie
a to aj na data, ktoré nemaju ,,priamkovy tvar” - tym, ze v ¢ase trochu menime 5y a 3, tak tato
metdda sa vie adaptovat aj na komplikovanejsie krivky.

5 Modelovanie sezonality
V tejto casti budeme predpokladat model
Xt = T’f’t + St + Et (51)

a budeme sa venovat sezénnej zlozke S;. Pripometime, Ze tato zlozka opisuje periodické zmeny opa-
kujtice sa kazdy viicsi casovy tsek. Pod ,,vAESim ¢asovym tisekom” si mozeme predstavit napriklad
kalendarny rok (v praxi mdme Casto mesacné alebo kvartdlne ddta - vtedy sa moézeme stretnit
s takymto typom sezonality), pripadne den (ak mame hodinové data) alebo tyzden (pri dennych
détach). Tym, ze tieto zmeny sa pravidelne opakuji kazdych p kratsich ¢asovych obdobi (napr.
kazdych p = 12 mesiacov, p = 7 a pod.), standardne pre sezénnu zlozku predpokladdme S; = Si4,
pre kazdé t (avsak existuju aj adaptivne metddy, kde sa sezénna zlozka moze ,,vyvijat”, takze plati
iba S, ~ S, - jednu si spomenieme). Na S; sa mozeme pozerat aj ako na ocakdvani odchylku od



trendu (typicki pre obdobie zodpovedajiice ¢asu t - napr. v soboty mozu byt trzby v potravinach v
priemere vyssie ako v inych diioch, naopak v nedele nizsie a pod.), preto sa priddva aj predpoklad

zp:sj =0 (5.2)

(od odchyliek sa takato vlastnost ocakéva - inak by ndm sezénne prvky ,,vychylovali trend”). Dlzku
periédy (sezény) p spravidla pozname z typu dat, ale aj keby sme ju nepoznali, tak existuju metddy,
ako toto p najst. To, & sezénnu zlozku treba vobec uvazovat sa da vo vicsine pripadov vidiet priamo
z obrazku - pri tom zatial zostaneme a v druhej polovici semestra si povieme aj o sofistikovanejsej
technike (z ktorej sa d4 dobre zistif aj p, ak by sme ho ndhodou nepoznali). V d'asich ¢astiach si
povieme o niekolkych pristupoch k odhadovaniu S;.

Jednoduchy pristup

Predpokladajme najprv, ze tentokrat nemame trendovu zlozku, t.j. mame iba model
Xt — St + Et- (53)

Zaroven predpokladdme, ze pre kazdé t plati S; = Siip, Cize napr. S1 = Siyp = Sigep = ...
Dosadenim do modelu (j5.3)) by sme dostali (dosadzujeme do kazdej p-tej ,,rovnice”)
X1=5+EF
Xiyp = S1 + Eigp
Xiyop = S1+ Eiygp

Xiskp = 51+ Eigip,

kde k je najvécsie prirodzené ¢islo, pre ktoré 1 + kp < n (¢ize berieme tie riadky, z ktorych mame
déta - napr. ak by sme mali mesa¢né data, tak zoberieme vsetky janudrové). Rozumnym odhadom
S1 by v takomto pripade bol priemer hodnot x1, 214, . . ., 11k (vid druhd prednéska - odhadovanie
konstantného trendu), ¢ize

S T1 T Tigp T Tigop + oo Titkp

S, = 5.4
' k+1 (5.4)
Analogicky by sme vedeli odhadnit aj S, ako

3, = To+ Toyp + Topop + .o + Toypyp (5.5)

E+1

a rovnako aj §3, e ,gp.

V praxi ale trend spravidla mame - vtedy postupujeme tak, ze tento trend najprv odhadneme
nejakou z vyssie spomenutych metéd (konkrétna krivka alebo kizavé priemery) a potom namiesto
hodnot x; pracujeme s hodnotami x; — ﬂ"t (v anglictine sa na takéto hodnoty pouziva vyraz ,,de-
trended data”). Vyraz by sme teda nahradili vyrazom

s (- ﬁ“l) + (T14p — ﬁ“up) + (T142p — ﬁ"1+2p) + o (T — ﬂukp)
5 = 2 SNE)

podobne aj §2, oS
Aby nase odhady hodnoét Sy, S, ..., S, boli v stlade s podmienkou (5.2)), nakoniec sa ete polozi

- o~ 1 ~ — ~ 1~
=1



Pre takéto odhady uz plati

<

Zg.:Z(@—%(§1+...+/§;)) :i@—p%@ﬁ...w):o. (5.8)

J=1 J=1

Ak sme mali dobry odhad trendu, tak ,korekcia” % b §Z (ktoru odéitavame od gt) bude iba
mala.
Niekedy sa odportica potom zobrat tzv. ,sezénne ocistené data” x; — S; a pre tieto znova

odhadntt trend - moZeme na to pouzit aj inti metédu akd sme pouzili v prvom kroku. Aby sme
vSetko zhrnuli, tak cely postup by bol nasledovny.

1. Z zy,...,x, odhadneme Tr, (nejakou z vyssie spomenutych metdd).

2. Vypocitame hodnoty x; — ﬂl, ey Ty — ﬂ’n

3. Pomocou tychto hodndt ndjdeme S; (podla vzorca 1) ), podobne Sy, ..., gp (z nich uz vieme
aj Spi1,---,S,, lebo predpokladdme, ze S; = Sy, takze tieto hodnoty sa budi opakovat).

4. Znormujeme odhady §1, e ,gp tak, aby bol sucet 0, ¢ize polozime §t = §t — }D b gl - tym
dostaneme nase odhady sezénnej zlozky.

5. Ak chceme, mozeme vypoéitat hodnoty x; — §1, cey Xy — :S‘\n a tymto néajst nejaky novy

odhad trendu ﬂf) (moze ndm to zlepsit model, t.j. bude lepsie fitovat data). V tomto kroku
mozeme na odhad trendu pouzit in metédu ako v bode 1 - napr. nie az tak zriedkavd metéda
je v prvom kroku pouzit klzavé priemery (ktoré dobre odhaduju trend, ale nie st vobec vhodné
na predikcie) a v tomto kroku pouzit nejaki krivku (ktord uz na predikcie vhodn4 je).

, P oo . : 12 —~(2) S
Obcas sa odporica aj znova prepocitat sezénnu zlozku, t.j. zobrat ddta z,—T'r, = a pokracovat
bodom 3 - toto sa da teoreticky opakovat velakrat. Pre ticely tohto predmetu nam ale bude
postacovat prvych pét (pripadne iba prvé styri) kroky.

6.5

5.5

4.5
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Obr. 25: Priklad jednoduchého pristupu aplikovany na pocet (v tisickach) letecky prepravenych
pasazierov (zlogaritmované mesacné data).

Regresny pristup

Tato metdda sa pouziva v situdciach, kedy v datach uvazujeme polynomicky trend. Pre jednodu-
chost budeme v tejto ¢asti predpokladat, Ze

e stupen polynému je 1 (teda trend je priamka),

e mame kvartalne data, cize dizka periédy p je 4,



e cas t = 1 zodpoveda prvému kvartalu a ¢as t = n zodpoveda stvrtému kvartalu
(vyssi stupen polynému a iné p a iné ,,;rozlozenie dat” by sa spravilo tiplne takym istym sposobom
- to len aby sme sa ,,neupismenkovali”). Na odhad sezénnej zlozky nam teda staci najst odhady
S1, S5, 83, S, - ostatné uz dopocitame, lebo S; = Syy4. V takejto situdcii vieme pisat
Xt =Tri+ 5+ Ey = o + Bit + ar21 + Qozar + 323 + auzas + B, (5.9)
kde sezénnu zlozku sme si zapisali ako
St = (121t + Qg Zop + Qi323¢ + Qg 24¢, (510)

kde 214, zo4, 23¢, 244 SU tzv. ,,dummy variables” (niekedy sa to prekladd ako , kvalitativne premenné”),
ktoré su pre ¢ = 1, 2, 3,4 definované ako

(5.11)

1 ak okamih t zodpoveda i-temu kvartalu,
Zit —
! 0 inak

(t.j. napr. pre t = 1 - ¢o predpokladame, ze zodpoveda prvému kvartdlu - mame zy;, = 1 a 29y =
23t = zg = 0). Z toho potom trividlne vyplyva S; = a1, 52 = ag,S3 = a3, Sy = ay. Kedze vsak
predpokladdme aj Sy + So+ S5+ S, = 0, tak z an, a3, ay vieme vyjadrit hodnotu oy = —ap — a3 —ay
- model (5.9) je teda zbyto¢ne preparametrizovany a vieme ho zjednodusit na
X = fo+ Pt + (—ag — ag — )21y + ooy + gz + cuzy + By =
= fo + it + azor — 21¢) + sz — 21¢) + ulzae — 211) + B

Maticovo toto vieme zapisat ako

X, 11 -1 -1 -1 E,

X, 12 1 0 0 Bo By

X3 13 0 1 0 B, Es

Xgl=]14 0 0 1 a |+ | Ba ], (5.12)
X; 1 5 =1 =1 =1 |q, E;

E : Qy :

X, 1 n 0 0 1 E,

\ J/ (. ~~ 7/
X F

To je obycajny linearny model, ¢ize odhad vektora parametrov (B, 81, a2, a3, aq)? metédou naj-
mensich §tvorcov ndjdeme ako (FTF)"'FTx (x je realizdcia ndhodného vektora X, ludskou recou
nase data). Z tohto potom vieme dopocitat aj odhad pre ay (@) = —a; — Q3 — Qy).

Tymto sposobom sme naraz dostali odhad trendu aj sezonality. Okrem toho sa - za predpokladu,
7e By, Ey, ... st nezavislé s rozdelenim N (0, 0?) - daji v takomto modeli konstruovat aj predikéné
intervaly (to ako konstruovat predikéné intervaly vo vseobecnom linedrnom modeli budete mat
zrejme na predmete Matematicka Statistika alebo Ekonometria, takze sa tomu nebudeme hlbsie
venovat).

Holt-Wintersova metdédal

Této metéda je zovseobecnenim dvojitého exponencidlneho vyrovnévania - opit predpokladéme, Ze
Try ~ By + Bit (Bo a By sa modzu v ¢ase trochu menit) a tentoraz priddvame aj sezénne koeficienty,
ktoré sa tiez mozu v case vyvijat, t.j. plat{ iba S; ~ S;;, (predtym sme mali rovnost). Korektné
odvodenie by bolo nad ramec tohto kurzu, takze uvedieme iba , kucharsky pristup”, t.j. ,,recept”
ako v ¢ase t odhadovat Ty, S; a ako konstruovat predpovede a predikéné chyby. Metéda mé
tri parametre - «, 8,7 € [0,1] - tie hladdme rovnako ako pri exponencidlnom vyrovnévani, t.j.
minimalizovanim sumy §tvorcov predikénych chyb. Pre jednoduchost opit predpokladajme, Ze dizka
periédy (sezény) je p = 4 (zovSeobecnenie na iné p je trividlne). Postup je nasledovny:

2V niektorych zdrojoch iba Wintersova metéda.
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Obr. 26: Priklad regresného pristupu aplikovany na pocet (v tisickach) letecky prepravenych
pasazierov (zlogaritmované mesacné data).

1. Zvolime Startovacie parametre ao,bo,§_3,§_2,§_1,§o - tie ziskame pouzitim ,regresného
pristupu” z predchadzajicej podkapitoly na prvych 2p (pri kvartdlnych détach 8) détﬂ (ao
zodpovedd odhadu (y z ,,regresného pristupu”, by zodpoveda [y, §_3 zodpovedd ay,. .. ,§0
zodpovedd ay). Ak by sme mali napriklad mesacné déta, tak potrebujeme ag, by, So, ..., S_11.

2. Pret =1,2,...,n prepocitame parametre nasledovneEl

(1 —a)(w; — §t—4) + a(a—1 + bi1),
(1= B)(ar — ar—1) + b1,
(1 =)z — ar) + 754

Qg

by

)

t

3. Odhad trendu v case t je ﬁ’t = ay, ,,fitovani hodnotu” z toho ziskame ako 7, = ﬂt + §t.
4. Ak berieme do tvahy vSetkych n merani, tak predikciu v ¢ase n + h, h > 0 ziskame ako
Tpan(n) = ap + buh + Spyn_an, (5.13)

kde k najmensie mozné prirodzené &islo tak, aby platilo n + h — 4k < n (ludskou recou
zoberiem posledny odhad sezonnej zlozky, ktory méame a ktory zodpoveda ¢asovému okamihu
n+ h (rovnakému kvartdlu ako je v ¢ase n+h) - toto este asi stdle nemusi pripominat Tudski
re¢, takze skisme priklad - ak by sme mali stvrfroéné ddta od prvého kvartdlu roku 2001
(t = 1) po stvrty kvartél roku 2010 (t.j. ¢ = n = 40) a chceli by sme napr. odhad pre treti
kvartal roku 2012 (t.j. h = 7), tak by sme zobrali T4, 7(40) = (.1,40+7-b40+§39 (39 =47—-2-4),
lebo 39 je posledny odhad sezénnej zlozky, ktory mame a ktory zodpoveda tretiemu kvartélu).

5. Chybu predikcie ¢; pre t = 1,2, ..., n vypocéitame ako
Et = Ty — /.fll'\t(t — 1), (514)

kde z,(t — 1) = at_1+bt_1+§t_4 (to isté ako keby sme vo vzorci zobralin =t—lah =1,
Cize tvarime sa, ze mame k dispozicii iba body x1,...,2;_1 a na zaklade nich odhadujeme
x¢). Hodnotu Z; (¢ — 1) mozno povazovat za trochu ,,férovejsiu” fitovani hodnotu, nakolko z;
,,vyuziva” aj hodnotu x; (vid prepocet parametrov a vypocet T;) - Standardne sa pri tejto

metéde teda do grafu zobrazuje povodny ¢asovy rad spolocne s ¢asovym radom z(t — 1).

3V predchddzajticej verzii pozndmok to bolo uvedené trochu inak (regresny pristup na vietky ddta) - ono je to v
principe jedno, na vysledné predikcie to nebude mat az taky vplyv. Aby to bolo ale v stilade s prednéaskou, budeme
pouzivat tento postup.

40pit som to trochu zmenil oproti povodnej verzii, aby to bolo v silade s prednaskou - najpr ide (1 — ), az
potom «, podobne 3,7. Tu uz je to z hladiska ¢isel tiplne jedno (vSetky relevantné hodnoty vyjdu rovnako), ale
standardnejsie znacenie je toto (aktudlna verzia), preto tdto drobnd zmena.



6. Parametre «, 3, v zvolime tak, aby
> e (5.15)
bolo ¢o najmensie.

T4to metdda patri medzi adaptivne metédy, takze sa vie lepsie ,,vysporiadat” so zmenami charak-
teru dét - vid napr. Obr. [27/a Obr. [28] kde sme na tie isté ddta (modrou farbou) aplikovali regresny
pristup a Holt-Wintersovu metédu (fitované hodnoty si oranzovou).

1200 1200
1000 1000
800 800
600 600
400 400
200 200
0 0
R LA L L R R A TR
e X e Fitted x_t — t e Fitted x_t
Obr. 27: Regresny pristup. Obr. 28: Holt Wintersova metdda.

Drobné poznamka k prepoc¢tu parametrov a;,b; a §L - predstava je takd, ze trend mé v ¢ase t — 1
tvar priamky prechadzajicej bodom a;—; so sklonom b;—;. Ocakévand hodnota trendu v case ¢ by
potom bola a;—1 +b;—1 (tak funguje priamka) - ti hodnotu potom ,,vyvazime” hodnotou x; — S;_,,
¢o je nejaky nas odhad skutocnej hodnoty trendu v case t, lebo x; sme ,,0¢istili” sezénneho vplyvu
(jeho odhadu) - z toho vzorec pre a;. Podobne ak uz mame a;, tak ,,skutoény” sklon trendu v ¢ase

t je a; — a;—y (tak funguje priamka) - ten opét ,,vyvazime” predchadzajicim sklonom b;_;, ¢im
dostaneme hodnotu b;. Nakoniec §t dostaneme opit ako vazeny priemer ,,ocakdvanej” hodnoty,
¢ize S;—, (to by bolo vtedy, ak by sa so sezonnym vplyvom ni¢ nedialo) a ,,skutoc¢nej” hodnoty
xy — ay (; ,,0¢stené” od trendu a;). Cize funguje to ako jednoduché exponencidlne vyrovnavanie,

kde sme tiez brali vazeny priemer ocakavanej a skutocnej hodnoty.

Strucne k multiplikativnym modelom

Doteraz sme predpokladali, ze plati aditivny model
Xy =Tr+ S, + E. (5.16)
Ako sme ale aj v ivode spominali, niekedy data lepsie popisuje takzvany multiplikativny model
Xy =Try- S - Ey. (5.17)

D4 sa to rozoznat napriklad tak, Ze ,,sezénne vykyvy” nie st priblizne konstantné, ale vyraznejsie sa
menia - porovnaj napr. Obr. [29/a Obr. 30|- v prvom z nich s tieto odchylky priblizne konstantné,
v druhom zjavne narastaji. V takejto situdcii je najjednoduchsim (a ¢asto postacujiicim) rieSenim
data zlogaritmovat - tym dostaneme opéit aditivny model (len s inymi ddtami)

InX;,=InTr, +1InS; +1nE,. (5.18)

V pripade, Ze takito operdciu spravit nechceme (alebo nevieme kvoli zdpornym ¢islam), existuji
multiplikativne alternativy k vyssie spomenutym metédam. Strucne spomenieme aspon ,,jedno-
duchy pristup” a Holt-Wintersovu metédu.
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Jednoduchy pristup v multiplikativnom modeli

Oproti postupu v aditivnom modeli si iba dva rozdiely:

1. Namiesto ¢lenov 1y —T'ry, 214 — T'T14p . .. VO VyTaZE 1} berieme prirodzene namiesto roz-

dielov podiely, ¢ize £, =+ S, by sme teda odhadovali ako
Tr1’ Trigp
2L 4 Zlip 4 ke
=~ Trq T7”1+p o Tr1+k.p
S, = 5.19
! k41 (5.19)

(k je podla poctu dét), S, ..., S, analogicky.

2. 0 Sy,...,S, teraz predpokladdme, Ze si v priemere 1, takze normovanie prebieha podla
predpisu N
~ S,
[S— (5.20)
f:l Si

(mozete sa presvedéit, Ze priemer bude naozaj 1).

Multiplikativna Holt-Wintersova metoda

V multiplikativnej Holt-Wintersovej metdde postupujeme nasledovne.

1. Zvolime startovacie parametre ag, by (napriklad tak, ze nejakému odhadu trendu ,nafitu-
jeme” metédou najmensich stvorcov priamku ag + bot) a Si_p, ..., Sy (napriklad pouzitim
jednoduchého pristupu v multiplikativnom modeli).

2. Parametre prepoc¢itame podla predpisov

X
ay = (]. — Oé) = : + Oé(CLt_l + bt—l)

S,

(1—=8)(ar — a—1) + Bb—y
(=7 475

by

w)

3. Odhad trendu v case t je ﬂt = ay, ,,fitovanu hodnotu” z toho ziskame ako r; = ﬂtgt.



4. Ak berieme do uvahy vSetkych n merani, tak predikciu v ¢ase n + h, h > 0 ziskame ako

ZTnin(n) = (a, + by, h)5n+h —pks (5.21)
kde k je rovnaké ako v aditivnej verzii.
5. Chybu predikcie ; pre t = 1,2, ..., n vypocitame ako
gt =xp — Ty(t — 1), (5.22)
kde Zy(t — 1) = (ag_1 + bi_1)S,_ _p-

6. Parametre «, 3,7 zvolime tak, aby

> e (5.23)

bolo ¢o najmensie.

6 Testy nahodnosti

Doteraz sme pracovali s ¢asovymi radmi, v ktorych bola zjavnd nejaka systematickd cast (trend
a sezonalita), takze z (Xi,...,X,) sme s istou mierou spolahlivosti vedeli nie¢o povedat o na-
sledujicich/predchadzajicich hodnotach. Niekedy ale v dédtach (zi,...,x,) ni¢ systematické ne-
vidime a o tejto ,,absencii systematickosti” by sme sa potrebovali presvedéit nejakym objektivnym
sposobom. Jednou z moznost{ je otestovat hypotézu o tom, Ze x,...,x, su realizdcie nejakych
nezavislych, rovnako rozdelenych ndhodnych premennych Xi,..., X,,. Ak je tato hypotéza prav-
diva, tak naozaj nemozno hovorit o nie¢om systematickom (ak X, ;1 nezdvisf od X,,..., Xy, tak
vedomost o realizdciach X1, ..., X, ndm nepovie ni¢ zaujimavé o X, ;). V tejto casti si teda po-
vieme o niektorych takychto Statistickych testoch.

Tie mozno vyuzit aj v pripade, ak chceme skontrolovat, ¢i uz sme naozaj ,,odhalili” celu syste-
maticki cast casového radu. Napriklad ak sme v aditivnom modeli nasli odhady T'r; a S;, mozeme
tymito testami odhalit, ¢i je v rezidudlnej zlozke F; este nieco systematické (¢fm by sme potencidlne
mohli vylepsit nase predikcie), alebo s to nejaké nezdvislé (alebo aspon nekorelované - o tom trochu
neskor) veli¢éiny. V tomto pripade, ale treba tieto testy brat s miernou rezervou, lebo k dlSpOZlCll
nemame samotné realizacie F;, ale iba ich odhady (tle prlrodzene dostaneme ako x; — Tr ry — St)

ktoré uz su ,,zatazené” nejakou chybou (lebo odhady T?“t a S skoro iste nebudu uplne presné).

Statistické testovanie hypotéz

Predtym nez uvedieme konkrétne testy, stru¢ne pripomenme, ako funguji Statistické testy vo
vieobecnosti - kto v tom m4 jasno, moze pokojne tito ¢ast preskocit.

Kazdy test ma nejaki nulovi hypotézu (oznacujeme Hy), ktoru testujeme a nejaku testovaciu
Statistiku - to je nahodnd premenna, ktora ma za platnosti Hy zname rozdelenie. Z dét, ktoré mame
k dispozicii, vieme vypocitat jednu realizéciu tejto testovacej Statistiky - to je nejaké konkrétne
¢islo. Ak je toto cislo ,,nepravdepodobnou”ﬂ realizaciou rozdelenia testovacej Statistiky za platnosti
Hy, tak hypotézu zamietneme.

Lepsie si to asi predstavime na priklade - majme mincu, pricom chceme testovat

) . ) ]‘
Hy : znak pada s rovnakou pravdepodobnostou ako hlava, ¢ize s pravdepodobnostou —,

pricom mincu mozeme hodit desatkrat. Rozumné testovacia statistika by v tomto pripade bola
napriklad ndhodnd premennd 7" dana predpisom 7" =pocet padnutych znakov z 10 hodov.

5Toto je povedané trochu volnejsie, pre hrubi predstavu to staéi.



/ PaS(Q) vieme, Ze ak plati Hy (Gize znak padd s pravdepodobnostou %), tak tato ndhodna

premennd mé binomické rozdelenie s parametrami 10 a % (T'" ~ Bin (10, %)) Nepravdepodobné

realizacie takejto ndhodnej premennej su 0,1,9,10 - pre takéto hodnoty totiz plati
PT=0)+P(T=1)+P(T=9)+ P(T =10) ~ 0.02148.

Ak by ndm teda z 10 hodov padlo napriklad 9 znakov, tak uz velmi nebudeme verit, Ze je to
1

realizdcia binomického rozdelenia s parametrami 10 a 5. Inymi slovami, nebudeme verit, ze H,
plati, takZe ju zamietneme. Mozeme sa, samozrejme, pomylit - aj pri vyvaZenej minci sa ndm moze
stat, Ze nam padne devitkrat znak - je to ale nepravdepodobné. Mnozina , nepravdepodobnych
hodnot” (kedy uz hypotézu zamietame - v nasom pripade {0,1,9,10}) sa nazyva kriticka oblast
alebo oblast zamietnutia. Spravidla sa voli tak, Ze st v nej okrajové body, pricom chceme, aby
zaroven platilo

P(T € Xkritickd oblast) < 0.05 = 5%

Ak je T spojitd ndhodna premennd, tak vieme dosiahnit presne 5%, pri diskrétnych to ¢asto nejde
- napriklad ak by sme v nasom priklade pridali do kritickej oblasti 2 alebo 8, tak uz dostaneme

P(T € {0,1,2,9,10}) ~ 0.0654.

Vo vela testoch (aj v tych, ktoré budi v tejto kapitole) m4d testovacia Statistika T za platnosti
Hy asymptoticky (pre velké n) standardizované normalne rozdelenie N(0,1). V takom pripade m4
kritické oblast tvar

R~ (¢7'(2.5%), ¢~ (97.5%))

(vid Obr. , kde ¢~! je kvantilovd funkcia (inverzia distribu¢nej funkcie) standardizovaného
normélneho rozdelenia. V Exceli vieme ¢~!(x) vypocitat pomocou funkcie NORM.S.INV (x). Na-

0.4

0.3
|

0.2

0.1

I I T I |
-5 ¢'@25%) o @ (97.5%) 5

X
Obr. 31: Kritickd oblast v pripade, Ze testovacia

statistika ma N (0, 1) rozdelenie. Kazda z modrych ob-
lasti m& plochu 2.5%, dokopy, teda 5%.

65% je nejaky zauzivany standard, niekedy sa pouziva aj 1% alebo 10%, pripadne nie¢o iné. V tomto kurze si ale
vysta¢ime s hodnotou 5%.



miesto kvantilov ¢71(2.5%) a ¢1(97.5%) sa obcas pisu takzvané kritické hodnoty u(97.5%) a
w(2.5%) (tak to bolo zrejme aj na PaS(2)) - je to viac menej to isté, len symetricky otocené, t.j.
plati vztah o '(2) = u(100% — ). Z obrdzku tiez mozeme vidiet, ze hustota N(0,1) je symet-
rickd okolo nuly, takze v praxi by sme hypotézu zamietli v pripade, ze |T| > ¢~1(97.5%) =~ 1.96
(nezagkodi si tiito hodnotu zapamétat, clovek ju nemusi potom stéle hladat).

Testy nezavislosti
V tejto casti teda spomenieme niektoré testy hypotézy
Hy: xq,..., 2, st realizdciou nezavislych, rovnako rozdelenych ndhodnych premennych.

V praxi nezaskodi vyskusat tychto testov viac, pretoze testy majui réznu silu (moéze sa stat, ze
v niektorom teste hypotézu nezamietneme aj vtedy, ked neplati). Ak aspoil v jednom z testov
hypotézu zamietneme, je dost mozné, Ze je nepravdivé a nemali by sme s fiou ratat.

1. Test zalozeny na znamienkach diferencii. Testovacia Statistika tohto testu je

ke

;
n+1
12

kde k je pocet bodov rastu - takych bodov z;, Ze x;41 > z;. Formalne vieme k zapisat ako
o= 5"V kde V, = 1 ak 2, < a,, inak je V, = 0. V pripade, Ze je nejaké dvojica
susednych bodov rovnaka, t.j. x; = x;41, tak jeden z nich treba v tomto teste vyskrtnit (a
potom pracovat aj so znizenym n). Testovacia Statistika md za platnosti Hy asymptoticky
normélne rozdelenie, takze (v duchu predchadzajicej casti) Hy zamietame ak |7’ > 1.96.

Idea tohto testu je takd, ze ak su Xj,..., X, nezdvislé a rovnako rozdelené (¢ize ak plati
Hy), tak v realizaciach z1,...,x, bude pocet bodov rastu tvorit priblizne polovicu bodov,
t.J. ”T_l (0 z, nevieme povedat, ¢i je to bod rastu, alebo nie - preto je v ¢itateli n — 1). Hy
teda zamietneme vtedy, ak je pocet bodov rastu ,,vyrazne vacsi” (resp. ,,vyrazne mensi”)
ako ocakavana hodnota "T_l (inymi slovami - ak si v datach nejaké rastice, resp. klesajice
tendencie). To, ¢o je ,,vyrazne vacsi” (resp. ,,vyrazne mensi”) pocet ndm nejakym Statisticky
presnym sposobom kvantifikuje prave testovacia Statistika 7' (napriklad ak je pocet bodov
rastu k ,,vyrazne vacsi’ ako ocakdvana hodnota "—_1 tak k — "—_1 bude tiez relativne velké

¢islo - po nejakom znormovani hodnotou 4/ 3= ol vicsie ako 1.96).

2. Test zalozeny na bodoch zvratu. Testovacia Statistika tohto testu je

2(n—2)
A

16n—29
90

kde r je pocet bodov zvratu - takych bodov x;, ze ;1 < x; > x;41 alebo x;_ 1 > z; < Ti41.
Opit plati, ze ak je nejakd dvojica susednych bodov rovnaké (z; = ;1 pre nejaké i), tak
jeden z bodov treba pred vykonanim tohto testu vyskrtnit. Rovnako ako v predchddzajticom
teste ma T' za platnosti Hy asymptoticky standardizované normélne rozdelenie.

Idea je analogickd ako v predchddzajicom teste - d4 sa ukdzat, ze v postupnosti nezavislych
nahodnych premennych Xi, X5, ..., X, je ocakdvany pocet bodov zvratu "3 2) . Hy teda
zamietneme, ak sa skutoény pocet bodov zvratu r prilis odlisuje od tohto ocakavaneho poctu.

3. Test zalozeny na Kendallovom TﬂTestovacia Statistika tohto testu je

T
2(2n+5)
In(n—1)

S tym sa pravdepodobne este stretnete v inych stvislostiach



kde 7 = n(;hin — 1 a v je pocet takych dvojic z; a x;, Ze z; < x; {idesa—eezviethkymoznéia
4}, kde i < j. Za platnosti Hy m4 testovacia Statistika T opét asymptoticky Standardizované
normalne rozdelenie. Idea je opit analogickd ako v predchddzajicich dvoch testoch - pri
nezavislych, rovnako rozdelenych ndhodnych premennych by sa hodnota v pohybovala okolo
hodnoty "(” n(n—1) (skduste si to premysliet) a ak bude v prilis d'aleko od tejto ocakavanej
hodnoty, tak Hy zamietneme (avSak mozeme si vSimnit, Ze teraz sa to ¢o je ,,d’aleko” nemeria
rozdielom, ale podielom, od ktorého potom odéitame jednotku).

Moézeme si v&imnut, ze vo vSetkych troch pripadoch pouZivame asymptotické rozdelenie, ¢ize po-
trebujeme velké n. V tychto pripadoch sa odporica n > 100. Ak tolko d4t nemame, tak st zndme
aj presné rozdelenia (nie asymptotické), ktorych kvantily si tabelizované (vid ucebnica, kapitola
10). Druhd moznost je aj tak pouzit normélne rozdelenie a zmierit sa s tym, ze vysledky mozu byt
trochu nepresné.

Testov nezdvislosti je samozrejme viac, niektoré d’alsie mozno ndjst v ucebnici v kapitole 10.

7 Box-Jenkinsova metodolégia - ARMA modely

Doteraz sme sa takmer vylucne sustredili na deterministicki (nendhodnii) ¢ast ¢asového radu (trend
a sezonalitu) a rezidualnej (ndhodnej) zlozke E; sme nevenovali prili§ velkd pozornost. V niektorych
metédach (napriklad v exponencidlnom vyrovnavani a Holt-Wintersovej metéde) ani nezohravala
prili§ velku tlohu, v inych (napriklad pri konstrukeii predikénych intervalov) sme potrebovali pred-
poklad, ze E; su nezavislé, normélne rozdelené, s nulovou strednou hodnotou a konstantnou dis-
perziou. To je dost silny predpoklad (v ¢asovych radoch vicsinou neredlny), avsak na to, aby
met6dy (aspon asymptoticky) fungovali, spravidla staci, aby bol E; biely Sum. Pripomenme, ze
biely sum je postupnost nekorelovanych nahodnych premennych (t.j. Tubovolné dve rozne ndhodné
premenné, ktoré z tejto postupnosti vyberieme, maju nulovi korelaciu) s nulovou strednou hodno-
tou a konstantnou disperziou.

V praxi ale dost ¢asto nie je splneny ani predpoklad o bielom sume, pretoZe v E, moze byt
,,schovand” nejaka aspon scasti systematickd struktira, ktord ale nevieme identifikovat ani ako
trend, ani ako sezénnu zlozku. To mé zopar dosledkov:

1. Predikcie, ktoré sme doteraz pouzivali ()A(T = ﬂ‘T + §T pre nejaké | budice” T > n) sa
potencialne daju este vylepsit. Ak by sme napriklad vedeli, Ze pre Tubovolné t € Z plati
E, = 0. 8Et 1+ 0. 4Et 9 + Wt, kde W, je biely sum, tak napriklad v n + 1 by sme namiesto
odhadu Xn+1 TrnH + Sn+1 mohli zobrat

~

Xn+1 = 7/—17"71,—1—1 + §n+1 + E\n-‘rl = 7/_’;n—i-l + §n+1 + O8En + O-4En—1-

2. Niektoré odhady (napriklad MNS odhady polynomického trendu) mézu byt vychylené (ak
by bol E; biely sum, tak MNS odhady polynomického trendu by boli nevychylené a v istom
zmysle najlepsie mozné), takze moze byt vhodnejsie pouzit iny postup (Casom si ukdzeme
aky).

Box-Jenkinsova metodolégia, ktorej sa v tejto casti semestra budeme venovat, sa zameriava na to,
ako tiito systematicki struktiru v ndhodnej zlozke vhodne modelovat pomocou takzvanych ARMA
modelov. Zaroven na (viicsiu) chvilu zabudneme na trend a sezonalitu - na ¢asovy rad

(s X, X1, Xo, X1, X, .. ) (7.1)

sa budeme pozerat ¢isto ako na postupnost ndhodnych premennych (tak sme v konetnom dosledku
¢asovy rad definovali), ktoré spravidla nemaji nejakt konkrétnu deterministick cast. Vyraz
budeme zapisovat skratene ako {X;}iez.

ARMA modely (autoregressive-moving-average model) majt velmi jednoduchy princip (a tvar)
- zoberie sa biely sum {W;}icz, ktory predstavuje nejaké ndhodné impulzy v danych ¢asovych



okamihoch (v literatire sa namiesto vyrazu ,,impulzy” pouziva aj ,,Soky” alebo ,,inovécie”) a hod-
notu casového radu v case ¢ potom modelujeme ako linearnu kombinéciu predchadzajicich hodnot
casového radu a ndhodnych impulzov - napriklad nieco typu

Xt — 2 + 0'3Xt—1 + 0-4Xt—2 - O.4Wt_1 + Wt (72)

- v takomto priklade by hodnota ¢asového radu v ¢ase ¢ zavisela od predchadzajicich dvoch hodnot
(Xi—1, X;—2) a ndhodného impulzu v danom roku (W;) a predchddzajicom roku (W;_;) - toto je
takzvany ARMA(2,1) model (2 a 1, lebo ,najstarsie” ¢leny su X; o a W;_1). Uplne vieobecny
ARMA (p, ¢) model m4 tvar

Xi=c+mXia+ 0 Xi o+ ...+, X p + Wi +OWiiq + W0+ ... +0,W,_,, (7.3)

kde p,g e Nac,¢1,...,0p,01,...,0, € R (a este nejaké iné podmienky - o vietkom este budeme

hovorit podrobnejsie, teraz len strucne pre predstavu). Modely takéhoto typu st velmi flexibilné

(dobre sa dokdzu prisposobit aj na zlozité tvary ¢asového radu) a spravidla ddvaji kvalitné predik-

cie. Nevyhodou byva horsia interpretovatelnost - napriklad v modeli sa dost fazko zdovodiiuje

(a predstavuje), aky je na pravej strane vyznam 0.4-ndsobku ndhodného impulzu z minulého roku.
Cely proces ,,vystavby” modelu sa d4 zhrnut do troch bodov.

1. Identifikdcia modelu - v tomto bode sa na zaklade niektorych charakteristik snazime urcit p
a ¢, t.j. ako vobec bude vyzerat konkrétny model, ktory pojdeme ddtam ,,napasovat”.

2. Odhad parametrov - ked uz mame vybraté konkrétne p a ¢, v tomto bode odhadneme hodnoty
nezndmych parametrov ¢, ¢1,...,¢, a 0y,...,0, tak, aby model v ¢o najlepsej zhode s dadtami
(aby bol ¢o najelpsi ,.fit”) - to je pomerne zlozitd vec, bude to za nés robit pocita¢ (pricom
ani pre pocitac to nie je tiplne najlahsie).

3. Kontrola (diagnostika) modelu - ked uz mdme odhadnuté parametre, tak spitne skontrolu-
jeme, Ci je nas model v poriadku - ¢i spiﬁa predpoklady (napriklad ten, ze {W,}icz je biely
Sum), pripadne ¢i sa nedd zjednodusit (pouzit model s mensim poc¢tom parametrov) - na to
su Statistické testy, o ktorych si povieme. Ak model tplne v poriadku nie je, vraciame sa na
bod 1 (a skisame iné p a q).

O vsetkych troch bodoch, rovnako aj o zakladnych vlastnostiach ARMA modelov si podrobnejsie
povieme v tejto casti - na uvod ale najprv zacneme s definiciami niektorych zakladnych pojmov
v ¢asovych radoch (tiplne vSeobecnych) a ich vlastnostami.

Zakladné pojmy a ich vlastnosti
Definicia. Stredna hodnota ¢asového radu { X}z je funkcia p : Z — R dand predpisom
w(t) = E(Xy). (7.4)

Nameiesto p(t) budeme pre jednoduchost pisat iba p; (ale treba za tym stdle vidiet funkciu pre-
mennej t).

Definicia. Funkcia 7 : Z? — R definovand predpisom
v(s,t) = Cov(Xs, X;) = E[(Xs — E(Xy))(Xy — E(Xy))] = B(X,X,) — BE(X,)E(X)) (7.5)
sa nazyva autokovarian¢nd (pripadne iba kovarianénd) funkcia casového radu {X;}ez.

Pripomenme z PaS(1) niektoré vlastnosti kovariancie - pre lubovolné nahodné premenné X,Y, Z
plati

1. Cov(X,X) = D(X) (disperzia),



\)

. Cov(X,Y) =Cou(Y, X),

w

. Cov(X+Y,Z)=Cou(X,Z)+ Cou(Y, Z)
4. Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y) pre lubovolné a,b,c,d € R,

ot

. |Cov(X,Y)| < /D(X)D(Y) (Cauchy-Schwarzova nerovnost pre nghodné premenné).
7Z tohto vieme Tahko odvodit nasledujiice vlastnosti autokovarianénej funkcie:
1. v(s,t) = v(t,s) pre lubovolné s,t € Z,
2. y(t,t) = D(X;) > 0,
3. [7(s,t)| < v/7(s,8)7(t,t) pre Tubovolné s,t € Z.
Definicia. Autokorelaénd funkcia ¢asového radu {X;}iez je funkcia p : Z? — [—1,1] dand predpi-

SOI11

Cov(Xs, X3)
D(X,)D(X,)’

p(s,t) = px, x, = (7.6)

¢ize je to koreldcia medzi ndhodnymi premennymi X, a X,;. Pre autokorelacnt funkciu sa velmi
¢asto pouziva skratka ACF (autocorrelation function).

Zjavne plati

s Y (7.7)
(s, 8)7(¢,1)
(priamo z definicie) a to, ze ACF nadobiida hodnoty iba z intervalu [—1, 1] vyplyva z vlastnosti 3
autokovariancnej funkcie.

Pripomenme, ze koreldcia je akési miera linedrnej zavislosti medzi nahodnymi premennymi

- zjednoduSene si to mozeme predstavit tak, Ze ak je koreldcia medzi X, a X, kladnd, tak ¢im
vicsie X, tym pravdepodobne vécsie X; a naopak, ak je zapornd, tak ¢im vécsie X, tym prav-
depodobne mensie X;. Ak je koreldcia nulova, tak nieco takéto povedat nevieme. Ak by koreldcia
bola presne 1 alebo —1, tak so stopercentnou pravdepodobnostou si X, a X; linedrne zavislé, ¢ize
s pravdepodobnostou 1 plati X; = aX, + b pre nejaké redlne &isla a,b, kde a > 0 ak p(s,t) = 1
aa <0 ak p(s,t) = —1. Kedze v ARMA modeloch je X; vyjadrené aj ako linedrna kombindcia
predchédzajicich hodnot X;_i, X;_o, ..., uvidime, Zze ACF bude zohrdvat dolezitd tilohu pri iden-
tifikovani modelu.

p(s;t) =

Definicia. Casovy rad {X,},cz je (slabo) stacionérn ak st splnené nasledovné podmienky:

1. Strednd hodnota p; nezdvisi od ¢, t.j. mozeme pisat p, = p, ¢ize je to konSantns funkcia
premennej t,

2. pre lubolné ¢, h € Z plati, Ze funkcia ~y(¢,t + h) z4visi iba od h bez ohladu na to, aké je ¢ -
¢ize iba od toho, ako su X; a X;,j ¢asovo vzdialené, nie od konkrétnych okamihov ¢ a ¢t + h.

To, ze casovy rad je stacionarny zjednodusene znamena to, ze jeho hodnoty nam ¢asom ,,neule-
tia”, ale stabilne sa pohybuju okolo nejakej pevnej hodnoty p bez vyraznejsich vykyvov.

8Existuje aj pojem silnej stacionarity, aviak slabd stacionarita sa pouziva beznejsie, takze slovicko ,,slabo” sa pri
slabo staciondrnych ¢asovych radoch spravidla vynechava.



Priklady ¢asovych radovﬂ casovych radov (stacioniarnych aj nestacionarnych)

Nech {W;}sez je biely sum s disperziou o2. Uvazujme nasledovné ¢asové rady a pozrime sa, ¢i si
stacionarne, alebo nie.

a) Xy = W, - plati

w = E(X;) = E(W;) = 0 vlastnost bieleho sumu,
Y(t, t + h) = Cov(Xy, Xyan) = Cov(Wy, Wiyp) =
0 ak t # t + h (lebo je to biely Sum - postupnost nekorelovanych
= ndhodnych premennych) < h # 0,
o akh=0.

Vidime, ze u, je konstantné a y(t,t 4+ h) zavisi iba od h, takze tento ¢asovy rad je stacionarny.
b) X; =a+bt+ W, kde a,b € R (linedrny trend, len s inymi pismenkami) - plati

= E(Xy) = E(a+ bt +W,) =a+ b+ E(W,) =a+bt,

0 akh#0,

Y(t, t+h) = Cov(a+ bt + Wy,a+ b(t + h) + W) = Cov(Wy, Wiyy) = { > 0
o a. = U.

V tomto pripade sice y(¢,t + h) zavisi iba od h, avsak strednd hodnota nie je konstantna, takze
toto nie je stacionarny casovy rad.

c) Xy =c+ W, 4+ 0W,_q, kde ¢,0 € R - plati

u=E(Xy) =E(c+ Wi+ 0W_q) =c+ E(Wy) + 0E(W—1) = ¢,
v(t,t+h) = Cov(c+ Wi+ O0Wi_1,c+ Wirp + OWiyp 1) =
= Cov(Wy, Wign) + 0Cov(Wy, Wiy 1) + 0Cov(Wi_1, Wiyn) + 0*Cov(Wi_1, Wisn_1) =
0 ak |h| > 2,
=4 0o ak |h| =1,
o2+ 6%? ak h=0.

Strednd hodnota je konstantnd a ~(t,¢ + h) zavisi iba od h, takze v tento ¢asovy rad je sta-
cionarny.

d) Xi=Wi+Wy+ ...+ W, - mame

pe=EW +Wot ...+ W) =EW)+EWy)+...+ EW;) =0
v, t+h)=Cov(Wi 4+ ...+ W, Wi+ ...+ W) = i%COU(W},W}) =
= |Cov(W;, W;) # 0 iba ak i = j, lebo {Wt;t;;jel biely um| =
min(t,t4+h)
o RS P

=1

Vidime, ze (t,t + h) zavisi aj od t, takze tento ¢asovy rad nie je stacionarny.

V praxi vieme velku vicsinu dat - po nejakych rozumnych transforméciach - modelovat ako sta-
ciondrne ¢asové rady - budeme sa teda zaoberat iba nimi. To znic mozno trochu prekvapivo, kedze

9Ak sme si pod ¢asovymi radmi doteraz predstavovali skor data, v tejto ¢asti budeme mysliet skér teoretické
modely, ktoré sa na data daji potenciilne napasovat.



napriklad ani oby¢ajny linedarny trend (priklad b)) nie je staciondrny c¢asovy rad - dolezité je ale
to ,,po nejakych rozumnych transformaciach” - napriklad ak by sme v priklade b) (rovnako aj v
priklade d)) namiesto X; zobrali tazkvanu prvu diferenciu X, — X; 1, tak ¢asovy rad Y; = X, — X; 4
uz staciondrny bude (mozete sa o tom presvedcit, je to velmi Tahké). Cize aj v praxi, ked v nejakych
détach x4, ..., x, uvidime zjavny linedrny trend, tak staciondrnym modelom nebudeme modelovat
priamo data x, ..., x,, ale ich diferencie x9 — 2y, 23 — 29, ..., 1, — 1, 1. V staciondrnych casovych
radoch sa nam vela veci zjednodusi, konkrétne

e pre lubovolné ¢, h € Z zavisi y(t,t+h) iba od h, teda mozeme (a aj budeme) pisat iba y(h) (to
nam vyjadruje, aka je kovariancia nahodnych premennych vzdialenych od seba o h ¢asovych
usekov),

e D(X;) =n~(t,t) =~(t,t+0) =~(0) pre lubovolné ¢, staciondrny ¢asovy rad ma teda okrem
konstantnej strednej hodnoty aj konstantnu disperziu,

e vlastnosti autokovarianénej funckie mozeme zapisat ako

1. v(h) = v(—h) pre Tubovolné h € Z - zaujimat nés teda budi iba nezdporné hodnoty h
- zvy$né si vieme dopoécitat,

2. 7(0) =2 0,

3. |v(h)| < ~v(0) pre Tubovolné h € Z,

e aj pre ACF plati, ze p(t,t + h) je iba funkciou h, pretoze

(bt +h) = (L.t +h) _ ) A

VIOt +ht+h) /4(0)(0)  7(0)

- rovnako teda namiesto p(t, ¢ + h) budeme pisat iba p(h).

Odhady v stacionarnych ¢asovych radoch

V praxi hodnoty konstantnej strednej hodnoty p a autokovarianénej funckie y(h) nepozname -
potrebujeme ich odhadnif z dét zi,...,z,. Na odhad strednej hodnoty sa prirodzene pouziva
vyberovy priemer, t.j.

Za odhad «(h) sa berie

(7.9)

(h) = . Zf(l’wh —Z)(x; —T) prehe{0,...,(n—1)},
0 pre h > n,

¢o je v podstate vyberova kovariancia z (X1, X141), (X2, Xoyn), .-+, (Xa_n, Xp) - je to nieco ako
E[(Xesn — E(Xen)(Xe — E(X0))]

(porovnaj so ([7.5))), len namiesto strednych hodnot mame priemery. Ked ze najvicsia casova vzdia-
lenost, ktort z dat mame k dispozicii je n — 1 (vzdialenost medzi z; a z,,), pre vicsie hodnoty

kladieme autokovarianéni funkciu 0. Pozorny citatel si zrejme vsimol, ze na to, aby to bol priemer,
pred sumou by malo byt ﬁ namiesto % - to je, samozrejme, pravda, avsak ak by sme pouzili nlfh
mohli by ndm z matematického hladiska vyijst aj nezmysly (zaporny odhad disperzie), ¢o sa pri &

- . 1 9 . o . ’ - h e B L: 4 . z "
nestane, preto sa berie - - z hladiska presnosti odhadu to prilis velky rozdiel nespravi. Za odhad

autokorelacnej funkcie sa berie iba jednoducho

plh) = LY. (7.10)



Ako uz aj bolo spominané vyssie, autokorela¢nd funkcia moze byt vhodnym ndstrojom na iden-
tifikdciu modelu - jednoducho si to mozeme ilustrovat na priklade c) (o stranu vyssie), kde sme

uvazovali ¢asovy rad tvaru
Xt =c+ Wt + QWt_l,

¢o je vlastne ARMA(0,1) model. Pre tento ¢asovy rad sme spocitali autokovarianéni funkciu,
z ktorej lahko vieme vyjadrit autokorelacni funkciu

0 ak h > 2,

Oo? 0
p(h) = § =% =l akh=1,
1 ak h =0.

Takyto tvar autokorelacnej funkcie (nenulovy prave pre h =0 a h = 1 a inde nulovy) je $pecificky
prave pre ARMA(0,1) model (ziadny iny ARMA(p, ¢) neméa autokorelaéni funkciu takéhoto tvaru)
- ak by sme teda narazili na déta, pre ktoré plati p(0) = 1 (to v skutocnosti trividlne plati vzdy),
p(1) # 0 (pricom pod ,,# 0” teraz rozumieme, Ze to je od 0 dost d'aleko) a p(h) ~ 0 pre h > 2
(tym, ze ide iba o odhad autokorelacnej funkcie, tak presni nulu nedostaneme takmer nikdy, preto
je tam iba priblizne), tak ARMA(0,1) model by mohol byt vhodny kandidat pre takéto data. Moze
sa samozrejme stat, Ze netraffme - tym, Ze z ddt mdme iba odhady p, ktoré si do istej miery
nepresné, moze sa stat, ze napriklad v skutocnosti plati p(2) > 0, ale mi to vdaka nepresnosti
odhadu nespravne vyhodnotime ako nulové.

Na rozlisenie toho, ¢ je p(h) =~ 0, alebo p(h) # 0 sa berie hrani¢nd hodnota :I:\/lH - ak je p(h)
v tychto hraniciach, tak ho povazujeme za blizke nule a ak je mimo tychto hranic, tak ho berieme
za rozne od nuly. Netreba byt ale na tieto hranice prehnane upity, skor ich braf orientacne. Za
tymi hranicami sa v skutocnosti skryva priblizny 95%-ny interval spolahlivosti pre p(h) v bielom
sume, h = 1,2,.... V bielom Sume je skutoéné p(h) rovné nule a jeho odhad p(h) na 95% ,,padne”
priblizne do tohto intervalu. V statistickom softvéri R (a aj v inych statistickych softvéroch) sa spolu
s autokorelacnou funkciou automaticky vykresluje aj této hranica (vid' modrd ¢iara na Obr. [33)).

Series data
£ 5 3
g T T T ™
° om0 o w0 0 : o o1
Time Lag
Obr. 32: Priklad realizacie ARMA(0,1) Obr. 33: Autokorelacnd funkcia rea-
modelu. lizacie ARMA(0,1) modelu.

Dalsim délezitym néstrojom na identifikdciu modelu je v staciondrnych éasovych radoch takz-
vand parcidlna autokorela¢na funkcia (skratene ju budeme oznacovat PACF) 7: N — [—1,1].
Ta je dana predpisom

T(k) = PXoyk—Prr(Xeyn), Xe—Prp(Xe)> (7'11)
kde pre Tubovolni ndhodnt premennd Y je P x(Y") najlepsi linedrny odhad pomocou ndhodnych
premennych X;.q,..., X;yr—1. Pod najlepsim linedrnym odhadom sa mysli linedrna kombinécia



. N 2
Y =apt+a Xyp1+. . . +ag_1 X1, ktord minimalizuje hodnotu E ((Y — Y) ) . Volnejsie mozeme

povedat, ze 7(k) je koreldcia medzi ndhodnymi premennymi vzdialenymi o k ¢asovych tsekov (t.].
Xiir a Xy) ,,0¢istenych” od (linearneho) vplyvu ndhodnych premennych, ktoré si medzi nimi (t.j.

Xis1y o, Xipr—1). Hocl v zépise pouzivame aj ¢, tato funkcia v stacionarnych casovych radoch od
t nezdvisi (bola by rovnaka pre lubovolné t). Plati, Ze ju vieme vypocitat pomocou ACF ako
det(Py)
k) = ——*~ 7.12

kde

1 p(1) p(2) - plk=2) p(k—1)

1 1 1 o k—1 k—2

P - P(. ) | P(. ) p( | ) ol | ) (7.13)
plk—=1) p(k—2) p(k—=3) ... p(1) 1

(1j-ty prvok tejto matice je p(|i — j|), pretoze p(0) = 1) a P} je takd istd ako Py, len posledny
stipec nahradime vektorom (p(1), p(2), .. ., p(k))T. Ak chceme PACF odhadnit z dét, tak pouzijeme
rovnaky vzorec, len v maticiach P, a P} namiesto p pouzijeme p.

V dalsich ¢astiach si povieme o niektorych gpecifickych ARMA modeloch a o v§eobecnom
ARMA modely, pricom pri kazdom modeli si okrem iného povieme

e pre aké hodnoty parametrov je model stacionarny;,
e akd je stredna hodnota daného modelu,

e ako vyzera ACF,

e ako vyzera PACF.

Na ukdzanie niektorych tychto veci ale este budeme potrebovat dva dolezité pojmy - operdtor
spatného posunu a linedrny proces.

Operator spatného posunu B je operator, ktory casovy rad posunie o jeden casovy usek
dozadu, ¢ize BX; = X,_; pre lubovolné t. Vieme ho aplikovat aj viackrat - naprikad B*X; =
BBX, = BX,_1 = X, o a analogicky B’X; = X,_; pre j = 0,1,2,.... Takisto vieme s tymto
operatorom pracovat ako s polynémom, napriklad (B? 4+ 4B +4)X; = X; 5 +4X,_ 1 +4X;, pricom
roznasobovanie funguje rovnako ako pri klasickych polynémoch, ¢ize vyssie uvedeny vyraz vieme
zapisat aj ako

(B+2)’X,=(B+2)(B+2)X;=(B+2)(X;_1 +2X;) = (B+2)X; 1 + (B +2)2X; =
= (Xio +2X 1) + (2X3 +4Xy) = Xy o +4X 1 +4X,,

¢o je naozaj to isté ako (B? + 4B + 4)X,.
Linearny proces je casovy rad tvaru

X = pi4voWe + i Wiy +1aWia+ o= p+ Y Wiy, (7.14)
=0

kde {W,;} je biely sum s disperziou o2 a p,vg,1,... € R st parametre. D4 sa ukdzat, Ze po-
stacujucou podmienkou na stacionaritu takéhoto casového radu je

VYRR =) g < oo (7.15)
=0

V takom pripade plati aj to, Ze linedrny proces je ,,slusny” v zmysle, Ze pre fubovolné ¢ je nulova
pravdepodobnost toho, Zze X, bude oo alebo —oo. Prakticky sa takyto model nedd pouzit tplne
priamo (kedze md nekonecéne vela ¢lenov), avsak mé teoreticky vyznam, pretoze:



1. Ak pre nejaky model ukdzeme, Ze sa dd zapisat ako (7.14), kde ¥2 + 1%+ ... < oo, tak z toho
uz vyplyva, ze to je stacionarny model (a nemusime overovat podmienky stacionarity, ktoré
nemusia {st vzdy lahko).

2. D4 sa ukézat, Ze uplne kazdy ndhodny staciondrny ¢asovy radm sa d4 zapisaf v tvare (7.14)) -
tomu sa hovori Woldova reprezentacia stacionarneho ¢asového radu. V praxi to znamend, ze ak
méame déta, ktoré si realizaciou staciondrneho ¢asového radu (vaésinou rozumny predpoklad),
tak model s podmienkou by bol teoreticky pouzitelny model pre tieto ddta (len
by sme museli najst jeho parametre), ¢o sa spravidla d4 dobre aproximovat iba nejakym
koneénym poctom ¢lenov, ¢ize

k
Xi =~ p+ Z YWy
i=0
pre nejaké k € N, ¢o je po predeleni hodnotou vy oby¢ajny ARMA(0, k) model.

Autoregresny proces

Casovy rad {X;}icz sa nazjva autoregresny proces radu p, ak plati
Xt =c+ ¢1Xt_1 + ¢2Xt—2 —+ ..+ ¢pXt—p + Wt, (716)

kde ¢, ¢1,...,¢, € R st parametre, ¢, # 0 a {W, },cz je biely sum s disperziou o2, pricom W; a
X, st nezdvislé pre s < t. Mozeme si véimnut, Ze to je Specialny pripad ARMA (p, ¢) modelu (7.3,
kde g = 0 - skratene teda takyto ¢asovy rad oznac¢ujeme ako AR(p). Plati, ze AR(p) je stacionarny
prave vtedy, ked su korene polynému (aj komplexné)

P(2)=1— 12— ¢pz® — ... — P2 (7.17)

v absolitnej hodnote vicsie ako jedna (nickedy sa to formuluje tak, ze korene st v komplexnej
rovine mimo jednotkového kruhu).

Polyném sa nazyva autoregresny polyném a ma tzky suvis s predpisom ([7.16|) - ten totiz
moZeme pomocou operatora spitného posunu zapisat aj ako

Xi=c+ o Xiqa + 0 Xy o+ ...+ 0 X, + W,

Xi =1 Xoo1 — 02Xy 90— ... — O Xy p =c+ W,
X, — ¢ BX; — 92B*X; — ... — ¢,B* X, = c + W,
(1—¢1B— B> — ... — $,B")X; = c+ W,

@(B)Xt =c+ Wt-

Dokézat tvrdenie o stacionarite je pomerne zlozité, ilustrujeme si to aspon na AR(1) modeli s ¢ = 0,
cize ak plati
Xy =1 Xy 1 + W

V takom pripade mé autoregresny polyném tvar ®(z) = 1 — ¢z, ¢ize ma iba jeden koren, a to -

¢1°
AR(1) je teda stacionarny < > 1<% |¢1] < 1. O tom sa dé aj lahko presvedcit - ak by totiz

platilo, ze |¢1] > 1, tak

1
#1

D(X;) = D(¢1 X1+ W,) = |nezdvislost X; 1 a W,| = ¢7 D(X,_1) + D(W,) > D(X;_1),
>1 >0

10 Nahodny” preto, lebo existuju totiz aj v istom zmysle ,,deterministické” ¢asové rady - napriklad ak by sme
zobrali X; = Acos(t), kde A je ndhodnd premennd, tak sice tam je prvok ndhodnosti (kvoli A), ale ak pozndme
hodnotu v jednom ¢asovom okamihu, tak A uZ si vieme vyjadrit, takZe by sme poznali vetky hodnoty. To je ale
skor teoretickd zéleZitost, v praxi sa stretdvame takmer vyluéne s ndhodnymi ¢asovymi radmi.



¢o sa ale v staciondrnom ¢asovom rade nemoze stat, lebo tam si vietky disperzie rovnaké. Naopak
ak |¢1] < 1, tak X, vieme zapisat ako

Xi—1
X, =0 X1+ W= d1(01 X1 o+ Wi1) + Wy = Xy o+ W1 + W, =
Xi_2
= ¢?(;51Xt—3 + Wt—;> + o Wi+ W, = ¢?Xt—3 + ¢%VV1€—2 + o Wiy + W= ..

k—1
=X+ S Wiy + - A Wi + W= X+ > ¢ Wi,
j=0

To plati pre lubovolné k, takze ak k — oo, tak ¢} — 0 (lebo |¢;| < 1), takze dostaneme
Xi =Y oWy,
=0
¢o je obycajny linedrny proces s ¢; = Jl pre 5 =0,1,..., pricom
Z wjz- = Z ¢3 = | geometricky rad s kvocientom ¢? < 1| = T < 00,
=0 =0 IRE

¢ize je to stacionarny c¢asovy rad.
Pre stredni hodnotu u; v staciondrnom AR(p) plati
pe=E(Xy) = E(c+ g X1+ ..+ GpXop + W) = ¢+ 1 E(Xy1) + .o+ $pE(Xey) + E(Wy) =
=c+ Qrphi—1+ ..+ Opfht—p.

KedZe ale v staciondrnom ¢casovom i, nezavisi od ¢, tak p; = p pre Tubovolné t a teda Tahko

vyjadrime, ze
c

T l—¢i—... — &

Autokorelacni funkciu p v staciondrnom AR(p) modeli po¢itame nasledovne:

Ju

e Pre h = 1,2,...,p ziskame p(h) riesenim takzvanej sustavy Yule-Wolkerovych rovnic, ktord

je tvaru
1 p(1) p(2) ... plp—2) plp—1)\ [ p(1)
p(1) 1 p(1) ...opp=1) plp=2) | |¢2]| |r(2)
plp—=1) pp—2) plk=3) ... p(1) 1 Pp p(p)
¢ize p rovnic o p nezndmych (mozeme si véimnit, ze nalavo je matica P, vid ([7.13))). Pozor
je tu trochu ,,zrada”, lebo nezname si tu p(1),..., p(p) a nie ¢y,. .., ¢, (vacsinou sa sustavy

zapisuju tak, ze v matici a na pravej strane si zname hodnoty, nie naopak).
e Pre h > p vypocitame p(h) rekurentne ako

p(h) = ¢1p(h — 1) + gop(h — 2) + ... + ¢pp(h — p).

Ak by niekoho zaujimalo, ako sme sa k tymto predpisom dostali, tak si to ilustrujeme na AR(2)
modeli s ¢ = 0, ¢ize ak plati X; = ¢ X1 + ¢ X,_o + W,. KedZe ¢ = 0, tak aj pre strednii hodnotu
plati p = E(X;) = 0, takze pre autokovarianéni funkciu 7 plati

7(/1,) = C()Y/'(Xz,st,HL) = E(X1X1+;,) - E(Xz,)E(XHh) = E<X1Xz,+h,)-



Zoberme teraz predpis modelu
Xi =01 X1+ 02Xy o+ Wy,

prenasobme obidve strany nahodnou premennou X;_; a na obe strany aplikujme strednti hodnotu
- dostaneme

E(XiXi 1) = 01 E(Xyo1 X)) + 0o E( Xy 0 Xy 1) + E(WX,—), cize
(1) = ¢17(0) + ¢27(1),

lebo Wy a X;_1 st nezavislé, takze E(W; X;_1) = E(W;)E(X;_1) = 0. Ak to isté spravime aj s X; o,
dostaneme

E(XiXi2) = 01 E(Xi—1Xi—2) + 02 E(Xo 1 Xi—0) + E(W, X, _5), Cize
Y(2) = ¢17(1) + ¢27(0).

Ak teraz rovnice

v(1) = 617(0) + ¢2v(1)
7(2) = ¢17(1) + ¢27(0)
predelime ¢islom 7(0), dostaneme prave sustavu Yule-Wolkerovych rovnic
p(1) = ¢1 + dap(1)
p(2) = dp1p(1) + ¢po.
Analogickt ,,procediru” vieme spravit aj s X;_j, pre lubovolné h > 2, ¢ize

E(XtXt—h) - élE(Xf—lXt—h,) + ¢2E(Xt—2Xt—h,) + E(I”VtXt—h,)

v(h) = ¢1y(h — 1) + ¢2y(h — 2) /

—_

~(0)
p(h) = ¢1p(h — 1) + ¢ap(h — 2),

¢im dostaneme rekurentny predpis pre h > 2.
Pre ACF vo vSeobecnosti plati, ze je nenunlova, ale k nule konverguje.

Funkciu PACF by sme pocitali pomocou predpisu - vo vSeobecnosti nema nejaké |, pekné”
vyjadrenie, ale d& sa ukdzat, ze 7(k) = 0 pre kazdé k > p. Uvazujme napriklad & = p + 1 -
ak si spomenieme na ,,volnejsiu” definiciu PACF, tak 7(p + 1) bola koreldcia medzi ndhodnymi
premennymi vzdialenymi o p + 1 casovych okamihov, napriklad X; a X;_,i; ,,o¢istenymi” od

linedrneho vplyvu premennych medzi nimi, t.j. X;—q,..., X;—,. Ked ale X; = ¢ X4 + ... +
OpXi—p + Wy ,0Cistime” od linedrneho vplyvu X;_1,..., X;_,, ostane ndm iba W;, ¢o je z definicie

’ . ’ ~ ’ . . ’ . 9 . ~ . ~ 7
AR(p) nezavislé od X; 1, X;_o, ..., takze koreldcia 7(p+1) bude naozaj nulova. To je velmi uzitoéné

pri identifikacii modelu - ak sa totiz stretneme s datami, v ktorych odhad ACF je nenulovy, ale k
nule sa blizi a odhad PACF je od nejakého okamihu p + 1 blizko nuly, tak AR(p) moze byt dobry
napad. Napriklad na Obr. [35|ide ACF (horny graf) k nule dost pomaly, aviak PACF (spodny graf)
je od k = 2 uz pod hrani¢nou modrou ¢iarou (orientacné hranice sa bert rovnaké ako pri ACF).
AR(1) model by teda mohol byt dobry ndpad pre takéto dédta.

Predikcie v AR(p) modeli si velmi intuitivne - ak najdeme odhady /c\,a/b\l, o ,gg; parametrov
¢, @1, .., 0p, tak X, odhadneme ako

~

Xot1 =CH+ P12 + ...+ OpTni1—p,

¢ize iba pouzijeme model s odhadnutymi parametrami, pricom W, ; odhadneme jeho strednou
hodnotou, ¢ize 0. Podobne X,,,5 by sme odhadli ako

Xpr2 =4 o1 X1 + Gon + .. + OpTnia—p,

analogicky aj nasledujice hodnoty.
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Obr. 34: Rocny prietok rieky Nil mes- Obr. 35: Odhad funkcii ACF a PACF
tom Asuén v rokoch 1871-1970. dat z Obr.

Moving averagelﬂ proces

Casovy rad {Xi}iez sa nazyva moving average radu ¢, ak plati
Xt =M + Wt + 61Wt,1 -+ QQWt,Q + ...+ qut,q, (718)

kde p,01,...,6, € R st parametre, 6, # 0 a {W,},cz je biely sum s disperziou o?. Mozeme si
vSimnut, ze to je Specidlny pripad ARMA(p, q) modelu , kde p = 0 - skratene takyto casovy
rad onacujeme ako MA(q). Plati, ze MA(q) je vzdy staciondrny, lebo je to iba $pecidlny pripad
linedrneho procesu, v ktorom ¢y = 1,41 = 01,99 = 0a,..., 9y = 0 a Vg1 = Ygq2 = ... = 0, CiZe

podmienka ([7.15)) trividlne plati.
Pre stredni hodnotu plati

EX)=Ep+Wi+0Wa+...+0,W,_y) =p+EW,) + 0 EWiq) + ...+ 0,E(Wi_y) = p.
Autokorela¢nt funkciu p(h) pre h = 0,1,2, ... vieme vypocitat ako %, kde

q q
v(h) = Cov(Xy, Xy1n) = |polozme 0y = 1| = Cov <,u + Z@th_i,,u + Z 9th+h_j> =

i=0 §=0

q q
=3 0:0;Cov(Wii, Wean—j) = (x).

i=0 j=0

Kedze {W, }iez je biely sum, tak

0 akt—i#t+h—j,
COU(m—thJrh—j) = { 9 7 J

akt—i=t+h—joj=hti
¢ize mozeme pisat

(*) = Zg:_él 9i9i+h02 pre h < g,
0 pre h > q.

Kedze v(h) = 0 pre h > q, tak aj pre ACF plati, ze p(h) = % =0preh>q.

HToto sa prekladd ako kfzavy priemer, avSak nema to ni¢ spolo¢né s kizavym priemerom z tretej casti - aby sme
si to nemylili, tak toto nechame v angli¢tine.



PACF by sme pocitali podla (7.12)) - opit nemé ,,pekné” vyjadrenie, avSak tentokrdt pre nu
plati, Ze je nenulovd, ale k nule konverguje. Analogicky ako pri AR modeloch, aj tu vieme ACF a
PACF vyuzit na identifikdciu - ak narazime na déta, v ktorych je odhdad 7 nenulovy, ale k nule
sa blizi a ak pre nejaké g pre odhad ACF plati p(h) =~ 0 pre h > ¢, tak MA(q) moze byt vhodny
kandid4t na model pre tieto ddta (vid napr. Obr. .

Co sa tyka predikeif, tak v MA(q) modeloch je to trochu komplikovanejsie - uvazujme napriklad,
ze na data xi, ..., x, pasuje nejaky MA(1) model s nulovou strednou hodnotou, t.j.

Xt - Wt + 91Wt_1 (719)
pre t € Z. Ak by sme chceli napriklad predikciu v ¢ase n + 1, tak pre nu plati
Xn+1 = Wn+1 + QIWTL (720)

W41 je nejaky budici ndhodny impulz, o ktorom nemame ziadnu informaciu - odhadujeme ho
teda strednou hodnotou (teda nulou). Ndhodny impulz W, ale uz nastal (bolo to nejaké konkrétne

¢islo), ale pre nas bol nepozorovatelny (toto ¢islo nepozname - pozndme iba xq,...,z,). Z dét
x1,...,%, sa ale za istych podmienok o tomto W, vieme niec¢o dozvediet. Ak by pre parameter 6,
platilo |6;] < 1, tak (7.19) vieme vyjadrit ako
Wi_1
—N—
Wy=X,— W1 = Xy — 01(Xy1 — OWip) = Xy — 01X,y + 07W, 5 =
Wi_2

—_——
=X, -0 X, 1+ Hf(Xtd — 0 Wi3) = Xe — 01 X1 + G%thz — H?Wth =...

=X;+ Z(—@l)th_j (analogicky ako pri AR(1)).

J=1

Po prehodeni sumy na druhi stranu méame

Xt - — Z(—Ol)th,j + Wt, (721)
j=1
¢o je akysi AR(oo) model s parametrami ¢ = 0, &y = —07, 03 = 0/, .... X,41 by sme teda vedeli
odhadnut ako R
Xn+1 = 01{['71 — Q%In_l + szffn_g e, (722)
avsak xg,x_1,x_o,... neponame, takze sa pouziva aproximéacia
)?n+1 =~ Hlfbn — Q%IL‘n_l + Qi’ﬁn_g — ...+ (-1)n+10?l‘1. (723)

Kedze |6;] < 1, tak ¢im vicsie n (alebo ¢im mensie |61]), tym je tdto aproximécia presnejSia
(velkost ¢lenov geometricky klesa s kvocientom —6;). Takyto prepis na AR(co) model vieme za
istych podmienok spravit aj pre vyssie rddy ¢. Ak nieco také vieme, tak hovorime, Ze ¢asovy rad
MA(q) je invertovatelny.

Plati, ze MA(q) je invertovatelny prave vtedy, ked korene polynému (aj komplexné)

O(2) =1+ 012+ 02> + ... + 0,29 (7.24)

st v absolitnej hodnote vécsie ako 1. Polyném ©(z) sa nazyva moving average polyném a opét
tizko suvisi s MA modelom ([7.18]), pretoze ho pomocou operétora spitného posunu vieme zapisat
ako

Xi=p+Wi+OW, i+ 0W, o+ ...+ 0 W, g =pu+ W, +0,BW, + 0,B*W, + ...+ 0,BW, =
=pu+(1+60,B+6,B>+...+0,BYW, =+ O(B)W,.
Ak mame teda invertovatelny MA(q) €asovy rad (invertovatelnost spravidla vyzadujeme), tak pri
predikciach postupujeme analogicky ako pri MA(1) - ¢asovy rad MA(q) prepiseme na AR(c0),

zanedbame posledné ¢leny (obsahujice X, X 1, X_o,...) a pouzijeme predikcie ako pri autoreg-
resnom procese.



Autoregresny-moving average proces

Casovy rad {X;}iez sa nazjva autoregresny-moving average proces radu (p, q), ak plati
Xt =c+ ¢1Xt—1 + ¢2Xt_2 + ...+ prXt_p + Wt + 01Wt_1 + QQWt_Q + ...+ ‘qut—qa (725)

kde ¢, ¢1,...,¢p,b1,...,0, € R st parametre, ¢, # 0,0, # 0, {W,},ez je biely sum s disperziou o2
a Wy a X, si nezavislé pre s < t. Skratene ho oznacujeme ARMA(p, q). Rovnost (7.25) vieme
pomocou operatorov spitného posunu zapisat ako

— 01X — Xy o — =0 Xy =W O W + W+ .+ 0, W,
X, — ¢ BX; — $2B*X; — ... — ¢,B* X, , = c+ W, + 0, BW, + 0, B*W, + ... + 0,B'W,
(1—¢1B—¢B*—...—¢,B")X; =c+ (1+6,B+60,B*+ ...+ 0,BH)W,

®(B)X, = c + O(B)W,,

kde ® je autoregresny polyném (rovnaky ako pri AR(p)) a © je moving average polyném (rovnaky
ako pri MA(q)). Plati, ze

1. model ([7.25)) je staciondrny prave vtedy, ked su korene polynému (aj komplexné) ®(z) v ab-
solitnej hodnote vécsie ako jedna,

2. model ([7.25)) je invertovatelny (zapisatelny ako AR(00)) prave vtedy, ked st korene polynému
(aj komplexné) O(z) v absolitnej hodnote vicsie ako jedna,

¢ize rovnaké pravidla ako v samostatnom AR, resp. MA modeli. Okrem stacionarity a inverto-
vatelnosti od parametrov ARMA(p, q) modelu vyzadujeme, aby polynémy ® a © nemali rovnaké
korene - v takom pripade by totiZ rovnost 5) spliial aj nejaky ARMA modele radu (p—1,q—1)
(¢ize uz by to nebol ,,cistokrvny” ARMA(p, q) model). Ilustrujme si to na ARMA(1,1) modeli
s ¢ = 0 - v takom pripade plati

X =1 Xooa + Wi + 00W (7.26)

¢ize AR a MA polynémy su tvaru ®(z) = 1 — ¢z a O(2) = 1 4 6,z. Tieto polynémy maji rovnaky
koren prave vtedy, ked ¢; = —0; - v takom pripade pre model (7.26|) plati

Xt = —91Xt_1 + Wt ‘l‘ 91Wt_1.

Takiito rovnost ale spliia aj ARMA(0,0) model X, = W, (¢ize biely sum), pretoze ak X, = W, pre
kazdé t, tak mame
Xy =W,
01 X1 =0Wiq

Xt + elXt—l = Wt + 91Wt_1
X =0 Xy + Wi+ Wy

Pre strednt hodnotu staciondarneho ARMA(p, q) plati

c
l—¢r—a—...— @

pocitala by sa tplne rovnako ako pri AR(p).

Funkcie ACF a PACF vo vSeobecnom staciondrnom, invertovatelnom ARMA(p,q) nemaji
,,pekné” vyjadrenie, avsak plati pre ne, ze su obe nenulové, ale k nule konverguji. V tomto pripade
sa teda z odhadov p a 7 ned4 tiplne priamo identifikovat rdd (p,q) - o tom, ako tento rdd v praxi
hladat, si povieme na online hodine. Vicsinou sa snazime najst model, kde je bud p alebo ¢ rovné

E(Xy) =



nule (v takom pripade vieme ¢, resp. p ndjst z ACF, resp. PACF) - ono to spravidla aj ide, avsak
niekedy je potom model zbytoéne preparametrizovany - ak data napriklad dobre modeluje AR(8)
a aj ARMA(1,1), spravidla je rozumnejsie si vybrat model s mensim poc¢tom parametrov (¢ize
ARMA(1,1)).

Predikcie v ARMA(p, ¢) funguji rovnako ako v MA(q) - model zapiseme v tvare AR (oo0) modelu,
zanedbame posledné ¢leny (obsahujice Xy, X_1, X_o,...) a predikujeme rovnako ako pri autoregres-
nom procese. Takymto predikciam sa hovori ,,useknuté prediktory” (truncated predictors), existuji
aj trochu iné pristupy k predikovaniu, ndm staci vediet o tychto.

ARIMA modely

Doteraz sme sa sustredili hlavne na stacionarne modely pre ¢asové rady. V praxi sa ale ¢asto stret-
neme s ddtami, ktoré zjavne nie st staciondrne, a teda staciondrne modely sa priamo pouzit nedaju.
Typickym (a najviditelnejsim) prejavom nestacionarity je pritomnost nejakého nekonstantného
trendu (v stacionarnych modeloch sa o trende(=strednej hodnote) predpoklad4, ze je konstantny).
V Box-Jenkinsovej metodoldgii sa takéto situacie riesia takzvanym diferencovanim dat, t.j. nemo-
delujeme priamo déta x1, s, ..., x,, ale ich diferencie xo — x1,23 — To,..., 2, — Tp_1. Ak potom
ndjdeme potom predikciu pre diferenciu z,,,1 —x,, tak pomocou nej a z,, lahko dostaneme predikciu
pre x,.1. Ak by napriklad data pochadzali z modelu s linedrnym trendom

Xt:at—l—b—i—Et,

kde {E;}iez je nejaky staciondrny casovy rad, tak pre diferenciu X; — X;_; (oznacuje sa V.X;) uz
plati

VXt:Xt—Xt_l:((Lt+b+Et)—(a(t—1)+b+Et_1):at+b+Et—at+a—b—Et_1:
:a'+VEt7

o ¢om sa da lahko ukdzat, Ze uz je to staciondrny casovy rad (a teda pre diferencované ddta sa
mozeme pokusit ndjst nejaky staciondrny ARMA model, ktory by ich dobre opisal). Podobne ak
by data pochadzali z modelu s kvadratickym trendom

X, =at> + bt + c+ E,,
tak po druhej diferencii (diferencia z diferencie, oznacuje sa V2X}), dostaneme
VX = V(X — Xe1) = (X — Xpo1) — (X1 — Xpmo) = Xy — 22Xy 1 + Xyo =
=(at? +bt+c+E)—2at—1)>+bt—1)+c+E1)+ (at—2)* +b(t —2) +c+ E_o) =
=(at* + bt +c+ Ey) —2(at* —2at +a+bt —b+c+ E; 1) + (at? —4dat +4a + bt —2b+c+ Er_o) =
=at’+bt+c+ E, —2at’> +4at —2a — 26t + 20— 2¢c — 2, 1 + at®> —dat + da+ bt — 2o+ c+ E;_o =
=2a+ V?E,,

¢o uz je opit staciondrny casovy rad.

Indukciou sa dé relativne lahko ukézat, Ze ak by bol trend polyném stupna d, tak d—tou dife-
renciou V¢X; sa tohto polynému zbavime (z polynomického trendu ostane iba konstanta). V praxi
spravidla stac¢i d < 2 (vdcsinu kriviek vieme aspon lokdlne aproximovat priamkou/parabolou, ¢o
stacf), pricom aj d = 2 je dost zriedkavé.

Autoregresny integrovany moving average model radu (p, d, q) (skrdtene ARIMA (p, d, q))
je potom iba ARMA (p, ¢) model aplikovany na d-krét diferencované data. Pomocou operdtora vieme
pisat, ze casovy rad {X;}iez spl,ﬁa

®(B)VIX, = c + O(B)W,,
respektive
®(B)(1 - B)'X; = c+ O(B)W,

(lebo diferencia V je to isté, ¢o (1 — B)).
To, ¢i je potrebné data diferencovat sa d4 vidiet



e 7 obrazku - ak vidime trend, resp. ak data nekolisu okolo nejakej konstantnej hodnoty, tak je
spravidla potrebné diferencovat,

e 7 ACF - ak tato funkcia ide k nule velmi pomaly, tak tiez je to vicsinou znak toho, Ze je
potrebné diferencia.

Toto samozrejme nie st iplne najexaktnejsie pravidld - treba ich brat skor orientacne - ak nahodou
spravime diferenciu a nemali sme (respektive nespravime a mali sme), tak sa to ukéze aj v d'alsich
fazach vystavby modelu - ukdZeme si na online hodine. Niekedy sa moze stat, Ze vieme relativne
rozumne modelovat aj diferencované a aj nediferencované data - spravny model nemusi byt tiplne
jednoznacnd zalezitost. V pripade, Ze by sme mali ,,podozrenie” na potrebu viacerych diferencii
(napriklad mame pocit, Ze v ddtach je kvadraticky trend), aj tak je dobré robit diferencie postupne,
t.j. vyrobime si data y; = x; — 2, (jedna diferencia), vykreslime ich spolo¢ne s ACF a az potom
zvazime, ¢i naozaj treba d'alsiu diferenciu.
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