0 Poznamky k poznamkam

e Ak je niecCo sivou farbou, berte to ako nejakd drobnu poznamku, pripadne snahu nieco viac
rozviest /dovysvetlit. Pre pochopenie textu ich nie je nutné tieto ¢asti ¢itat, ale mézu pomoct.

e Ak ste nasli nejaki chybu (¢i uz matematickd, gramaticku alebo stylisticki), pripadne mate
pocit, ze nieco nie je dobre/jasne vysvetlené, dajte mi, prosim, vediet prostrednictvom for-
mulara na stranke https://forms.gle/nTox806J5FXj74bj9.

1 Uvod

Co je to ndhodny proces?

Formélne je to mnozina {X;,t € T}, kde T je nejakd nekoneénd podmnozina realnych ¢isel a
pre kazdé t € T je X; ndhodnd premennd na nejakom pravdepodobnostnom priestore (€2, S, P).
Mnozina T predstavuje ¢as - ndhodné procesy maju teda za ciel modelovat ndhodné zmeny nejakého
Statistického znaku v case. V teoretickych tivahdch je niekedy vhodné zobrat za mnozinu T nejaky
interval, pripadne celé redlne ¢isla - vtedy hovorime o nadhodnych procesoch so spojitym casom.
V praxi sa ale za T najcastejsie berie T = Z alebo T'= N U {0} - vtedy hovorime o takzvanych
¢asovych radoch - aj v d'alsich ¢astiach budeme primérne pracovat s éasovymi radmi. Dévodom
je, ze aj ked maju niektoré procesy ,,spojity charakter” (napriklad teplota vzduchu), pri préci s
redlnymi ddtami musime pracovat s nejakou diskretizovanou (spocitatelnou) mnozinou, ktord musf
byt dokonca koneénd (do pocitaca, ani na papier nie sme schopni dat nekoneéné mnozstvo dat).
K dispozicii mame v praxi takzvané konecné pozorovanie ¢asového radu diZky n € N, ¢o je ¢iselny

vektor (1,2, ...,Z,). Na toto by sa teoreticky dalo pozerat ako na realizdciu ndhodného vektora
- hlavny rozdiel oproti ndhodnému vektoru je, ze tu predpokladame aj nejaké ,,pokracovanie”
Tty Tpros .. (resp. xo, 2 1, ...), ktoré ale nie sme schopni pozorovat.Ak nie je povedané inak (a

na tomto predmete zrejme inak povedané nebude), ¢asové tiseky medzi susednymi datovymi bodmi
st aspon priblizne rovnaké. Najbeznejsie budeme pracovat s mesaénymi, kvartdlnymi, roénymi a
niekedy dennymi datami.

Kde sa s nie¢im takymto stretnit?

Napriklad v
e medicine (tep/tlak pacienta, denné pocty nakazenych/dmrti koronavirusom,.. . ),
e financidch, ekonomike (vyvoj trokovych mier, menovych kurzov, trzby v obchode, ... ),
e meteorolégii, hydrolégii (hladina riek, teplota vzduchu,...),
e demografii

a mnohych inych oblastiach.

Naco je to dobré?

Dovodov je mnoho, spomenme tri hlavné.

1. Predikcia - jednou z najdolezitejsich uloh pri stidiu ndhodnych procesov je predikcia ¢asového
radu, t.j. na zéklade koneéného pozorovania ¢asového radu, ktory mdme k dispozicii ndjst
rozumné odhady pre X, 41, X4, ... (pripadne Xy, X_1,...). Ak sme schopni predikovat, ¢o
sa bude diat v budticnosti, tak na zaklade toho vieme rozumne prisposobit svoje spravanie
v pritomnosti. Napriklad ak nam vyjde, Ze cena bitcoinu bude v najblizsich diioch prudko
klesat, tak ho dnes nenakupime. Alebo ak vychadza predikcia, Ze poéty nakazenych budu
prudko rast, treba na to adekvétne zareagovat uz teraz.


https://forms.gle/nTox8o6J5FXj74bj9

2. Deskripcia - nickedy nds nemusi zaujimat, ¢o sa bude diat v budidcnosti - chceme iba popisat
dané data (napriklad ich nejako charakterizovat mensim poctom éisel). V tychto predndskach
sa na deskripciu budeme pozerat z troch roznych pohladov:

e Dekompozicia ¢asového radu - v principe ide o rozklad tvaru
Xt :Trt+St+Et, (11)

kde T'ry je trendova zlozka (predstavuje akysi dlhodoby priemer), S; je sezénna zlozka
napriklad pri mesa¢nych ddtach moZzeme casto vidiet, Ze kazdy rok je v ddtach podobny
vzor) a Fy je rezidudlna (alebo ndhodnd) zlozka nemajica deterministicky charakter.
Takyto pristup ndm vie dat nejaky priblizny ndhlad do dat (napriklad ndm povedat, ¢o
sa deje v jednotlivych ,,sezénach”) a moze slizit aj na porovnanie viacerych ¢asovych
radoch - napriklad majme denné trzby dvoch obchodov - ak v jednom trendové zlozka
vychadza Trt(l) = 500 + 5t a v druhom Tr§2) = 400 + 7t, tak mozno usudzovat, ze v
druhom obchode priemerné trzby rastd rychlejsie.

e Spektralna analyza - slizi hlavne pri spracovani signalu na popisanie toho, ako velmi st
jednotlivé frekvencie (resp. cykly) v signdli zastiipené. Signal mozno chépat ako nejaku
spojitt vinu, avsSak redlne (ak ju chceme mat ulozeni v pocitaci), musime ju nejako
diskretizovat, ¢cim dostaneme postupnost bodov, ¢ize casovy rad (ndhodnost vznika kvoli
sumu v signali).

e Linedrna regresia - niekedy mame okrem ¢asového radu (resp. jeho konecného pozoro-
vania (r1,...,2,)) aj nejaké potencidlne vysvetlujice premenné z;1, 22, ..., 2em (pre
t=1,2,...,n). Standardne v takychto situdciach uvazujeme linedrny model

Ty = Lo+ Bz + Bazeo + .o A Bmzem + €t (1.2)

t=1,2,...,n kde g je nejakd nahodnd chyba. Jednou z veci, ktord nds moze zaujimat
je ,,vplyv” jednotlivych vysvetlujicich premennych na sledovany casovy rad, t.j. aké
st hodnoty jednotlivych biet. Slovo . .vplyv’ je v tivodzovkdich, nakolko nemusi ist o
kauzalitu, moze to byt iba koreldcia - presnejsie slovo by teda mohlo byt , stvislost”.
Problémom v ¢asovych radoch byva, ze ndhodné chyby ¢4, ..., &, su casto korelované, ¢im
je poruseny zakladny predpoklad ,klasickej” regresie - treba preto pouzit iné postupy,
ktorym sa budeme venovat.

3. Riadenie - niekedy mozeme spréavanie ¢asového radu ovplyviiovat (napriklad ak chceme nejako
ovplyvnit trzby v obchode a médme na to potrebny kapital, tak moZeme sa napriklad investovat
do reklamy, alebo mozeme ,,investovat” do zliav na tovar) - v takom pripade mozeme chciet
najst optimalnu stratégiu, ktord ndm bude maximalizovat nejaku ucelovi funkciu (napriklad
ocakavany zisk z trzieb v nasledujicom mesiaci). Tejto oblasti sa v predndskach nebudeme
venovat, okrajovo sa s nou zrejme stretnete na predmete Markovovské procesy.

Na ¢o si davat pozor pri praci s ¢asovymi radmi?

e Na kalenddr - niektoré sledované znaky mozu byt vyrazne ovplyvnené kalenddrom, napriklad
poctom dni v mesiaci (celkové mesacéné trzby obchodu budu zrejme vo februdri nizsie), pocet
vikendov v mesiaci, sviatky a préazdniny (najmé pohyblivé). Niekedy je teda vhodné data
nejakym sposobom znormovat (napriklad zobrat mesac¢né trzby predelené po¢tom pracovnych
dni, kedy bol obchod v danom mesiaci otvoreny), pripadne zobrat nejaky ,,vyrovnanejsi”
casovy usek (napriklad kvartél - v jednotlivych kvartdloch tu pocty dni takmer rovnaké).
Niekedy netreba priamo upravovat déta, staci si ddvat pozor pri interpretécii vysledkov.



e Zmena podmienok, respektive charakteru ¢asového radu - napriklad predikovat poéty naka-
zenych pocas lockdownu na zaklade dat z ¢asu, kedy lockdown nebol moéze byt narocné, az
nemozné. Takisto aj pri deskripcii moze byt niekedy vhodnejsie rozdelit ¢asovy rad na viac
homogénnych usekov.

e Volba datovych bodov - niekedy mame moznost si zvolit, kedy, pripadne ako ¢asto budeme
pozorovat hodnoty sledovaného znaku - treba dbat na to, aby to bolo zmysluplné a aj matema-
ticky zvlddnutelné - napriklad pri numerickych vypoétoch moze velky pocet merani vyrazne
stazit vypocet (nebudeme preto napriklad sledovat pocet zdkaznikov v obchode kazdi mintitu
- nakolko tento pocet sa aZ tak ¢asto menif nebude - stac¢i napriklad celkovy pocet za den,
pripadne hodinu). Naopak ak chceme ndjst nejaké zdkonitosti, tak merani potrebujeme do-
statocne vela, respektive ¢asto (napriklad ak mdme iba rotné data, nepovie ndm to ni¢ o
mesacnych fluktudciach).

Ako budi prebiehat prednasky?

Na tuvod zopakujeme niektoré zakladné pojmy z teérie pravdepodobnosti, najmi nahodné pre-
menné, nahodné vektory, ich rozdelenie a charakteristiky. Tieto pojmy potom zovSeobecnime na
ndhodné procesy. Velkd ¢ast prednédsok bude venovand takzvanym ARMA modelom, ktoré si velmi
uzitoéné na predikovanie - budeme hovorit o ich vlastnostiach, metédach odhadov parametrov mo-
delu a o samotnych predikciach. Dalej sa zameriame na niektoré zovseobecnenia,/roziirenia ARMA
modelov - na ARIMA, SARIMA, ARCH a GARCH modely. V dalsej ¢asti sa budeme strucne
venovat linedrnej regresii a dekompoziénym metédam. Poslednd ¢ast bude venovand spektralnej
analyze.

Predmety Néhodné procesy (1) a Ndhodné procesy (2) budi brané ako jeden celok, nebude
medzi nimi nejaky jasny predel.

2 Rozdelenie ndhodného procesu a jeho charakteristiky

2.1 Strucné opakovanie pravdepodobnosti
Pravdepodobnostny priestor
Zakladom tedrie pravdepodobnosti je pravdepodobnostny priestor, ¢o je trojica (€2, S, P), kde
e () je neprazdna mnozina,
e S je nejaka o-algebra mnoziny €2, t.j. je to neprazdny systém podmnozin mnoziny (2 spfﬁajﬁci
1. AeS=A°€Sa
2. A Ay, ...eS=AUA U €S
(¢ize je to systém uzavrety na doplnky a spocitatelné zjednotenia),
e P je funkcia z S do intervalu [0, 1] splitajtica
1. P(Q) =1,
2. P(A) >0 pre kazdé A€ S,
3. P(U,Z, An) =500 P(Ay) pre Ay, Ay, ... € S navzdjom disjunktné.

Mnozine 2 hovorime aj mnozina elementarnych javov - je to v principe mnozina vsetkych moznych
vysledkov redlnej (vicsinou) situdcie, ktort modelujeme - velmi ¢asto je to vyber nejakého objektu
(napriklad cloveka, firmy alebo hocicoho iného), vysledok nejakého experimentu (napriklad hod
mincou), pripadne stav nejakého systému. V nasledujiicich castiach budeme pracovat s nasledovnym
prikladom - budeme mat skupinu piatich deti, ktori sa volaji Adam, Bea, Cyril, Dana a Emil



a jedného z nich ndhodne vyberieme. Mnozinu € potom modzeme reprezentovat napriklad ako
Q= {a,b,c,d, e}, kde napriklad ¢ reprezentuje situdciu, ze sme vybrali Cyrila.

Prvkom o-algebry S (¢o st podmnoziny mnoziny €2) hovorime aj ndhodné udalosti - uvazujeme
v nej vietky udalosti, ktoré nds potencidlne budi zaujimat. Zaroveit do nej potom musime dopl-
nit vSetky mnoziny tak, aby boli splnené podmienky pre o-algebru. V nasom priklade nds moze
napriklad zaujimat, ¢i je vybraté dieta chlapec - taka udalost by bola reprezentovand mnoZinou
CH = {a,c,e}. Zaroven musia byt splnené podmienky o-algebry - ¢ize ak CH € S, tak zdroven
aj CH® € S (¢ize dievéatd - ozna¢me ako mnozinu D). Okrem toho musi byt S uzavretd na zjed-
notenia, ¢ize v nej musi byt aj mnozina CH U D = ) a takisto aj jej doplnok Q¢ = ). Systém
S={0,Q,CH,D} uz spiﬁa podmienky o-algebry, takze ak nds zaujima iba to, ¢i je vybraté dieta
chlapec, tak takéto & uz je postacujice. Ak by néas zaujimali aj iné udalosti, napriklad, ¢i vy-
braté dieta je Adam, tak tdto o-algebra by uz nestacila - potrebovali by sme do nej zahrnut aj
mnozinu {a} (a ndsledne aj d'alsie mnoziny pre splnenie podmienok). Ak je mnozina 2 kone¢n4, tak
najbeznejsou volbou je zobrat do tvahy vsetky mozné udalosti (mnoziny), t.j. potenéni mnozinu
S = 29 (mnozinu vetkych podmnozin) - v pripade koneénej mnoziny Q = {wi,ws,...,w,} totiz
spravidla chceme v o-algebre mnoziny tvaru {w;},{ws},...,{w,} a nakolko je o-algebra uzav-
retd na spocitatelné zjednotenia, tak v nej musi byt Tubovolnd podmnozina Q (lebo Tubovolni

podmnozinu {w;,,wi,, ..., w; } € Q vieme dostat ako {w;, } U{wy,} U...U{w;, }, kde k < n je
nejaké prirodzené ¢islo a i; < iy < ... < i st ¢isla z mnoziny {1,2,...,n}). V pripade, Ze mnozina

) je nespoéitatelnd, tak toto uz neplati a g-algebra tvaru S = 2% uz ani nemusi byt dobry napad
- v niektorych pripadoch (priklad uvedieme neskor) sa dokonca moze stat, Ze pre nespocitatelni
mnozinu  a o-algebru 2 nie je mozné zostrojit zmysluplni pravdepodobnost P (a teda nedos-
taneme zmysluplny pravdepodobnostny priestor, takze sa ,,nepohneme” d'alej). Pri nekone¢nych
mnozindch g-algebru zvykneme konstruovat tak, ze zoberieme nejaky systém mnozin (nie nutne
o-algebru) F, ktory obsahuje mnoziny, ktoré chceme mat v o-algebre a nédsledne zoberieme tzv.
najmensiu o-algebru obsahujicu mnoziny zo systému F - taku o-algebru oznacujeme o (F). V pod-
state ju skonstruujeme tak, ze zoberieme vSetky mnoziny z F a doplnime k nim také mnoziny,
aby boli splnené podmienky pre o-algebru. Napriklad v nasom priklade S = {(),2, CH, D} vieme
dostat ako § = o(F), kde F = {CH}. Pri nekoneénych mnozinach je to, samozrejme, tazsie
predstavitelnd konstrukcia.

Co sa pravdepodobnosti tyka, tak v pripade kone¢nej mnoziny Q a S = 29 je beznou volbou
polozit P(A) = |A|/|Q| pre lubovolni A € S (t.j. vietky javy v mnozine ) povazujeme za rovnako
pravdepodobné). Nie je to ale pravidlo, vSetko zavisi od toho, ¢o modelujeme - napriklad ak mo-
delujeme hod neférovou mincou, tak znaku priradime int pravdepodobnost ako hlave. V pripade
nekonecne velkej o-algebry, ktord je definovand ako S = o (F) staci definovat funkciu P pre mnoziny
systému F - kazdi mnozinu z S totiz vieme dostat ako nejaki kombindciu doplnkov a zjednoteni
prvkov mnoZiny F - z vlastnost{ pravdepodobnosti potom uz vieme vypoéitat pravdepodobnost
danej mnoziny. Napriklad ak v nasom priklade uvazujeme S = {0, 2, CH, D} = o({CH}), staci
nam definovat pravdepodobnost pre mnozinu C'H. Napriklad ak definujeme P(CH) = ;j tak z
vlastnosti pravdepodobnosti uz mame k

e P(D)=P(CH®)=1-P(CH)=1-3% =

[S1\)

o P(Q) =1,
e P(0)=1—P(0°)=1—-P(Q2) =0.
Opit plati, Ze pri nekonecne velkych mnozindch to je uz vyrazne komplikovanejsie, ale stale sa to

da.

Nahodna premenna

Dalsim kli¢ovym pojmom je ndhodnd premennd - ndhodna premennd X je meratelnd funkcia z
(Q,8) do (R, B), kde B je borelovska o-algebra nad redlnymi ¢islami. [Kto by zabudol, tak borelovska



o-algebra je najmensia o-algebra obsahujuca vsSetky otvorené mmnoziny daného priestoru. Da sa
ukdzat, ze B = o(F), kde F = {(—o0c.t),t € R}. To, Ze je to ,,meratelnd funkcia” znamend, ze X
je funkcia z 2 do R, pricom navyse plati, ze

X'B)={weQ: X(w)eB}eS (2.1)

pre Tubovolni mnozinu B € B. Na ndhodni premennt sa méZzeme pozerat ako na nieco, o nam
vyextrahuje nejaki podstatni informéciu (resp. nieco, ¢o nés zaujima) z vysledku experimentu w €
Q). Napriklad ak trikrat hadzeme vyvazenou mincou, tak vhodné €2 na modelovanie takejto situacie
by mohla byt Q ={ZZZ,ZZH,ZHZ, HZZ,ZHH, HZH,HHZ, HHH} (S moZeme zobrat celt
potenéni mnozinu a P definujeme ,,Standardne”, ¢ize P(A) = |A]/|Q] pre lubovolni mnozinu
A C Q). Redlne nés ale moze zaujimat iba pocet padnutych znakov - na to moézeme vyuzit ndhodnt
premennu X, ktora ndm pre kazdé w € ) tento pocet vrati. Takymto sposobom sa ,zbavime”
nepodstatnej informacie, ktorou je poradie, v akom padali jednotlivé strany a zostane nam iba to,
¢o nas zaujimalo. Nakolko sme zvolili S = 29, s podmienkou (2.1) nie je ziadny problém, plati
trividlne. Ak nemame S = 29, treba byt uz opatrnejsi, pretoze nie kazda funkcia X : Q — R je
uz potom néhodnd premenné. Uvazujme napriklad nas priklad s detmi, kde S = {0, Q,CH, D} a
definujme X ako vysku vybratého dietata v centimetroch. Pre uicely tohto prikladu predpokladajme,
ze vysky deti si X(a) = 146, X (b) = 138, X(c) = 157, X(d) = 143 a X(e) = 150. Vezmime teraz
mnozinu B = (—o0, 140) - v takom pripade je mnozina X }(B) = {w € Q : X(w) € B} v ludskej
reci mnozina tych deti, ktorych vyska nie je vécsia ako 140 centimetrov, ¢o je v naSom pripade
mnozina obsahujicu iba Beu, t.j. {b}. Takdto mnozina ale nepatri do o-algebry S, takze pre takto
zvolené S nie je funkcia X nahodnd premenns. Citatel sa moze zamysliet nad tym, aké by museli
byt vysky deti, aby to ndhodna premennd bola.

Pri ndhodnej premennej X néas spravidla najviac zaujima jej rozdelenie Py, ¢o je funkcia z B
do intervalu [0, 1] dand predpisom

Px(B) = P(X™\(B)). (2.2)

Mnozinu X }(B) = {w € Q : X(w) € B} skrdtene oznacujeme aj ako (X € B) a ak je B
jednoprvkovd mnozina obsahujica iba prvok z € R, tak X ~!(B) oznacujeme ako (X = x). Podobne
ak B je tvaru (—oo, z), tak namiesto X ~!(B) mozeme pisat (X < z) (analogicky pre mnoziny tvaru
(—o00, x], (z,0), [z, 00) - len by sme adekvétne upravili znamienko nerovnosti). Mézeme si vSimnut,
7e vdaka podmienke [2.1] je funkcia Px dobre definovand - nemoze sa stat, Ze pre nejaki mnozinu
B € B by sme nevedeli vypocitat P(X1(B)).

Ekvivalentni informéaciu ako rozdelenie Py dava takzvanda distribuc¢na funkcia Fx nahodnej
premennej X, ¢o je funkcia z R do [0, 1] definovana predpisom

Fx(z)=P(X <z)=P{weQ: X(w) € (—o0,2)}) = P(X ' (~00,1)). (2.3)

To, Ze je to ekvivalentna informacia, vidno z nasledovného - ak pozndme funkciu Py, tak pre
Tubovolné z € R mdzeme zobrat mnozinu B, = (—oo,x) a funkciu Fx potom dostaneme ako

Naopak, ak pozname F'x, tak z rovnosti (2.4) pozname aj Px pre mnoziny tvaru B,, x € R. To sa
moze zdat mdlo, avsak plati, ze B = o({B,, x € R}), takze toto ndm staci, aby sme vedeli definovat
Py pre Tubovolntd mnozinu B € B.

Poznamka. Na predmete Pravdepodobnost a Statistika (1) sa pod rozdelenim pravdepodobnosti
diskrétnej ndhodnej premennej rozumeli hodnoty P(X = k) pre ,,zmysluplné” k (t.j. také, kde tato
pravdepodobnost nie je nulovd). Opét ale plati, Ze tieto dve informdcie s ekvivalentné. Napriklad
v priklad s tromi hodmi mince platf, ze P(X = 0) = ¢, P(X = 1) = 2, P(X =2) = } a
P(X =3) = %. To uz staci na definovanie celej funkcie Px - td mozeme v takomto pripade pre
Iubovolné B € B definovat ako

Px(B) = gx0(B) + ox1(B) + 2xa(B) + gxs(B), 25)



kde pre j = 0,1, 2,3 funkciu x; : B — {0, 1} definujeme ako

1 akjeB,
(B) = 2.6
() {O ey (2:6)
Napriklad ak B = (—3.2,1.7), tak v mnozine B sa nachddza 0 a 1, takze Px(B) dostaneme ako
1
Pyx(B)=P(X=0)+P(X=1)= 5

Pre Tubovolni B € B by sme Py (B) vypocitali analogicky.

Podobne na uréenie spojitého rozdelenia sa na PaS(1) pouzivala hlavne hustota - opét ale ide o
rovnaki informdciu - to vyplyva napriklad z toho, Ze z hustoty vieme jednoznaéne dostat distribuéni
funkciu a z distribuénej funkcie zase rozdelenie. Naopak, z rozdelenia vieme distribu¢ni funkciu a
jej zderivovanim dostaneme hustotu (jednu z jej moznych foriem).

Okrem rozdelenia, respektive distribuénej funkcie nés ¢asto zaujima strednd hodnota E(X) a
disperzia D(X) ndhodnej premennej X, ¢o si akési ¢iastoéné charakteristiky ndhodnej premenne;
- nepovedia nam tuplne vSetko o jej spravani, ale daji nam aspon nejaku ,,zhutnentd” informéciu
- strednd hodnota o tom, kde priblizne sa bude nachddzat dlhodoby priemer velkého mnozstva
realizdcii ndhodnej premennej X (hovori to o akomsi strede). Disperzia je zase akdsi miera toho,
ako d’aleko budi v priemere realizdcie od strednej hodnoty (konkrétne druhé mocniny vzdialenost{).

Poznamka. Relativne Tahko sa d& overit, ze (R,B, Px) je opit pravdepodobnostny priestor.
Néhodna premennd ndm teda akoby transformuje jeden pravdepodobnostny priestor (€2, S, P) na
nejaky iny. Technicky staci vziat namiesto (R, B, Py) iba (X (), Bx, Px), kde

Bx ={BNX(Q);B e B}.
Napriklad v priklade s mincamie by sme takto dostali pravdepodobnostny priestor (€', S’, P’), kde

e V' =X(Q)=0,1,2,3 (obor hodnot funkcie X),
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o S = Bx = 2% (lebo vietky mnoziny v 2 si uz priamo v B, takZe ni¢ viac ani menej
nemozeme dostat),

.P/:R\'.

Nahodny vektor

Néhodny vektor X mozeme definovat dvomi roznymi ekvivalentnymi sposobmi - bud’ ako meratelné
zobrazenie z (2, S) do (R™, B"), kde n je nejaké prirodzené ¢islo a B” je borelovska o-algebra nad
R™, alebo ako usporiadani n-ticu ndhodnych premennych (X, Xo,...,X,). 5" je najmensia o-
algebra obsahujica vsetky otvorené mnoziny v R™ - tie uz sa predstavuju trochu tazsie, ale opét
sa d4 ukazat, ze B" = o(F), kde

F ={(—00,t1) x (—00,t3) X ... X (—00,t,), (t1,t2,...,t,) € R"}.

Je to akési prirodzené rozsirenie pojmu nadhodnd premennd - len namiesto jednej infomécie z
vysledku experimentu w € €2 tych informéacii dostaneme n. V priklade s mincami nas moze ok-
rem poétu znakov po troch hodoch zaujimat napriklad aj poéet znakov po dvoch hodoch, pripadne
¢o padlo v prvom hode. V priklade s detmi by to okrem vysky mohla byt aj hmotnost, vek a iné
charakteristiky.

Rozdelenie a distribu¢nu funkciu definujeme analogicky ako v jednorozmernom pripade - roz-
delenie ndhodného vektora X je funkcia Px : B" — [0, 1s] definovand predpisom

Px(B) = P(X"(B)) (2.7)



a distribu¢nd funkcia ndhodného vektora X = (X, Xy, ..., X,,) je funkcia Fx : R™ — [0, 1] defino-
vana predpisom

F(:L‘l,xg,...,a:n) = P(Xl < $1,X2 < .’EQ,...,Xn < .Tn) (28)

Pripomeiime, ze pre B € B" je X '(B) = {w € Q : X(w) € B}, ¢o je mnozina, ktord skratene
zvykneme oznacovat ako (X € B). Ak si chceme predstavit na co by v praxi nieco takéto mohlo byt
dobré, mozeme uvazovat nasledovny priklad - nech € je mnozina vSetkych pracujicich Slovédkov,
S =2%a P(A) = |A]/|Q| pre Tubovolné A € S. Pre nejakt banku, ktord pontika pozicky moze byt
vhodné rozdelit mnozinu 2 na nejaké dve disjunktné mnoziny €, Qs, pricom prvky €; predstavuju

Tudi, ktory budu pozicku schopni splacat a €2, Tudi, ktor{ pozicku splacat schopni nebudi. V pripade,
7e obcan w € ) poziada o pozicku, pre banku je velmi dolezité dostatocne presne tusit, ¢i w € €,
alebo w € Q. Aby to banka vedela, zist{ si 0o ob¢anovi w nejaké informdcie X(w) (moze byt
napriklad vyska platu, vyska dlhov, vek, dizka zamestnania, atd.). Ak banka poznd (alebo m4
dostatocne presny odhad) rozdelenia ndhodného vektora X na mnozine ; a 5 (konkrétne ide o
podmienené rozdelenie, t.j. pre lubovolné B vie vypocitat P(X € B|Q;), i = 1,2), tak vie s nejakou
mierou presnosti na zaklade tychto informécii povedat, ¢i ide o ,,plati¢a” alebo ,neplatica” - staci
poznat pravdepodobnosti mnozin ; a Qy (o sa d4 tiez nejako odhadnit z historickych dét) a
pouzit Bayesov vzorec. V praxi sa samozrejme pouzivaji sofistikovanejsie metddy, ale , na pozadi”
tiez mozu vyuzivat rozdelenie sledovanych znakov v jednotlivych skupinéch.

Nahodny vektor X = (X, X5, ..., X,,) mozno okrem rozdelenia opit ¢iastotne popisat aj ne-
jakymi ciastoénymi charakteristikami - najbeznejsie

e strednou hodnotou F(X) = E (X1, Xs,...,X,,) (¢iZe je to iba vektor strednych hodnét jed-
notlivych premennych),

e varian¢nou maticou X = Var(X), ¢o je nezdporne definitna, symetrickd matica typu n x n,
kde i, j-ty prvok tejto matice je dany ako ¥;; = cov(X;, X;) (Specidlne ¥;; = cov(X;, X;) =
D(X;)); pripomenme, ze kovariancia cov(X;, X;) je nejaké redlne ¢islo vyjadrujice akisi mieru
linedrnej zavislosti - ak cov(X;, X;) je kladn4, tak to znamend, ze ak by sme mali dve nezavislé
realizécie nahodného vektora (X;, X;) - oznac¢me ich (acgl), x§.1)) a (a:?), x§-2)) - tak skor nastane
situdcia (je to pravdepodobnejsie), ze

- %(1) < LUZ(-Q) a zaroven xg-l) < x;z) alebo
xgl) > xZ@) a zaroven x§1) < x§-2).
o . 1 (1) 2) (2 I .
Inymi slovami, ak by sme body (z;”,z; ) a (z; y T ) spojili priamkou, skor dostaneme

priamku s pozityvnym sklonom. Naopak ak je kovariancia zapornd, tak pravdepodobnejsie
dostaneme priamku so zdpornym sklonom. ,,Pravdepodobnejsie” zavisi od velkosti kovariancie
- vzhladom ale na to, Ze je to ¢islo v intervale (—oo,00), tazko povedat, ¢o uz je velkd
kovariancia a ¢o este nie. Z toho dovodu sa ako miera linedrnej zavislosti pouziva skor korelacia
p(x;.x;) dand ako

cov(X;, X;)

: (2.9)
D(X;)D(X;)

p(Xivxj) =

ktord uz je v intervale [—1,1]. V tom pripade uz vieme presnejsie povedat, ze ak je px, x;)
blizko 1, tak vo vécsine pripadov dostaneme priamku kladnym sklonom. Mdézeme si okrem
toho vsimnut, Ze koreldciu vieme vypoéitat pomocou prvkov matice ¥.
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