
0 Poznámky k poznámkam

• Poznámky skoro iste nebudú ku každej prednáške.

• Ak by aj náhodou boli, aj tak odporúčam ṕısat’ si vlastné poznámky - človek si tým viac
zapamätá (a vie to lepšie konfrontovat’ s tým, čo uvid́ı tu).

• Ak je niečo sivou farbou, berte to ako nejakú drobnú poznámku, pŕıpadne snahu niečo viac
rozviest’/dovysvetlit’.

• Ak ste našli nejakú chybu (či už matematickú, gramatickú alebo štylistickú), pŕıpadne máte
pocit, že niečo nie je dobre/jasne vysvetlené, dajte mi, prośım, vediet’ prostredńıctvom for-
mulára na stránke https://forms.gle/nTox8o6J5FXj74bj9.

1 Predikcie

Uvažujeme časový rad {Xt}t∈Z, pričom chceme nájst’ nejaký prediktor pre náhodnú premennú Xt

pomocou náhodného vektora (Xr, Xr+1, . . . , Xs)
T , kde r ≤ s < t alebo t < r ≤ s. Väčšinou máme

situáciu, že poznáme X1, . . . , Xn (resp. ich realizáciu) a na základe toho cheme niečo povedat’ o
,,budúcnosti”, t.j. o náhodných premenných Xn+1, Xn+2, . . ., pŕıpadne o ,,minulosti”, t.j. náhodných
premenných X0, X−1, X−2, . . .. Rozumným nápadom na dobrý prediktor by mohla byt’ taká funkcia
f(Xr, . . . , Xs), pre ktorú by platilo, že

f ∈ arg min
f
E((Xt − f(Xr, . . . , Xs))

2), (1.1)

inými slovami taká funkcia, že stredná kvadratická chyba prediktora je najmenšia možná. My sa
zameriame iba na pŕıpady, kedy je funkcia f lineárna, t.j. f(Xr, . . . , Xs) vieme ṕısat’ ako

f(Xr, . . . , Xs) = α +
s−r∑
k=0

βkXs−k. (1.2)

Dôvody, prečo sa obmedzit’ iba na lineárne funkcie sú (aspoň) dva:

1. Je to jednoduchšie - ak má funkcia f tvar ako v (1.2), tak nám stač́ı nájst’ neznáme para-
metre α a βk (k = 0, . . . , s − r). V úplne všeobecnom pŕıpade by sme museli prehl’adávat’

priestor všetkých možných funkcíı, čo nemuśı byt’ zrovna najzábavneǰsia činnost’. (Dalo by sa
samozrejme obmedzit’ na nejakú ,,väčšiu” triedu funkcíı, ktorú vieme rozumne parametrizovat’

(napr. by sme mohli pridat’ aj druhé mocniny Xr, . . . , Xs), ale väčšinou lineárne stač́ıa, vid’

d’aľśı bod).

2. Dá sa ukázat’, že ak je časový rad gaussovský (čo väčšinou dúfame, že je), tak funkcia
sṕlňajúca (1.1) je lineárna.

Funkciu, ktorá má tvar ako v (1.2) a zároveň sṕlňa (1.1) nazývame najlepš́ı lineárny prediktor
(po anglicky ,,best linear predictor” alebo skrátene BLP). Takýto prediktor (náhodnej premennej
Xt pomocou náhodného vektora (Xr, . . . , Xs)

T ) budeme označovat’ X̂r:s
t .

Ak nemáme gaussovský časový rad, muśıme sa zmierit’ s tým, že môže existovat’ aj niečo lepšie
(v zmysle (1.1)) ako BLP.
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Odhady parametrov

Pod’me sa teraz pozriet’ ako vyzerá BLP v stacionárnom časovom rade (pre jednoduchost’ budeme
predpokladat’, že E(Xu) = 0 pre každé u). Aby sme našli vhodné α, β0, . . . , βs−r, polož́ıme

g(α, β0, . . . , βs−r) = E

(Xt − α−
s−r∑
k=0

βkXs−k

)2
 =

=
(
E
(
X2
t

))
− 2E

(
Xt

(
α +

s−r∑
k=0

βkXs−k

))
+ E

(α +
s−r∑
k=0

βkXs−k

)2


(1.3)

a parciálne derivácie polož́ıme rovné 0. (Z predpisu sa dá tušit’, že funkcia g bude ,,paraboloidná”,
čiže uveŕıme, že týmto naozaj dostaneme minimum.)

∂g

∂α
(α̂, β̂0, . . . , β̂s−r) = −2E(Xt) + E

(
2

(
α̂ +

s−r∑
k=0

β̂kXs−k

))
= 0, (1.4)

z čoho po úprave dostaneme

E(Xt) = E

(
α̂ +

s−r∑
k=0

β̂kXs−k

)
. (1.5)

Ked’že sme predpokladali, že E(Xu) = 0 pre každé u, dostávame

0 = E(Xt) = α̂ +
s−r∑
k=0

β̂kE(Xs−k) = α̂. (1.6)

Ak by sme aj nemali predpoklad, že stredná hodnota stacionárneho časového je nula, z (1.5) vždy
dostávame (rozumnú) podmienku, že E(Xt) = E(X̂s:r

t ), pretože α̂ +
∑s−r

k=0 β̂kXs−k = X̂s:r
t . Pre

i = 0, 1, . . . , s− r máme

∂g

∂βi
(α̂, β̂0, . . . , β̂s−r) = −2E(XtXs−i) + E

(
2

(
α̂ +

s−r∑
k=0

β̂kXs−k

)
Xs−i

)
= 0, (1.7)

po úprave (ked’že α̂ = 0) dostávame

E(XtXs−i) =
s−r∑
k=0

β̂kE(Xs−kXs−i) (1.8)

γ(t− (s− i)) =
s−r∑
k=0

β̂kγ(s− k − (s− i)) (1.9)

s−r∑
k=0

β̂kγ(i− k) = γ(t− s+ i). (1.10)

Ak by sme si tieto rovnice rozṕısali pre jednotlivé i = 0, 1, . . . , s−r, v maticovom zápise dostaneme,
že β̂0, . . . , β̂s−r muśı sṕlňat’

γ(0) γ(1) γ(2) . . . γ(s− r)
γ(1) γ(0) γ(1) . . . γ(s− r − 1)

...
...

...
...

...
γ(s− r) γ(s− r − 1) . . . . . . γ(0)




β̂0

β̂1
...

β̂s−r

 =


γ(t− s)

γ(t− s+ 1)
...

γ(t− r)

 . (1.11)

Ak poznáme konkrétny model pre časový rad {Xt}t∈Z, tak vieme aj presné hodnoty kovariančnej
funkcie γ a teda vieme presne vypoč́ıtat’ β̂i (pre i = 0, . . . , s − r). Ak aj model nepoznáme, z dát
vieme odhadnút’ γ̂(0), . . . , γ̂(s− r) a z toho dostat’ rozumný odhad pre neznáme β0, . . . , βs−r.
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Intervalový odhad

V pŕıpade, že máme gaussovský proces, náhodná premenná (Xt − X̂r:s
t ) má normálne rozdelenie

so strednou hodnotou rovnou 0 a disperziou (σr:st )2 ≡ E((Xt − X̂r:s
t )2) - ak by sme si tento výraz

rozṕısali, dostali by sme nejaký dlhý výraz obsahujúci iba βi a γ(i) (i = 0, . . . , s− r), čiže by sme
ho vedeli spoč́ıtat’/odhadnút’. Máme teda (Xt − X̂r:s

t ) ∼ N(0, (σr:st )2), teda

P

(
Xt − X̂r:s

t

σr:st
∈ (−uα

2
, uα

2
)

)
= 1− α, (1.12)

kde uα
2

je α
2

kritická hodnota štandardizovaného normálneho rozdelenia. Po úprave dostávame

P (Xt ∈ (X̂r:s
t − uα2 σ

r:s
t , X̂r:s

t + uα
2
σr:st )) = 1− α, (1.13)

teda (1− α)100% interval spol’ahlivosti pre Xt.

Predikcie v AR modeloch

Predpokladajme, že {Xt} je stacionárny AR(p), t.j. plat́ı

Xt = φ1Xt−1 + . . .+ φpXt−p +Wt, (1.14)

kde Wt ∼ WN(0, σ2) a Wt a Xs sú nezávislé pre s < t. Predpokladajme, že chceme nájst’ X̂ t−p:t−1
t ,

t.j. pomocou (Xt−p, . . . , Xt−1) nájst’ najlepš́ı lineárny prediktor náhodnej premennej Xt. Intuit́ıvne
sa ,,núka” predikcia

X̂ t−p:t−1
t = φ1Xt−1 + . . .+ φpXt−p. (1.15)

Jedna možnost’, ako to overit’, je nájst’ riešenie sústavy rovńıc (1.11) - ak nám vyjde, že β̂0 =
φ1, . . . , β̂p−1 = φp, tak naša intúıcia je správna. (Miesto riešenia sústavy si v skutočnosti stač́ı
v zošite nalistovat’ Yule-Walker-ove rovnice.) Druhá možnost’ je pozriet’ sa pozorne ešte raz na
výraz (1.7) - s využit́ım toho, že X̂r:s

t = α̂ +
∑s−r

k=0 β̂kXs−k dostaneme po úprave výrazu (1.7)

E((X̂s:r
t −Xt)Xs−i) = 0 (1.16)

pre každé i = 0, . . . , s− r, resp.
E((X̂s:r

t −Xt)Xu) = 0 (1.17)

pre každé u = r, . . . , s alebo inými slovami X̂s:r
t −Xt (,,chyba odhadu”) je nekorelovaná s Xr, . . . , Xs

(premennými, ktorými sme odhadovali). Výraz (1.17) na nekorelovanost’ stač́ı, pretože

Cov(X̂s:r
t −Xt, Xu) = E((X̂s:r

t −Xt)Xu)− E(X̂s:r
t −Xt)E(Xu),

kde E(X̂s:r
t − Xt) je vždy nulové. To je jediná podmienka, z ktorej boli odvádzané rovnice pre

β̂0, . . . , β̂s−r, takže ak ju nejaký lineárny prediktor sṕlňa, tak má právo volat’ sa BLP.
Zo (1.14) a (1.15) máme, že X̂s:r

t − Xt = −Wt, čo je podl’a defińıcie AR procesu nekorelované
(dokonca nezávislé) s Xt−p, . . . , Xt−1, takže výraz v (1.15) je naozaj BLP. Z rovnakého dôvodu aj

X̂1:t−1
t = φ1Xt−1 + . . .+ φpXt−p, (1.18)

teda aj kebyže máme k dispoźıcii aj ,,dávneǰsie” hodnoty časového radu na najepš́ı lineárny odhad
nám stač́ı iba Xt−p, . . . , Xt−1 - predchádzajúce hodnoty tento odhad nevylepšia.

Ak by sme chceli predikciu aj ,,d’alej” ako jeden krok, napr. X̂ t−p:t−1
t+1 , tak rozumný kandidát by

mohol byt’

X̂ t−p:t−1
t+1 = φ1X̂

t−p:t−1
t + φ2Xt−1 + . . .+ φpXt−p+1 = (1.19)

= φ1(φ1Xt−1 + . . .+ φpXt−p) + φ2Xt−1 + . . .+ φpXt−p+1. (1.20)
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Po roznásobeńı by sme dostali nejakú lineárnu kombináciu Xt−p, . . . , Xt−1, stač́ı teda overit’, že

X̂ t−p:t−1
t+1 −Xt+1 je nekorelované s Xt−p, . . . , Xt−1. Zo (1.14) a (1.15) máme, že X̂ t−p:t−1

t = Xt −Wt

- po dosadeńı do (1.19) dostávame

X̂ t−p:t−1
t+1 = φ1(Xt −Wt) + φ2Xt−1 + . . .+ φpXt−p+1 =

= φ1Xt + φ2Xt−1 + . . .+ φpXt−p+1 − φ1Wt =

= Xt+1 −Wt+1 − φ1Wt,

teda X̂ t−p:t−1
t+1 −Xt+1 = −Wt+1 − φ1Wt, čo je naozaj nekorelované s Xt−p, . . . , Xt−1.

Dá sa ukázat’, že rovnako intuit́ıvne by fungovali aj d’aľsie predikcie (pre viac ,,krokov” dopredu).

Predikcie v ARMA modeloch

Pre jednoduchost’ budeme predpokladat’, že {Xt} je stacionárny, invertovatel’ný ARMA(1,1), t.j.
plat́ı

Xt = φXt−1 +Wt + θWt−1, (1.21)

kde Wt ∼ WN(0, σ2) a Wt a Xs sú nezávislé pre s < t (pre ARMA(p, q) by sa postupovalo analo-
gicky). V takomto pŕıpade sa úplne intuit́ıvne postupovat’ nedá, pretože hodnotu Wt−1 nepoznáme
(hoci už ,,nastala”). Jedna z možnost́ı ako postupovat’, je vyriešit’ sústavu (1.11) - v praxi ne-
vychádza nič pekné, ale existujú na to (relat́ıvne šikovné) algoritmy. Ďaľsia možnost’ je zaṕısat’

{Xt} ako AR(∞) (to sa dá, ked’že je invertovatel’ný), t.j.

Xt =
∞∑
j=1

πjXt−j +Wt. (1.22)

Ak by sme poznali celú minulost’, t.j. náhodné premenné

Xt−1, Xt−2, . . . , X1, X0, X−1, . . . ,

najlepš́ı lineárny prediktor by bol

X̂−∞:t−1
t =

∞∑
j=1

πjXt−j. (1.23)

V praxi nemáme šancu poznat’ celú minulost’, avšak plat́ı, že πj → 0 pre j →∞ (dostatočne rýchlo),
takže pre dostatočne vel’ké t sa dá použit’ aproximácia

Xt ≈
t−1∑
j=1

πjXt−j +Wt (1.24)

a tzv. ,,useknutý” (truncated) prediktor

X̃1:t−1
t =

t−1∑
j=1

πjXt−j. (1.25)

Tento śıce nie je BLP (preto je nad X1:t−1
t vlnovka namiesto striešky), ale nemá k nemu d’aleko.

Pŕıklad. V ARMA(1,1) chceme nájst’ X̃1:3
4 . Z (1.21) máme, že plat́ı

Wt = Xt − φXt−1 − θWt−1, (1.26)
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teda X4 môžeme rozṕısat’ ako

X4 = φX3 +W4 + θW3 = φX3 +W4 + θ(X3 − φX2 − θW2) =

= W4 + (φ+ θ)X3 − φθX2 − θ2W2 =

= W4 + (φ+ θ)X3 − φθX2 − θ2(X2 − φX1 − θW1) =

= W4 + (φ+ θ)X3 − θ(φ+ θ)X2 + θ2φX1 + θ3W1 =

= W4 + (φ+ θ)X3 − θ(φ+ θ)X2 + θ2φX1 + θ3(X1 − φX0 − θW0) =

= W4 +
3∑
j=1

(−θ)j−1(φ+ θ)X4−j − θ3φX0 − θ4W0.

Analogicky by sme mohli pokračovat’, až kým by sme sa nedopracovali k AR(∞) reprezentácii,
avšak už v tomto kroku vidno, že posledné dva členy už nijako nevieme vyjadrit’ pomocou X1, X2

a X3, a teda

X̃1:3
4 =

3∑
j=1

(−θ)j−1(φ+ θ)X4−j. (1.27)

,,Predikovanie” minulosti1

Predpokladajme situáciu, že máme k dispoźıcii náhodný vektor (X1, . . . , Xn)T a zauj́ıma nás

náhodná premenná X0 - v našom označeńı r = 1, s = n, t = 0 a zauj́ıma nás X̂1:n
0 . Z toho, čo

už bolo povedané vieme, že

X̂1:n
0 =

n−1∑
k=0

βkXn−k, (1.28)

kde β0, . . . , βn−1 sṕlňa sústavu (vid’ 1.11)
γ(0) γ(1) γ(2) . . . γ(n− 1)
γ(1) γ(0) γ(1) . . . γ(n− 2)

...
...

...
...

...
γ(n− 1) γ(n− 1) . . . . . . γ(0)




β0

β1
...

βn−1

 =


γ(n)

γ(n− 1)
...

γ(1)

 . (1.29)

Na chv́ıl’u odbočme - ak by nás namiesto X0 zauj́ımalo Xn+1, tak máme

X̂1:n
n+1 =

n−1∑
k=0

β′kXn−k, (1.30)

kde β′0, . . . , β
′
n−1 sṕlňa

γ(0) γ(1) γ(2) . . . γ(n− 1)
γ(1) γ(0) γ(1) . . . γ(n− 2)

...
...

...
...

...
γ(n− 1) γ(n− 1) . . . . . . γ(0)




β′0
β′1
...

β′n−1

 =


γ(1)
γ(2)

...
γ(n)

 . (1.31)

Ak sa teraz pozorne pozrieme na sústavy (1.29) a (1.31), tak zbadáme, že sú rovnaké, len rovnice
a neznáme bety idú v opačnom porad́ı (prvá rovnica zo sústavy (1.29) je taká istá, ako posledná
rovnica sústavy (1.31), druhá rovnaká ako predposledná, atd’.). Ak teda nájdeme nejaké riešenie

(β̂0, . . . , β̂n−1) sústavy (1.31), tak potom (β̂n−1, . . . , β̂0) rieši sústavu (1.29). Inými slovami, ak

β̂0Xn + β̂1Xn−1 + . . .+ β̂n−1X1 (1.32)

1V angličtine sa dá stretnút’ s výrazmi ,,Backward prediction” alebo ,,Backcasting” (pri normálnom predikovańı
sa bežne stretneme s výrazom ,,Forecasting”).
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je BLP pre Xn+1, tak
β̂0X1 + β̂1X2 + . . .+ β̂n−1Xn−1 (1.33)

je BLP pre X0.
Analogicky by sme dostali, že BLP pre X−1 je vel’mi podobný BLP pre Xn+2, atd’. V praxi to

znamená, že ak chceme ,,predikciu” pre X0, X−1, X−2, . . ., tak

1. otoč́ıme dáta (namiesto (x1, . . . , xn) zoberieme (xn, . . . , x1),

2. sprav́ıme ,,normálnu” predikciu (do budúcnosti),

3. dáta aj s predikciami otoč́ıme naspät’.

Ak to chceme spravit’ v R-ku a aj to vykreslit’ s intervalovými odhadmi, dá sa to spravit’ nasledovne.
(Budeme predpokladat’, že máme sto dát v premennej data, o ktorých sme zistili, že sa správajú
podl’a modelu ARIMA(2,1,0) a chceme spravit’ predikciu na 20 krokov dozadu.)

library(forecast) #treba túto knižnicu

#otočenie dát

otocene <- rev(data)

#predikcia 20 krokov dopredu pri modeli ARIMA(2,1,0)

predikcie <- forecast(arima(otocene, order=c(2,1,0)), 20)

#v premennej predikcie je teraz uložené vseličo

#(hodnoty časoveho radu "otocene", samotné predikcie a aj predikčné intervaly)

#všetko to musı́me pootáčat’ naspät’

predikcie$mean <- ts(rev(predikcie$mean),end=0)

#otočenie predikciı́ a ich umiestnenie pred samotný časový rad (preto end=0)

#(ak by sme mali nejaké konkrétne roky (napr. začiatok v 1991),

#tak nastavı́me end=1990)

predikcie$upper <- predikcie$upper[20:1,]

predikcie$lower <- predikcie$lower[20:1,]

predikcie$x <- data

# v predikcie$x je boli schovane dáta "otocene", my tam chceme dáta "data"

plot(predikcie, xlim=c(-19,100)) #vykreslenie

Pŕıklad. Uvažujme AR(1) proces, t.j. Xt = φXt−1 +Wt. Ak máme k dispoźıcii X1, tak intuit́ıvny
odhad pre X2 by bol φX1 (a vyššie sme ukázali, že to naozaj je BLP). Čo už nie je úplne intuit́ıvne,
tak BLP pre X0 je tiež φX1 (intuit́ıvne by sme možno skôr čakali niečo typu φ−1X1). Trochu iný
pohl’ad na vec - uvažujme Wt ∼ iid N(0, σ2) (normálny biely šum) a Vt ∼ iid N(0, σ2) (tiež normálny
biely šum) a modely Xt = φXt−1 +Wt (klasický AR(1)) a Yt = φYt+1 + Vt (skoro klasický AR(1)),
kde |φ| < 1. L’ahko si vieme tieto modely rozṕısat’ ako lineárne procesy

Xt =
∞∑
j=0

φjWt−j,

Yt =
∞∑
j=0

φjVt+j,

čiže náhodné premenné Xt a Yt sú rovnako rozdelené. Podobne vieme zobrat’ aj dvojice

(Xt, Xt+1) =
∞∑
j=0

φj(Wt−j,Wt+1−j),

(Yt, Yt+1) =
∞∑
j=0

φj(Vt+j, Vt+1+j),
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čiže aj (Xt, Xt+1) a (Yt, Yt+1) sú rovnako rozdelené. Analogicky by sme takýto postup vedeli rozš́ırit’

na celý časový rad, čiže {Xt}∞t=−∞ má rovnaké rozdelenie ako {Yt}∞t=−∞. Z tohto pohl’adu - ak máme
dané Y1, tak intuit́ıvny odhad pre Y0 je φY1 a ked’že časové rady {Xt} a {Yt} sú rovnako rozdelené,

tak aj fakt, že X̂1:1
0 = φX1 môže pôsobit’ zmysluplneǰsie.

Ak by sme mali AR(2) proces Xt = φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + Wt, tak z predchádzajúceho plat́ı

X̂1:2
3 = φ1X2 + φ2X1 a X̂1:2

0 = φ1X1 + φ2X2.

Súvis s parciálnou autokorelačnou funkciou

V zimnom semestri sme často pracovali s parciálnou autokorelačnou funkciou (PACF) - jej hodnota
v bode k vyjadrovala akýsi odhad posledného parametra (φkk) za predpokladu, že dáta sa správajú
podl’a modelu Xt = φk1Xt−1 + . . . + φkkXt−k + Wt, t.j. podl’a AR(k) modelu (napr. PACF(1) je
odhad φ11 ak predpokladáme, že Xt = φ11Xt−1 + Wt, PACF(2) je odhad φ22 ak predpokladáme
model Xt = φ21Xt−1 + φ22Xt−2 +Wt, atd’.). V AR(p) modeli potom prirodzene platilo, že hodnoty
PACF(p + 1), PACF(p + 2),. . . sú nulové, pretože Xt−(p+1), Xt−(p+2), . . . nijako nevplývajú na Xt

(teda koeficient pri nich je 0). Dá sa ukázat’, že plat́ı aj rovnost’

PACF(k) = ρ
(
X0 − X̂1:(k−1)

0 , Xk − X̂1:(k−1)
k

)
, (1.34)

čiže je to korelácia medzi X0 a Xk ,,očistenými” od lineárneho vplyvu náhodných premenných
X1, . . . , Xk−1. V AR(p) modeli pre k > p plat́ı Xk − X̂1:(k−1)

k = Wk (vid’ vyššie), čiže

ρ
(
X0 − X̂1:(k−1)

0 , Xk − X̂1:(k−1)
k

)
= ρ(X0 − X̂1:(k−1)

0 ,Wk) = 0, (1.35)

pretože Wk je nezávislé s X0, X1, . . . , Xk−1.

2 Odhady v ARMA modeloch

V tejto časti budeme uvažovat’ stacionárny, invertovatel’ný ARMA(p, q) proces {Xt}t∈Z s nulovou
strednou hodnotou2, t.j.

Xt = φ1Xt−1 + . . .+ φpXt−p +Wt + θ1Wt−1 + . . .+ θqWt−q, (2.1)

kde Wt ∼ WN(0, σ2) a Wt a Xs sú nezávislé pre s < t. Naš́ım ciel’om je nájst’ vhodné odhady pre
neznáme parametre φ1, . . . , φp, θ1, . . . , θq a σ2. Uvedieme tri metódy.

Momentová metóda

Ideou momentovej metódy je odhadnút’ parametre na základe kovariančnej funkcie (resp. jej odhadu
z dát).

Pŕıklad. Uvažujme MA(1) proces, t.j. Xt = Wt + θWt−1. Zo zimného semestra vieme, že pre
kovariančnú funkciu plat́ı γ(0) = (1 + θ2)σ2 a γ(1) = θσ2. Z dát odhadneme γ̂(0) a γ̂(1) a pomocou

nich vyjadŕıme θ̂ a σ̂2. Po jednoduchých úpravách dostaneme

θ̂ =
1−

√
1− 4ρ̂2(1)

2ρ̂(1)
, (2.2)

σ̂2 =
γ̂(0)

1 + θ̂2
, (2.3)

kde ρ̂(1) = γ̂(1)
γ̂(0)

je odhad autokorelačnej funkcie. Môžeme si všimnút’, že pod odmocninou v (2.2)

môže výjst’ záporné č́ıslo (ak |ρ̂| > 0.5) - vtedy takýto odhad samozrejme nie je vhodný (a je

2Ak by mal časový rad nenulovú strednu hodnotu µ, môžeme ju v praxi odhadnút’ priemerom a následne pracovat’

s dátami x1 − x, . . . , xn − x - o tých už je rozumné predpokladat’, že majú nulovú strednú hodnotu.

7



potrebné ked’ tak použit’ na odhad iné momenty (napr. γ(2) namiesto γ(1) a pod.), pŕıpadne - ak na
to nie sme odkázańı - momentovú metódu nepouž́ıvat’ vôbec, ked’že disperzia takýchto odhadov býva
(oproti iným odhadom) dost’ vysoká). Podobne by sme postupovali pri l’ubovol’nom ARMA(p, q)
modeli - naṕısali by sme si predpis pre γ(0), . . . , γ(p+ q) (pomocou neznámych parametrov), z dát
by sme odhadli γ̂(0), . . . , γ̂(p + q) a vyriešili by sme p + q + 1 rovńıc o p + q + 1 neznámych. Ak

by sa stalo, že takýto systém má viac riešeńı, zobrali by sme také φ̂1, . . . , φ̂p, θ̂1, . . . , θ̂q, aby bola
splnená podmienka stacionarity a invertovatel’nosti.

Regresia

V pŕıpade, že máme AR(p) model Xt = φ1Xt−1 + . . .+φpXt−p+Wt, na odhad parametrov môžeme
použit’ obyčajnú regresiu, t.j. ak máme k dispoźıcii (X1, . . . , Xn), tak plat́ı

Xn

Xn−1
...

Xp+1

 =


Xn−1 Xn−2 . . . Xn−p
Xn−2 Xn−3 . . . Xn−p−1

...
... . . .

...
Xp Xp−1 . . . X1



φ1

φ2
...
φp

+


Wn

Wn−1
...

Wp+1

 (2.4)

Ak maticu označ́ıme X, vektor parametrov označ́ıme φ a vektor na l’avej strane označ́ıme Y , tak z
teórie regresných modelov vieme, že odhad vektora φ metódou najmenš́ıch štvorcov dostaneme ako

φ̂ = (XTX)−1XTY (2.5)

a odhad σ2 ako

σ̂2 =
(Y − Xφ̂)T (Y − Xφ̂)

n− p
. (2.6)

Takéto odhady sú celkom presné, ich nevýhodou je, že ich vieme aplikovat’ iba pri autoregresnom
modeli.

Metóda maximálnej vierohodnosti (MLE)

V tejto metóde potrebujeme predpoklad o normálnom rozdelenom bielom šume. V takom pŕıpade
má náhodný vektor (X1, . . . , Xn)T normálne rozdelenie so strednou hodnotou E(X1, . . . , Xn) =
(0, . . . , 0) a kovariančnou maticou

Cov(X1, . . . , Xn) = Γn(Φ,Θ, σ2), (2.7)

kde Φ = (φ1, . . . , φp),Θ = (θ1, . . . , θq) a ij − ty prvok matice Γn(Φ,Θ, σ2) je

(Γn(Φ,Θ, σ2))ij = γΦ,Θ,σ2(i− j), (2.8)

kde γΦ,Θ,σ2 označuje autokovariančnú funkciu ARMA(p, q) procesu s parametrami Φ,Θ a σ2. MLE

odhad parametrov Φ,Θ, σ2 je potom také Φ̂, Θ̂, σ̂2, ktoré maximalizuje funkciu

L(Φ,Θ, σ2) =
1√

(2π)n det(Γn(Φ,Θ, σ2))
exp{−1

2
(X1, . . . , Xn)Γ−1

n (Φ,Θ, σ2)(X1, . . . , Xn)T}. (2.9)

Vid́ıme, že toto parciálnymi deriváciami úplne nepôjde (pri ,,ručnom poč́ıtańı” by sme sa zrejme
natrápili už aj s konštrukciou matice Γ) - vo všeobecnosti to môže byt’ problematické aj pre poč́ıtač,
často je nutné robit’ nejaké aproximácie.

Poznámky k jednotlivým metódam

• Ak máme k dispoźıcii poč́ıtač, najlepšie je zrejme použ́ıvat’ MLE (často má menšiu disperziu).

• Pri vel’kom množstve dát sa odhady jednotlivých metód začnú podobat’.

• Pri MLE, regresii a niektorých pŕıpadoch momentovej metódy majú odhady (za istých pred-
pokladov) asymptoticky normálne rozdelenie - vieme teda testovat’ (napŕıklad) významnost’

jednotlivých parametrov.
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Odhadovanie reźıdúı (realizácii bieleho šumu)

Pri diagnostike modelu spravidla ako prvé skúmame odhady Ŵt bieleho šumu Wt (normalitu,
nekorelovanost’). Na ich výpočet v ARMA(p, q) modeli

Xt = φ1Xt−1 + . . .+ φpXt−p +Wt + θ1Wt−1 + . . .+ θqWt−q (2.10)

sa spravidla postupuje tak, že sa polož́ı Ŵt ≡ 0 pre t ≤ p a pre t = p + 1, . . . , n sa Wt odhadne
z (2.10), čiže

Ŵt ≡ Xt − φ̂1Xt−1 − . . .− φ̂pXt−p − θ̂1Ŵt−1 − . . .− θ̂qŴt−q. (2.11)

Niekedy sa polož́ı Xt = Wt = 0 pre t ≤ 0 a Ŵ1, . . . , Ŵp sa tiež vypoč́ıta pomocou (2.11). V praxi

to za nás poč́ıta R-ko - to použ́ıva na výpočet Ŵt trochu iné postupy, ale dostali by sme podobné
výsledky.

3 ARCH a GARCH modely

Na ARMA modely sa môžeme pozerat’ aj ako na modely pre podmienenú strednú hodnotu -
uvažujme napŕıklad AR(1) model s nulovou strednou hodnotou, t.j.

Xt = φXt−1 +Wt. (3.1)

Z predchádzajúceho semestra vieme, že stredná hodnota takéhoto časového radu je nula. Ak už ale
poznáme minulost’ xt−1, xt−2, . . ., tak podmienená stredná hodnota Xt bude

E(Xt|Xt−1 = xt−1, Xt−2 = xt−2, . . .) = E(φXt−1 +Wt|Xt−1 = xt−1, Xt−2 = xt−2, . . .) =

= E(φXt−1|Xt−1 = xt−1, Xt−2 = xt−2, . . .)+

+ E(Wt|Xt−1 = xt−1, Xt−2 = xt−2, . . .) = φxt−1

(ak poznáme minulost’, tak Xt−1 je konštanta, preto sa v prvom sč́ıtanci môžeme zbavit’ strednej
hodnoty a o Wt v ARMA modeloch predpokladáme, že nezáviśı od minulosti, takže druhý sč́ıtanec
sa zredukuje na E(Wt) = 0). Vo všeobecnosti, ak máme ARMA model, tak členy (okrem Wt) nám
priamo určujú podmienenú strednú hodnotu v pŕıpade, že poznáme minulost’. Na to v podstate
tie modely máme - na základe minulosti/pŕıtomnosti vieme určit’ strednú hodnotu toho, čo bude v
budúcnosti - samotná nepodmienená stredná hodnota je z defińıcie konštantná, čo nám v prinćıpe
nepovie nič zauj́ımavé. Ďalej sa pozrime na podmienenú disperziu tohto modelu - plat́ı

D(Xt|Xt−1 = xt−1, Xt−2 = xt−2, . . .) = D(φXt−1 +Wt|Xt−1 = xt−1, Xt−2 = xt−2, . . .) =

= D(φXt−1|Xt−1 = xt−1, Xt−2 = xt−2, . . .)+

+D(Wt|Xt−1 = xt−1, Xt−2 = xt−2, . . .) = 0 +D(Wt) = σ2

(opät’ sme využili, že Wt nezáviśı od minulosti (aj v pri rozpise disperzie súčtu na súčet disperzíı) a
to, že disperzia konšanty je 0). Podobne ak by sme zobrali l’ubovol’ný ARMA model, tak podmienená
disperzia výjde konštantná (a rovná σ2). Prirodzeným rozš́ıreńım modelov pre časové rady by teda
z tohto pohl’adu mohlo byt’ modelovat’ (aj) podmienenú disperziu - na to slúžia práve ARCH (Au-
toRegressive Conditional Heteroskedasticity) a GARCH (Generalised ARCH) modely. Tieto môžu
byt’ vel’mi užitočné v pŕıpade, kedy v dátach vid́ıme nejaké rozdiely vo výkyvoch - tie môžu byt’ mo-
delovatel’né práve pomocou týchto modelov. Hlavný rozdiel oproti ,,čistým” ARMA modelom je, že
Xs a Wt už nemusia byt’ (a nie sú) nezávislé pre s < t, stále ale ostanú nekorelované. Okrem toho už
nebudeme predpokladat’ nezávislost’ medzi jednotlivými Wt, ale iba nekorelovanost’ a normalitu. K
tomuto drobná poznámka - zrejme ste sa stretli s tým, že nekorelovanost’ v normálnych rozdelených
vektoroch implikuje nezávislost’, čo sa môže javit’ ako rozpor s predchádzajúcim tvrdeńım. Rozpor
tam, ale nie je, lebo toto plat́ı iba v normálne rozdelených vektoroch - ak máme dve nekorelované
náhodné premenné X,Y , tak stále môže platit’, že obidve majú normálne rozdelenie, ale napriek
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tomu sú závislé (čo zároveň implikuje, že (X, Y ) nie je normálne rozdelený náhodný vektor, napriek
tomu, že jeho zložky sú).

Hlavné idey ukážeme na najjednoduchšom ARCH(1) modeli, komplikovaneǰsie modely potom
budú fungovat’ vel’mi podobne.

ARCH(1)

V takomto pŕıpade predpokladáme, že pre {Wt}t∈Z plat́ı Wt = σtεt, kde εt ∼ iid N(0, 1) a pre σt
plat́ı σt =

√
ω + α1W 2

t−1, resp. σ2
t = ω + α1W

2
t−1, čiže pre podmienené rozdelenie Wt|Wt−1 plat́ı

Wt|Wt−1 ∼ N(0, ω + α1W
2
t−1). (3.2)

To má priamo dôsledok na podmienenú disperziu, nakol’ko podmienená disperzia ARMA modelu
nám vychádzala v tvare D(Wt|minulost’) (v predchádzajúcej časti sme mali śıce za podmienkou iba
Xt−1, Xt−2, . . ., avšak Wt−1 sa pomocou nich dá vyjadrit’ - rovnakou technikou, ako ked’ sme riešili
invertovatel’nost’). Pre parametre ω, α1 tohto modelu muśı platit’ ω, α1 > 0 (modelujeme disperziu,
takže by nebolo vhodné, aby nám mohlo výjst’ záporné č́ıslo) a α1 < 1 (kvôli stacionarite, v tomto
pŕıpade aby nám ,,neuletela” nepodmienená disperzia).

Teraz ukážeme, že takto definované {Wt}t∈Z je naozaj biely šum, čiže pre všetky t ∈ Z plat́ı
E(Wt) = 0, nepodmienená disperzia D(Wt) je konštantná a pre l’ubovol’né celé h > 0 plat́ı, že Wt

a Wt+h sú nekorelované. Pre nepodmienenú strednú hodnotu Wt plat́ı

E(Wt) = E(E(Wt|Wt−1)) = E(0) = 0, (3.3)

lebo E(Wt|Wt−1) = 0 (vid’ (3.2)) a pre l’ubovol’né náhodné premennéX, Y plat́ı E(E(X|Y )) = E(X)
(zrejme bolo na Teórii pravdepodobnosti). Pre nepodmienenú disperziu máme

D(Wt) = E(W 2
t )− E2(Wt) = E(W 2

t ) = E(σ2
t ε

2
t ) (3.4)

Dá sa ukázat’, že toto je rovné ω
1−α1

. Aby sa nepovedalo, tak to aj ukážeme - je to viac-menej

technická záležitost’, na skúšku to netreba vediet’. Rozṕı̌sme si najprv

σ2
t = ω + α1W

2
t−1 = ω + α1σ

2
t−1ε

2
t−1 = ω + α1ε

2
t−1(ω + α1W

2
t−2) = ω + ωα1ε

2
t−1 + α2

1ε
2
t−1W

2
t−2 =

= ω + ωα1ε
2
t−1 + α2

1ε
2
t−1σ

2
t−2ε

2
t−2 = ω + ωα1ε

2
t−1 + α2

1ε
2
t−1ε

2
t−2(ω + α1W

2
t−3) =

= ω + ωα1ε
2
t−1 + ωα2

1ε
2
t−1ε

2
t−2 + α3

1ε
2
t−1ε

2
t−2W

2
t−3.

Takto by sme vedeli pokračovat’ d’alej, a ked’že α1 < 1, tak posledný člen pôjde k 0, čiže vieme
ṕısat’

σ2
t = ω

(
1 +

∞∑
k=1

αk1

k∏
j=1

ε2
t−j

)
. (3.5)

Na mieste je otázka, či je toto ,,slušná” náhodná premenná, či nám nemôže uletiet’ do nekonečna
(môže) a s akou pravdepodobnost’ou sa to stane (ak nula, tak je to v poriadku). Na to stač́ı ukázat’,
že má konečnú strednú hodnotu a to nie je až taký problém, lebo z vety o monotónnej konvergencii
(pŕırastky v sume sú vždy nezáporné) máme

E(σ2
t ) = E

(
ω

(
1 +

∞∑
k=1

αk1

k∏
j=1

ε2
t−j

))
= ω

(
1 +

∞∑
k=1

αk1E

(
k∏
j=1

ε2
t−j

))
, (3.6)

a ked’že εt sú nezávislé, tak stredná hodnota súčinu je súčin stredných hodnôt, čiže

E

(
k∏
j=1

ε2
t−j

)
=

k∏
j=1

E
(
ε2
t−j
)

= 1, (3.7)
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z čoho dostávame, že

E(σ2
t ) = ω

(
1 +

∞∑
k=1

αk1

)
= ω

∞∑
k=0

αk1 =
ω

1− α1

. (3.8)

Z predpisu (3.5) navyše vid́ıme, že σ2
t je iba funkciou ε2

t−1, ε
2
t−2, . . ., čiže ε2

t a σ2
t sú nezávislé, takže

D(Wt) = E(σ2
t ε

2
t ) = E(σ2

t )E(ε2
t ) =

ω

1− α1

. (3.9)

Nakoniec chceme ukázat’, že Wt a Wt+h sú nekorelované pre l’ubovol’né celé h > 0. Podobnou
technikou ako pri poč́ıtańı strednej hodnoty dostávame

Cov(Wt,Wt+h) = E(WtWt+h)− E(Wt)E(Wt+h) = E(WtWt+h) =

= E(E(WtWt+h|(Wt+h−1,Wt+h−2, . . . ,Wt))) =

= E(WtE(Wt+h|(Wt+h−1,Wt+h−2, . . . ,Wt))) = E(Wt · 0) = 0.

V odvodeńı sme využili vlastnost’ podmienenej strednej hodnoty E(XY |Y ) = Y E(X|Y ) a to,
že ak je dané Wt+h−1, tak Wt+h záviśı už len od neho bez ohl’adu na predchádzajúce hodnoty
Wt+h−2,Wt+h−3, . . . (po matematicky Wt+h|Wt+h−1,Wt+h−2, . . . = Wt+h|Wt+h−1) a Wt+h|Wt+h−1 ∼
N(0, . . .), čiže E(Wt+h|(Wt+h−1,Wt+h−2, . . . ,Wt)) = E(Wt+h|Wt+h−1) = 0.

Wt je teda naozaj biely šum a v praxi sa môže stat’, že aj qq-plot sa ,,tvári” normálne - na
prvý pohl’ad teda nemuśıme hned’ zbadat’, že je potrebné použit’ takýto model. Vhodný nástroj
na identifikáciu je vykreslit’ autokorelačnú funkciu druhých mocńın reźıdúı (t.j. Ŵ 2

t ) - ak boli Wt

naozaj nezávislé, tak aj W 2
t sú nezávislé, teda takáto autokorelačná funkcia by mala byt’ bĺızko

nuly. To ale neplat́ı pri ARCH a GARCH modeloch - napr. pri ARCH modeloch je {W 2
t }t∈Z za

istých podmienok AR(1) proces (teda ACF by mala byt’ nenulová). To, že W 2
t sa dá naṕısat’ ako

AR(1) proces dostávame nasledovne.

W 2
t = ε2

tσ
2
t /− σ2

t

W 2
t − σ2

t = ε2
tσ

2
t − σ2

t

W 2
t − (ω + α1W

2
t−1) = ε2

tσ
2
t − σ2

t

W 2
t = ω + α1W

2
t−1 + Vt,

kde Vt = ε2
tσ

2
t − σ2

t . Stač́ı už ,,len” ukázat’, že Vt je biely šum a Vt a W 2
s sú nekorelované3 pre s < t.

Je to technická (ale nie až tak náročná) záležitost’, ktorú ponecháme na zanieteného čitatel’a. Na
to, aby to bol ,,slušný biely šum” (konečná disperzia) je ešte potrebná podmienka α1 <

1√
3
.

ARCH(p)

Prirodzeným rozš́ıreńım ARCH(1) modelu je ARCH(p) model - znovu Wt = σtεt, jediný rozdiel je,
že σt modelujeme ako

σt =
√
ω + α1W 2

t−1 + . . .+ αpW 2
t−p. (3.10)

Podmienky pre parametre sú ω, αp > 0 a α1, . . . , αp−1 ≥ 0 (lebo modelujeme disperziu) a α1 + . . .+
αp < 1 (kvôli stacionarite). Opät’ plat́ı, že {Wt}t∈Z je biely šum (teda náhodné premenné {Wt}t∈Z
sú nekorelované), avšak náhodné premenné {W 2

t }t∈Z už korelované sú, takže potrebu použit’ takýto
typ modelu sa dá uvidiet’ z autokorelačnej funkcie druhých mocńın reźıdúı.

3V zimnom semestri sme pri AR procesoch pracovali s nezávislost’ou - v prinćıpe na všetko podstatné (stacionarita,
autokorelačná funkcia) stač́ı nekorelovanost’.
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GARCH(p, q)

Ďaľśım zovšeobecneńım je GARCH(p, q) model - v tomto pŕıpade podmienenú disperziu (resp.
štandardnú odchýlku) bieleho šumu modelujeme ako

σt =
√
ω + α1W 2

t−1 + . . .+ αpW 2
t−p + β1σ2

t−1 + . . .+ βqσ2
t−q, (3.11)

kde opät’ požadujeme, aby ω, αp, βq > 0 a zvyšné parametre nezáporné a zároveň α1 + . . . + αp +
β1 + . . .+βq < 1 (kvôli stacionarite). Aj tu plat́ı, že {Wt}t∈Z je biely šum, avšak náhodné premenné
{W 2

t }t∈Z už sú korelované.

Poznámky k ,,praktickým záležitostiam”

• Toto všetko sú modely pre Wt - tie sa samozrejme dajú kombinovat’ s ARMA modelmi - napr.
ARMA(1,1)-GARCH(2,1) (takto sa to zvykne označovat’) je model sṕlňajúci

Xt = φXt−1 +Wt + θWt−1,

kde Wt sṕlňa GARCH(2,1) model. Pre {Xt}t∈Z sa toho oproti ,,klasickému” ARMA(1,1)
modelu (s normálnym bielym šumom) vel’a neudialo, zmenil sa nám iba pohl’ad na ,,reziduálnu
zložku” {Wt}t∈Z.

• Pri ARCH modeloch dost’ často treba vel’ké p a navyše sa zvykne stat’, že odhadnuté parametre
nesṕlňajú podmienky - nemusia byt’ teda vždy najlepš́ım riešeńım, spravidla lepšie funguje
GARCH.

• Na výber rádu GARCH modelu (vol’ba p,q) nie je nejaké univerzálne pravidlo, treba skúšat’.
V praxi dost’ často dost’ dobre funguje GARCH(1,1).

• Predpoklad o normalite εt môže byt’ v praxi problematický - v prinćıpe stač́ı E(εt) = 0,
D(εt) = 1, nezávislost’ a znalost’ rozdelenia (ked’že odhady sa robia pomocou MLE) - R-ko
ponúka nejaké možnosti.

GARCH v R-ku

Na GARCH modely sa dá v R-ku použit’ baĺıček fGarch. Postup si ukážeme na pŕıklade. Uvažujme
dáta gnp z baĺıčka astsa. Predpokladajme, že sme klasickými postupmi zistili, že tieto dáta dobre
popisuje ARIMA(1,1,1) model.

library(astsa)

library(fGarch)

model <- sarima(gnp,1,1,1)

Z Obr. 1 vyzerá všetko v poriadku, avšak ak pozrieme na druhé mocniny reźıdúı a ich autoko-
relačnú funkciu (Obr. 2),

W <- (model$fit)$residuals

acf2(W^2)

vid́ıme, že viaceré paličky sú dost’ nad modrou čiarou - to by normálny biely šum robit’ nemal.
Vyskúšame teda ARMA(1,1)-GARCH(1,1) model na diferenciách - na to existuje funkcia garchFit

(uplne základnú syntax vid’ nižšie). Nevýhodou je, že sa tam nedá zadat’ ARIMA model, iba ARMA.

model2 <- garchFit(~arma(1,1)+garch(1,1), diff(gnp))

summary(model2)

Okrem odhadu parametrov dostaneme pomocou funkcie summary výsledky viacerých testov (všetky
chceme nezamietnút’, t.j. chceme p-value>0.05).

12



Standardized Residuals
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Obr. 2

• Jarque-Bera Test a Shapiro-Wilk Test testujú normalitu εt,

• Ljung-Box Test testuje nekorelovanost’ εt (prvých 10,15 a 20 autokorelácíı) a ε2
t (tiež prvých

10,15 a 20 autokorelácíı),

• LM Arch Test testuje, či nie sú medzi εt nejaké d’aľsie závislosti (konkrétne, či sa ε2
t nedá

modelovat’ pomocou ε2
t−1, . . . , ε

2
t−p, kde p sa nejakým spôsobom voĺı automaticky).

V našom pŕıpade (Obr. 3) vychádza všetko v poriadku. Premenná model2 obsahuje viacero in-
formácii o danom modeli, zaujimávé pre nás môžu byt’ odhady Wt - k tým sa vieme dostat’ cez
model2@residuals a odhady σt - tie dostaneme pomocou model2@sigma.t - pomocou nich vieme
vypoč́ıtat’ odhady εt a pozriet’ sa na autokorelačnú funkciu ich štvorcov (Obr. 4).

E <- model2@residuals/model2@sigma.t

acf2(E^2)

Obr. 3
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Obr. 4

Vid́ıme, že jedna palička tam śıce stále ,,trč́ı”, ale je len jedna a Ljung-Box test bol v poriadku,
takže nás to nemuśı pŕılǐs trápit’.
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V pŕıpade, že zadáme plot(model2), dostaneme na výber viacero možnost́ı, ktorý obrázok
chceme vykreslit’. Ak chceme predikovat’ (napr. 20 obdob́ı dopredu, Obr. 5), použijeme

predict(model2,n.ahead=20,plot=TRUE)

Okrem predoved́ı Xt (v prvom st́lpci, Obr. 6) možeme v tret’om st́lpci standardDeviation vidiet’,
aké sú budúce predpovede pre σt (ked’že aj tie modelujeme).
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X̂t+h + 1.96 MSE

Obr. 5

Obr. 6

4 Regresia v časových radoch

Doteraz sme predpokladali, že pri analýze časového radu máme k dispoźıcii iba vektor (x1, . . . , xn)T

(realizáciu konečného úseku časového radu {Xt}t∈Z). Na základe neho sme sa potom snažili nájst’

nejaký SARIMA modeli, ktorý by nám tieto dáta dostatočne dobre popisoval. Niekedy však môžeme
mat’ v čase t = 1, . . . , n k dispoźıcii aj hodnoty zt,1, zt,2, . . . , zt,m nejakých d’aľśıch m premenných,
ktoré by mohli ,,prispiet’” k poṕısaniu správania časového radu {Xt}t∈Z. Štandardne v takýchto
situáciach uvažujeme lineárny model

xt = β0 + β1zt,1 + β2zt,2 + . . .+ βmzt,m + εt, (4.1)

t = 1, . . . , n, kde εt je nejaká náhodná chyba (zatial’ o nej predpokladajme len to, že E(εt) = 0).
Maticovo môžeme tento model zaṕısat’ ako

x1

x2
...
xn


︸ ︷︷ ︸

X

=


1 z1,1 z1,2 . . . z1,m

1 z2,1 z2,2 . . . z2,m
...

...
...

. . .
...

1 zn,1 zn,2 . . . zn,m


︸ ︷︷ ︸

Z

·

β0
...
βm


︸ ︷︷ ︸

β

+


ε1

ε2
...
εn


︸ ︷︷ ︸

ε

. (4.2)

Ciel’om takéhoto modelu je spravidla odhadnút’ vektor β a vyselektovat’, ktoré z m vysvetl’ujúcich
premenných majú v takomto modeli štatisticky významný vplyv na vysvetl’ovanú premennú (t.j. pri
ktorých βi nezamietneme hypotézu H0 : βi = 0) a či je ten vplyv pozit́ıvny (βi > 0), alebo negat́ıvny
(βi < 0). V pŕıpade, že vieme dobre predikovat’ hodnoty zT,1, . . . , zT,m pre T = n + 1, n + 2, . . .,
môžeme tento model použit’ aj na predikovanie Xn+1, Xn+2, . . ..

Ak by platilo, že {εt}t∈Z je normálny biely šum, tak (ε1, . . . , εn)T ∼ N(0, σ2I), čo je úplne
naǰstandardneǰsia situácia (ktorá už bola podrobne rozoberaná na viacerých prednáškach) - vektor
β v takom pŕıpade odhadujeme ako

β̂ = (ZTZ)−1ZTX (4.3)
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a o β vieme testovat’ rôzne druhy hypotéz. V pŕıpade časových radov sa ale často stane, že {εt}t∈Z
nie je normálny biely šum, ale sú v ňom rôzne závislosti. To spôsob́ı, že neplat́ı ε ∼ N(0, σ2I), čiže
odhad (4.3) nemuśı byt’ vôbec dobrý nápad, takisto testy hypotéz nemusia fungovat’ tak, ako by
mali. Ovel’a reálneǰśı (alebo povedzme, že aspoň všeobecneǰśı) predpoklad je, že {εt}t∈Z sa správa
podl’a nejakého ARMA(p, q) (pŕıpadne ARIMA) modelu.

Predpokladajme najprv, že tento model je známy, t.j. v modeli pre εt

εt = φ1εt−1 + . . .+ φpεt−p +Wt + θ1Wt−1 + . . .+ θqWt−q (4.4)

by sme poznali p a q a takisto aj presné hodnoty parametrov Φ ≡ (φ1, . . . , φp) a Θ ≡ (θ1, . . . , θq). Ok-
rem toho predpokladajme, že {Wt}t∈Z je normálny biely šum. Konštantný člen nemuśıme uvažovat’,
lebo stále plat́ı rozumný predpoklad, že E(εt) = 0. V takejto situácii by platilo, že vektor ε v mo-
deli (4.2) má normálne rozdelenie N(0, σ2W ), kde kovariančnú maticu W vieme presne výpoč́ıtat’

(rovnako ako v (2.8) s tým rozdielom, že sme vyňali σ2). S týmto sa už dá pracovat’, pretože ak

celý model (4.2) zl’ava prenásob́ıme maticou W− 1
2 , dostaneme

W− 1
2X = W− 1

2Zβ +W− 1
2 ε, (4.5)

kde W− 1
2 ε ∼ N(0, σ2W− 1

2WW− 1
2 ), čo už je N(0, σ2I), čiže štandardná situácia. Vektor parametrov

β v tomto pŕıpade odhadujeme ako

β̂ = (ZTW−1Z)−1ZTW−1X (4.6)

a vieme s ńım robit’ všetky procedúry ako v obyčajnej regresii (tomuto sa hovoŕı ,,Generalised least
square”, skrátene GLS). Zároveň plat́ı, že odhady (4.3) a (4.6) sú totožné s MLE odhadmi.

Reálne ale paremtre Φ a Θ nemáme ako poznat’, takže ich tiež muśıme odhadnút’. To opät’ vieme
pomocou MLE, pretože ak X = Zβ+ ε, kde ε ∼ N(0, σ2W (Φ,Θ)), tak X ∼ N(Zβ, σ2W (Φ,Θ)), t.j
hustota X je

f(X|β, σ2,Φ,Θ) =
1√

(2π)n det(σ2W (Φ,Θ))
exp

{
− 1

2σ2
(X− Zβ)TW (Φ,Θ)−1(X− Zβ)

}
. (4.7)

,,Stač́ı” teda nájst’ parametre β, σ2,Φ,Θ, ktoré túto funkciu maximalizujú. Toto už môže trvat’

celkom dlho aj poč́ıtaču - najmä pri vel’kom n v kobminácii s vysokými rádom p, q ARMA modelu
pre ε. (Z vlastných skúsenost́ı - pre n ≈ 4000 a p,q okolo 3 to trvalo rádovo v desiatkach až stovkách
minút, ale samozrejme zálež́ı aj od poč́ıtača.)

Kontrola modelu

Ak boli naše predpoklady správne, tak ε̂W ≡ W (Φ̂, Θ̂)−
1
2 ε̂ (kde ε̂ = X−Zβ̂ je odhad ε) by nemalo

byt’ d’aleko od N(0, σ2I) - to je potrebné overit’. Normalitu napŕıklad pomocou normálneho QQ-
plot-u, histogramu, pŕıpadne nejakého testu a nekorelovanost’ napŕıklad pomocou ACF, pŕıpadne
Ljung-Box-ovho testu. Ak toto nie je v poriadku, tak je model potrebné upravit’ - napŕıklad skúsit’

zmenit’ p, q, pŕıpadne pridat’ nejaké d’aľsie/iné premenné (o tom trochu neskôr).
Niekedy sú dáta (x1, . . . , xn) ,,rozlietané”, čo potom môže spôsobit’, že ε̂W nebudú ani zd’aleka

pripomı́nat’ normalitu (napr. normálny QQ-plot bude mat’ ,,eśıčkovitý” tvar) - v praxu môže (ne-
muśı) pomôct’ zlogaritmovanie vektora (x1, . . . , xn) (na to samozrejme musia byt’ kladné) - treba si
potom ale dávat’ pozor pri interpretácii modelu.

Testovanie submodelov

Ak chceme zistit’, či je nejaká skupina vysvetl’ujúcich premenných štatisticky nevýznamná, môžeme
použit’ test pomerom vierohodnosti. Predpokladajme napŕıklad, že chceme testovat’ nevýznamnost’

prvých dvoch vysvetl’ujúcich premenných, čo je v takomto modeli ekvivalentné hypotéze

H0 : β1 = β2 = 0 vs. H1 : β1 6= 0 ∨ β2 6= 0.
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Na test pomerom vierohodnosti najprv zostroj́ıme submodel

xt = β0 + β3zt,3 + . . .+ βmzt,m + εt (4.8)

a nájdeme MLE odhady parametrov. Za platnosti H0 (a nejakých d’aľśıch podmienok pre test
pomerom vierohodnosti, ktoré dúfame, že platia) má testovacia štatistika −2 ln Lsubmodel

Lmodel
ch́ı-kvadrát

rozdelenie s dvoma stupňami vol’nosti. Lmodel (resp. Lsubmodel) je maximum vierohodnostnej funkcie
pre model (resp. submodel) - napŕıklad Lmodel by sme źıskali dostali ako

max
β,σ2,Φ,Θ

f(X|β, σ2,Φ,Θ), (4.9)

kde funkcia f je definovaná v (4.7). Počet stupňov vol’nosti χ2-rozdelenia je určený podl’a počtu
parametrov, ktoré testujeme.

Vol’ba rádu ARMA modelu

Otázkou ešte ostáva ako vybrat’ hodnoty p a q ARMA(p, q) modelu pre εt - vhodných kandidátov
môžeme nájst’ tak, že nájdeme ARMA(p, q) model pre ε̂O - reźıduá z klasickej regresie, t.j.

ε̂O = X− Zβ̂O = X− Z(ZTZ)−1ZTX (4.10)

(β̂O je odhad β za predpokladu, že ε ∼ N(0, σ2I), t.j. β̂O = (ZTZ)−1ZTX). ARMA(p, q) model
hl’adáme metódami zo zimného semestra (pomocou ACF, PACF a skúšania). Takéto p, q samozrejme

nemusia úplne dobre fungovat’, pretože ε̂O je iba odhad ε a ešte k tomu aj zlý (lebo odhad β̂O je zlý).
Môže to ale byt’ aspoň dobrý tip na začiatok - ak nebude fungovat’, môžeme napŕıklad vyskúšat’

p+ 1, q a podobne.
Aby sme to zhrnuli, tak ak chceme robit’ regresiu v časovom rade, postupujeme nasledovne (toto

sa dá nájst’ pod názvom ,,Cochrane-Orcutt procedure”):

1. Sprav́ıme obyčajnú regresiu a odhadneme reźıduá ε̂O.

2. Nájdeme ARMA(p, q) model pre ε̂O.

3. Nájdeme MLE odhady pre β, σ2,Φ,Θ za predpokladu, že ε ∼ N(0, σ2W (Φ,Θ)), kde vektory
parametrov Φ,Θ majú d́lžku podl’a bodu 2.

4. Skontrolujeme model, ak nie je v poriadku, tak ho skúsime upravit’.

Zopár technických poznámok

1. Ak by sa nám zdalo, že pre ε je vhodneǰśı ARIMA model (čiže sú potrebné aj diferencie),
stač́ı pracovat’ s diferenciami všetkých premenných, ktoré máme - ak totiž plat́ı

xt = β0 + β1zt,1 + . . .+ βmzt,m + εt (4.11)

pre t = 1, . . . , n, tak plat́ı aj

xt − xt−1 = β0 + β1zt,1 + . . .+ βmzt,m + εt − β0 − β1zt−1,1 − . . .− βmzt−1,m − εt−1

∇xt = β1∇zt,1 + . . .+ βm∇zt,m +∇εt

pre t = 2, . . . , n. Interpretácia parametrov β1, . . . , βm ostáva rovnaká ako v pôvodnom modeli
a už sme dostali ∇εt, čo sme chceli (jedine sme teda ,,prǐsli” o konštantný člen β0).
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2. Pre jednoduchost’ uvažujme teraz iba jednu vysvetl’ujúcu premennú (pre viac premenných je
idea úplne rovnaká - to len aby sme sa neuṕısmenkovali) nadobúdajúcu v čase t = 1, . . . , n
hodnotu zt. Niekedy sa stane, že xt lepšie vysvetl’ujú ,,minulé” hodnoty vysvetl’ujúcej pre-
mennej, teda miesto modelu

xt = β0 + β1zt + εt, (4.12)

môže byt’ lepšie uvažovat’ model

xt = β0 + β1zt−1 + εt. (4.13)

Niekedy môžu fungovat’ aj ,,dávneǰsie” hodnoty (čiže zt−2, zt−3, . . .). Dobrým indikátorom
toho, že lepšie môžu fungovat’ minulé hodnoty, je ńızka hodnota výberovej korelácie me-
dzi (x1, . . . , xn) a (z1, . . . , zn) a nie ńızka hodnota výberovej korelácie medzi (x2, . . . , xn) a
(z1, . . . , zn−1) (resp. medzi (xk+1, . . . , xn) a (z1, . . . , zn−k) - toto je mimochodom hodnota od-
hadu takzvanej ,,cross-correlation function” (CCF) medzi (z1, . . . , zn) a (x1, . . . , xn) v bode k.
V R-ku takúto funkciu dostaneme pomocou ccf(z,x), kde v premennej z sú uložené hodnoty
(z1, . . . , zn) a v premennej x hodnoty (x1, . . . , xn)).

3. Pri {εt}t∈Z sa teoreticky nemuśıme obmedzit’ iba na ARMA modely, môžeme uvažovat’ aj
nejaký ARMA(p, q)-GARCH(p′, q′) model.

Ako to robit’ v R-ku. . .

. . . si ukážeme na generovaných dátach, ktoré si vytvoŕıme napŕıklad takto.

set.seed(1)

E_t <- arima.sim(n=100,

model=list(order=c(1,0,2),ar=c(0.85),ma=c(-0.7,0.5)),

sd=20)

set.seed(1)

z1 <- sample(1:1000,100, rep=TRUE)

z2 <- sample(1:1000,100, rep=TRUE)

z3 <- sample(1:1000,100, rep=TRUE)

z4 <- sample(1:1000,100, rep=TRUE)

x <- 5 + 2*z1 - 1.3*z3 + E_t

Na tieto dáta vyskúšame model

xt = β0 + β1zt,1 + β2zt,2 + β3zt,3 + β4zt,4 + εt. (4.14)

Ked’že z2 ani z4 sme pri ,,výrobe” x nepoužili, mali by nám výjst’ nesignifikantné. Na kontrolu
toho, či nie je lepšie použit’ staršie - napr. zt−1,1 (tzv. ,,lagged variables”) hodnoty vysvetl’ujúcich
premenných si môžeme vykreslit’ CCF funkcie.

ccf(z1,x)

ccf(z2,x)

ccf(z3,x)

ccf(z4,x)

Vid́ıme (ak si to teda spust́ıme v R-ku - v rámci šetrenia priestoru tu nebudú ukázané všetky
obrázky), že ak sú korelácie vysoké, tak jedine v nule, takže staršie hodnoty vysvetl’ujúcich pre-
menných nie sú nutné.

Ako prvé sprav́ıme teda obyčajný model a pozrieme sa, či by jeho reźıduá ε̂O nemohli byt’

realizáciou normálneho bieleho šumu. (A ak sme to ešte nespravili, tak si nač́ıtame baĺıček astsa.)
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model_obycajny <- lm(x~z1+z2+z3+z4)

E_O <- residuals(model_obycajny) #ziskanie rezidui

sarima(E_O,0,0,0) #kontrola, ci to moze byt normalny biely sum
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Obr. 7

Z Obr. 7 vid́ıme, že ε̂O zrejme realizácia normálneho bieleho šumu nebude, takže skúsime nejaký
ARMA model. Použijúc techniky z minulého semestra by sme dospeli k tomu, že tieto reźıduá
(kupodivu) dobre popisuje ARMA(1,2) model. Vyskúšame teda ten istý model, ale s predpokladom,
že korelačná štruktúra ε (v podstate matica W ) je rovnaká ako korelačná štruktúra ARMA(1,2)
modelu - v R-ku sa to dá pomocou funkcie gls z baĺıčka nlme.

model <- gls(x~z1+z2+z3+z4, correlation = corARMA(p = 1, q = 2), method = "ML")

K štandardizovaným reźıduám ε̂W sa vieme dostat’ cez

E_W <- residuals(model,type="normalized")

a opät’ môžeme skontrolovat’ normalitu a nekorelovanost’.

sarima(E_W,0,0,0)

Môžeme vidiet’, že ani toto (kupodivu - tentoraz už naozaj) nevyzerá byt’ na normálny biely šum.
Skúsme teda zvýšit’ p.

model2 <- gls(x~z1+z2+z3+z4, correlation = corARMA(p = 2, q = 2), method = "ML")

E_W2 <- residuals(model2,type="normalized")

sarima(E_W2,0,0,0)

Toto už je v poriadku. Na prehl’ad o odhadoch parametrov a ich signifikantnosti možno použit’

(rovnako ako pri klasickom lineárnom modeli źıskanom funkciou lm) funkciu summary(model2).
Ak by sme chceli testovat’ hypotézu H0 : β2 = β4 = 0, muśıme si najprv vytvorit’ submodel bez
premenných z2,z4.

submodel <- gls(x~z1+z3, correlation = corARMA(p = 2, q = 2), method = "ML")

Test pomerom vierohodnosti potom sprav́ıme pomocou funkcie anova.

anova(model2,submodel)
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Obr. 8

Zauj́ıma nás p-value (vpravo dole na Obr. 8) - v tomto pŕıpade 0.1537, čo je viac ako 5%, čiže
hypotézu H0 nezamietame, t.j. stač́ı nam iba submodel. Nakoniec môžeme ešte skontrolovat’, či sú
v poriadku aj reźıduá v submodeli (sú).

sarima(residuals(submodel, type="normalized"),0,0,0)

Ak by sme chceli pridat’ aj nejaký GARCH model pre {εt}t∈Z, tak sa to v R-ku dá (baĺıček
rugarch), ale nie je to vel’mi ,,user-friendly” a je to nad rámec tejto prednášky. Koho by to
zauj́ımalo, tak odporúčam pozriet’ si stránku https://stats.stackexchange.com/questions/

93815/fit-a-garch-1-1-model-with-covariates-in-r.

5 Dekompoźıcia časového radu

V mnohých pŕıpadoch sme sa stretli s časovými radmi, ktoré kvôli trendu (pŕıpadne sezonalite)
neboli stacionárne, takže nebolo možné na ne aplikovat’ ARMA (resp. SARMA) modely (teda
možné to teoreticky bolo, len výsledky by boli nepoužitel’né). Doteraz sme tento problém riešili
diferencovańım (resp. sezónnym diferencovańım), čiže ARIMA (resp. SARIMA) modelmi. To je
śıce užitočný nástroj, má však aj svoje nevýhody. Predpokladajme napŕıklad, že pre časový rad
{Xt}t∈Z plat́ı

Xt = β0 + β1t+ β2t
2 + Et, (5.1)

kde β0, β1, β2 sú neznáme parametre a Et je nejaký stacionárny časový rad. V zimnom semestri
sme ukázali (alebo aspoň spomenuli), že ak s takýmto časovým radom urob́ıme dve diferencie,
dostaneme

∇2Xt = 2β2 +∇2Et, (5.2)

čo už je stacionárny proces. Pri tomto postupe sme śıce vyriešili nestacionaritu, avšak ,,cestou”
sme stratili β0 a β1, ktoré nás potenciálne mohli zauj́ımat’.

Z tohto dôvodu preto môže byt’ niekedy užitočneǰsia takzvaná dekompoźıcia časového radu na

Xt = Trt + St + Et, (5.3)

kde

• Trt je trend,

• St je sezónna zložka - predpokladáme o nej, že St = St+p pre nejakú d́lžku periódy p - spravidla
toto p poznáme (napr. pri mesačných dátach často p = 12, pri denných p = 7 a podobne);
okrem toho predpokladáme S1 + S2 + . . .+ Sp = 0 (t.j. St sú iba nejaké odchýlky od trendu
spôsobené daným obdob́ım),

• Et je stacionárny proces s nulovou strednou hodnotou.

Pri takomto modeli spravidla postupujeme tak, že

1. z pozorovańı x1, . . . , xn odhadneme trend a sezónnu zložku (tieto odhady označ́ıme T̂ rt a Ŝt),

2. vypoč́ıtame odhad Êt = xt − T̂ rt − Ŝt,

3. nájdeme ARMA (pŕıpadne ARMA-GARCH) model pre {Êt}nt=1,
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4. ak chceme časový rad predikovat’, tak na predikciu v čase n + k (k > 0) môžeme použit’

X̂n+k = T̂ rn+k + Ŝn+k + Ên+k.

Výhodou takéhoto pŕıstupu je, že lepšie ,,vid́ıme” do štruktúry časového radu - napŕıklad ak pre
denné tržby obchodu vypoč́ıtame

T̂ rt = 1000 + 5t

a konkrétne hodnoty Ŝpondelok, Ŝutorok, . . . Ŝnedela (zodpovedajúce napr. hodnotám Ŝ1, . . . , Ŝ7 - ak
t = 1 zodpovedá pondelku), vieme z toho vyč́ıtat’, že v priemere tržby stúpajú o 5 EUR za deň a
takisto sa vieme niečo dozvediet’ o správańı zákaznikov v jednotlivých dňoch (napŕıklad, že v nedel’u

nakupujú menej ako v sobotu, lebo Ŝsobota > Ŝnedela) - takéto informácie by sa zo SARIMA modelu

dostávali t’ažko. Nevýhodou je, že odhady môžu byt’ nepresneǰsie (napŕıklad Ên+k je iba ,,odhad z
odhadu”, pretože skutočné hodnoty E1, . . . , En nepoznáme, máme iba ich odhady), nehovoriac o
intervaloch spol’ahlivosti (ak sa do nich vôbec pust́ıme - niekedy to ani nemá zmysel).

V d’aľśıch podkapitolách si stručne povieme o odhadovańı Trt a St. (Postupy sú celkom in-
tuit́ıvne, takže nepôjdeme vel’mi do h́lbky. Koho by to náhodou zauj́ımalo detailneǰsie, tak uč́ım aj
manažérsky predmet Analýza časových radov, kde tieto veci uč́ım podrobneǰsie - poznámky možno
nájst’ na http://www.iam.fmph.uniba.sk/ospm/Kovac/Materialy/ACR_Poznamky.pdf).

Regresný pŕıstup

Predpokladajme, že trend sa dá zaṕısat’ ako

Trt =
m∑
i=0

βifi(t), (5.4)

kde f0, . . . , fm sú známe funkcie a β0, . . . , βm neznáme parametre. Potom (5.3) vieme zaṕısat’ v tvare

Xt = β0f0(t) + . . .+ βmfm(t) + S1z1t + S2z2t + . . .+ Spzpt + Et, (5.5)

kde pre j = 1, . . . , p je

zjt =

{
1 ak čas t zodpovedá j-temu sezónnemu obdobiu,

0 inak.
(5.6)

Napŕıklad ak predpokladáme lineárny trend pri kvartálnych dátach, tak f0(t) = 1 a f1(t) = t, čiže
môžeme ṕısat’

Xt = β0 + β1t+ S1z1t + . . .+ S4z4t + Et, (5.7)

kde pre j = 1, 2, 3, 4 je

zjt =

{
1 ak čas t zodpovedá j-temu kvartálu,

0 inak.
(5.8)

Môžeme si všimnút’, že model (5.5) (a teda aj model (5.7)) je zbytočne preparametrizovaný, pretože
predpokladáme S1 + . . . + Sp = 0, čiže napŕıklad S1 vieme vyjadrit’ ako −(S2 + S3 + . . . + Sp).
Model (5.5) vieme tým pádom zjednodušit’ na

Xt =
m∑
i=0

βifi(t)− (S2 + . . .+ Sp)z1t + S2z2t + . . . Spzpt + Et

=
m∑
i=0

βifi(t) +

p∑
j=2

Sj(zjt − z1t) + Et,
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čo je lineárny model s parametrami (β0, . . . , βm, S2, S3, . . . , Sp). Bez ujmy na všeobecnosti predpo-
kladajme, že čas t = 1 zodpovedá prvému sezónnemu obdobiu (čiže z11 = 1 a z21 = . . . = zp1 = 0)
a čas t = n zase p−temu obdobiu - maticovo potom vieme tento model zaṕısat’ ako

X1

X2

X3
...
Xp

Xp+1
...
Xn


︸ ︷︷ ︸

X

=



f0(1) f1(1) . . . fm(1) −1 −1 −1 . . . −1
f0(2) f1(2) . . . fm(2) 1 0 0 . . . 0
f0(3) f1(3) . . . fm(3) 0 1 0 . . . 0

...
... . . .

...
...

...
... . . .

...
f0(p) f1(p) . . . fm(p) 0 0 0 . . . 1

f0(p+ 1) f1(p+ 1) . . . fm(p+ 1) −1 −1 −1 . . . −1
...

... . . .
...

...
...

... . . .
...

f0(n) f1(n) . . . fm(n) 0 0 0 . . . 1


︸ ︷︷ ︸

F



β0
...
βm
S2
...
Sp


+



E1

E2

E3
...
Ep
Ep+1

...
En


,

(5.9)
takže odhad parametrov metódov najmenš́ıch štvorcov nájdeme ako (F>F )−1F>x (x je realizácia
X, čiže dáta) - tento odhad je nevychýlený a za istých celkom splnitel’ných podmienok aj konzis-

tentný. Odhad Ŝ1 potom dopoč́ıtame ako −(Ŝ2 + . . . + Ŝp). Ak náhodou Et ∼ iid N(0, σ2), tak

vieme robit’ aj testy, intervaly spol’ahlivosti a podobne. Ak Et túto podmienku nesṕlňa, teoreticky
nevid́ım dôvod nepoužit’ rovnaký postup ako v predchádzajúcej časti (,,Regresia v časových ra-
doch”). Prakticky som sa s tým v učebniciach/prednáškach nestretol, takže možno je tam nejaký
problém - ak by ho náhodou niekto vedel, budem rád, ked’ mi to povie.

Jednoduchý pŕıstup

Niekedy sa trend nedá (resp. nie je úplne rozumné ho) zaṕısat’ ako v (5.4), napŕıklad preto, že trend
meńı v čase svoj charakter. V takom pŕıpade môžeme trend odhadnút’ pomocou takzvaných ḱlzavých
priemerov (po anglicky ,,moving average” - pozor, toto nemá nič spoločné s MA(q) procesmi (teda
okrem názvu)). V pŕıpade, že d́lžka periódy p je nepárna, zvykne sa použit’, takzvaný jednoduchý
ḱlzavý priemer širky p, ktorý je tvaru

T̂ rt =
1

p

(
xt− p−1

2
+ xt− p−1

2
+1 + . . .+ xt + . . .+ xt+ p−1

2
−1 + xt+ p−1

2

)
, (5.10)

napr. ak p = 7 (napr. pri denných dátach), tak

T̂ rt =
1

p
(xt−3 + xt−2 + xt−1 + xt + xt+1 + xt+2 + xt+3)

(pri denných dátach by to bol priemer z celého týždňa (z okolitých dńı)). Ak p je párne, zvykne sa
použit’ takzvaný centrovaný ḱlzavý priemer, ktorý je tvaru

T̂ rt =
1

2p

(
xt− p

2
+ 2xt− p

2
+1 + . . .+ 2xt+ p

2
−1 + xt+ p

2

)
, (5.11)

napr. ak p = 4, tak

T̂ rt =
1

8
(xt−2 + 2xt−1 + 2xt + 2xt+1 + xt+2).

Týmto samozrejme nevieme vyriešit’ okrajové body - napr. pri p = 4 nevieme takto vypoč́ıtat’

T̂ r1, T̂ r2, T̂ rn−1 a T̂ rn, pretože nemáme hodnoty x−1, x0, xn+1 a xn+2. Teoreticky existuje spôsob
ako rozumne nájst’ odhady pre tieto hodnoty, prakticky sa tieto hodnoty vynechávajú. Sezonalitu
potom odhadneme nasledovne:

1. Polož́ıme

S̃1 =
1

|A1|
∑
t∈A1

(
xt − T̂ rt

)
,
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kde A1 = {t zodpovedajúce prvému časovému obdobiu, pre ktoré máme k dispoźıcii hodnotu

xt − T̂ rt}. Napŕıklad ak máme mesačné dáta od januára 2001 (t = 1) do decembra 2010

(t = 120), tak ,,januárové časy” sú t = 1, 13, 25, . . . , 109, pričom T̂ r1 nemáme k dispoźıcii,

takže v tomto pŕıpade má množina A1 tvar A1 = {13, 25, . . . , 109} a S̃ je aritmetický priemer

hodnôt x13 − T̂ r13, x25 − T̂ r25, . . . , x109 − T̂ r109. Analogicky vypoč́ıtame aj S̃2, . . . S̃p.

2. Znormujeme tieto hodnoty aby súčet bol 0 takým spôsobom, že pre i = 1, 2, . . . , p polož́ıme

Ŝi = S̃i −
1

p

p∑
j=1

S̃j. (5.12)

V pŕıpade, že by sme chceli predikovat’ hodnotyXn+1, . . . , Xn+k pre nejaké k > 0, potrebovali by sme

aj hodnoty T̂ rn+1, . . . , T̂ rn+k, ktoré nám ale metóda ḱlzavých priemerov neposkytuje (teoreticky sa
nejaké krátkodobé predpovede dajú zostrojit’, prakticky nie sú úplne dobré a až tak sa nepouž́ıvajú).
Akýsi heuristický pŕıstup, ktorý sa dá v takomto pŕıpade použit’ je

1. zobrat’ posledných k bodov trendu, ktorých odhady máme (t.j. T̂ rs, T̂ rs−1, . . . , T̂ rs−k+1, kde
s označuje posledný bod trendu, ktorý máme odhadnutý),

2. nájst’ k týmto bodom metódou najmenš́ıch štvorcov priamku β̂0 + β̂1t,

3. pre j = 1, . . . , k odhadnút’ Trn+j ako f(n+ j), kde f je dané ako

f(t) = (t− s)β̂1 + T̂ rs, (5.13)

teda je to priamka, ktorá sa ,,napája” na náš odhad trendu (v bode s má hodnotu T̂ rs) a má

sklon β̂1.

Jednoduché exponenciálne vyrovnávanie4

Opät’ ide o heuristickú metódu, takže často tu budú ,,vol’neǰsie” tvrdenia/odvodenia a ak vás
náhodou napadne otázka ,,Prečo toto rob́ıme práve takto?”, tak odpoved’ je spravidla ,,Lebo sa
ukázalo, že to dobre funguje.”. V literatúre sa väčšinou uvádza iba finálny algoritmus na výpočet
odhadov, tu skúsime uviest’, čo sa za tým algoritmom teoreticky dá hl’adat’. V tejto časti predpo-
kladáme, že nemáme sezónnost’ a trend je približne konštanta, t.j. Tr ≈ β0 - ,,približne” v takom
zmysle, že s meniacim časom sa môže táto konštanta (trochu) menit’. Odhad tejto konštanty v čase t
(budeme ho označovat’ at) nájdeme použit́ım všetkých doteraǰśıch hodnôt minimalizáciou výrazu

gt(β0) ≡ (xt−β0)2 +(1−α)(xt−1−β0)2 +(1−α)2(xt−2−β0)2 + . . . =
∞∑
j=0

(1−α)j(xt−j−β0)2, (5.14)

t.j. váženou metódou najmenš́ıch štvorcov, pričom váhy exponenciálne klesajú smerom do minulosti
(α ∈ (0, 1) je parameter tejto metódy - č́ım staršie pozorovanie, tým menš́ı vplyv má na odhad β0).
Pozornému čitatel’ovi iste neušlo, že sme použili naozaj všetky doteraǰsie hodnoty - dokonca aj
tie, ktoré reálne nemáme (x0, x−1, . . .) - v teoretických úvahách je ale ,,kraǰsie” (a jednoduchšie)
pracovat’ s týmito hodnotami a to, že ich nemáme riešit’ až po odvodeńı.

Pomocou derivácie by sa l’ahko ukázalo, že

at =
∞∑
j=0

α(1− α)jxt−j, (5.15)

4Namiesto ,,vyrovnávanie” sa použ́ıva aj ,,zhladzovanie”, pŕıpadne ,,vyhladzovanie”.
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čiže ide o vážený priemer (váhy v súčte dávajú 1) hodnôt xt, xt−1, xt−2, . . .. Môžeme si všimnút’, že

at =
∞∑
j=0

α(1− α)jxt−j = αxt +
∞∑
j=1

α(1− α)jxt−j = |substitúcia j = k + 1|

= αxt + (1− α)
∞∑
k=0

α(1− α)kxt−1−k = αxt + (1− α)at−1,

čiže at môžeme vel’mi jednoducho poč́ıtat’ rekurentne - v podstate odhad β0 ,,aktualizujeme” po-
mocou predchádzajúceho odhadu at−1 a aktuálnej hodnoty xt. Jediné, čo nám chýba je nejaké
začiatočné a1, na ktorého výpočet by sme ale potrebovali hodnoty x0, x−1, x−2, . . .. V praxi sa to
rieši tak, že za a1 sa polož́ı x1 (ale sú aj iné metódy, napŕıklad zobrat’ priemer prvých niekol’ko
hodnôt).

Za odhad X̂n
n+k (=odhad Xn+k pomocou hodnôt x1, . . . , xn) sa potom zoberie najaktuálneǰsia

hodnota, ktorú máme, t.j. an. V čase t = 2, . . . , n vieme vypoč́ıtat’ aj chybu predickie

εt = xt − X̂t

t−1
= xt − at−1. (5.16)

Parameter α sa potom voĺı tak, aby súčet štvorcov týchto chýb bol čo najmenš́ı.

Dvojité exponenciálne vyrovnávanie

Idea je v podstate taká istá ako v predchádzajúcom pŕıpade - opät’ nemáme sezonalitu, jedine o
trende tentokrát predpokladáme, že je približne priamka, t.j. Trt ≈ β0 + β1t, kde β0, β1 sa v čase
,,vyv́ıja”. Všetky odvodenia by boli analogické, takže uvedieme len ,,kuchársky postup”.

• Polož́ıme s
[1]
1 ≡ x1 a s

[2]
1 ≡ x1 (to budú akési pomocné premenné).

• Pre t = 2, . . . , n polož́ıme

s
[1]
t = αxt + (1− α)s

[1]
t−1

s
[2]
t = αs

[1]
t + (1− α)s

[2]
t−1.

• Odhad trendu v čase t je potom T̂ rt = 2s
[1]
t − s

[2]
t .

• Odhad X̂n
n+k dostaneme ako

X̂n
n+k = 2s[1]

n − s[2]
n +

α

1− α
(
s[1]
n − s[2]

n

)
· k, (5.17)

špeciálne X̂ t−1
t = 2s

[1]
t−1 − s

[2]
t−1 + α

1−α

(
s

[1]
t−1 − s

[2]
t−1

)
- to potrebujeme na výpočet predikčných

chýb
εt = xt − X̂ t−1

t (5.18)

pre t = 2, . . . , n.

• Parameter α zvoĺıme tak, aby súčet štvorcov predikčných chýb bol čo najmenš́ı.

Poznámka. Existuje aj trojité exponenciálne vyrovnávanie, idea by bola opät’ rovnaká, len by
sa zobral polynóm druhého stupňa. V praxi ale často dostatočne dobre funguje aj dvojité (aj pri
dátach, ktoré nemajú ,,priamkový tvar” - tým, že koeficienty sa menia, tak táto metóda sa vie
adaptovat’ aj komplikovaneǰsie funkcie, rovnako aj na zmeny charakteru v dátach).
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Dvojité exponenciálne vyrovnávanie - iná verzia5

Existuje aj druhá verzia exponenciálneho vyrovnávania - idea je podobná, avšak ,,aktualizácia”
koeficientov prebieha trochu iným spôsobom - algoritmus prebieha nasledovne:

• Polož́ıme a2 ≡ x2 a b2 = x2 − x1.

• Pre t = 3, . . . , n polož́ıme

at = αxt + (1− α)(at−1 + bt−1)

bt = β(at − at−1) + (1− β)bt−1,

kde α, β ∈ (0, 1) sú parametre. Môžeme si to predstavit’ tak, že v čase t−1 predpokladáme, že
trend má tvar priamky prechádzajúcej bodom at−1 so sklonom bt−1. Očakávaná hodnota v čase
t by potom bola at−1 + bt−1 - to potom ,,vyvážime” hodnotou xt, čiže skutočnou hodnotou v
čase t - z toho vzorec pre at. Ak už máme at, tak ,,skutočný” sklon trendu v bode t je pri tomto
pohl’ade at − at−1 - ten zase ,,vyvážime” predchádzajúcim sklonom bt−1, pričom použijeme
iné váhy. Technicky to teda pripomı́na jednoduché exponenciálne vyrovnávanie, kde sme mali
at = αxt + (1− α)at−1, čiže tiež sme mali vážený priemer očakávanej a skutočnej hodnoty.

• Odhad trendu v čase t je T̂ rt = at.

• Predikciu v čase n+ k dostaneme ako X̂n
n+k = an + kbn.

• Parametre α, β dostaneme minimalizáciou sumy štvorcov predikčných chýb.

Holt-Wintersova metóda

Ide o zovšeobecnenie predchádzajúcej metódy s tým rozdielom, že sa okrem ,,lokálne priamkového
trendu” predpokladá aj sezonalita. Okrem priamkových koeficientov at a bt sa teda pridá aj koefi-
cient st pre sezonalitu. Koeficienty aktualizujeme podl’a predpisov

at = α(xt − st−p) + (1− α)(at−1 + bt−1)

bt = β(at − at−1) + (1− β)bt−1

st = γ(xt − at) + (1− γ)st−p,

kde α, β, γ ∈ [0, 1] sú parametre. Koeficienty at a bt prepoč́ıtavame v podstate rovnako ako
v predchádzajúcej metóde, jediný rozdiel je, že namiesto xt použijeme hodnotu xt − st−p (čiže
ju ,,očist́ıme” od sezónneho vplyvu). Hodnotu st aktualizujeme analogicky, čiže vážený priemer
predchádzajúcej sezónnej hodnoty (preto je tam st−p) a ,,aktuálnej” sezónnej hodnoty xt − at
(skutočná hodnota mı́nus odhad trendu v čase t). Na prepočet koeficientov potrebujeme aj nejaké
štartovacie hodnoty a0, b0, s0, s−1, . . . , s−p+1 - tie môžeme zobrat’ napŕıklad tak, že na všetky dáta
použijeme ,,regresný pŕıstup” (vid’ niekol’ko strán dozadu) pričom trend zaṕı̌seme ako priamku
(R-ko to rob́ı tak, že na a0, b0 sprav́ı iba obyčajnú priamkovú regresiu a s0, s−1, . . . s−p zoberie ako
odhady z ,,jednoduchého pŕıstupu”).

Ako už bolo naznačené, odhad trendu je v tejto metóde at, čiže ,,fitovaná” hodnota časového
radu je at + st. Odhad X̂n

n+k źıskame ako

X̂n
n+k = an + kbn + sn+k−lp, (5.19)

kde l je najmenšie prirodzené č́ıslo, pre ktoré plat́ı n+k− lp < n (napr. ak rob́ıme predikciu pre ne-
jakú februárovú hodnotu, tak sn+k−pl bude posledná februárová hodnota, ktorú máme vypoč́ıtanú).
Parametre α, β, γ opät’ odhadujeme minimalizáciou súčtu štvorcov predikčných chýb.

5Táto je použ́ıvaneǰsia.
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Stručne k multiplikat́ıvnym modelom

Doteraz sme predpokladali, že plat́ı adit́ıvny model

Xt = Trt + St + Et. (5.20)

Niekedy ale lepšie popisuje dáta takzvaný multiplikat́ıvny model

Xt = Trt · St · Et. (5.21)

Dá sa to rozoznat’ napŕıklad tak, že ,,sezónne výkyvy” nie sú približne konštantné, ale výrazneǰsie
sa menia - porovnaj napr. Obr. 9 a Obr. 10 - v prvom z nich sú tieto odchýlky približne konštantné,
v druhom zjavne narastajú. V takejto situácii je najjednoduchš́ım (a často postačujúcim) riešeńım
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dáta zlogaritmovat’ - tým dostaneme opät’ adit́ıvny model (len s inými dátami)

lnXt = lnTrt + lnSt + lnEt. (5.22)

V pŕıpade, že takúto operáciu spravit’ nechceme (alebo nevieme kvôli záporným č́ıslam), existujú
multiplikat́ıvne alternat́ıvy k vyššie spomenutým metódam - spomenieme aspoň multiplikat́ıvnu
Holt-Wintersovu metódu. Ideovo funguje úplne tak isto, rozdiely sú jedine

• v prepočte parametrov

at = α
xt
st−p

+ (1− α)(at−1 + bt−1)

bt = β(at − at−1) + (1− β)bt−1

st = γ
xt
at

+ (1− γ)st−p,

• v odhade X̂n
n+k, ktorý je v tomto pŕıpade daný predpisom

X̂n
n+k = (an + kbn)sn+k−lp, (5.23)

kde l je rovnaké ako v adit́ıvnej verzii.
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6 Spektrálna analýza

Počas tohto a aj minulého semestra sme sa viackrát stretli s dátami, ktoré mali periodický charakter.
Typickým pŕıkladom boli napŕıklad dáta AirPassengers (vid’ Obr. 11), kde zjavne vid́ıme, že
každých 12 mesiacov je v časovom rade vel’mi podobný (takmer rovnaký) vzor. V tomto pŕıklade
je periodické opakovanie očividné, avšak v praxi sa často môžeme stretnút’ aj s dátami, kde śıce
,,ćıtime”, že nejaká periodicita tam je, avšak na prvý pohl’ad nie je zjavný ani opakujúci sa vzor a
niekedy ani d́lžka cyklu (tú často iba ,,tuš́ıme” z typu dát - napŕıklad 12 pri mesačných dátach a
podobne) - vid’ napr. dáta na Obr. 12 (v R-ku sú dáta v baĺıčku astsa uložené do premennej rec -
dáta súvisia s mesačným počtom ,,pŕırastkov” rýb, nejaké d’aľsie informácie sa v R-ku dajú źıskat’

cez pŕıkaz ?rec).
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Dôvodom tejto nejasnosti môže byt’ jednak väčšia náhodnost’ (väčš́ı šum), ale aj to, že v dátach
sú nejakým spôsobom pokombinované cykly rôznych dl’̌zok. V dátach z Obr. 12 sa napŕıklad pri istej
miere prižmúrenia oč́ı a autosugescie dajú vidiet’ podobné vzory každých 12 mesiacov, vid’ Obr. 13
- vo väčšine ,,okienok” môžeme pozorovat’ ,,v-čkový” tvar (najprv pokles, potom rast). Všetko je
samozrejme výrazne poznačené náhodnost’ou, takže vel’kost’ a tvar tohto vzoru sa v jednotlivých
výsekoch ĺı̌śı, niekde dokonca ani nie je. Istá forma periodicity sa dá ale vidiet’ napŕıklad aj pri
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každom približne dvadsiatom ôsmom mesiaci, vid’ Obr. 14. Opät’ treba výrazne ,,prižmúrit’ oči”,
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ale napŕıklad v druhom a štvrtom výseku vidno podobný vzor, ktorý sa dá v zmenšených a mierne
deformovaných podobách nájst’ aj vo viacerých d’aľśıch výsekoch.
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Obr. 14

Tieto dáta by sa iste dali ,,rozsekat’” aj na iné š́ırky ako dve vyššie spomenuté a možno by sme v
niektorých pŕıpadoch opät’ videli čiastočne opakujúce sa vzory - v niektorých možno lepšie, v iných
zase horšie. Určovat’ to ale iba z obrázka je ale takmer čisto subjekt́ıvne - na to, aby sme napŕıklad
vedeli porovnat’, či lepšie periodicitu opisuje delenie na Obr. 13, alebo je lepšie delenie z Obr. 14,
potrebujeme nejaký objekt́ıvny nástroj, ktorý vhodne kvantifikuje ako vel’mi sa cyklus danej d́lžky
v časovom rade vyskytuje - na to slúži práve spektrálna analýza6.

V spektrálnej analýze sa śıce namiesto d́lžok cyklov pracuje s frekvenciami, ale je to v podstate
ekvivalentná informácia - napŕıklad ak máme frekvenciu 4 cykly za rok, tak z toho vieme, že d́lžka
jedného cyklu je 1

frekvencia
= 1

4
roka a naopak, ak sa niečo opakuje napŕıklad v pät’ročných cykloch,

tak cykly majú frekvenciu 1
5

= 0.2 cyklu za rok. V súvislosti so spektrálnou analýzou sa použ́ıva
aj výraz ,,frequency domain (time-series) analysis” (slušný preklad nepoznám), naopak to, čomu
sme sa venovali doteraz (SARIMA modely, (G)ARCH, regresia, dekompoźıcia) sa spája s výrazom
,,time domain analysis” - čiže doteraz nás zauj́ımalo skôr to, čo sa deje ,,v čase”, v spektrálnej
analýze nás zauj́ıma skôr to, čo sa deje ,,vo frekvenciách”. Tieto veci sú samozrejme previazané,
ide tu skôr o iný pohl’ad na vec.

Okrem toho, že spektrálna analýza nám vie pomôct’ v ,,odhal’ovańı” periodickej štruktúry (napr.
ak nevieme, aké s zvolit’ v SARIMA(p, d, q)×(P,D,Q)s modeli), v niektorých oblastiach (napŕıklad
pri analyzovańı zvukových signálov) nás môžu frekvencie zauj́ımat’ viac ako samotné hodnoty
časového radu - napŕıklad podl’a toho, v akých frekvenciách ,,huč́ı” elektrický motor sa dá po-
tenciálne zistit’, či je pokazený; v hudbe zase frekvencie určujú výšku tónu; skúmanie frekvencíı má
využitie aj pri rozpoznávańı reči.

Základným nástrojom v spektrálnej analýze sú funkcie kośınus a śınus. Najskôr zopár poznámok
na pripomenutie, respekt́ıve ujasnenie si niektorých faktov.

1. Funkcia cos t má periódu 2π (časových jednotiek), t.j. frekvenciu 1
2π

za jednotku času. Z toho
l’ahko odvod́ıme, že pre nejaké č́ıslo k > 0 má funkcia cos(kt) periódu 2π

k
(teda frekvenciu

k
2π

), špeciálne pre nejaké λ > 0 má funkcia cos(2πλt) periódu 1
λ
, t.j. frekvenciu λ. Rovnaké

plat́ı aj pre funkciu sin(2πλt) - s takýmito funkciami budeme najčasteǰsie pracovat’, ked’že
v nich je jasne vyjadrená frekvencia funkcie. Z matematického hl’adiska môžeme pripustit’

aj záporné hodnoty λ (v teoretických výpočtoch to pomôže, v praktických to v konečnom
dôsledku ,,neuškod́ı”).

6Toto je samozrejme trochu zjednodušený pohl’ad, ale pre začiatok je dobré mat’ takúto predstavu.
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2. Tým, že časový rad pozorujeme iba v diskrétnych časoch t ∈ Z, nie sme schopńı pozorovat’

frekvencie väčšie ako 1
2

(alebo inými slovami - aby malo pre nás zmysel v diskrétnom čase

hovorit’ o cykle, muśı mat’ cyklus d́lžku aspoň 2). Napŕıklad periodická funkcia na Obr. 15
má frekvenciu 1, avšak v diskrétnom čase vid́ıme iba červené body, čiže konštantnú hodnotu
- nemá teda zmysel hovorit’ o cykle. Podobne na Obr. 16 je periodická funkcia s frekvenciou
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3
4
, avšak reálne vid́ıme iba červené body (opakujúce sa každý štvrtý časový okamih), čo

vieme identifikovat’ iba ako funkciu s frekvenciou 1
4

(d́lžka cyklu 4 - vid’ Obr. 17). Do tých
červených bodov by sme si samozrejme vedeli predstavit’ aj periodickú funkciu s frekvenciou
3
4

- problém je, že rovnako by sme tam vedeli ,,napasovat’” aj funkciu s frekvenciou 6
4
, 9

4
, . . .

- z tohto hl’adiska je ,,férové” nepredstavovat’ si k tým bodom cykly navyše. V časových
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Obr. 17

radoch budeme teda pracovat’ iba s hodnotami λ ∈
[
−1

2
, 1

2

]
. V pŕıpade, že by sme mali

náhodný proces so spojitým časom, sme schopńı pozorovat’ l’ubovol’né frekvencie, t.j. má
zmysel uvažovat’ λ ∈ (−∞,∞). Vo väčšine teoretických odvodeńı nám je jedno, či máme
časový rad, alebo náhodný proces so spojitým časom - jediný rozdiel bude práve v týchto
hraniciach pre λ. Kto teda chce, môže si v nasledovnom namiesto ,,časový rad” predstavovat’

,,náhodný proces so spojitým časom”.
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3. Ohraničenie λ ∈
[
−1

2
, 1

2

]
sa viaže na najmenšiu jednotku času, ktorú pozorujeme - preto ak

máme napŕıklad mesačné dáta, tak je v poriadku hovorit’ o frekvencii 4 (> 1
2
) cykly za rok,

lebo vzhl’adom na mesiace je táto frekvencia λ = 1
3
≤ 1

2
.

4. V literatúre sa často namiesto cos(2πλt) a sin(2πλt) pracuje s funkciami cos(λt) a sin(λt)
(a λ sa potom berie z intervalu [−π, π]) - v matematických odvodeniach to nesprav́ı žiaden
významný rozdiel, ale λ má v tomto pŕıpade iný význam (už to nie je frekvencia cyklov za
jednotku času, ale za 2π jednotiek času) - my ostaneme pri cos(2πλt) a sin(2πλt) (- to len
pre istotu, kebyže na niečo také naraźıte).

Časové rady s diskrétnym spektrom

V úvode sme spomı́nali, že v časových radoch sú často pokombinované cykly rôznej d́lžky - pre
predstavu, ako takéto pokombinovanie môže vyzerat’ uvažujme najprv model

Xt =
2∑
j=1

(Aj cos(2πλjt) +Bj sin(2πλjt)), (6.1)

kde Aj, Bj, j = 1, 2 sú náhodné premenné, pre ktoré plat́ı

• E(Aj) = E(Bj) = 0 pre j = 1, 2,

• D(Aj) = D(Bj) pre j = 1, 2, túto hodnotu označ́ıme σ2
j ,

• všetky náhodné premenné sú navzájom nekorelované, t.j. E(A1A2) = E(B1B2) = E(A1B2) =
E(B1A2) = 0 (stač́ı stredná hodnota súčinu, lebo vo všeobecnosti Cov(A,B) = E(AB) −
E(A)E(B), pričom u nás je druhý člen nulový).

Okrem toho predpokladáme, že λ1 6= λ2. Nezaškod́ı uvedomit’ si, že funkcia

Aj cos 2πλjt+Bj sin 2πλjt

je periodická s frekvenciou λj bez ohl’adu na to, aké je Aj, Bj - v konečnom dôsledku je teda
funkcia v (6.1) súčet dvoch periodických funkcii s rôznymi frekvenciami - občas sa tomu povie, že
má ,,kvázi-periodický charakter”. Pre strednú hodnotu takéhoto procesu zjavne plat́ı E(Xt) = 0.
Pre autokovariančnú funkciu máme

γ(t, t+ h) = Cov(Xt, Xt+h) = E(XtXt+h)− E(Xt)E(Xt+h) = E(XtXt+h) = |nekorelovanost’| =

=
2∑
j=1

(
E(A2

j) cos(2πλjt) cos(2πλj(t+ h)) + E(B2
j ) sin(2πλjt) sin(2πλj(t+ h))

)
=

= |lebo E(A2
j) = E(B2

j ) = σ2
j | =

=
2∑
j=1

σ2
j (cos(2πλjt) cos(2πλj(t+ h)) + sin(2πλjt) sin(2πλj(t+ h))) =

= |goniometrický vzorec (kośınus rozdielu uhlov)| =

=
2∑
j=1

σ2
j cos(2πλj(t− (t+ h))) =

2∑
j=1

σ2
j cos(2πλj(−h)) =

2∑
j=1

σ2
j cos(2πλjh)

(posledná rovnost’, lebo kośınus je párna funkcia). Vid́ıme, že táto funkcia záviśı iba od h, takže X·
je stacionárny proces s autokovariančnou funkciou

γ(h) =
2∑
j=1

σ2
j cos(2πλjh). (6.2)
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Obr. 18

t0 1

λ1

2

λ1
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λ1

4

λ1

σ1
2

σ2
2

Obr. 19

Môžeme si všimnút’, že funkcia σ2
j cos(2πλjh) je opät’ periodická s frekvenciou λj, t.j. periódou 1

λj

(vid’ Obr. 18) a autokovariančná funkcia je súčet dvoch periodických funkcii.
Ak by platilo, že σ2

1 � σ2
2 (výrazne väčšie), tak v autokovariančnej funkcii sa najviac ,,prejav́ı”

funkcia σ2
1 cos(2πλ1h), ktorá nadobúda maximá pre h = 1

λ1
, 2
λ1
, 3
λ1
, . . . (vid’ Obr. 19 - modrou je

zobrazená funkcia σ2
1 cos(2πλ1h) a červenou σ2

2 cos(2πλ2h); zelenou je zobrazený ich súčet, t.j. γ(h)).
Kovariancia (a teda aj korelácia) medzi bodmi vzdialenými o násobky 1

λ1
bude teda vysoká, čo

spôsob́ı, že v časovom rade (6.1) budeme pravdedpobone vidiet’ nejakú periodicitu s frekvenciou
λ1. Naopak, ak σ2

1 � σ2
2, prejav́ı sa skôr periodicita s frekvenciou λ2. Ak σ2

1 ≈ σ2
2, tak sa môže

stat’ (aj v závislosti od λ1, λ2), že v nejakej miere uvid́ıme obidve frekvencie, ale aj to, že funkcie
σ2

1 cos(2πλ1h) a σ2
2 cos(2πλ2h) pôjdu ,,proti sebe” (čiastočne sa budú vynulovávat’) a konkrétna

periodicita sa bude hl’adat’ t’ažšie.
Časový rad (6.1), výpočet jeho autokovariančnej funkcie a aj hlavnú ideu by sme pre nejaké

prirodzené č́ıslo l (za nejakých podmienok aj l =∞) l’ahko vedeli zovšeobecnit’ na pŕıpad

Xt =
l∑

j=1

(Aj cos(2πλjt) +Bj sin(2πλjt)) (6.3)

(stredné hodnoty, disperzie, nekorelovanost’ by bola rovnaká ako v (6.1)), ktorý by mal kovariančnú
funkciu

γ(h) =
l∑

j=1

σ2
j cos(2πλjh). (6.4)

Pre správanie takéhoto časového radu sú opät’ kl’́učové hodnoty λ1, . . . , λl a σ2
1, . . . , σ

2
l . V takomto

pŕıpade hovoŕıme, že časový rad (6.3) má konečné (diskrétne) spektrum {λ1, . . . , λl}.
Časom ukážeme, že každý stacionárny proces vieme zaṕısat’ analogicky ako v (6.3) - väčšinou

nám ale nebude stačit’ diskrétne spektrum (budeme potrebovat’ spojité) a namiesto sumy budeme
potrebovat’ nejaký integrál.

Spektrálna distribučná funkcia

Aby sme v dlhodobom horizonte lepšie pochopili prechod k spojitému spektru, pod’me ešte poup-
ravovat’ výrazy (6.3) a (6.4) do trochu inej podoby. V komplexných č́ıslach plat́ı, že

e2πiλt = cos(2πλt) + i sin(2πλt),
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z čoho l’ahko vieme vyjadrit’

cos(2πλt) =
e2πiλt + e−2πiλt

2
,

sin(2πλt) =
e2πiλt − e−2πiλt

2i
.

Po dosadeńı do (6.3) dostaneme

Xt =
l∑

j=1

(Aj cos(2πλjt) +Bj sin(2πλjt)) =
l∑

j=1

(
Aj

e2πiλjt + e−2πiλjt

2
+Bj

e2πiλjt − e−2πiλjt

2i

)
=

=
l∑

j=1

(
e2πiλjt

(
Aj
2
− iBj

2

)
+ e−2πiλjt

(
Aj
2

+ i
Bj

2

))
,

kde sme využili, že 1
i

= −i. Ak pre j = 1, . . . , l polož́ıme Zj ≡ Aj
2
− iBj

2
, Z−j ≡ Zj =

Aj
2

+ i
Bj
2

a
λ−j ≡ −λj, dostávame vzt’ah

Xt =
l∑

j=−l
j 6=0

Zje
2πiλjt. (6.5)

Môžeme si všimnút’, že Zj sú komplexné náhodné premenné - je možné, že s takýmito ste sa ešte
nestretli, tak aspoň stručne. Ak Z = X + iY (X, Y sú nejaké náhodné premenné), tak

• Z ≡ X − iY (komplexne združená náhodná premenná - rovnako ako v komplexných č́ıslach),

• E(Z) ≡ E(X) + iE(Y ),

• D(Z) ≡ E
(
ZZ
)
− E(Z)E

(
Z
)

= D(X) +D(Y ),

• ak W je nejaká komplexná náhodná premenná, tak Cov(W,Z) = E
(
WZ

)
− E(W )E

(
Z
)
.

V našom pŕıpade

• E(Zj) = E
(
Aj
2
− iBj

2

)
= 1

2
E(Aj)− i

2
E(Bj) = 0 pre j = 1, . . . , l a pre záporné j analogicky,

• D(Zj) = D
(
Aj
2

)
+ D

(
−Bj

2

)
= 1

4
D(Aj) + 1

4
D(Bj) =

σ2
j

2
, pre j = ±1, . . . ,±l, pričom sme

položili σ2
−j ≡ σ2

j ,

• pre |j| 6= |k| máme Cov(Zj, Zk) = E
(
ZjZk

)
− E(Zj)E

(
Zk

)
= E

(
ZjZk

)
= 0 (lebo by sme

dostali nejakú lineárnu kombináciu hodnôt E(AjAk), E(AjBk), E(AkBj), E(BjBk), ktoré sú
všetky nulové),

• špeciálne

E
(
ZjZ−j

)
= E(ZjZj) = E

((
1

2
Aj − i

1

2
Bj

)2
)

= E

(
1

4
A2
j − i

1

2
AjBj + i2

1

4
B2
j

)
=

=
1

4
E(A2

j)−
1

2
E(AjBj)−

1

4
E(B2

j ) =
1

4
σ2
j −

1

4
σ2
j = 0.
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Podobne vieme vzt’ah (6.4) zaṕısat’ ako

γ(h) =
l∑

j=1

σ2
j cos(2πλjh) =

l∑
j=−l
j 6=0

σ2
j

2
cos(2πλjh) (lebo cos(2πλjh) = cos(−2πλjh) = cos(2πλ−jh))

=
l∑

j=−l
j 6=0

σ2
j

2
(cos(2πλjh) + i sin(2πλjh)) (śınus je nepárna, takže sin(2πλjh) + sin(2πλ−jh) = 0)

=
l∑

j=−l
j 6=0

σ2
j

2
e2πiλjh.

To sa dá zaṕısat’ aj ako

γ(h) =
l∑

j=−l
j 6=0

σ2
j

2
e2πiλjh =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλhdF (λ), (6.6)

kde F (λ) je takzvaná spektrálna distribučná funkcia definovaná (v tomto pŕıpade) predpisom

F (λ) =
∑

{j:λj<λ}

σ2
j

2
(6.7)

(o všeobecnom pŕıpade o kúsok neskôr). Ako už aj názov (a predpis a Obr. 20) napovedá, ide o akúsi

λ0 λ1 λ2 λ3 … λn− λ1− λ2− λ3…− λn

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

σ3
2 2

σ2
2 2

σ1
2 2

σ1
2 2

σ2
2 2

σ3
2 2

Obr. 20: Pŕıklad spektrálnej distribučnej funkcie (mod-
rou farbou) za predpokladu 0 < λ1 < λ2 < . . . < λn.

analógiu distribučnej funkcie náhodnej premennej. Ak sme mali diskrétnu náhodnú premennú Y
nadobúdajúcu hodnoty y1 < y2 < . . . s pravdepodobnost’ami p1, p2, . . ., tak jej distribučná funkcia
G(y) = P (Y < y) pre nejaké y ∈ R sa dala ṕısat’ ako

G(y) =
∑
{j:yj<y}

pj,

čiže celková pravdepodobnost’ tých bodov, ktoré sú menšie ako y. Podobne spektrálna distribučná
funkcia v bode λ ∈ R nám hovoŕı, aká je akási celková ,,sila” tých frekvencíı, ktoré sú menšie

32



ako λ. Rovnako ako v časovom rade (6.1), aj tu plat́ı, že č́ım je nejaké σ2
j väčšie, tým skôr sa

prejav́ı periodicita s frekvenciou λj, preto som σ2
j/2 nazval ,,sila” frekvencie λj - inak to nie je

žiadny oficiálny terminus technicus. Spektrálna distribučná funkcia má vel’mi podobné vlastnosti
ako distribučná funkcia náhodnej premennej - je neklesajúca, zl’ava spojitá a F (λ)→ 0 ak λ→ −∞.
Jediný rozdiel je, že pre λ→∞ neplat́ı F (λ)→ 1 , ale

F (λ)→
l∑

j=−l
j 6=0

σ2
j

2
=

l∑
j=1

σ2
j = γ(0).

Ešte pár (väčš́ı pár) slov k výrazu (6.6), resp. k tomu ako sme došli k integrálu

γ(h) =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλhdF (λ).

(Aby neskôr nevznikol pŕılǐs vel’ký chaos v ṕısmenkách, namiesto λ budeme teraz použ́ıvat’ ,,kla-
sické” x). Ide o Riemannov-Stieltjesov integrál, čo je zovšeobecnenie Riemannovho integrálu. Pri-
pomeňme z Matematickej analýzy (2), že ak sme chceli spoč́ıtat’ Riemannov integrál nejakej funkcie
g v hraniciach od −1

2
do 1

2
(čo bola plocha pod funkciou g na intervale

[
−1

2
, 1

2

]
), tak teoretický

postup bol približne nasledovný:

1. Zobrali sme nejaké delenie Dn =
(
−1

2
= x

(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
n = 1

2

)
intervalu

[
−1

2
, 1

2

]
(nie je to

nutné, ale pre jednoduchost’ teraz predpokladajme, že toto delenie je rovnomerné na n − 1
dielikov rovnakej d́lžky).

2. Spoč́ıtali sme výraz
n−1∑
k=1

(
x

(n)
k+1 − x

(n)
k

)
g
(
x

(n)
k

)
,

čiže súčet plôch obd́lžnikov so ,,základňou”
[
x

(n)
k , x

(n)
k+1

]
a výškou g

(
x

(n)
k

)
- vid’ Obr. 21. Č́ım

bolo delenie jemneǰsie (čiže menšie ,,dieliky”, čiže pri rovnomernom deleńı väčšie n), tým
lepšie súčet plôch týchto obd́lžnikov aproximoval skutočnú plochu pod funkciou g.

3. Skutočnú plochu sme teda dostali ako∫ 1
2

− 1
2

g(x)dx = lim
n→∞

n−1∑
k=1

(
x

(n)
k+1 − x

(n)
k

)
g
(
x

(n)
k

)
.

Riemannov-Stieltjesov integrál funguje úplne analogicky, jediný rozdiel je, že v tomto pŕıpade š́ırku

základne
[
x

(n)
k , x

(n)
k+1

]
nemeriame štandardnou Lebesgueovou mierou (čiže ako x

(n)
k+1−x

(n)
k ), ale takz-

vanou F−mierou (mierou danou funkciou F ), čiže ako F
(
x

(n)
k+1

)
−F

(
x

(n)
k

)
. Miera takéhoto inter-

valu môže byt’ aj nulová - stač́ı ak je funkcia F na intervale
[
x

(n)
k , x

(n)
k+1

]
konštantná (záporná byt’

nemôže, lebo F je neklesajúca). Ak je F taká ako na Obr. 20, tak F
(
x

(n)
k+1

)
− F

(
x

(n)
k

)
je nulové

vtedy, ked’ λj < x
(n)
k < x

(n)
k+1 < λj+1 a nenulové vtedy, ked’ x

(n)
k ≤ λj ≤ x

(n)
k+1 pre nejaké j.

Majme dostatočne jemné delenie v takom zmysle, že v každom z intervalov
[
x

(n)
k , x

(n)
k+1

]
je

nanajvýš jedno λj a označme kj ten index, pre ktorý plat́ı λj ∈
[
x

(n)
kj
, x

(n)
kj+1

]
, j = ±1, . . . ,±l.

Potom dostávame, že

n−1∑
k=1

(
F
(
x

(n)
k+1

)
− F

(
x

(n)
k

))
g
(
x

(n)
k

)
=

l∑
j=−l
j 6=0

(
F
(
x

(n)
kj+1

)
− F

(
x

(n)
kj

))
︸ ︷︷ ︸

σ2
j
2

g
(
x

(n)
kj

)
=

l∑
j=−l
j 6=0

σ2
j

2
g
(
x

(n)
kj

)
.
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x1
(n)

=

−0.5

x2
(n) x3

(n) x4
(n) x5

(n) x6
(n) x7

(n) x8
(n) … … xn

(n)

=

0.5

g(x)

Obr. 21: ,,Medzivýpočet” pri Riemannovom integráli.

Zjavne pre n → ∞ plat́ı x
(n)
kj
→ λj (lebo pre n → ∞ ide š́ırka intervalu

[
x

(n)
kj
, x

(n)
kj+1

]
do nuly a

zároveň pre každé n tento interval obsahuje λj), takže pre g(x) = e2πixh dostávame∫ 1
2

− 1
2

e2πixhdF (x) = lim
n→∞

n−1∑
k=1

(
F
(
x

(n)
k+1

)
− F

(
x

(n)
k

))
e2πix

(n)
k h = lim

n→∞

l∑
j=−l
j 6=0

σ2
j

2
e

2πix
(n)
kj
h

=

=
l∑

j=−l
j 6=0

σ2
j

2
e2πiλjh = γ(h).

Poznámka (úplne mimo tohto predmetu, ale škoda to v tomto kontexte nespomenút’). Ak by

F bola distribučná funkcia nejakej náhodnej premennej Y , tak výraz F
(
x

(n)
k+1

)
− F

(
x

(n)
k

)
je to

isté, čo P
(
Y ∈

[
x

(n)
k , x

(n)
k+1

))
. Ak by bola Y diskrétna, nadobúdajúca hodnoty y1, y2, . . . s prav-

depodobnost’ami p1, p2, . . ., tak analogicky ako vyššie by sme pre l’ubovol’nú rozumnú funkciu g
dostali ∫ ∞

−∞
g(y)dF (y) =

∞∑
j=1

pjg(yj) = E(g(Y )).

Špeciálne pre g(y) = y dostávame vzt’ah (s ktorým ste sa už zrejme stretli)

E(Y ) =

∫ ∞
−∞

ydF (y).

Poznámka (k Riemannovmu-Stieltjesovmu integrálu vo všeobecnosti). Ak by mala funkcia F
hustotu f voči Lebesgueovej miere (čiže ,,klasickú” hustotu - naša spektrálna distribučná funkcia

nemala), tak výraz F
(
x

(n)
k+1

)
− F

(
x

(n)
k

)
by sa dal vyjadrit’ ako

∫ x
(n)
k+1

x
(n)
k

f(x)dx
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(to je jednoduchá vlastnost’ hustoty, lebo f je definovaná ako funkcia sṕlňajúca F (x) =
∫ x
−∞ f(x)dx),

a teda Riemann-Stieltjesov integrál vieme ṕısat’ ako∫ 1
2

− 1
2

g(x)dF (x) = lim
n→∞

n−1∑
k=1

(
F
(
x

(n)
k+1

)
− F

(
x

(n)
k

))
g
(
x

(n)
k

)
= lim

n→∞

n−1∑
k=1

∫ x
(n)
k+1

x
(n)
k

f(x)dx · g
(
x

(n)
k

)
=

= lim
n→∞

n−1∑
k=1

∫ x
(n)
k+1

x
(n)
k

f(x)g
(
x

(n)
k

)
dx =

∫ 1
2

− 1
2

f(x)g(x)dx.

Za poslednou rovnost’ou sa ešte skrýva relat́ıvne vel’a roboty7, ale idea je taká, že č́ım väčšie n, tým

sú intervaly
[
x

(n)
k , x

(n)
k+1

]
užšie, teda tým lepšia je aproximácia

∫ x
(n)
k+1

x
(n)
k

f(x)g
(
x

(n)
k

)
dx ≈

∫ x
(n)
k+1

x
(n)
k

f(x)g (x) dx

a z toho už jednoducho∫ x
(n)
2

x
(n)
1

f(x)g(x)dx+

∫ x
(n)
3

x
(n)
2

f(x)g(x)dx+ . . .+

∫ x
(n)
n

x
(n)
n−1

f(x)g(x)dx =

∫ x
(n)
n

x
(n)
1

f(x)g(x)dx =

∫ 1
2

− 1
2

f(x)g(x)dx.

Hranice −1
2

a 1
2

samozrejme možno nahradit’ l’ubovol’nými a, b ∈ R.

Nasledujúca veta hovoŕı, že zápis autokovariančnej funkcie pomocou spektrálnej distribučnej
funkcie a Riemannovho-Stieltjesovho integrálu v (6.6) nie je ,,výsadou” iba špeciálnych časových ra-
dov tvaru (6.3), ale že takto vieme zaṕısat’ autokovariančnú funkciu každého stacionárneho časového
radu.

Veta (+ defińıcia). Nech {Xt}t∈Z je stacionárny časový rad s autokovariančnou funkciou γ(h).
Potom existuje taká neklesajúca, zl’ava spojitá funkcia F , že

γ(h) =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλhdF (λ), (6.8)

pričom plat́ı F (λ) = 0 pre λ ≤ −1
2

a F (λ) = γ(0) pre λ ≥ 1
2
. Rovnosti (6.8) sa hovoŕı spektrálny

rozklad autokovariančnej funkcie a funkciu F nazývame spektrálna distribučná funkcia
časového radu {Xt}t∈Z.

Význam spektrálnej distribučnej funkcie v bode λ ostáva taký istý, t.j. hovoŕı aká je celková
,,sila” frekvencíı menš́ıch ako λ (a F

(
λ(2)
)
− F

(
λ(1)
)

nám teda hovoŕı, ako ,,silné” sú frekvencie

medzi nejakými λ(1) < λ(2)).

Dôkaz. V zimnom semestri sme ukázali, že funkcia γ je pozit́ıvne semidefinitná, takže pre l’ubovol’né
prirodzené č́ıslo n a n-ticu komplexných č́ısel c1, . . . , cn ∈ C plat́ı

n∑
j=1

n∑
k=1

cjckγ(j − k) ≥ 0

(takto funguje pozit́ıvna semidefinitnost’ s komplexnými č́ıslami). Špeciálne položme cj ≡ e−2πijλ

pre j = 1, . . . , n a pre každé prirodzené č́ıslo n definujme funkciu

ϕn(λ) ≡ 1

n

n∑
j=1

n∑
k=1

e−2πijλe−2πikλγ(j − k) (6.9)

7Ponúkam 2 body z 0 za pekné odvodenie bez ,,epsilonov”. Hint: integrálna veta o strednej hodnote môže pomôct’.
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pre λ ∈
[
−1

2
, 1

2

]
, inde položme ϕn(λ) ≡ 0. Hoci sa môže zdat’, že ϕn môže nadobúdat’ aj kom-

plexné hodnoty, v skutočnosti sa pre l’ubovol’né λ komplexná jednotka i vždy ,,vymaže”, takže ide
o ,,normálnu” reálnu funkciu. Ked’že

e−2πikλ = cos(−2πkλ) + i sin(−2πkλ) = cos(2πkλ)− i sin(2πkλ)

(lebo párnost’ kośınusu a nepárnost’ śınusu), tak

e−2πikλ = cos(2πkλ) + i sin(2πkλ) = e2πikλ,

čiže funkciu ϕn môžeme zaṕısat’ ako

ϕn(λ) =
1

n

n∑
j=1

n∑
k=1

e−2πi(j−k)λγ(j − k).

Všimnime si, že vo výraze za sumami sa sumačné indexy vyskytujú iba v tvare j − k - môžeme
teda spravit’ substitúciu t ≡ j− k. Hranice pre t budú od −n+ 1 (to je najmenšie, čo vieme z j− k
dostat’) po n− 1 (to je najväčšie, čo vieme dostat’), pričom si ale muśıme dávat’ pozor, že napŕıklad
situáciu j − k = 0 máme v sume viackrát (konkrétne n-krát) ako situáciu j − k = 2 (tú máme iba
n − 2-krát). Nie je t’ažké si uvedomit’, že pre l’ubovol’né t = −n + 1, . . . n − 1 nastane v sumách
situácia j − k = t práve (n− |t|)-krát - môžeme teda ṕısat’

ϕn(λ) =
1

n

n−1∑
t=−n+1

(n− |t|)e−2πitλγ(t) =
n−1∑

t=−n+1

(
1− |t|

n

)
e−2πitλγ(t). (6.10)

Funkcia ϕn je pre každé n nezáporná (lebo pozit́ıvna semidefinitnost’ γ), zhora ohraničená (každý
z konečného počtu sč́ıtancov je v absolútnej hodnote nanajvýš γ(0)) a spojitá (konečný súčet
spojitých funkcíı) - pre každé n môžeme teda definovat’ funkciu

Fn(λ) ≡
∫ λ

−∞
ϕn(x)dx =

∫ λ

− 1
2

ϕn(x)dx. (6.11)

Funkcia Fn je spojitá (lebo integrál), neklesajúca (lebo integrál z nezápornej funkcie), pričom

Fn

(
−1

2

)
=

∫ − 1
2

− 1
2

ϕn(x)dx = 0

a

Fn

(
1

2

)
=

∫ 1
2

− 1
2

ϕn(x)dx =

∫ 1
2

− 1
2

n−1∑
t=−n+1

(
1− |t|

n

)
e−2πitxγ(t)dx =

=
n−1∑

t=−n+1

(
1− |t|

n

)
γ(t)

∫ 1
2

− 1
2

e−2πitxdx = γ(0)

(v poslednej rovnosti sme využili, že ak t = 0, tak(
1− |t|

n

)
γ(t)

∫ 1
2

− 1
2

e−2πitxdx =

(
1− |0|

n

)
γ(0)

∫ 1
2

− 1
2

e−2πi0xdx = γ(0)

∫ 1
2

− 1
2

1dx = γ(0)

a ak t 6= 0, potom∫ 1
2

− 1
2

e−2πitxdx =

∫ 1
2

− 1
2

(cos(−2πtx) + i sin(−2πtx))dx =

∫ 1
2

− 1
2

cos(2πtx)dx− i
∫ 1

2

1
2

sin(2πtx)dx = 0; (6.12)
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to, že obidva integrály výjdu 0 najl’ahšie vidno z obrázku, ale dá sa to samozrejme aj integrovańım).
Pre λ ≤ −1

2
triviálne plat́ı Fn(λ) = 0 a pre λ ≥ 1

2
zase Fn(λ) = γ(0). Plat́ı, že ak máme postupnost’

takýchto funkcíı (možno ste to mali na Teórii pravdepodobnosti pod názvom Helly-Bray-ova veta),
tak existuje podpostupnost’ {nk}∞k=1 a zl’ava spojitá, neklesajúca funkcia F , že plat́ı

lim
k→∞

Fnk(λ) = F (λ) (6.13)

vo všetkých bodoch spojitosti F , pričom F si zachová aj vlastnosti F (λ) = 0 pre λ ≤ −1
2

a
F (λ) = γ(0) pre λ ≥ 1

2
. Zároveň plat́ı (možno bolo na Teórii pravdepodobnosti pod názvom Helly-

Montel-ova veta), že pre l’ubovol’nú spojitú funkciu g plat́ı

lim
k→∞

∫ 1
2

− 1
2

g(λ)dFnk(λ) =

∫ 1
2

− 1
2

g(λ)dF (λ)

Ak si uvedomı́me, že ϕnk je vlastne hustota funkcie Fnk , tak pre l’ubovol’né h ∈ Z a funkciu
g(λ) ≡ e2πihλ dostávame∫ 1

2

− 1
2

e2πihλdF (λ) = lim
k→∞

∫ 1
2

− 1
2

e2πihλdFnk(λ) = lim
k→∞

∫ 1
2

− 1
2

e2πihλϕnk(λ)dλ =

= lim
k→∞

∫ 1
2

− 1
2

e2πihλ

nk−1∑
t=−nk+1

(
1− |t|

nk

)
e−2πitλγ(t)dλ =

= lim
k→∞

nk−1∑
t=−nk+1

(
1− |t|

nk

)
γ(t)

∫ 1
2

− 1
2

e2πihλe−2πitλdλ =

= lim
k→∞

nk−1∑
t=−nk+1

(
1− |t|

nk

)
γ(t)

∫ 1
2

− 1
2

e2πi(h−t)λdλ = (?).

Analogicky ako vyššie plat́ı, že∫ 1
2

− 1
2

e2πi(h−t)λdλ =

{
1 ak h− t = 0⇔ h = t,

0 ak h 6= t,

takže sč́ıtance v sume od t = −nk + 1 po t = nk− 1 sú v podstate skoro všade nuly okrem pŕıpadu,
kedy t = h, kedy dostávame

(?) = lim
k→∞

(
1− |h|

nk

)
γ(h) = γ(h),

č́ım je dôkaz hotový. 2

Ďalej ukážeme, že podobne ako pri kovariančnej funkcii časového radu (6.3), ktorú vieme vyjadrit’

pomocou integrálu ako

γ(h) =
l∑

j=−l
j 6=0

σ2
j

2
e2πiλjh =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλhdF (λ), (6.14)

aj samotný časový rad (6.3) vieme vyjadrit’ pomocou takzvaného náhodného integrálu ako

Xt =
l∑

j=−l
j 6=0

Zje
2πiλjt =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλtdZ(λ), (6.15)

kde Z je takzvaná náhodná miera. Ked’že náhodná miera a náhodný integrál nie sú úplne triviálne
pojmy, na chv́ıl’u odboč́ıme a povieme si o nich v samostatnej podkapitole.
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Náhodná miera a náhodný integrál

Nech (Ω,S, P ) je pravdepodobnostný priestor a označme

L2(P ) =
{

meratel’né X : Ω→ C : E(X) = 0 a D(X) = E
(
XX

)
<∞

}
, (6.16)

čiže priestor komplexných náhodných premenných s nulovou strednou a konečnou disperziou. Nu-
lová stredná hodnota nie je nutná a nasledujúce defińıcie a odvodenia by sa dali spravit’ aj s
nenulovou strednou hodnotou. Nulová stredná hodnota ale vel’a većı zjednoduš́ı a prechod k ne-
nulovej je viac-menej iba technická záležitost’, takže preto pridávame tento predpoklad. Skalárny
súčin na takomto priestore sa definuje ako

〈X, Y 〉L2(P ) ≡
∫

Ω

XY dP = E
(
XY

)
= Cov(X, Y ). (6.17)

Ďalej uvažujme ohraničenú, zl’ava spojitú, neklesajúcu funkciu F (d’alej takejto funkcii budeme
hovorit’ distribučná funkcia, ked’že má vel’mi podobné vlastnosti ako distribučná funkcia náhodnej
premennej) a priestor

L2(F ) =

{
meratel’né g : R→ C :

∫ ∞
−∞

g(λ)g(λ)dF (λ) =

∫ ∞
−∞
|g(λ)|2dF (λ) <∞

}
(6.18)

so skalárnym súčinom

〈g, h〉L2(F ) =

∫ ∞
−∞

g(λ)h(λ)dF (λ). (6.19)

Pozorný čitatel’ si iste všimol, že L2(P ) a L2(F ) majú podobnú štruktúru, ba dokonca takú istú,
len namiesto miery P máme mieru danú funkciou F .

Defińıcia. Nech F je distribučná funkcia. Zobrazenie Z : B → L2(P ) (B je borelovská σ-algebra
na R) s vlastnost’ami

1. E(Z(A)) = 0 pre každé A ∈ B,

2. Z(A ∪B) = Z(A) + Z(B) pre l’ubovol’né disjunktné A,B ∈ B,

3. 〈Z(A), Z(B)〉L2(P ) = E
(
Z(A)Z(B)

)
=
∫
A∩B dF (λ) pre l’ubovol’né A,B ∈ B

sa nazýva ortogonálna náhodná miera združená s distribučnou funkciou F . Slov́ıčko ,,ortogonálna”
sa občas vynecháva. Pre istotu - ked’ je za integrálom rovno dF (λ), tak je to to isté ako keby tam
bolo 1dF (λ) -

∫
A∩B dF (λ) nám teda hovoŕı, o kol’ko funkcia F narastie na množine A ∩B.

Priamo z defińıcie možno vidiet’, že

1. D(Z(A)) = E
(
Z(A)Z(A)

)
=
∫
A∩A dF (λ) =

∫
A

dF (λ),

2. ak sú množiny A,B disjunktné, tak E
(
Z(A)Z(B)

)
=
∫
∅ dF (λ) = 0, čiže Z(A), Z(B) sú

nekorelované (z pohl’adu skalárneho súčinu sú kolmé).

Náhodný integrál sa definuje podobne ako Lebesgueov integrál - najprv sa definuje pre jednoduché
meratel’né funkcie a následne sa rozš́ıri na väčšiu triedu funkcii - v našom pŕıpade na funkcie z L2(F ).
Pripomeňme, že jednoduchá meratel’ná funkcia gn je taká funkcia, ktorú vieme zaṕısat’ ako

gn(λ) =
n∑
j=1

cjχBj(λ), (6.20)

38



kde c1, . . . , cn ∈ R, B1, . . . , Bn ∈ B a sú disjunktné a

χBj(λ) =

{
1 ak λ ∈ Bj

0 ak λ 6∈ Bj.

L’ahko sa oveŕı, že gn ∈ L2(F ). Pre jednoduchú meratel’nú funkciu definujeme náhodný integrál ako∫
gn(λ)dZ(λ) ≡

n∑
j=1

cjZ(Bj), (6.21)

skrátene ho označujeme ako I(gn) a je dobré si uvedomit’, že to je náhodná premenná. V hra-
niciach integrálu si môžeme predstavit’ −∞ a ∞ (čiže integrál cez celý priestor), v praxi sa to
zvykne vynechávat’. Dá sa ukázat’, že pre l’ubovol’nú funkciu g ∈ L2(F ) existuje postupnost’ {gn}∞n=1

jednoduchých meratel’ných funkcii, ktorá konverguje ku g v L2(F ), čiže

lim
n→∞

∫ ∞
−∞
|gn(λ)− g(λ)|2dF (λ) = 0. (6.22)

Náhodný integrál z funkcie g potom definujeme ako limitu postupnosti integrálov I(gn) (dá sa
ukázat’, že táto limita v L2(P ) existuje), čiže

I(g) =

∫
g(λ)dZ(λ) ≡ lim

n→∞

∫
gn(λ)dZ(λ). (6.23)

To, že limita existuje v L2(P ) znamená, že

lim
n→∞

∫
|I(g)− I(gn)|2dP = lim

n→∞
D(I(g)− I(gn)) = 0,

kde I(g) ∈ L2(P ). Stále plat́ı, že I(g) je náhodná premenná (s nulovou strednou hodnotou a
konečnou disperziou, čiže prvok L2(P )) - náhodný integrál je teda zobrazenie z L2(F ) do L2(P ).
Navyše plat́ı, že toto zobrazenie zachováva skalárny súčin, čiže pre l’ubovol’né g, h ∈ L2(F ) plat́ı

〈g, h〉L2(F ) = 〈I(g), I(h)〉L2(P ). (6.24)

Pre dve jednoduché meratel’né funkcie gn =
∑n

j=1 cjχBj a hm =
∑m

k=1 dkχCk to ide priamočiaro.

〈I(gn), I(hm)〉L2(P ) = E
(
I(gn)I(hm)

)
= E

(
n∑
j=1

cjZ(Bj)
n∑
k=1

dkZ(Ck)

)
=

=
n∑
j=1

m∑
k=1

cjdkE
(
Z(Bj)Z(Ck)

)
=

n∑
j=1

m∑
k=1

cjdk

∫
Bj∩Ck

dF (λ) =

=
n∑
j=1

m∑
k=1

cjdk

∫ ∞
−∞

χBj∩Ck(λ)dF (λ) =
n∑
j=1

m∑
k=1

cjdk

∫ ∞
−∞

χBj(λ)χCk(λ)dF (λ) =

=

∫ ∞
−∞

n∑
j=1

cjχBj(λ)
m∑
k=1

dkχCk(λ)dF (λ) =

∫ ∞
−∞

gn(λ)hm(λ)dF (λ) =

= 〈gn, hm〉L2(F ).

Pre l’ubovol’né g, h ∈ L2(F ) by už bolo potrebné ,,čarovat’” s limitami, ale pointa by bola taká istá.
Akýsi určitý integrál - nie cez celý priestor (−∞,∞), ale iba cez nejakú množinu B ⊆ (−∞,∞) -
môžeme jednoducho definovat’ ako∫

B

g(λ)dZ(λ) =

∫
g(λ)χB(λ)dZ(λ). (6.25)
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Spektrálny rozklad stacionárneho časového radu

Vrát’me sa teraz naspät’ k časovému radu (6.3), respekt́ıve jeho zápisu

Xt =
l∑

j=−l
j 6=0

Zje
2πiλjt. (6.26)

Ak za náhodnú mieru Z : B → L2(P ) polož́ıme

Z(A) ≡
l∑

j=−l
j 6=0

ZjχA(λj) (6.27)

pre l’ubovol’né A ∈ B, tak naozaj plat́ı

Xt =
l∑

j=−l
j 6=0

Zje
2πiλjt =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλtdZ(λ). (6.28)

Formálne ukázat’ (podl’a defińıcie náhodného integrálu), že táto rovnost’ plat́ı, je trochu kompliko-
vaneǰsie (zvládnutel’né, ale dlhšie, technickeǰsie a nie až tak podstatné). Neformálneǰsie by sa to
dalo tak, že si ,,požičiame” ideu z Riemann-Stieltjesovho integrálu, ale tentokrát š́ırku ,,základne”[
x

(n)
k , x

(n)
k+1

]
,,odmeriame” ako Z

([
x

(n)
k , x

(n)
k+1

])
- z toho už viac-menej priamo výjde rovnost’ (6.28).

Ešte by sa patrilo ukázat’, že Z je naozaj náhodná miera (združená s nejakou distribučnou fun-
kciou), čiže platia body 1.,2. a 3. z defińıcie - opät’ je to technická záležitost’, nechávam to na
dobrovol’nú domácu úlohu za 2 body z 0. Môžete využit’, že Z je združená s distribučnou funkciou
F definovanou v (6.7), a že pre c ∈ R a nejakú funkciu g môžeme integrál

∫ c
c
g(λ)dF (λ) spoč́ıtat’

ako limε→0

∫ c+ε
c−ε g(λ)dF (λ).

Zápisu časového radu pomocou integrálu v (6.28) sa hovoŕı spektrálny rozklad časového
radu. Podobne ako pri spektrálnej distribučnej funkcii, aj tu plat́ı, že takto vieme zaṕısat’ l’ubovol’ný
stacionárny časový rad s nulovou strednou hodnotou - to je dôsledok nasledujucej vety.

Veta (Karhunenova). Nech {Xt}t∈Z je časový rad s nulovou strednou hodnotou a autokovariančnou
funkciou γ(s, t). Nech F je distribučná funkcia a nech f : Z× R→ C je funkcia s vlastnost’ou∫ ∞

−∞
|f(t, λ)|2dF (λ) <∞ (6.29)

pre l’ubovol’né t ∈ Z. Ak pre nejakú náhodnú mieru Z združenú s distribučnou funkciou F plat́ı

Xt =

∫
f(t, λ)dZ(λ), (6.30)

tak autokovariančnú funkciu vieme zaṕısat’ ako

γ(s, t) =

∫ ∞
−∞

f(s, λ)f(t, λ)dF (λ). (6.31)

Naopak, ak pre funkciu γ plat́ı rovnost’ (6.31) pre nejakú distribučnú funkciu F , tak existuje náhodná
miera Z združená s F , že pre {Xt}t∈Z plat́ı rovnost’ (6.30).

Stručne môžeme túto vetu zaṕısat’ ako

Xt =

∫
f(t, λ)dZ(λ)⇔ γ(s, t) =

∫ ∞
−∞

f(s, λ)f(t, λ)dF (λ), (6.32)

kde Z je združená s F (stač́ı, ak si zapamätáte túto stručnú verziu). Implikácia ,,⇒” je l’ahká,
avšak ,,⇐” je komplikovaná, takže dôkaz tu neuvedieme.
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Dôsledok. Pre l’ubovol’ný stacionárny časový rad {Xt}t∈Z s nulovou strednou hodnotou existuje
taká náhodná miera Z, že vieme ṕısat’

Xt =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλtdZ(λ). (6.33)

Tento zápis nazývame spektrálny rozklad stacionárneho časového radu.

Dôkaz. Vyššie sme ukázali, že autokovariančnú funkciu stacionárneho náhodného procesu vieme
ṕısat’ ako

γ(h) =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλhdF (λ),

kde F je spektrálna distribučná funkcia. Pripomeňme, že γ(h) = γ(−h) a je to iba skrátený zápis
γ(t, t+ h) (pretože toto nezáviśı od t). Pre s, t ∈ Z teda môžeme ṕısat’

γ(s, t) = γ(s− t) =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλ(s−t)dF (λ) =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλse−2πiλtdF (λ) =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλse2πiλtdF (λ) =

=

∫ ∞
−∞

f(s, λ)f(t, λ)dF (λ),

kde

f(t, λ) ≡

{
e2πiλt ak λ ∈

[
−1

2
, 1

2

]
,

0 inak.

Dostali sme pravú stranu ekvivalencie (6.32), takže podl’a Karhunenovej vety naozaj existuje taká
náhodná miera Z združená so spektrálnou distribučnou funkciou F , že plat́ı

Xt =

∫
f(t, λ)dZ(λ) =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλtdZ(λ) (6.34)

(hranice integrálu sú iba −1
2
, 1

2
, lebo mimo tohto intervalu plat́ı f(t, λ) = 0). 2

Zopár poznámok k spektrálnemu rozkladu stacionárneho časového radu:

1. To, že v Karhunenovej vete je predpoklad, že stredná hodnota časového radu je nulová, je
opät’ iba ,,kozmetická” záležitost’ - ak by sme mali stacionárny časový rad {Xt}t∈Z so strednou
hodnotou µ, tak Yt = Xt − µ už má nulovú strednú hodnotu, takže ho vieme zaṕısat’ ako

Yt =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλtdZ(λ),

čiže Xt vieme zaṕısat’ ako

Xt = µ+

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλtdZ(λ).

2. Pripomeňme, že za e2πiλt sa ,,skrývajú” śınusy a kośınusy. Ak sa zároveň na integrál pozeráme
ako na akési zovšeobecnenie sumy, tak naozaj ide o analógiu časového radu (6.3).
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Spektrálna hustota

Spektrálny rozklad stacionárneho časového radu má sice teoretický význam, prakticky je ale pre
nás zauj́ımaveǰsia skôr spektrálna distribučná funkcia, respekt́ıve ešte väčš́ı praktický význam má
takzvaná spektrálna hustota (ak existuje), čo je obyčajná derivácia distribučnej funkcie (analo-
gicky ako pri spojitých náhodných premenných). Pripomeňme, že spektrálna distribučná funkcia v
bode λ nám hovoŕı aká je celková ,,sila” frekvencíı menš́ıch ako λ. Č́ım viac teda v nejakom bode
λ̃ funkcia F rastie, tým je frekvencia λ̃ ,,silneǰsia”. To, ako vel’mi funkcia v danom bode rastie,
nám hovoŕı práve derivácia - význam spektrálnej hustoty (označujeme ju f) v bode λ bude teda
priamo ,,sila” frekvencie λ. Na rozdiel od spektrálnej distribučnej funkcie, spektrálna hustota ne-
muśı vždy existovat’ (napŕıklad pri diskrétnom spektre neexistovala - opät’ analógia s náhodnými
premennými). O postačujúcej podmienke pre jej existenciu, rovnako aj o tom, ako ju vyjadrit’

pomocou autokovariančnej funkcie hovoŕı nasledujúca veta.

Veta. Ak pre autokovariančnú funkciu γ časového radu {Xt}t∈Z plat́ı

∞∑
t=−∞

|γ(t)| <∞, (6.35)

tak spektrálna hustota f(λ) = F ′(λ) existuje a plat́ı

f(λ) =
∞∑

t=−∞

γ(t)e−2πiλt (6.36)

pre λ ∈
[
−1

2
, 1

2

]
, inde je nulová.

Ked’že autokovariančná funkcia stacionárneho časového radu je symetrická okolo nuly, tak pod-
mienka (6.35) je to isté, čo podmienka

∑∞
t=0 |γ(t)| < ∞. Dôkaz vynecháme, vel’mi stručná idea je

taká, že funkcia ϕn definovaná v (6.10) - čo bola hustota funkcie Fn definovanej v (6.11) - za platnosti
podmienky (6.35) skonverguje práve k (6.36). Pre spektrálnu hustotu zjavne plat́ı nasledovné:

1. Autokovariančnú funkciu vieme vyjadrit’ aj pomocou nej ako γ(h) =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλhf(λ)dλ.

2. Vieme ṕısat’ aj

f(λ) =
∞∑

t=−∞

γ(t)e−2πiλt =
∞∑

t=−∞

γ(t)(cos(2πλt)− i sin(2πλt)).

Ked’že ale γ(t) je párna a sin(2πλt) je nepárna, tak−γ(t)i sin(2πλt)−γ(−t)i sin(2πλ(−t)) = 0.
Zároveň sin(2πλ0) = 0, takže nám ostanú iba kośınusy a môžeme ṕısat’

f(λ) =
∞∑

t=−∞

γ(t) cos(2πλt).

3. Ked’že γ aj kośınus sú párne, tak aj spektrálna hustota f je párna, čiže f(λ) = f(−λ) - z
toho dôvodu sa spektrálna hustota zvykne uvádzat’ iba pre λ ∈

[
0, 1

2

]
.

V pŕıpade, že Xt je obyčajný biely šum s disperziou σ2, tak γ(0) = σ2 a inde je γ nulová - spektrálna
hustota je teda v takom pŕıpade zjavne f(λ) = σ2 pre λ ∈

[
0, 1

2

]
. Vid́ıme, že je to konštantná

funkcia, čiže všetky frekvencie sú rovnomerne zastúpené (rovnako ,,silné”) - z toho dôvodu je biely
šum biely - ide o analógiu bieleho svetla, ktoré tiež zahŕňa kombináciu celého (farebného) spektra.
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Lineárny filter

K spektrálnej hustote sa ešte vrátime, ale predtým si povieme o takzvanom lineárnom filtri, čo je
užitočný nástroj pri práci so spektrálnymi hustotami.

Defińıcia. Lineárny filter je transformácia časového radu {Xt}t∈Z na časový rad {Yt}t∈Z pomocou
predpisu

Yt =
∞∑

j=−∞

ajXt−j, (6.37)

kde {aj}j∈Z sú reálne koeficienty, pričom

∞∑
j=−∞

|aj| <∞.

Veta. Ak má časový rad {Xt}t∈Z spektrálnu hustotu fX(λ), λ ∈
[
0, 1

2

]
, tak časový rad {Yt}t∈Z

źıskaný predpisom (6.37) má spektrálnu hustotu tvaru

fY (λ) = |A(λ)|2fX(λ), (6.38)

kde

A(λ) ≡
∞∑

j=−∞

aje
−2πiλj

je takzvaná prenosová funkcia.

Dôkaz. Ukážeme, že pre autokovariančnú funkciu γY časového radu {Yt}t∈Z plat́ı

γY (h) =

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλh|A(λ)|2fX(λ)dλ.

Dá sa ukázat’, že to už stač́ı na to, aby |A(λ)|2fX(λ) bola spektrálna hustota.
Označme γX autokovariančnú funkciu časového radu {Xt}t∈Z. Plat́ı

γY (h) = Cov(Yt, Yt+h) = Cov

(
∞∑

j=−∞

ajXt−j,

∞∑
k=−∞

akXt+h−k

)
=

=
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

ajakCov(Xt−j, Xt+h−k) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

ajakγX(h− k + j) =

=
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

ajak

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλ(h−k+j)fX(λ)dλ =

=

∫ 1
2

− 1
2

(
∞∑

j=−∞

aje
2πiλj

)(
∞∑

k=−∞

ake
−2πiλk

)
︸ ︷︷ ︸

A(λ)A(λ)=|A(λ)|2

e2πiλhfX(λ)dλ =

=

∫ 1
2

− 1
2

e2πiλh |A(λ)|2fX(λ)︸ ︷︷ ︸
fY (λ)

dλ.

2

Ked’že vieme, že spektrálna hustota bieleho šumu je fW (λ) = σ2 pre λ ∈
[
0, 1

2

]
, pomocou tejto

vety môžeme l’ahko vypoč́ıtat’ napŕıklad spektrálnu hustotu MA(1) procesu s nulovou strednou
hodnotou, t.j.

Xt = Wt + θWt−1. (6.39)
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Časový rad {Xt}t∈Z je zjavne lineárny filter filter bieleho šumu s a0 = 1, a1 = θ a aj = 0 pre
ostatné j. Prenosová funkcia A(λ) má teda tvar

A(λ) = 1 + θe−2πiλ,

takže plat́ı

|A(λ)|2 = A(λ)A(λ) = (1 + θe−2πiλ)(1 + θe2πiλ) = 1 + θe−2πiλ + θe+2πiλ + θ2 =

= 1 + θ(cos(2πλ)− i sin(2πλ)) + θ(cos(2πλ) + i sin(2πλ)) + θ2 = 1 + 2θ cos(2πλ) + θ2.

Spektrálna hustota MA(1) procesu má teda tvar

fX(λ) = (1 + 2θ cos(2πλ) + θ2)σ2.

Analogicky by sme vedeli vypoč́ıtat’ spektrálnu hustotu l’ubovol’ného MA(q) procesu, kde q môže
byt’ aj ∞. Zároveň pripomeňme zo zimného semestra, že každý stacionárny časový rad {Xt}t∈Z sa
dá zaṕısat’ ako MA(∞) (Woldova dekompoźıcia), čiže každý stacionárny časový rad je v podstate
iba lineárny filter bieleho šumu. Ak teda poznáme Woldovu dekompoźıciu (jej parametre) časového
radu, tak teoreticky vieme l’ahko vypoč́ıtat’ aj jeho spektrálnu hustotu. Pre ARMA(p, q) proces
napŕıklad plat́ı

fX(λ) = σ2 |Θ(e−2πiλ)|2

|Φ(e−2πiλ)|2
,

kde Φ je autoregresný polynóm a Θ je moving average polynóm. Kto by si nepamätal, tak ARMA
proces má tvar

Xt = c+ φ1Xt−1 + . . .+ φpXt−p +Wt + θ1Wt−1 + . . .+ θqWt−q

a Φ a Θ sú definované ako Φ(z) = 1− φ1z − φ2z
2− . . .− φpzp a Θ(z) = 1 + θ1z + θ2z

2 + . . .+ θqz
q.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

λ

|A
(λ

)|
2

Obr. 22: |A(λ)|2 v centrovanom ḱlzavom priemere (12 mesačnom).

Okrem toho, že pomocou lineárneho filtra vieme l’ahko poč́ıtat’ spektrálne hustoty, je to aj
užitočný nástroj, ak sa chceme ,,zbavit’” niektorých frekvencii (,,odfiltrovat’” niektoré frekvencie).
Uvažujme napŕıklad 12 mesačný centrovaný ḱlzavý priemer, t.j.

Yt =
1

24
Xt−6 +

1

12
Xt−5 +

1

12
Xt−4 + . . .+

1

12
Xt+4 +

1

12
Xt+5 +

1

24
Xt+6.

Dá sa ukázat’, že prenosová funkcia má v tomto pŕıpade tvar

A(λ) =
1

12

(
1 + cos(12πλ) + 2

5∑
k=1

cos(2πλk)

)
,
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pričom |A(λ)|2 je zobrazená na Obr. 22. Z grafu vid́ıme, že |A(λ)|2 je vysoká pre ńızke frekvencie a
|A(λ)|2 ≈ 0 pre vysoké frekvencie. Prakticky nám teda takáto transformácia ,,vyfiltruje” (odstráni)
vysoké frekvencie (cykly malých d́lžok) a ostanú nám len ńızke frekvencie (cykly vel’kých d́lžok) -
napŕıklad ak na dáta z Obr. 23 aplikujeme tento ḱlzavý priemer, tak dostaneme dáta na Obr. 24,
čiže sa zbav́ıme vysokých frekvencíı (ročných cyklov).
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Obr. 24

Naopak ak zoberieme prvú diferenciu

Yt = Xt −Xt−1,

t.j. lineárny filter, kde a0 = 1, a1 = −1 a zvyšné sú nulové, tak prenosová funkcia má tvar A(λ) =
1− e−2πiλ, čiže

|A(λ)|2 = 2(1− cos(2πλ)),

vid’ Obr. 25. Takáto transformácia nám dá teda do popredia skôr vysoké frekvencie a potlač́ı ńızke
- ak ju aplikujeme na dáta z Obr. 23, dostaneme dáta na Obr. 26 (vid́ıme, že to zvýraznilo krátke
cykly).
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Obr. 25: |A(λ)|2 v pŕıpade prvej diferencie.
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Neparametrické odhadovanie spektrálnej hustoty

V poslednej časti si stručne povieme o možných spôsoboch odhadovania spektrálnej hustoty.
Ked’že pre spektrálnu hustotu plat́ı

f(λ) =
∞∑

t=−∞

γ(t)e−2πiλt, (6.40)

prirodzeným odhadom by bolo nahradit’ hodnoty autokovariančnej funkcie γ(t) jej odhadmi, t.j.

n−1∑
t=−(n−1)

γ̂(t)e−2πiλt. (6.41)

Takýto odhad sa nazýva periódogram a označuje sa ako In(λ). Kto by si náhodou nepamätal, tak
autokovariančnú funkciu pre |t| ≤ n− 1 odhadujeme ako

γ̂(t) =
1

n

n−|t|∑
j=1

(Xj − X̄)(Xj+|t| − X̄). (6.42)

V literatúre sa periódogram väčšinou definuje ako

In(λ) =
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
t=1

(Xt − X̄)e−2πiλt

∣∣∣∣∣
2

, (6.43)

respekt́ıve sa predpokladá, že stredná hodnota je nulová a kladie sa

In(λ) =
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
t=1

Xte
−2πiλt

∣∣∣∣∣
2

(6.44)

(pŕıpadne sa to občas zapisuje pomocou śınusov a kośınusov). Po umocneńı a niekol’kých jedno-
duchých úpravách by sme dostali práve výraz (6.41). Jeden z dôvodov takéhoto zápisu je, že pre
λ = 0, 1

n
, 2
n
, . . . , n−1

n
je výraz

n∑
t=1

Xte
−2πiλt

takzvaná diskrétna Fourierova transformácia postupnosti X1, X2, . . . , Xn (až na nejaké násobenie
konštantou), ktorá sa dá efekt́ıvne (=rýchlo) vypoč́ıtat’ pomocou algoritmu FFT (Fast Fourier
Transform). Frekvenciám λ = 0, 1

n
, . . . , n−1

n
sa hovoŕı fundamentálne frekvencie, pŕıpadne Fourierove

frekvencie. Ked’že diskrétnu Fourierovu transformáciu máme iba pre niektoré λ, aj periódogram

sa spravidla definuje iba pre λ = 1
n
, 2
n
, . . . ,

bn
2
c

n
. (Teoreticky ho samozrejme vieme vypoč́ıtat’ pre

l’ubovol’né λ, prakticky sa aj tak muśıme obmedzit’ iba na konečnú množinu bodov.) V niektorých
zdrojoch sa pridáva aj λ = 0, ale v niektorých úpravách, to rob́ı trochu ,,zlobu” a ani R-ko to pre
λ = 0 nepoč́ıta.

Tento odhad śıce na prvý pohl’ad vyzerá zmysluplne, avšak dá sa ukázat’, že odhad In(λ) je
vychýlený (E(In(λ)) 6= f(λ)) a nekonzistentný (t.j. neplat́ı D(In(λ)) → 0 pre n → ∞), čo od
odhadu práve nechceme. Hlavné dôvody sú, vol’neǰsie povedané, nasledovné.

1. Odhad autokovariančnej funkcie γ(t) je najmä pre koncové body (t ≈ n− 1) vel’mi nepresný
- napŕıklad pri γ̂(n− 1) sa nám suma v (6.42) zredukuje iba na

1

n
(X1 − X̄)(Xn − X̄),

čiže ak sú náhodou merania x1 a xn výrazne ,,uletené”, tak nám to môže pokazit’ celý odhad.
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2. So zvyšujúcim n zväčšujeme aj počet bodov λ, v ktorých spektrálnu hustotu odhadujeme -
čiže namiesto zlepšovania odhadov akoby iba pridávame body, v ktorej f(λ) odhadujeme.

Na (aspoň čiastočné) odstránenie týchto problémov sa využ́ıvajú dve techniky - takzvaný tapering
(je to anglický výraz, prekladat’ ho nebudeme) a vyhladzovanie periódogramu.

Tapering slúži najmä na zńıženie vychýlenosti odhadu. Prinćıp je taký, že hodnoty (Xt − X̄)
vo vzt’ahu (6.43) vyvážime množinou váh h = {h1, . . . , hn}, č́ım dostaneme takzvaný ,,tapered
periodogram”

Ihn(λ) =
1∑n
t=1 h

2
t

∣∣∣∣∣
n∑
t=1

ht(Xt − X̄)e−2πiλt

∣∣∣∣∣
2

(6.45)

(ak by sme zvolili h = {1, 1, . . . , 1}, tak dostaneme klasický periódogram). V praxi sa váhy volia tak,
že pre ,,stredové” body (t ≈ n

2
) je ht = 1 a smerom k ,,okrajom” (t ≈ 1 a t ≈ n) tieto váhy klesajú.

Jeden z dôsledkov takéhoto vyváženia je, že nám ,,neuletia” spomı́nané problematické odhady γ̂(t)
pre t ≈ n − 1. Na konkrétnu vol’bu váh existuje vel’a možnost́ı, R-ko napŕıklad použ́ıva takzvaný
,,split cosine bell” definovaný ako

ht =


1
2

(
1− cos

(
π(t− 1

2
)

m

))
pre t = 1, . . . ,m,

1 pre t = m+ 1, . . . , n−m,
1
2

(
1− cos

(
π(n−t+ 1

2
)

m

))
pre t = n−m+ 1, . . . , n,

kde m sa dá nastavit’ (automaticky sa berie 10% z počtu dát (zaokrúhlených) - v praxi to netreba
menit’).

Ďaľsia technika na vylepšenie je vyhladzovanie periódogramu. Idea je taká, že ak máme do-
statočne vel’ké n a f je spojitá, tak pre nejaké prirodzené č́ıslo Ln bude platit’

f

(
k

n

)
≈ f

(
k + j

n

)
pre j = −Ln,−Ln + 1, . . . , Ln − 1, Ln. Odhad spektrálnej hustoty v nejakom bode k

n
teda môžeme

vylepšit’ tak, že spriemerujeme odhady z okolitých bodov, t.j.

f̂

(
k

n

)
=

Ln∑
j=−Ln

wjI
h
n

(
k + j

n

)
, (6.46)

kde wj sú váhy, pre ktoré plat́ı wj = w−j, wj ≥ 0 a súčet váh je 1. Za istých podmienok pre Ln a
váhy je už takýto odhad spektrálnej hustoty konzistentný a asymptoticky nevychýlený.

V praxi sa často použ́ıva takzvaný ,,Daniell smoother”, respekt́ıve ,,modified Daniell smoother”,
čo je obyčajný jednoduchý ḱlzavý priemer (wj = 1

2Ln+1
pre každé j), respekt́ıve centrovaný ḱlzavý

priemer (wLn = 1
4Ln

a wj = 1
2Ln

pre j 6= Ln), pričom takýto ,,smoother” (vyhladzovač? ) sa
aplikuje dvakrát po sebe. Ak by sme mali napŕıklad ,,modified Daniell smoother” pre Ln = 1 (čiže
váhy sú 1

4
, 1

2
a 1

4
) a aplikovali by sme ho dvakrát na nejakú postupnost’ č́ısel {ut}t∈Z, tak po prvej

aplikácii dostaneme

ût =
1

4
ut−1 +

1

2
ut +

1

4
ut+1

a po druhej

ˆ̂ut =
1

4
ût−1 +

1

2
ût +

1

4
ût+1 =

1

16
ut−2 +

4

16
ut−1 +

6

16
ut +

4

16
ut+1 +

1

16
ut+2,

čiže technicky je v tomto pŕıpade Ln = 2 a váhy sú w0 = 6
16
, w1 = 4

16
a w2 = 1

16
.

Čo sa týka vol’by Ln, tak sa odporúča vyskúšat’ viac možnost́ı a vybrat’ subjekt́ıvne. Plat́ı, že
malé Ln spôsob́ı menšiu vychýlenost’ odhadu, ale väčšiu varianciu, vel’ké Ln zase naopak, takže
treba nájst’ nejakú vhodnú rovnováhu. V prinćıpe spravidla chceme dostatočne hladkú funkciu s
dostatočne jasnými maximami (lebo nás zaujíıma, ktoré konkrétne frekvencie sú dôležité).
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Parametrické odhadovanie spektrálnej hustoty

Dá sa ukázat’, že pre spektrálnu hustotu g(λ) l’ubovol’ného stacionárneho časového radu s nulovou
strednou hodnotou a pre l’ubovol’né ε > 0 existuje konečné p ∈ N a stacionárny AR(p) proces

Xt = φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + . . .+ φpXt−p +Wt,

kde pre spektrálnu hustotu fX(λ) tohto procesu plat́ı

|fX(λ)− g(λ)| < ε,

pre l’ubovol’né λ.
Idea parametrického odhadovania spektrálnej hustoty je teda vel’mi jednoduchá - k dátam sa

nájde vhodný AR(p) model a za odhad spektrálnej hustoty sa zoberie spektrálna hustota totho
AR(p) procesu. Spravidla sa vyskúša AR(1),. . . ,AR(30) a zoberie sa spektrálna hustota AR(p)
procesu s najlepš́ım AIC (pŕıpadne AICc alebo BIC - to sú tiež nejaké rozumné kritéria).

Poznámka. Pri všetkých týchto metódach netreba zabúdat’ na to, že pri spektrálnej analýze sa
predpokladá stacionarita časového radu, takže ak je v dátach nejaký trend, tak ho treba odstránit’

- napŕıklad odhadnut́ım Trt a odrátańım T̂ rt od dát (R-ko to rob́ı automaticky).
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