0 Poznamky k poznamkam

e Poznamky skoro iste nebudu ku kazdej prednéske.

e Ak by aj ndhodou boli, aj tak odporiicam pisat si vlastné pozndmky - ¢lovek si tym viac
zapamita (a vie to lepsie konfrontovat s tym, ¢o uvidi tu).

e Ak je nieco sivou farbou, berte to ako nejakt drobni poznamku, pripadne snahu nieco viac
rozviest /dovysvetlit.

e Ak ste nasli nejaki chybu (¢i uz matematicki, gramaticku alebo stylisticki), pripadne mate
pocit, ze nieco nie je dobre/jasne vysvetlené, dajte mi, prosim, vediet prostrednictvom for-
muldra na stranke https://forms.gle/nTox806J5FXj74bj9.

1 Predikcie

Uvazujeme casovy rad {X;}iez, pricom chceme ndjst nejaky prediktor pre ndhodni premenni X

pomocou ndhodného vektora (X,, X,41,...,Xs)T, kde r < s < t alebo t < r < s. Vicsinou mame
situdciu, ze pozndme Xj,..., X, (resp. ich realizaciu) a na zdklade toho cheme nieco povedat o
,,budicnosti”, t.j. o ndhodnych premennych X, 1, X, 49, ..., pripadne o ,,minulosti”, t.j. nahodnych

premennych X, X, X 5, .. .. Rozumnym napadom na dobry prediktor by mohla byt taks funkcia
f(X,, ..., Xs), pre ktort by platilo, ze

f € argmin B((X, — f(X,.... X)) (1.1)
inymi slovami taka funkcia, ze stredna kvadratickd chyba prediktora je najmensia mozna. My sa
zameriame iba na pripady, kedy je funkcia f linedrna, t.j. f(X,,..., X,) vieme pisat ako

FXr X)) =a+ ) BiXe (1.2)
k=0

Dovody, preco sa obmedzit iba na linedrne funkcie si (aspoii) dva:

1. Je to jednoduchsie - ak mé funkcia f tvar ako v , tak nam staci ndjst nezndme para-
metre o a B (kK = 0,...,5 —r). V tuplne vSeobecnom pripade by sme museli prehladdvat
priestor vietkych moznych funkcif, ¢o nemusi byt zrovna najzédbavnejsia ¢innost. (Dalo by sa
samozrejme obmedzit na nejaki ,,vicsiu” triedu funkeif, ktori vieme rozumne parametrizovat
(napr. by sme mohli pridat aj druhé mocniny X,, ..., X,), ale vi¢sinou linedrne stacfa, vid
d’alsi bod).

2. D4 sa ukdzat, ze ak je casovy rad gaussovsky (¢o vicSinou difame, ze je), tak funkcia

spfﬁajﬁca 1} je linearna.

Funkciu, ktora ma tvar ako v a zaroven spiﬁa nazyvame najlepsi linearny prediktor
(po anglicky ,,best linear predictor” alebo skratene BLP). Takyto prediktor (ndhodnej premennej
X, pomocou ndhodného vektora (X, ..., X,)7) budeme oznacovat XI*.

Ak nemame gaussovsky ¢asovy rad, musime sa zmierit s tym, Ze moZe existovat aj nieco lepsie

(v zmysle ) ako BLP.


https://forms.gle/nTox8o6J5FXj74bj9

Odhady parametrov

Pod'me sa teraz pozriet ako vyzerda BLP v staciondrnom ¢asovom rade (pre jednoduchost budeme
predpokladat, ze F(X,) = 0 pre kazdé u). Aby sme nasli vhodné a, By, . . ., Bs_,, polozime

s—r 2
(e, Bo,- -, Bey) = E (Xt —a—-> mxs_k) = (1.3)
k=0

= (E(X})) —2E (Xt <a + i ﬁsz_k>> +E (a + ; 5sz_k> 2

k=0

a parcidlne derivdcie poloZime rovné 0. (Z predpisu sa d4 tusit, ze funkcia g bude ,,paraboloidnd”,
¢ize uverime, Ze tymto naozaj dostaneme minimum.)

89 R R s—r R
5. (@ Boy- - Ber) = —2B(X,) + E (2 (a + kZ;ﬁszk>> =0, (1.4)
z ¢oho po uprave dostaneme
) = £ (84 3. 15)
k=0

KedZe sme predpokladali, ze E(X,) = 0 pre kazdé u, dostdvame

0=E(X,) =a+ ZBkE k) = G (1.6)
Ak by sme aj nemali predpoklad, Zze stredna hodnota stacionarneho ¢asového je nula, z vzdy
dostavame (rozumni) podmienku, ze E(X;) = b()&") pretoze & + > ;| 5; Xsk Xf’ Pre
1=20,1,...,8s —r mame
dg

( 507 o 7&5—7") = _QE(Xth—Z) +E (2 (OA-/ + i /ész—k> Xs—i) = 07 (]-7)

k=0

9P

po tprave (kedze & = 0) dostdvame

E<Xth—i) = ZBkE(XS—k’XS—i) (18)

Yt —(s—1) = Zﬂws— — (s —1)) (1.9)

S—T
> Bli—k) = (t—s+i). (1.10)
k=0
Ak by sme si tieto rovnice rozpisali pre jednotlivé ¢ = 0,1, ..., s—r, v maticovom zapise dostaneme,
ze ﬁo, . BS » musi splnat
7(0) 7(1) 72) ... As—r) o V(t =)
7(1) 7(0) Y1) A== | [ A W(t—s+1)
) . . : i ) = : . (1.11)
Y(s—=r) y(s—r—1) ... ... ~(0) By y(t =)
Ak pozndme konkrétny model pre casovy rad {Xi}iez, tak vieme aj presné hodnoty kovariancnej
funkcie v a teda vieme presne vypocitat 3; (pre i = 0,...,s —r). Ak aj model nepozname, z dét
vieme odhadntt 4(0),...,4(s —r) a z toho dostat rozumny odhad pre nezndme Sy, ..., B,
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Intervalovy odhad

V pripade, ze mame gaussovsky proces, ndhodnd premennd (X; — X[ *) ma normdlne rozdelenie
so strednou hodnotou rovnou 0 a disperziou (07%)2 = E((X;, — X7*)2) - ak by sme si tento vyraz
rozpisali, dostali by sme nejaky dlhy vyraz obsahujici iba 8; a (i) (i =0,...,s — r), ¢ize by sme
ho vedeli spoéitat /odhadnit. Mame teda (X, — X7**) ~ N(0, (07%)2), teda
P (u ¢ (u
ol

, U

N1}
vl

)) =1-a, (1.12)

kde ug je § kritickd hodnota Standardizovaného normalneho rozdelenia. Po uprave dostavame
P(X, € (X]* —ua0y* X[* +ugo}®)) =1 —a, (1.13)

teda (1 — «)100% interval spolahlivosti pre X;.

Predikcie v AR modeloch
Predpokladajme, ze {X;} je stacionarny AR(p), t.j. plati

Xe =01 Xoo1+ .+ G Xy + W, (1.14)

kde W; ~ WN(0,0?) a W; a X, st nezavislé pre s < t. Predpokladajme, 7e chceme n4jst X[t
t.j. pomocou (X;_,, ..., X;—1) ndjst najlepsi linedrny prediktor ndhodnej premennej X;. Intuitivne
sa ,,nuka” predikcia

XIP = 9 Xy 4 0 X, (1.15)

Jedna moznost, ako to overit, je ndjsf rieenie ststavy rovnic (1.11) - ak ndm vyjde, ze 8, =
o1, - - ,Bp,l = ¢,, tak naSa intuicia je spravna. (Miesto riesenia ststavy si v skutocnosti staci
v zosite nalistovat Yule-Walker-ove rovnice.) Druhd moznost je pozriet sa pozorne este raz na
vyraz - s vyuzitim toho, ze )A([:S =a+> 7, Bsz_k dostaneme po uprave vyrazu

E(X" - X)X,) =0 (1.16)
pre kazdé i = 0,...,s — r, resp. R

B((X5" — X))X,) = 0 (1.17)
pre kazdé u = r, ..., s alebo inymi slovami )A(f” —X; (,,chyba odhadu”) je nekorelovana s X, ..., Xj

(premennymi, ktorymi sme odhadovali). Vyraz ([1.17]) na nekorelovanost stact, pretoze
Cov(XF" — Xy, X,) = B(X¥ — X)) X.,) — BE(X5 — X,)E(X,),

kde E (5§ — X;) je vzdy nulové. To je jedind podmienka, z ktorej boli odvadzané rovnice pre
BO, 0 takze ak ju nejaky linedrny prediktor splna tak m4 pravo volat sa BLP.

a 1 mame, ze X ST X, = —W,, ¢o je podla definicie AR procesu nekorelované
(dokonca nezav1sle) S Xt,p, .o, Xy, takze vyraz v je naozaj BLP. Z rovnakého dovodu aj

XE = X+ 0 Xy, (1.18)

teda aj kebyze mame k dispozicii aj ,,davnejsie” hodnoty ¢asového radu na najepsi linearny odhad
nam staci iba X;_,, ..., X;_; - predchddzajice hodnoty tento odhad nevylepsia.

Ak by sme cheeli predikciu aj ,,dalej” ako jeden krok, napr. Xf n§ =1 tak rozumny kandidat by
mohol byt

Xf;f:t_l = O X L0 X 4.+ OpXt—py1 = (1.19)
= O X1+ X)) + DX+ X (1.20)
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Po roznésobeni by sme dostali nejakd linedrnu kombindciu X;_,, ..., X;_1, staci teda overit, Ze
Xf;fzt*l — Xi41 je nekorelované s X; ..., X;1. Zo {D a || mame, ze Xffp:tfl =X, - W,
- po dosadeni do (|1.19)) dostavame

X:J:f:til = Xy =W+ Xii+ ...+ Xy pp1 =
= 1 Xi + 0 Xe 1+ Xy — W =
= X1 — Wipr — 1 W4,

teda )A(f;f:t_l — X1 = =W — 01 W4, o je naozaj nekorelované s X;_p, ..., Xi_1.
D4 sa ukdzat, Ze rovnako intuitivne by fungovali aj d'alsie predikcie (pre viac ,,krokov” dopredu).

Predikcie v ARMA modeloch

Pre jednoduchost budeme predpokladat, ze {X;} je staciondrny, invertovatelny ARMA(1,1), t.j.
plati
X=X + Wi+ 0W 4, (1.21)

kde Wy ~ WN(0,0%) a W; a X, st nezavislé pre s < t (pre ARMA(p, q) by sa postupovalo analo-
gicky). V takomto pripade sa tiplne intuitivne postupovat ned4, pretoze hodnotu W;_; nepozndme
(hoci uz ,nastala”). Jedna z moznosti ako postupovat, je vyriesit sistavu - v praxi ne-
vychddza ni¢ pekné, ale existuji na to (relativne Sikovné) algoritmy. Dalsia moznost je zapisat
{X,} ako AR(00) (to sa d&, ked'ze je invertovatelny), t.j.

Xt = Zﬂ'th_j + Wt. (122)

j=1
Ak by sme poznali celd minulost, t.j. ndhodné premenné
Xt*hthQa s 7X17X07X717 SR

najlepsi linedrny prediktor by bol
Xttt =) " mX . (1.23)
j=1

V praxi nemédme Sancu poznat celi minulost, avsak plati, ze m; — 0 pre j — oo (dostatocne rychlo),
takze pre dostatocéne velké t sa dé pouzit aproximécia

t—1
X~ Y mXe + W, (1.24)
j=1
a tzv. ,useknuty” (truncated) prediktor
N t—1
X=X (1.25)
j=1

Tento sice nie je BLP (preto je nad X}~ vInovka namiesto striesky), ale nemd k nemu d’aleko.
Priklad. V. ARMA(1,1) chceme néjst X}, Z (1.21)) mame, ze plati

Wt = Xt - QbXt,l - QWt,h (126)



teda X, mozeme rozpisat ako

Xy = X3+ Wi+ 0Ws=0Xs5+ Wi+ 0(X3— Xy — 0Ws) =
Wi+ (¢ +0)X3 — p0Xy — 02 Wy =

Wi+ (¢+0)X3 — p0Xy — 0*(Xy — 0 X1 — OW,) =

Wi+ (0+0) X3 —0(¢p+0) Xy + 020X, + W, =

= Wi+ (¢5 +0) X3 —0(¢p+ )Xo + 020X, + (X, — ¢ Xo — OW,) =

= W4+Z 01 (p+ 0)X4_; — >0 X0 — 01T,

Analogicky by sme mohli pokracovat, az kym by sme sa nedopracovali k AR(oco) reprezentécii,
avSak uz v tomto kroku vidno, Ze posledné dva ¢leny uz nijako nevieme vyjadrit pomocou X, X,

a X3, a teda
3

X1% = (=077 ¢+ 0)Xa. (1.27)
j=1
,,Predikovanie” minulostiﬂ
Predpokladajme situdciu, Zze mdme k dispozicii ndhodny vektor (Xi,...,X,)T a zaujima nds

nahodnd premennd Xy - v naSom oznaceni{ r = 1,s = n,t = 0 a zaujima nis X}". Z toho, ¢o
uz bolo povedané vieme, ze

n—1
Xo" = BXnop (1.28)

kde B, . .., Ba_1 spliia ststavu (vid [1.11)

7(0) v(1) (2 . (n=1) Bo v(n)
7(:1) 7(:0) 7(:1> N v(n:— 2) ﬂ:1 _ [ - Dl (1.29)
Yn-1) A1) . o 20 ) \Bu +(1)
Na chvilu odbo¢me - ak by néas namiesto X, zaujimalo X,,,, tak mdme
Xy = iﬂlchn—ka (1.30)
kde 3),...,5._, splia
7(0) 1) (@) .. y(n-1) B(} 7(1)
7(:1) 7(:0) 7(:1) - (n - 2) 521 _ 7(:2) | (1.31)
yn—=1) y(n—-1) ... ... ~(0) - v(n)

Ak sa teraz pozorne pozrieme na sustavy (|1.29)) a (1.31]), tak zbaddme, ze st rovnaké, len rovnice
a nezname bety idi v opa¢nom poradi (prva rovnica zo sustavy ((1.29) je taka istd, ako poslednd
rovnica sustavy -, druha rovnaka ako predposledna atd.). Ak teda najdeme nejaké rieSenie

(ﬁo, o ,ﬁn 1) sustavy (|1.31), tak potom (ﬁn 1y ,ﬁo) riesi stustavu . Inymi slovami, ak

B\OXn + B\an—l + ...+ B\n—le (132)

1V angli¢tine sa d4 stretnit s vyrazmi ,,Backward prediction” alebo ,,Backcasting” (pri normalnom predikovan{
sa bezne stretneme s vyrazom ,,Forecasting”).



je BLP pre X1, tak R R R
GoXi + BiXa+ ...+ Bu1 X (1.33)

je BLP pre Xj.
Analogicky by sme dostali, Ze BLP pre X_; je velmi podobny BLP pre X,, .o, atd. V praxi to
znamenad, ze ak chceme ,,predikciu” pre Xo, X_1, X o,..., tak

1. oto¢ime déta (namiesto (z1,...,x,) zoberieme (x,,...,x1),
2. spravime ,,normalnu” predikciu (do budicnosti),
3. déta aj s predikciami oto¢ime naspét.

Ak to chceme spravit v R-ku a aj to vykreslit s intervalovymi odhadmi, d4 sa to spravit nasledovne.
(Budeme predpokladat, Ze mdme sto dat v premennej data, o ktorych sme zistili, Ze sa spravaju
podla modelu ARIMA(2,1,0) a chceme spravit predikciu na 20 krokov dozadu.)

library(forecast) #treba tito kniZnicu

#otoCenie dat

otocene <- rev(data)

#predikcia 20 krokov dopredu pri modeli ARIMA(2,1,0)

predikcie <- forecast(arima(otocene, order=c(2,1,0)), 20)

#v premennej predikcie je teraz uloZené vselico

#(hodnoty Casoveho radu "otocene", samotné predikcie a aj predikiné intervaly)
#vSetko to musime pootaZat’ naspéat’

predikcie$mean <- ts(rev(predikcie$mean),end=0)

#otoCenie predikcii a ich umiestnenie pred samotny Casovy rad (preto end=0)
#(ak by sme mali nejaké konkrétne roky (napr. zaciatok v 1991),

#tak nastavime end=1990)

predikcie$upper <- predikcie$upper[20:1,]

predikcie$lower <- predikcie$lower[20:1,]

predikcie$x <- data

# v predikcie$x je boli schovane data "otocene", my tam chceme data "data"
plot(predikcie, xlim=c(-19,100)) #vykreslenie

Priklad. Uvazujme AR(1) proces, t.j. X; = ¢X;_1 + W;. Ak méme k dispozicii X7, tak intuitivny
odhad pre X, by bol ¢X; (a vyssie sme ukézali, Ze to naozaj je BLP). Co uz nie je tiplne intuitivne,
tak BLP pre Xj je tiez ¢X; (intuitivne by sme mozno skor ¢akali nie¢o typu ¢~ X;). Trochu iny
pohlad na vec - uvazujme W; ~ iid N (0, 0?) (normdlny biely sum) a V; ~ iid N (0, 0%) (tiez normalny
biely sum) a modely X; = ¢.X;_1 + W, (klasicky AR(1)) a Y; = ¢Yi11 + V; (skoro klasicky AR(1)),
kde |¢| < 1. Lahko si vieme tieto modely rozpisat ako linedrne procesy

oo

X o= ) Wy,

j=0

— E J
Yt - QS ‘/t—‘rja
¢ize ndhodné premenné X, a Y; st rovnako rozdelené. Podobne vieme zobrat aj dvojice

(X, Xipp1) = Z@j(Wt—jaM/tH—j);

J=0

(Y, Yie1) = Z ¢j<vt+j; Viti4i),

J=0



cize aj (Xi, Xiq1) a (Y, Yig1) st rovnako rozdelené. Analogicky by sme takyto postup vedeli rozsirit
na cely casovy rad, ¢ize { X, }3°__ md rovnaké rozdelenie ako {Y;}22 . Z tohto pohladu - ak mame
dané Y7, tak intuitivny odhad pre Yj je ¢Y] a kedZe casové rady {X;} a {Y;} st rovnako rozdelené,
tak aj fakt, ze )A(g:l = ¢ X, moze posobit zmysluplnejsie.

Ak by sme mali AR(2) proces X; = ¢1Xi—1 + ¢2 X2 + Wy, tak z predchddzajiceho plati
X3 = 01X + 02Xy a X2 = 01 Xy + 02X,

Suvis s parcialnou autokorela¢nou funkciou

V zimnom semestri sme ¢asto pracovali s parcidlnou autokorelacnou funkciou (PACF) - jej hodnota
v bode k vyjadrovala akysi odhad posledného parametra (¢y) za predpokladu, ze data sa spravaju
podla modelu X; = ¢p1 Xy 1 + ... + ¢ Xs_p + Wi, t.j. podla AR(k) modelu (napr. PACF(1) je
odhad ¢1; ak predpokladdme, ze X; = ¢1:X;_1 + W;, PACF(2) je odhad ¢9 ak predpokladdame
model X; = ¢o1 Xy 1 + P22 X o + Wy, atd.). V AR(p) modeli potom prirodzene platilo, Ze hodnoty
PACF(p + 1), PACF(p + 2),...s1 nulové, pretoze X;_(pi1), Xi—(p+2), - - - nijako nevplyvaji na X;
(teda koeficient pri nich je 0). D4 sa ukézat, Ze plati aj rovnost

PACE(k) = p (XO _ XD x, )?;"“‘”) , (1.34)

¢ize je to korelacia medzi Xy a Xj ,,oCistenymi” od linedrneho vplyvu nédhodnych premennych
vl

Xy, ..., Xk—1. VAR(p) modeli pre k > p plati X;, — X, *=D — (vid vyssie), ¢cize
p (XO — X X, — X;:(k‘”) = p(Xo — Xy %V W) =0, (1.35)

pretoze Wy je nezavislé s Xo, X1, ..., Xgp_1.

2 Odhady v ARMA modeloch

V tejto casti budeme uvazovat staciondrny, invertovatelny ARMA(p, q) proces { X}z s nulovou
strednou hodnotouﬂ, t.j.

Xt == ¢1Xt,1 + ...+ ¢pthp + Wt + 91Wt,1 + ...+ qut,q, (21)
kde W; ~ WN(0,0%) a W; a X, st nezdvislé pre s < t. Nasim cielom je ndjst vhodné odhady pre
nezndme parametre ¢1, ..., ¢, 01,...,0, a c*. Uvedieme tri metdody.

Momentova metoda
Ideou momentovej metédy je odhadniit parametre na zaklade kovarianénej funkcie (resp. jej odhadu

z dat).

Priklad. Uvazujme MA(1) proces, t.j. X; = W, + 0W,_1. Zo zimného semestra vieme, ze pre
kovarianénti funkciu plati v(0) = (1+6%)0? a v(1) = 6o?. Z dat odhadneme 5(0) a 7(1) a pomocou
nich vyjadrime 6 a 2. Po jednoduchych upravich dostaneme

i _ 1-V1- 420 22)

w0
-~ ~(0
o - 20 (2.3)
1462
kde p(1) = % je odhad autokorela¢nej funkcie. MoZeme si v&imnit, Ze pod odmocninou v ‘)

moze vyjst zaporné ¢islo (ak |p| > 0.5) - vtedy takyto odhad samozrejme nie je vhodny (a je

2 Ak by mal éasovy rad nenulovi strednu hodnotu p, moézeme ju v praxi odhadniit priemerom a nésledne pracovat
s ddtami x; — T,...,%, — T - 0 tych uZ je rozumné predpokladat, Ze maji nulovi strednt hodnotu.
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potrebné ked tak pouzit na odhad iné momenty (napr. (2) namiesto v(1) a pod.), pripadne - ak na
to nie sme odkézani - momentovi metédu nepouzivat vobec, ked Ze disperzia takychto odhadov byva
(oproti inym odhadom) dost vysokd). Podobne by sme postupovali pri lubovolnom ARMA(p, q)
modeli - napisali by sme si predpis pre (0),...,v(p+ ¢) (pomocou nezndmych parametrov), z dét
by sme odhadli 7(0),...,7(p + q) a vyriesili by sme p 4+ g + 1 rovnic o p + ¢ + 1 nezndmych. Ak
by sa stalo, ze takyto systém ma viac rieSeni, zobrali by sme také gzﬁAl, e gbAp, 9:, e ,é;, aby bola
splnend podmienka stacionarity a invertovatelnosti.

Regresia

V pripade, ze mame AR(p) model X; = ¢1X;—1 +...+ ¢, X;—, + W, na odhad parametrov moézeme
pouzit obycajnu regresiu, t.j. ak mame k dispozicii (X7,...,X,,), tak plat{

Xn anl an2 S anp ¢1 Wn

X Xpn—a Xpo3 ... Xypo W,—
N AR (24

X1 X, X, ... X o Wi

Ak maticu oznaéime X, vektor parametrov oznaéime ¢ a vektor na lavej strane ozna¢ime Y, tak z
tedrie regresnych modelov vieme, ze odhad vektora ¢ metédou najmensich stvorcov dostaneme ako
¢ = (XTX)"'XTY (2.5)
a odhad o? ako N N
5 _ (Y —X9)'(Y —X9)
n—op '
Takéto odhady st celkom presné, ich nevyhodou je, Ze ich vieme aplikovat iba pri autoregresnom
modeli.

(2.6)

Metéda maximaélnej vierohodnosti (MLE)

V tejto metdde potrebujeme predpoklad o norméalnom rozdelenom bielom Sume. V takom pripade

m4 nahodny vektor (X7,...,X,)T normalne rozdelenie so strednou hodnotou E(Xj,...,X,) =
(0,...,0) a kovarianénou maticou

Cov(Xy,...,X,) =T,(®,0,0%, (2.7)
kde ® = (¢1,...,¢,),0 = (01,...,0,) a ij — ty prvok matice T, (P, 0, 0?) je

(Tn(®,0,0%))ij = Vw002 (1 — ), (2.8)

kde v 6 -2 0Oznacuje autokovarianc¢nu funkciu ARMA(p, q) procesu s parametrami ®,© a o?. MLE
odhad parametrov ®, 9, 02 je potom také (ID @ 02, ktoré maximalizuje funkciu
1

e
v/ (2m)" det(T,(®, 0, 02))
Vidime, ze toto parcidlnymi deriviciami iplne nepojde (pri ,,ruénom pocitani” by sme sa zrejme
natrapili uz aj s konstrukciou matice I') - vo v§eobecnosti to méze byt problematické aj pre pocitac,
¢asto je nutné robit nejaké aproximdcie.

L(®,0,0%) = xp{—i(xl,...,Xn)rgl(q>,@,o—2)(xl,...,Xn)T}. (2.9)

Poznamky k jednotlivym metédam
e Ak mdme k dispozicii pocitac, najlepsie je zrejme pouzivat MLE (¢asto m& mensiu disperziu).
e Pri velkom mnoZstve dét sa odhady jednotlivych metéd zaéni podobat.

e Pri MLE, regresii a niektorych pripadoch momentovej metédy maji odhady (za istych pred-
pokladov) asymptoticky normélne rozdelenie - vieme teda testovat (napriklad) vyznamnost
jednotlivych parametrov.



Odhadovanie rezidui (realizacii bieleho Sumu)

Pri diagnostike modelu spravidla ako prvé skiimame odhady 171\@ bieleho sumu W, (normalitu,
nekorelovanost). Na ich vypocet v ARMA(p, ¢) modeli

Xt == ¢1Xt_1 + ...+ ¢pXt—p + Wt + ‘91Wt_1 + ...+ qut—q (210)

sa spravidla postupuje tak, ze sa polozi Wt =0pret<papret=p+1,...,nsa W, odhadne

2 2.10), cize
Wt = Xt — ¢1Xt_1 — ... ¢pXt—p - 01Wt_1 — ... qut—q- (211)

Niekedy sa polozi X; =W, =0pret <0 a /Wl, e ,Wp sa tiez vypocita pomocou 1) V praxi
to za nas pocita R-ko - to pouziva na vypocet W, trochu iné postupy, ale dostali by sme podobné
vysledky.

3 ARCH a GARCH modely

Na ARMA modely sa moézeme pozerat aj ako na modely pre podmienentd strednti hodnotu -
uvazujme napriklad AR(1) model s nulovou strednou hodnotou, t.j.

Xt = ¢Xt—1 + Wt' (31)

7 predchédzajiceho semestra vieme, ze stredna hodnota takéhoto casového radu je nula. Ak uz ale
pozndme minulost z;_, Z; o, .. ., tak podmienend stredna hodnota X, bude

EXi| X =20, X4 o =249,...) = E(¢Xe 1 + W Xoo1 =201, Xy 0 =249, ...) =
E(pXi1|Xio1 = 241, Xt = 49, .. .)+
+ E(Wt|Xt—l =Ty_1, Xy—2 = Ty_a, .. ) = Qx4

(ak pozndme minulost, tak X; ; je konStanta, preto sa v prvom s¢itanci mozeme zbavit stredne;
hodnoty a o W; v ARMA modeloch predpokladdme, ze nezavisi od minulosti, takze druhy scitanec
sa zredukuje na £(1W;) = 0). Vo v8eobecnosti, ak mame ARMA model, tak ¢leny (okrem W;) ndm
priamo urc¢uji podmienent strednii hodnotu v pripade, Ze pozndme minulost. Na to v podstate
tie modely mdme - na zdklade minulosti/pritomnosti vieme urcit stredni hodnotu toho, ¢o bude v
budticnosti - samotna nepodmienenda stredné hodnota je z definicie konstantnd, ¢o nam v principe
nepovie ni¢ zaujimavé. Dalej sa pozrime na podmienent disperziu tohto modelu - plati

DXy X1 =201, Xyo =24-9,...) = D(0Xo1 + Wi Xyo1 =21, X0 = 240, ...) =
= D(¢Xi 1| Xio1 = 241, Xy = Ty_g, .. )+
+ D(I/I/t|Xt—1 = It_l,Xt_Q = Tt_9,.. ) =0 + D(Wt) == O'2

(opét sme vyuzili, ze W; nezdvisi od minulosti (aj v pri rozpise disperzie sti¢tu na sicet disperzif) a
to, ze disperzia konsanty je 0). Podobne ak by sme zobrali lubovolny ARMA model, tak podmienens
disperzia vyjde konstantnd (a rovnd ¢?). Prirodzenym rozsirenfim modelov pre ¢asové rady by teda
7 tohto pohladu mohlo byt modelovat (aj) podmienent disperziu - na to slizia prave ARCH (Au-
toRegressive Conditional Heteroskedasticity) a GARCH (Generalised ARCH) modely. Tieto mozu
byt velmi uzitoéné v pripade, kedy v détach vidime nejaké rozdiely vo vykyvoch - tie moézu byt mo-
delovatelné prave pomocou tychto modelov. Hlavny rozdiel oproti . cistym” ARMA modelom je, ze
X, a W, uz nemusia byt (a nie si) nezavislé pre s < t, stdle ale ostanti nekorelované. Okrem toho uz
nebudeme predpokladat nezavislost medzi jednotlivymi W,, ale iba nekorelovanost a normalitu. K
tomuto drobné poznamka - zrejme ste sa stretli s tym, Ze nekorelovanost v normalnych rozdelenych
vektoroch implikuje nezdvislost, ¢o sa moze javit ako rozpor s predchddzajicim tvrdenim. Rozpor
tam, ale nie je, lebo toto plati iba v normalne rozdelenych vektoroch - ak mame dve nekorelované
ndhodné premenné XY, tak stale moze platit, Ze obidve maji normalne rozdelenie, ale napriek



tomu su zavislé (¢o zaroven implikuje, ze (X, Y) nie je normélne rozdeleny nahodny vektor, napriek
tomu, ze jeho zlozky si).

Hlavné idey ukézeme na najjednoduchsom ARCH(1) modeli, komplikovanejsie modely potom
budii fungovat velmi podobne.

ARCH(1)

V takomto pripade predpokladame, ze pre {W;}icz plati Wy = oye4, kde &, ~ iid N(0,1) a pre o,
plati o, = \/w + ay W2, resp. 02 = w + a;W2 |, €iZe pre podmienené rozdelenie W;|W;_; plati

Wi Wiy ~ N(0,w + oy W2 ). (3.2)

To ma priamo dosledok na podmienent disperziu, nakolko podmienens disperzia ARMA modelu
nam vychadzala v tvare D(W;|minulost) (v predchadzajicej casti sme mali sice za podmienkou iba
X,_1,Xi_a,..., aviak W,_; sa pomocou nich d4 vyjadrit - rovnakou technikou, ako ked sme riesili
invertovatelnost). Pre parametre w, a; tohto modelu musi platit w, a; > 0 (modelujeme disperziu,
takze by nebolo vhodné, aby ndm mohlo vyjst zadporné ¢islo) a oy < 1 (kvoli stacionarite, v tomto
pripade aby nam , neuletela” nepodmienend disperzia).

Teraz ukézeme, ze takto definované {W;},cz je naozaj biely sum, ¢ize pre vsetky ¢ € Z plati
E(W;) = 0, nepodmienend disperzia D(W};) je konstantné a pre lubovolné celé h > 0 plati, ze W,
a Wiy st nekorelované. Pre nepodmienenu stredni hodnotu W; plati

E(W;) = E(E(W|W;—1)) = E(0) = 0, (3.3)

lebo E(W,|W;_1) = 0 (vid (3.2))) a pre lubovolné ndhodné premenné X, Y plat{ E(E(X]Y)) = E(X)
(zrejme bolo na Tedrii pravdepodobnosti). Pre nepodmienent disperziu méme

D(W;) = E(W}) — B*(W,) = E(W}?) = E(o}e}) (3.4)
D4 sa ukdzat, Ze toto je rovné Tar Aby sa nepovedalo, tak to aj ukazeme - je to viac-menej

technicka zalezitost, na skisku to netreba vediet. RozpiSme si najprv

2 2 2 2 172
07 = wrtauWl,=w+a0} & | =w+aer (w+ W, ‘)fw—kwal% L +ajel WE
2 2 2 2
= wtwoel | +aiel 0l el s =wtw (Y]cf L tadel ef J(wH+aWEy) =

i ey 22 2.2 2 3.2
= whwme? | twajel &2, +adel &2 W,

Takto by sme vedeli pokracovat d’alej, a kedze a; < 1, tak posledny ¢len pojde k 0, ¢ize vieme

pisat
ol =w |1+ g ok Hgij : (3.5)

Na mieste je otdzka, ¢i je toto ,,slusnd” ndhodnd premennd, ¢i ndm nemdze uletief do nekonecna
(moze) a s akou pravdepodobnostou sa to stane (ak nula, tak je to v poriadku). Na to staci ukazat,
ze mé konecnu strednu hodnotu a to nie je az taky problém, lebo z vety o monoténnej konvergencii
(prirastky v sume si vzdy nezdporné) mame

k

00 k 00
E(e))=E|w|1+ Zalf Hsfﬁ =w|l+ Z(yle Hs‘fﬂv : (3.6)

k=1 7=1 k=1 Jj=1
a ked'ze &; si nezdvislé, tak strednd hodnota stcinu je stcin strednych hodnot, ¢ize

k

E\]]e HE =1, (3.7)

Jj=1
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7 ¢oho dostavame, Ze

E(Uf)—w<l+2(}l> Z 1_(“ (3.8)

k=1
Z predpisu (3.5)) navyse vidime, ze o} je iba funkciou €7 ;, :f 0, - CiZe €7 a 07 st nezdvislé, takze
Y 2.2\ N2y W ¢
D(W,) = E(o;¢;) = E(0;)E(g;) = —— (3.9)

Nakoniec chceme ukdzat, ze W, a W, st nekorelované pre lubovolné celé h > 0. Podobnou
technikou ako pri poc¢itani strednej hodnoty dostavame

Cov(Wy, Wirn) = EWiWipn) — EW)EWipn) = E(WiWiyp) =
E(E(WWin|(Wigh—1, Wign—2,...,Wy))) =
E(WtE(Wt+h‘<Wt+h,1, Wt+h727 ey Wt))) — E(Wt . 0) - 0

V odvodeni sme vyuzili vlastnost podmienenej strednej hodnoty E(XY|Y) = YE(X|Y) a to,
7e ak je dané W, ,_1, tak Wiy, zavisi uz len od neho bez ohladu na predchddzajice hodnoty
Wisnh—2, Wiih_s,... (po matematicky Wi |[Win 1, Wi o, .. = Wiy [Wian 1) a W[ Weano1 ~
N(O, .. .), Cize E(Wt+h|(Wt+h—1> Wt+h—2a ce ,Wt)) = E(Wt+h|Wt+h—1> =0.

W, je teda naozaj biely sum a v praxi sa moze stat, Ze aj qq-plot sa ,,tvari” normélne - na
prvy pohlad teda nemusime hned zbadat, Ze je potrebne pouzit takyto model. . Vhodny néstroj
na identifikdciu je vykreslit autokorelacni funkciu druhych mocnin reziduf (t.j. W2) - ak boli W,
naozaj nezavislé, tak aj W7 si nezédvislé, teda takato autokorelacnd funkcia by mala byt blizko
nuly. To ale neplati pri ARCH a GARCH modeloch - napr. pri ARCH modeloch je {W?}icz za
istych podmienok AR(1) proces (teda ACF by mala byt nenulovd). To, ze 117 sa dd napisat ako
AR(1) proces dostdvame nasledovne.

V2 o 22 2
Wy = ¢goy /-0
2 2 _ 22 2
Wi —oi = €o;—o;
172 o 112 2.2 2
Wi —(w+aWi,) = eo; —o;
12 72 ,
IIf = w+ (1,11'1{ 1 + "/f.
kde V; = €202 — o2, Staci uz ,,len” ukdzat, ze V; je biely sum a V; a W2 su nokorch’)mn pre s < 1.

Je to technickd (ale nie az tak narocénd) zalezitost, ktori ponechdme na zanieteného citatela. Na

to, aby to bol ,slusny biely sum” (koneénd disperzia) je eSte potrebna podmienka a; < %

ARCH(p)

Prirodzenym rozsirenim ARCH(1) modelu je ARCH(p) model - znovu W, = 0;&;, jediny rozdiel je,
ze 0, modelujeme ako

o = \/w + o W2 4. oW (3.10)

Podmienky pre parametre st w, o, > 0 a ay,...,a,-1 > 0 (lebo modelujeme disperziu) a a; + ...+
a, < 1 (kvoli stacionarite). Opét plati, ze {W;}iez je biely sum (teda ndhodné premenné {W;}iez
st nekorelované), avsak ndhodné premenné {W?};cz uz korelované si, takze potrebu pouzit takyto
typ modelu sa d4 uvidiet z autokorela¢nej funkcie druhych mocnin rezidui.

3V zimnom semestri sme pri AR procesoch pracovali s nezavislostou - v principe na vietko podstatné (stacionarita,
autokorelaéng funkcia) sta¢i nekorelovanost.
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GARCH(p, q)

Dalsim zovSeobecnenim je GARCH(p, ¢) model - v tomto pripade podmienent disperziu (resp.
standardnu odchylku) bieleho sumu modelujeme ako

o = \/w + o W2 4. Fap,WE + Brof + ..+ o, (3.11)

kde opiit pozadujeme, aby w, a,, 5, > 0 a zvy$né parametre nezdporné a zdroven a; + ...+ a, +
f1+...+ B, <1 (kvoli stacionarite). Aj tu plati, ze {W; }ez je biely sum, avsak ndhodné premenné
{W?2}iez uz su korelované.

Poznamky k ,,praktickym zalezitostiam”

e Toto vietko st modely pre W, - tie sa samozrejme daji kombinovat s ARMA modelmi - napr.
ARMA(1,1)-GARCH(2,1) (takto sa to zvykne oznacovat) je model spliajici

X=X + Wi+ 0W_q,

kde W, spliia GARCH(2,1) model. Pre {X,},cz sa toho oproti ,klasickému” ARMA(1,1)
modelu (s normdlnym bielym sumom) vela neudialo, zmenil sa ndm iba pohlad na ,,rezidudlnu

zlozku” {W, }iez.

e Pri ARCH modeloch dost ¢asto treba velké p a navyse sa zvykne stat, Ze odhadnuté parametre
nespliaji podmienky - nemusia byt teda vidy najlepsim rieSenim, spravidla lepsie funguje
GARCH.

e Na vyber radu GARCH modelu (volba p,q) nie je nejaké univerzéalne pravidlo, treba skusat.
V praxi dost ¢casto dost dobre funguje GARCH(1,1).

e Predpoklad o normalite €, moze byt v praxi problematicky - v principe staci F(e;) = 0,
D(g;) = 1, nezdvislost a znalost rozdelenia (kedze odhady sa robia pomocou MLE) - R-ko
pontika nejaké moznosti.

GARCH v R-ku

Na GARCH modely sa d4 v R-ku pouzit bali¢ek fGarch. Postup si ukdZeme na priklade. Uvazujme
data gnp z balicka astsa. Predpokladajme, Ze sme klasickymi postupmi zistili, Ze tieto data dobre
popisuje ARIMA(1,1,1) model.

library(astsa)
library(fGarch)
model <- sarima(gnp,1,1,1)

7 Obr. [1] vyzera vSetko v poriadku, avsak ak pozrieme na druhé mocniny rezidui a ich autoko-
relacni funkciu (Obr. [2)),

W <- (model$fit)$residuals
acf2(W™2)

vidime, Ze viaceré palicky st dost nad modrou ¢iarou - to by normdlny biely sum robif nemal.
Vyskisame teda ARMA(1,1)-GARCH(1,1) model na diferencidch - na to existuje funkcia garchFit
(uplne zdkladnt syntax vid nizsie). Nevyhodou je, Ze sa tam neda zadat ARIMA model, iba ARMA.

model2 <- garchFit(~arma(l,1)+garch(1,1), diff(gnp))
summary (model2)

Okrem odhadu parametrov dostaneme pomocou funkcie summary vysledky viacerych testov (vsetky
chceme nezamietnut, t.j. chceme p-value>0.05).

12



Model: (1,1,1) Standardized Residuals
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Obr. 1

PACF
0.0

Series: W2

0.2

e Jarque-Bera Test a Shapiro-Wilk Test testuju normalitu &,

e Ljung-Box Test testuje nekorelovanost &; (prvych 10,15 a 20 autokorelacii) a &7

10,15 a 20 autokoreldcii),

e LM Arch Test testuje, ¢i nie si medzi &; nejaké d'alsie zdvislosti (konkrétne, ¢i sa €7 nedd

modelovat pomocou &7 4, ... &7, kde p sa nejakym sposobom voli automaticky).

V nasom pripade (Obr. vychadza vsetko v poriadku. Premenna model2 obsahuje viacero in-
forméacii o danom modeli, zaujimavé pre nas mozu byt odhady W, - k tym sa vieme dostat cez
model2@residuals a odhady o; - tie dostaneme pomocou model2@sigma.t - pomocou nich vieme

vypocitat odhady &; a pozriet sa na autokorela¢ni funkciu ich stvorcov (Obr. .

E <- model2@residuals/model2@sigma.t
acf2(E~2)

Error Analysis:

Estimate 5Std. Error t wvalue Pri>|t]
ma 9.61047 3.29283 2.919 0.00352 **
arl 0.71845 0.08332 T.698 1.38e-14 #**%
mal —-0.35507 0.1z152 -2.922 0.00348 **
omega 42.80421 40.80899 1.049 0.29423
alphal 0.1088 0.04580 2.376€ 0.01748 *
betal 0.87213 0.05466 15.8955 <« Ze-1lg ***

Signif. codes: 0O Y#*&%f 0,001 “**' Q0,01 “#*' Q.05 ‘. 0.

Log Likelihood:
-1112.803 normalized: -5.012627

Description:
Thu Mar 12 1%:52:46 2020 by user: jozefkovac

Standardised Residuals Tests:

Statistic p-Value
Jarque-Bera Test R Chi~2 4.196941 0.1226438
Shapiro-Wilk Test R w 0.9%828259 0.3565251
Ljung-Box Test R Q(10) 8.39251 0.5905552
Lijung-Box Test R Q(15) 11.51377 0.7153972
Lijung-Box Test 23 Q(20) 23.38595 0.2697735
Ljung-Box Test R~2 Q(l0) 10.38932 0.407026
Lijung-Box Test R™2 Q(15) 15.46545 0.4184384
Lijung-Box Test R™~2 {Q(20) 19.366%1 0.49%8104
LM Arch Test R TR™2 11.35133 0.4990732

Obr. 3

Vidime, ze jedna palicka tam sice stale ,,tréi”, ale je len jedna a Ljung-Box test bol v poriadku,

takZze nas to nemusi prilis trapit.
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V pripade, ze zaddme plot(model2), dostaneme na vyber viacero moznosti, ktory obrazok
chceme vykreslit. Ak chceme predikovat (napr. 20 obdobi dopredu, Obr. , pouzijeme

predict(model2,n.ahead=20,plot=TRUE)
Okrem predovedi X; (v prvom stfpci, Obr. @) moZeme v trefom stfpci standardDeviation vidiet,

aké si budiice predpovede pre oy (kedze aj tie modelujeme).

Prediction with confidence intervals

> predict (model2,n.ahead=20,plot=TRUE)
o meanForecast meanError standardDeviation lowerInterval upperInterval
i \"""‘ 1 63063 53.63063 -47.22784
2 .95688 53.51820 -60.43464
3 8.53913 53.40%67
o 4 9.28040 53.30200
8 I 5 9.60192 53.19¢618
[ 53.09216
7 52.98%962
/ 8 36. 085 52.88944
x 8 7 \\ a 35.82011 52.79068
................ 10 35.34540 52.69363
11 35.00434 52.59824
12 34.75931 52.50451
(SR 13 34.58327 52.41239
14 34.45679 52.32187
15 34.36583 52.23292
o —_— t+h 18 34.30064 52.14552
n — A —— \ 17 34.25374 52.05%64
! %‘*h_l'ge MSE \ 1ls 34.22004 51.97525
—  Xun+1.96/MSE U 1IN 19 34.19583 51.80234
T T T T 20. 34.175844 51.81088
0 20 40 60
ndex Obr. 6
Obr. 5
. ~ 4
4 Regresia v ¢asovych radoch
. ~ . 7 ~ 7 7 . J e . T
Doteraz sme predpokladali, Ze pri analyze ¢asového radu mame k dispozicii iba vektor (z1,. .., z,)

(realizdciu koneéného tseku c¢asového radu {X;}ez). Na zdklade neho sme sa potom snazili ndjst
nejaky SARIMA modeli, ktory by nam tieto data dostato¢ne dobre popisoval. Niekedy vsak mozeme
mat v ¢ase t = 1,...,n k dispozicii aj hodnoty z;1, 22, . - -, 2e.m nejakych d'alsich m premennych,
ktoré by mohli ,,prispiet” k popisaniu spravania ¢asového radu {X;}ez. Standardne v takychto
situaciach uvazujeme linedrny model

xy = Bo + Bz + Bozea + .+ Bmzim + &, (4.1)

t =1,...,n, kde g je nejakd ndhodnd chyba (zatial o nej predpokladajme len to, ze E(g;) = 0).
Maticovo mozeme tento model zapisat ako

T 1 211 *12 --- R1m ﬁ €1
0
) 1 221 222 ... R2m . n E9 (4 2)
Brm
Tn I 2zp1 Zn2 - Znm - €n
N~ B
X Z €

Cielom takéhoto modelu je spravidla odhadnit vektor S a vyselektovat, ktoré z m vysvetlujicich
premennych maji v takomto modeli $tatisticky vyznamny vplyv na vysvetlovani premennt (t.j. pri
ktorych f3; nezamietneme hypotézu Hy : 5; = 0) a ¢i je ten vplyv pozitivny (5; > 0), alebo negativny
(B; < 0). V pripade, ze vieme dobre predikovat hodnoty zr1,...,2rm pre T =n+1,n+2,...,
moZeme tento model pouZit aj na predikovanie X, 1, X, 1o,.. ..

Ak by platilo, Ze {e;}iez je normdlny biely sum, tak (e1,...,&,)T ~ N(0,02I), ¢o je tplne
najstandardnejsia situdcia (ktorda uz bola podrobne rozoberana na viacervch prednaskach) - vektor
B v takom pripade odhadujeme ako

B=(2"2)"'Z"X (4.3)
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a o 3 vieme testovat rozne druhy hypotéz. V pripade ¢asovych radov sa ale casto stane, ze {&; }iez
nie je normalny biely Sum, ale si v iom rozne zévislosti. To sposobi, Ze neplati e ~ N (0, 021), ¢ize
odhad nemusi byt vobec dobry népad, takisto testy hypotéz nemusia fungovat tak, ako by
mali. Ovela redlnejsi (alebo povedzme, ze aspon vieobecnejsi) predpoklad je, ze {e;}1ez sa sprava

podla nejakého ARMA(p, q) (pripadne ARIMA) modelu.
Predpokladajme najprv, ze tento model je znamy, t.j. v modeli pre &,

ee=¢161+ ... F O p + Wi+ OWiy + ... +0,Wi, (4.4)

by sme poznali p a g a takisto aj presné hodnoty parametrov ® = (¢1,...,¢,) a0 = (64,...,60,). Ok-
rem toho predpokladajme, ze {W,; }scz je normalny biely sum. Konstantny clen nemusime uvazovat,
lebo stale plati rozumny predpoklad, ze F(=,) = 0. V takejto situdcii by platilo, ze vektor £ v mo-
deli m4 normdlne rozdelenie N (0, 0?W), kde kovarianéni maticu W vieme presne vypocitat
(rovnako ako v s tym rozdielom, 7Ze sme vyiiali 02). S tymto sa uz d4 pracovat, pretoze ak
cely model zlava prendsobime maticou W’%, dostaneme

WX =W 228+ W ze, (4.5)

kde W~z2e ~ N(0,02W 2 WW™2), ¢o uz je N(0,02I), cize Standardnd situdcia. Vektor parametrov
£ v tomto pripade odhadujeme ako

B=Z"W'2) ' ZTWIX (4.6)

a vieme s nim robit vSetky procediry ako v oby¢ajnej regresii (tomuto sa hovorf ,,Generalised least
square”, skratene GLS). Zaroven plati, ze odhady a st totozné s MLE odhadmi.

Redlne ale paremtre ® a © neméame ako poznat, takze ich tiez musime odhadnit. To opét vieme
pomocou MLE, pretoze ak X = ZS +¢, kde ¢ ~ N(0,0*W(®,0)), tak X ~ N(ZB,0*W (P, 0)), t.]
hustota X je

f(X]8,0% ®,0) =

\/(271')" det(lo-QW(q) @)) exXp {—%(X - Zﬁ)TW((I), @)71<X — Zﬁ)} . (4.7>

,,Staci” teda ndjst parametre 3,02, ®, 0, ktoré tito funkciu maximalizuji. Toto uz moze trvat
celkom dlho aj pocitacu - najmé pri velkom n v kobmindcii s vysokymi radom p, g ARMA modelu
pre e. (Z vlastnych skisenosti - pre n ~ 4000 a p,q okolo 3 to trvalo radovo v desiatkach az stovkach
minut, ale samozrejme zalezi aj od pocitaca.)

Kontrola modelu

Ak boli nase predpoklady spravne, tak &y = W(EI\D, (:))_%é\ (kde e=X— ZBje odhad ¢) by nemalo
byt daleko od N(0,02I) - to je potrebné overif. Normalitu napriklad pomocou normélneho QQ-
plot-u, histogramu, pripadne nejakého testu a nekorelovanost napriklad pomocou ACF, pripadne
Ljung-Box-ovho testu. Ak toto nie je v poriadku, tak je model potrebné upravit - napriklad skisit
zmenit p, ¢, pripadne pridat nejaké d'alsie/iné premenné (o tom trochu neskor).

Niekedy s data (z1,...,x,) ,rozlietané”, ¢o potom moze sposobit, ze £y nebudi ani zd'aleka
pripominat normalitu (napr. normalny QQ-plot bude mat ,esickovity” tvar) - v praxu moze (ne-
musi) pomoct zlogaritmovanie vektora (x4, ..., z,) (na to samozrejme musia byt kladné) - treba si

potom ale ddvat pozor pri interpretécii modelu.

Testovanie submodelov

Ak chceme zistit, ¢ je nejakd skupina vysvetlujicich premennych §tatisticky nevyznamnd, mozeme
pouzit test pomerom vierohodnosti. Predpokladajme napriklad, Ze chceme testovat nevyznamnost
prvych dvoch vysvetlujicich premennych, ¢o je v takomto modeli ekvivalentné hypotéze

Hy: 51 =03=0 vs. Hy:B1#0V By #0.
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Na test pomerom vierohodnosti najprv zostrojime submodel
Ty — ,80 + 532«13 + ...+ 5mzt,m + Et (48)

a najdeme MLE odhady parametrov. Za platnosti Hy (a nejakych dalsich podmienok pre test
pomerom vierohodnosti, ktoré diufame, ze platia) ma testovacia Statistika —2 In W chi-kvadrat

model

rozdelenie s dvoma stupitami volnosti. Li,eqe; (resp. Lsubmoder) je maximum vierohodnostnej funkcie
pre model (resp. submodel) - napriklad L;,.qe by sme ziskali dostali ako

X 2 d 4.
ﬁfﬁ?‘é@f( |6,0%,®,0), (4.9)

kde funkcia f je definovand v (4.7). Pocet stupiiov volnosti x2-rozdelenia je uréeny podla poctu
parametrov, ktoré testujeme.

Volba rddu ARMA modelu

Otézkou este ostdva ako vybrat hodnoty p a ¢ ARMA(p, ¢) modelu pre &; - vhodnych kandiddtov
mozeme néjst tak, ze ndjdeme ARMA(p, ¢) model pre £p - rezidud z klasickej regresie, t.j.

fo=X—-ZBo=X-2(2"2)"'Z"X (4.10)

(Bo je odhad 8 za predpokladu, Ze & ~ N(0,0%1), t.j. Bo = (ZTZ)71ZTX). ARMA(p, q) model
hladdme metédami zo zimného semestra (pomocou ACF, PACF a skiisania). Takéto p, ¢ samozrejme
nemusia tiplne dobre fungovat, pretoze o je iba odhad € a este k tomu aj zIy (lebo odhad B\o je zly).
Mobze to ale byt aspon dobry tip na zaciatok - ak nebude fungovat, mozeme napriklad vyskuisat
p+ 1,q a podobne.

Aby sme to zhrnuli, tak ak chceme robit regresiu v ¢asovom rade, postupujeme nasledovne (toto
sa da ndjst pod ndzvom ,,Cochrane-Orcutt procedure”):

1. Spravime oby¢ajnu regresiu a odhadneme rezidud &p.
2. Néjdeme ARMA (p, q) model pre &p.

3. Ndjdeme MLE odhady pre f3, 0%, ®, 0 za predpokladu, 7ze e ~ N(0,0?W (®,0)), kde vektory
parametrov ®, © maji dlzku podla bodu 2.

4. Skontrolujeme model, ak nie je v poriadku, tak ho skisime upravit.

Zopar technickych poznamok

1. Ak by sa nam zdalo, ze pre € je vhodnejsi ARIMA model (¢ize su potrebné aj diferencie),
staci pracovat s diferenciami vsetkych premennych, ktoré mame - ak totiz plati

= PBo+ Przea + ..+ Bmzem + & (4.11)
pret=1,...,n, tak plati aj

T — 1 = PBo+ Brzg + .o F BmZem 60— o — Bize—11 — . — PmZ—1m — Et—1
V:L‘t = /Blvzt,l + ...+ Bszt,m + Vgt

pret =2, ..., n. Interpretacia parametrov [y, ..., 3, ostava rovnaka ako v pévodnom modeli
a uz sme dostali Ve, ¢o sme cheeli (jedine sme teda ,,prisli” o konstantny clen ).
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2. Pre jednoduchost uvazujme teraz iba jednu vysvetlujicu premennt (pre viac premennych je
idea tplne rovnaka - to len aby sme sa neupismenkovali) nadobudajicu v ¢ase t = 1,...,n
hodnotu 2. Niekedy sa stane, Ze x; lepsie vysvetlujui ,,minulé” hodnoty vysvetlujicej pre-
mennej, teda miesto modelu

ry = Bo + Pz + &, (4.12)

moze byt lepsie uvazovat model
Ty = Po+ brzi1 + & (4.13)

Niekedy mozu fungovat aj ,,davnejsie” hodnoty (CiZe z;_o,2; 3,...). Dobrym indikdtorom
toho, Ze lepsie mozu fungovat minulé hodnoty, je nizka hodnota vyberovej koreldcie me-
dzi (x1,...,2,) a (z1,...,2,) a nie nizka hodnota vyberovej korelacie medzi (x,...,z,) a
(21, .-+, Zn_1) (resp. medzi (241, ...,2,) a (21, .., 2n_k) - toto je mimochodom hodnota od-
hadu takzvanej ,,cross-correlation function” (CCF) medzi (21, ...,2,) a (21,...,2,) v bode k.
V R-ku takuto funkciu dostaneme pomocou ccf (z,x), kde v premennej z st ulozené hodnoty
(z1,...,2,) a v premennej x hodnoty (z1,...,2,)).

3. Pri {&;}ez sa teoreticky nemusime obmedzit iba na ARMA modely, mézeme uvazovat aj
nejaky ARMA(p, ¢)-GARCH(p', ¢') model.

Ako to robif v R-ku...
...si ukdzeme na generovanych datach, ktoré si vytvorime napriklad takto.

set.seed (1)

E_t <- arima.sim(n=100,

model=list (order=c(1,0,2),ar=c(0.85) ,ma=c(-0.7,0.5)),
sd=20)

set.seed (1)

z1l <- sample(1:1000,100, rep=TRUE)
z2 <- sample(1:1000,100, rep=TRUE)
z3 <- sample(1:1000,100, rep=TRUE)
z4 <- sample(1:1000,100, rep=TRUE)

x <= 5 + 2%z1 - 1.3*xz3 + E_t

Na tieto data vyskidsame model

2y = Po + Brza + Bazeo + Pszes + Bazea + €. (4.14)

KedZe z2 ani z4 sme pri ,,vyrobe” x nepouzili, mali by ndm vyjst nesignifikantné. Na kontrolu
toho, ¢i nie je lepsie pouzit starSie - napr. z_11 (tzv. ,lagged variables”) hodnoty vysvetlujtcich
premennych si mézeme vykreslit CCF funkcie.

ccf(zl,x)
ccf(z2,x)
ccf(z3,x)
ccf(z4,x)

Vidime (ak si to teda spustime v R-ku - v rdmeci Setrenia priestoru tu nebudu ukazané vsetky
obrazky). Ze ak su koreldcie vysoké, tak jedine v nule, takze starSie hodnoty vysvetlujicich pre-
mennych nie st nutné.

Ako prvé spravime teda obyéajny model a pozrieme sa, ¢ by jeho rezidud o nemohli byt
realizdciou normélneho bieleho Sumu. (A ak sme to eSte nespravili, tak si nacitame balicek astsa.)
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model_obycajny <- lm(x~z1+z2+z3+z4)
E_0 <- residuals(model_obycajny) #ziskanie rezidui
sarima(E_0,0,0,0) #kontrola, ci to moze byt normalny biely sum

Model: (0,0,0) Standardized Residuals

-2 -1 0 1 2
L1 L1

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

ACF of Residuals Normal Q-Q Plot of Std Residuals

ACF
-0.2 0.2 0.6 1.0
I [ N

T T T T T T T T T
5 10 15 20 -2 -1 0 1 2

p values for Ljung-Box statistic

Z Obr. [7 vidime, ze £p zrejme realizacia normélneho bieleho sumu nebude, takze skisime nejaky
ARMA model. Pouzijic techniky z minulého semestra by sme dospeli k tomu, ze tieto rezidua
(kupodivu) dobre popisuje ARMA(1,2) model. Vyskisame teda ten isty model, ale s predpokladom,
ze korelaénd Struktira € (v podstate matica W) je rovnaké ako korelaéna struktira ARMA(1,2)
modelu - v R-ku sa to d& pomocou funkcie gls z balicka nlme.

model <- gls(x"zl1+z2+z3+z4, correlation = corARMA(p = 1, q = 2), method = "ML")
K standardizovanym rezidudm &y, sa vieme dostat cez

E_W <- residuals(model,type="normalized")

a opat mozeme skontrolovat normalitu a nekorelovanost.

sarima(E_W,0,0,0)

Mobzeme vidiet, Ze ani toto (kupodivu - tentoraz uz naozaj) nevyzerd byt na normdlny biely Sum.
Skisme teda zvysit p.

model2 <- gls(x~zl1+z2+z3+z4, correlation = corARMA(p = 2, q = 2), method = "ML")
E_W2 <- residuals(model2,type="normalized")
sarima(E_W2,0,0,0)

Toto uz je v poriadku. Na prehlad o odhadoch parametrov a ich signifikantnosti mozno pouzit
(rovnako ako pri klasickom linedrnom modeli ziskanom funkciou 1m) funkciu summary(model2).
Ak by sme cheeli testovat hypotézu Hy : By = B4 = 0, musime si najprv vytvorit submodel bez
premennych z2,z4.

submodel <- gls(x“z1+z3, correlation = corARMA(p = 2, q = 2), method = "ML")
Test pomerom vierohodnosti potom spravime pomocou funkcie anova.

anova(model?2, submodel)
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Model 4f ATC BIC logLik Test L.Ratio p—-value

model 2 1 10 864.1921 890.2438 -422.0%6l1
submodel 2 8 B83.9374 854.7788 -423.9e87 1 ws 2 3.745328 0.1537
Obr. 8

Zaujima nas p-value (vpravo dole na Obr. - v tomto pripade 0.1537, ¢o je viac ako 5%, c¢ize
hypotézu Hy nezamietame, t.j. sta¢i nam iba submodel. Nakoniec mozeme este skontrolovat, ¢i si
v poriadku aj rezidud v submodeli (si).

sarima(residuals(submodel, type="normalized"),0,0,0)

Ak by sme cheeli pridat aj nejaky GARCH model pre {&;}icz, tak sa to v R-ku d4 (balicek
rugarch), ale nie je to velmi ,user-friendly” a je to nad rdmec tejto prednasky. Koho by to
zaujimalo, tak odporicam pozriet si stranku https://stats.stackexchange.com/questions/
93815/fit-a-garch-1-1-model-with-covariates-in-1|

5 Dekompozicia ¢asového radu

V mnohych pripadoch sme sa stretli s ¢asovymi radmi, ktoré kvoli trendu (pripadne sezonalite)
neboli stacionarne, takze nebolo mozné na ne aplikovat ARMA (resp. SARMA) modely (teda
mozné to teoreticky bolo, len vysledky by boli nepouzitelné). Doteraz sme tento problém riesili
diferencovanim (resp. sezénnym diferencovanim), ¢ize ARIMA (resp. SARIMA) modelmi. To je
sice uzitocny néstroj, ma vsak aj svoje nevyhody. Predpokladajme napriklad, ze pre casovy rad
{Xt}tGZ platl'

X; = Bo + bit + Bot® + Ey, (5.1)

kde By, 1, B2 su nezname parametre a F; je nejaky stacionarny casovy rad. V zimnom semestri
sme ukazali (alebo aspon spomenuli), ze ak s takymto ¢asovym radom urobime dve diferencie,
dostaneme

V32X, =28, + V2E,, (5.2)

¢o uz je stacionarny proces. Pri tomto postupe sme sice vyriesili nestacionaritu, avsak ,,cestou”
sme stratili 8y a (;, ktoré nds potencidlne mohli zaujimat.
Z tohto dovodu preto moze byt niekedy uZitoénejsia takzvand dekompozicia ¢asového radu na

Xt = T?"t + St + Et7 (53)
kde

e T'r; je trend,

e S; je sezénna zlozka - predpokladdme o nej, ze S; = Sy, pre nejaku dizku periédy p - spravidla
toto p pozname (napr. pri mesa¢nych détach ¢asto p = 12, pri dennych p = 7 a podobne);
okrem toho predpokladdame Sy + Sy + ...+ S, = 0 (t.j. S; st iba nejaké odchylky od trendu
sposobené danym obdobim),

e [, je stacionarny proces s nulovou strednou hodnotou.
Pri takomto modeli spravidla postupujeme tak, ze
1. z pozorovani 1, . .., x, odhadneme trend a sezénnu zlozku (tieto odhady oznac¢ime ﬂt a §t),
2. vypocitame odhad Et =T — ﬂt — §t,
3. ndjdeme ARMA (pripadne ARMA-GARCH) model pre {/E\t}?zl,
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4. ak chceme casovy rad predlkovat tak na predikciu v case n + k (k > 0) mozeme pouzit

~

Xn—l—k TTn+k + Sn+k + En+k

Vyhodou takéhoto pristupu je, ze lepsie ,,vidime” do Struktiry ¢asového radu - napriklad ak pre
denné trzby obchodu vypocitame .
Tr, = 1000 + 5t

a konkrétne hodnoty §pondelok, §utomk, - §nedela (zodpovedajuce napr. hodnotdm §1, el §7 - ak
t = 1 zodpovedd pondelku), vieme z toho vyéitat, ze v priemere trzby stipaji o 5 EUR za den a
takisto sa vieme nieco dozvediet o spravan{ zdkaznikov v jednotlivych ditoch (napriklad, ze v nedelu
nakupuji menej ako v sobotu, lebo :S’\Sobom > §nedela) - takéto informédcie by sa zo SARIMA modelu
dostavali fazko. Nevyhodou je, ze odhady mozu byt nepresnejsie (napriklad E,y, je iba ,,0dhad z
odhadu”, pretoze skutotné hodnoty Ej, ..., E, nepozname, mame iba ich odhady), nehovoriac o
intervaloch spolahlivosti (ak sa do nich vobec pustime - niekedy to ani nemé zmysel).

V dalsich podkapitoldch si struéne povieme o odhadovani Tr; a S;. (Postupy st celkom in-
tuitivne, takze nepojdeme velmi do h[bk)‘. Koho by to nahodou zaujimalo detailnejsie, tak u¢im aj
manazérsky predmet Analyza ¢asovych radov, kde tieto veci u¢im podrobnejsie - poznamky mozno
najst na http://www.iam.fmph.uniba.sk/ospm/Kovac/Materialy/ACR_Poznamky .pdf]).

Regresny pristup

Predpokladajme, Ze trend sa d4 zapisat ako

i=0
kde fo, ..., fm st zname funkcie a fy, . . ., B, nezname parametre. Potom ([5.3)) vieme zapisat v tvare
Xt = 60f0(t> + ...+ ﬁmfm(t) + Slth -+ SQZQt + ...+ szpt + Et, (55)

kde pre j=1,...,p je

1 ak cas t zodpoveda j-temu sezénnemu obdobiu,
o
o 0 inak.

Napriklad ak predpokladdame linearny trend pri kvartalnych datach, tak fo(t) =1 a fi(t) = t, cize
mozeme pisat

Xt = BO + ﬁlt + Slzlt 4+ ...+ S4Z4t + Et, (57)
kde pre 7 =1,2,3,4 je

(5.8)

1 ak ¢as t zodpoveda j-temu kvartalu,
Zip =
o 0 inak.

Mozeme si vsimniit, ze model (5.5)) (a teda aj model (5.7)) je zbytocne preparametrizovany, pretoze
predpokladdme S; + ... + S, = 0, ¢ize napriklad S; vieme vyjadrit ako —(Sy + Sz + ...+ S,).
Model (5.5 vieme tym pddom zjednodusit na

Z Bifi(t) — (So+ ...+ Sp)z1e + Sozar + ... Spzpe + Ei

= Zﬁifi(t) + Z Si(zjt — 2u) + Ei,
=0

j=2
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¢o je linedarny model s parametrami (S, . .., B, S2, Ss, . .., Sp). Bez ujmy na vseobecnosti predpo-

kladajme, ze ¢as t = 1 zodpovedd prvému sezénnemu obdobiu (¢ize z1; =1 a 291 = ... = 2,1 = 0)
a Cas t = n zase p—temu obdobiu - maticovo potom vieme tento model zapisat ako
X, fo(1) A o () -1 -1 =1 .~ E,
X, B2 AR . fa® 1 0 0 . 0| /B B,
X3 fo(3) i3 .. fu® 0 1 0 ... 0 : Es
: _ : : . : : : oL Bm n :
Xpi1 fop+1) filp+1) ... falp+1) -1 -1 —-1 ... —1 : E,i
: : : e : : : oo Sp :
Xn fo(n) filn) ... fm(n) o 0 0 ... 1 E,
——— P ~
X F
(5.9)

takze odhad parametrov metédov najmensich §tvorcov ndjdeme ako (F''F)™1FTx (x je realizicia
X, ¢ize data) - tento odhad je nevychyleny a za istych celkom splnitelnych podmienok aj konzis-
tentny. Odhad S; potom dopoéitame ako —(S; + ... + S ). Ak ndhodou E; ~ iid N(0,0?), tak
vieme robit aj testy, intervaly spolahlivosti a podobne Ak FE; tuto podmienku nespﬁia, teoreticky
nevidim dovod nepouzit rovnaky postup ako v predchddzajiicej casti (,,Regresia v ¢asovych ra-
doch”). Prakticky som sa s tym v ucebniciach/prednaskach nestretol, takze mozno je tam nejaky
problém - ak by ho ndhodou niekto vedel, budem rad, ked mi to povie.

Jednoduchy pristup

Niekedy sa trend ned4 (resp. nie je tiplne rozumné ho) zapisat ako v , napriklad preto, ze trend
meni v éase svoj charakter. V takom pripade mozeme trend odhadniif pomocou takzvanych kfzavych
priemerov (po anglicky ,,moving average” - pozor, toto nema ni¢ spoloéné s MA(q) procesmi (teda
okrem nézvu)). V pripade, ze dizka periédy p je nepdrna, zvykne sa pouzit, takzvany jednoduchy
kizavy priemer Sirky p, ktory je tvaru

1
T’r’t = ]—9 (I‘tiprl —+ xtf%ﬁ’l + ...+ Tt + ...+ xt+pT*171 + It+p2;1> ) (5]'O>
napr. ak p = 7 (napr. pri dennych détach), tak
—~ 1
Try = » (Tt—3 + Tp2 + X1 + Ty + Togr + Tigo + Tyyz)

(pri dennych ddtach by to bol priemer z celého tyzdna (z okolitych dni)). Ak p je parne, zvykne sa
pouzit takzvany centrovany klzavy priemer, ktory je tvaru

—~ 1
T’r‘t = 2—p (mt*g + 21},%4,1 +...+ 2l‘t+gfl + xlur%) ) (511)
napr. ak p = 4, tak
—~ 1
Tr, = g(xt,Q + 221 4 22 + 2311 + Tigo).

Tymto samozrejme nevieme vyriesit okrajové body - napr. pri p = 4 nevieme takto vypocitat
Try,Tre,Tr,—1 a Tr,, pretoze nemame hodnoty z_1,zo, xp11 a T,40. Teoreticky existuje sposob
ako rozumne najst odhady pre tieto hodnoty, prakticky sa tieto hodnoty vynechdvaji. Sezonalitu
potom odhadneme nasledovne:

1. Polozime



kde A; = {t zodpovedajice prvému casovému obdobiu, pre ktoré méame k dispozicii hodnotu

- ﬁ’t} Napriklad ak méme mesac¢né data od janudra 2001 (¢t = 1) do decembra 2010
(t = 120), tak ,,janudrové casy” su t = 1,13,25,...,109, pricom 7/“7“1 nemdame k dispozicii,
takze v tomto pripade md mnozina A, tvar A, = {13 25,...,109} a S je aritmeticky priemer
hodnot zy3 — Tr13, Tos — Tr25, e, T109 — Trmg Analoglcky vypocitame aj SQ, - Sp.

2. Znormujeme tieto hodnoty aby siucet bol 0 takym sposobom, ze pre ¢ = 1,2, ..., p polozime
S; = ~——ZS (5.12)

V pripade, ze by sme chceh predikovat hodnoty X, .1, ..., X, pre nejaké k > 0, potrebovali by sme
aj hodnoty Trnﬂ, .. Trn+k, ktoré ndam ale metoda klzavych priemerov neposkytuje (teoreticky sa
nejaké kratkodobé predpovede daju zostrojit, prakticky nie st iplne dobré a az tak sa nepouzivaji).
Akysi heuristicky pristup, ktory sa d4 v takomto pripade pouzit je

1. zobraf poslednych k bodov trendu, ktorych odhady mame (t.j. Try, Trs1, ..., TTs_ps1, kde
s oznacuje posledny bod trendu, ktory mame odhadnuty),

2. najst k tymto bodom metédou najmensich stvorcov priamku B\O + B\lt,

3. pre j =1,...,k odhadnit Tr,; ako f(n+ j), kde f je dané ako
F(t) = (t — )5y + Tr., (5.13)

teda je to priamka, ktord sa ,,napdja” na nas odhad trendu (v bode s ma hodnotu ﬁ“s) a ma

sklon 3\1

Jednoduché exponenciilne vyrovnavanid]|

Opéit ide o heuristickii metédu, takze casto tu budd ,,volnejsie” t\1d(‘nia/od\'()d(‘nia a ak vas
nahodou napadne otazka |, Pr( :¢o toto robime prave takto?”, tak odpoved je spravidla ,,Lebo sa
ukazalo, ze to dobre funguje.”. V literature sa vacsSinou uvadza iba finalny (110()11T111HS na vypocet
odhadov, tu skisime uviest, ¢o sa za tym algoritmom teoreticky d4 hladat. V tejto éasti predpo-
kladdme, Ze nemame sezénnost a trend je priblizne konstanta, t.j. Tr ~ Sy - ,,priblizne” v takom
zmysle, Ze s meniacim ¢asom sa moze tato konstanta (trochu) menit. Odhad tejto konstanty v ¢ase ¢
(budeme ho oznacovat a;) ndjdeme pouzitim vsetkych doterajsich hodnot minimalizaciou vyrazu

9:(80) = (26— o)* + (1 =) (-1 o)+ (1 =) (22— o) +... = Z(l ) (- —Fo)?, (5.14)

t.j. vazenou metédou najmensich stvorcov, pricom vahy exponencidlne klesaji smerom do minulosti
(o € (0,1) je parameter tejto metddy - ¢im starsie pozorovanie, tym mensi vplyv ma na odhad 5y).
Pozornému ¢itatelovi iste neuslo, ze sme pouZili naozaj vsetky doterajsie hodnoty - dokonca aj
tie, ktoré redlne nemame (zo,x_1,...) - v teoretickych ivahach je ale ,krajsie” (a jednoduchsie)
pracovat s tymito hodnotami a to, Ze ich nemdme riesit az po odvodeni.

Pomocou derivicie by sa lahko ukdzalo, Ze

a; = Za(l — o)z, (5.15)
=0

4Namiesto ,,vyrovnavanie” sa pouziva aj ,,zhladzovanie”, pripadne ,,vyhladzovanie”.
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v~ . ’~ ’ . ’ /o~ ’ . 7 A A~ . ~ s 0 ~
¢ize ide o vazeny priemer (véhy v stucte davaji 1) hodnot zy, 241, 4—9, . ... MoZeme si vSimnut, ze

Z (1-a) :Etj—oz:vt—i—z (1 — )l z;_; = |substitdcia j = k + 1]

7=0 J=1

=ax;+ (1 — ) Zal—a Tk = ary + (1 — a)a;_q,
k=0

¢ize a; mozeme velmi jednoducho poécitat rekurentne - v podstate odhad 3, ,,aktualizujeme” po-
mocou predchadzajiceho odhadu a;_; a aktudlnej hodnoty z;. Jediné, ¢o ndm chyba je nejaké
zaciatoéné ai, na ktorého vypocet by sme ale potrebovali hodnoty zg, x_1,x_o,.... V praxi sa to
riesi tak, ze za a; sa poloz z; (ale st aj iné metédy, napriklad zobrat priemer prvych niekolko
hodnot).

Za odhad Xn+k (=odhad X, pomocou hodnét x,...,x,) sa potom zoberie najaktuélnejsia
hodnota, ktord méme, t.j. a,. V ¢ase t = 2,...,n vieme vypocitat aj chybu predickie
~t—1
Et = Tt — Xt = Tt — Q¢—1- (516)

Parameter a sa potom voli tak, aby stcet stvorcov tychto chyb bol ¢o najmensi.

Dvojité exponencialne vyrovnavanie

Idea je v podstate také istd ako v predchadzajicom pripade - op#tf nemdme sezonalitu, jedine o
trende tentokrat predpokladame, ze je priblizne priamka, t.j. T'r; = [y + (1t, kde By, f1 sa v case
,,vyvija”. Vsetky odvodenia by boli analogické, takze uvedieme len , kucharsky postup”.

e Polozime 5[1] =1 a 5[1] = 7 (to budi akési pomocné premenné).

e Pret =2,...,n polozime

sl[tl] =ar;+ (1 — oz)sgul
s =asil + (1—a)s?,.

e Odhad trendu v case t je potom Trt = 25[1] — S?}.

e Odhad XT’} 1, dostaneme ako

)A(QM, = 25l — sl ¢ 1& (st —s2) - &, (5.17)
-«

Specialne )A(tt_l = 287[51}1 — 81[52]1 + 1= (sl[el}l — 31[5 : > - to potrebujeme na vypocet predikénych
chyb R
g =x — X1 (5.18)

pret=2,...,n
e Parameter a zvolime tak, aby sicet stvorcov predikénych chyb bol ¢o najmensi.

Poznamka. Existuje aj trojité exponencidlne vyrovnavanie, idea by bola opif rovnakd, len by
sa zobral polyném druhého stupna. V praxi ale ¢asto dostatoéne dobre funguje aj dvojité (aj pri
datach, ktoré nemaju ,,priamkovy tvar” - tym, ze koeficienty sa menia, tak tato metoda sa vie
adaptovat aj komplikovanejsie funkcie, rovnako aj na zmeny charakteru v ddtach).
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Dvojité exponencialne vyrovnavanie - ina verziaﬂ
Existuje aj druhd verzia exponencidlneho vyrovnavania - idea je podobna, avsak ,aktualizacia”
koeficientov prebieha trochu inym sposobom - algoritmus prebieha nasledovne:

e Polozime a9 = 29 a by = 19 — 7.

e Pret=3,...,n polozime

ar = axy + (1 —a)(a—1 + b—1)
by = Blar — ar—1) + (1 — B)bi_1,

kde o, 8 € (0, 1) st parametre. Mozeme si to predstavit tak, ze v ¢ase t — 1 predpokladame, ze
trend ma tvar priamky prechadzajicej bodom a;_; so sklonom b;_;. O¢akavana hodnota v case
t by potom bola a;_1 + b;_1 - to potom ,,vyvazime” hodnotou x;, ¢ize skutoé¢nou hodnotou v
case t - z toho vzorec pre a;. Ak uz mame a;, tak ,,skuto¢ny” sklon trendu v bode t je pri tomto
pohlade a; — a;_; - ten zase ,,vyvazime” predchddzajicim sklonom b,_;, pricom pouZijeme
iné vahy. Technicky to teda pripomina jednoduché exponencidlne vyrovnavanie, kde sme mali
a; = axy + (1 — a)ay_q, ¢ize tiez sme mali vazeny priemer ocakavanej a skutoénej hodnoty.

e Odhad trendu v case t je ﬂt = ay.
e Predikciu v ¢ase n + k dostaneme ako )?g ok = Qp + Kby,

e Parametre «, § dostaneme minimalizaciou sumy stvorcov predikénych chyb.

Holt-Wintersova metoda

Ide o zovseobecnenie predchadzajicej metody s tym rozdielom, ze sa okrem ,,lokalne priamkového
trendu” predpoklada aj sezonalita. Okrem priamkovych koeficientov a; a b; sa teda prida aj koefi-
cient s; pre sezonalitu. Koeficienty aktualizujeme podla predpisov

ay = a(xy — si—p) + (1 — a)(a-1 + b1)
by = (at — Gy 1) ( )bt—l
st =Y(rr — ap) + (1 —7)8t-p,

+
+

kde «, 3,7 € [0,1] st parametre. Koeficienty a; a b, prepocitavame v podstate rovnako ako
v predchadzajicej metéde, jediny rozdiel je, ze namiesto x; pouzijeme hodnotu x; — s, (Cize
ju ,,0¢istime” od sezénneho vplyvu). Hodnotu s; aktualizujeme analogicky, ¢ize vazeny priemer
predchadzajicej sezénnej hodnoty (preto je tam s;—,) a ,,aktudlnej” sezénnej hodnoty x; — a;
(skutoénd hodnota minus odhad trendu v case t). Na prepocet koeficientov potrebujeme aj nejaké
Startovacie hodnoty ag, by, So, S—1, - - -, S_p41 - tie mdzeme zobrat napriklad tak, ze na vietky déta
pouZzijeme ,regresny pristup” (vid niekolko strén dozadu) pricom trend zapiseme ako priamku
(R-ko to robf tak, ze na ag, by spravi iba oby¢ajnui priamkovi regresiu a sg, S_1, ... S_, zoberie ako
odhady z ,,jednoduchého pristupu”).

Ako uz bolo naznacené, odhad trendu je v tejto metéde ay, ¢ize ,fitovand” hodnota casového
radu je a; + s;. Odhad Xr nar Ziskame ako

X = a4 kb + Snikip, (5.19)

kde [ je najmensie prirodzené ¢islo, pre ktoré plati n+k—Ip < n (napr. ak robime predikciu pre ne-
jaku februdrovi hodnotu, tak s,,44_, bude posledna februarova hodnota, ktori mame vypocitant).
Parametre o, 3,7 opit odhadujeme minimalizdciou stiétu stvorcov predikénych chyb.

5Této je pouzivanejsia.
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Strucne k multiplikativnym modelom

Doteraz sme predpokladali, ze plati aditivny model
Xe=Tri+ S+ E;. (5.20)
Niekedy ale lepsie popisuje data takzvany multiplikativny model
X, =Tr,- S, E,. (5.21)

D4 sa to rozoznat napriklad tak, Ze ,,sezénne vykyvy” nie st priblizne konstantné, ale vyraznejsie
sa menia - porovnaj napr. Obr.[9]a Obr.[I0]- v prvom z nich si tieto odchylky priblizne konstantné,
v druhom zjavne narastaji. V takejto situdcii je najjednoduchsim (a ¢asto posta¢ujicim) rieSenim

n
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o
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©
o | 8 -
© n
n
g 0
g “g’, § |
A Q
g 0 2
g w ¢
e = o
S
o | o
n 8 -
o
8
T T T T T T T T T T T T
1950 1952 1954 1956 1958 1960 1950 1952 1954 1956 1958 1960
Time Time
Obr. 9 Obr. 10

déta zlogaritmovat - tym dostaneme opét aditivny model (len s inymi ddtami)
InX,=InTr;+InS; + In E,. (5.22)

V pripade, ze takito operdciu spravit nechceme (alebo nevieme kvoli zdpornym ¢islam), existuji
multiplikativne alternativy k vyssie spomenutym metdédam - spomenieme aspon multiplikativnu
Holt-Wintersovu metodu. Ideovo funguje tplne tak isto, rozdiely si jedine

e Vv prepocte parametrov
Tt

ag =a— + (1 — a)(ay_1 + bi_1)
St—p

by = Blar — ag—1) + (1 — B)by—y
z

st =7=+ (1 —7)st_p,
a

e v odhade )A(ZLL 1 ktory je v tomto pripade dany predpisom

~

’Z—i—k = (an + kbn)sn-‘rk—lpa (523)

kde [ je rovnaké ako v aditivnej verzii.
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6 Spektralna analyza

Pocas tohto a aj minulého semestra sme sa viackrat stretli s datami, ktoré mali periodicky charakter.
Typickym prikladom boli napriklad ddta AirPassengers (vid Obr. , kde zjavne vidime, ze
kazdych 12 mesiacov je v ¢asovom rade velmi podobny (takmer rovnaky) vzor. V tomto priklade
je periodické opakovanie o¢ividné, avsak v praxi sa ¢asto mozeme stretnif aj s détami, kde sice
,,citime”, Ze nejakd periodicita tam je, avSak na prvy pohlad nie je zjavny ani opakujici sa vzor a
niekedy ani dizka cyklu (tu ¢asto iba ,,tusime” z typu dét - napriklad 12 pri mesaénych datach a
podobne) - vid napr. data na Obr. [12| (v R-ku st ddta v balicku astsa ulozené do premennej rec -
ddta sivisia s mesacnym poctom ,,prirastkov” ryb, nejaké d’alsie informdcie sa v R-ku daju ziskat
cez prikaz 7rec).

6.5
100

6.0
|
80
|
—

60
|

55
rec

40
|

log(AirPassengers)

1950 1952 1954 1956 1958 1960 1950 1960 1970 1980
Time Time
Obr. 11 Obr. 12

Dovodom tejto nejasnosti moze byt jednak vicsia ndhodnost (vacsi sum), ale aj to, ze v détach
st nejakym sposobom pokombinované cykly roznych dlzok. V datach z Obr. [12]sa napriklad pri iste]
miere prizmirenia ocf a autosugescie daji vidiet podobné vzory kazdych 12 mesiacov, vid Obr.
- vo VicSine ,,0kienok” mozeme pozorovat ,,v-ckovy” tvar (najprv pokles, potom rast). Vsetko je
samozrejme vyrazne poznacené ndhodnostou, takze velkost a tvar tohto vzoru sa v jednotlivych
vysekoch 1isi, niekde dokonca ani nie je. Istd forma periodicity sa dé ale vidiet napriklad aj pri

80 100
| |

rec
60
|

40

1950 1960 1970 1980

Time

Obr. 13
kazdom priblizne dvadsiatom 6smom mesiaci, vid Obr. [14 Opét treba vyrazne , prizmirif oci”,
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ale napriklad v druhom a stvrtom vyseku vidno podobny vzor, ktory sa da v zmensenych a mierne
deformovanych podobéch néjst aj vo viacerych d'alsich vysekoch.

100
|

rec

40

20
|

1950 1960 1970 1980

Time
Obr. 14

Tieto data by sa iste dali ,,rozsekat” aj na iné sirky ako dve vyssie spomenuté a mozno by sme v
niektorych pripadoch opét videli ¢iastoéne opakujice sa vzory - v niektorych mozno lepsie, v inych
zase horsie. Urcovat to ale iba z obrdzka je ale takmer ¢isto subjektivne - na to, aby sme napriklad
vedeli porovnat, ¢i lepsie periodicitu opisuje delenie na Obr. , alebo je lepsie delenie z Obr. ,
potrebujeme nejaky objektivny ndstroj, ktory vhodne kvantifikuje ako velmi sa cyklus danej diZky
v ¢asovom rade vyskytuje - na to slizi prave spektralna analyzaﬂ

V spektralnej analyze sa sice namiesto dizok cyklov pracuje s frekvenciami, ale je to v podstate
ekvivalentna informacia - napriklad ak mame frekvenciu 4 cykly za rok, tak z toho vieme, ze dizka
jedného cyklu je L = }l roka a naopak, ak sa nie¢o opakuje napriklad v pitroénych cykloch,

frekvencia
tak cykly maju frekvenciu + = 0.2 cyklu za rok. V stvislosti so spektralnou analyzou sa pouziva

aj vyraz ,,frequency domair? (time-series) analysis” (slusny preklad nepoznam), naopak to, comu
sme sa venovali doteraz (SARIMA modely, (G)ARCH, regresia, dekompozicia) sa spaja s vyrazom
,,time domain analysis” - ¢ize doteraz nas zaujimalo skor to, ¢o sa deje ,,v Case”, v spektralnej
analyze néds zaujima skor to, ¢o sa deje ,,vo frekvencidach”. Tieto veci si samozrejme previazané,
ide tu skor o iny pohlad na vec.

Okrem toho, Ze spektrélna analyza ndm vie pomoct v ,,odhalovani” periodickej struktiry (napr.
ak nevieme, aké s zvolit v SARIMA(p, d, q) x (P, D, Q), modeli), v niektorych oblastiach (napriklad
pri analyzovani zvukovych signélov) nds mozu frekvencie zaujimat viac ako samotné hodnoty
¢asového radu - napriklad podla toho, v akych frekvencidch ,,huci” elektricky motor sa dd po-
tencidlne zistit, ¢i je pokazeny; v hudbe zase frekvencie uréuji vysku ténu; skiimanie frekvencii méa
vyuzitie aj pri rozpoznavani reci.

Zakladnym nastrojom v spektralnej analyze si funkcie kosinus a sinus. Najskor zopar poznamok
na pripomenutie, respektive ujasnenie si niektorych faktov.

1. Funkcia cost mé periédu 27 (¢asovych jednotiek), t.j. frekvenciu 5= za jednotku ¢asu. Z toho

2m
lahko odvodime, Ze pre nejaké ¢islo k > 0 mé funkcia cos(kt) periédu 2% (teda frekvenciu
%), Specidlne pre nejaké A > 0 ma funkcia cos(27At) periédu %, t.j. frekvenciu A. Rovnaké

plati aj pre funkciu sin(2w\t) - s takymito funkciami budeme najcastejsie pracovat, kedze
v nich je jasne vyjadrend frekvencia funkcie. Z matematického hladiska mozeme pripustit
aj zaporné hodnoty A (v teoretickych vypoctoch to poméze, v praktickych to v konetnom

dosledku ,,neuskodi”).

6Toto je samozrejme trochu zjednoduseny pohlad, ale pre zagiatok je dobré mat takito predstavu.
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2. Tym, Ze ¢asovy rad pozorujeme iba v diskrétnych ¢asoch ¢ € Z, nie sme schopni pozorovat
frekvencie vécsie ako % (alebo inymi slovami - aby malo pre nds zmysel v diskrétnom case
hovorit o cykle, musi mat cyklus dizku aspon 2). Napriklad periodickd funkcia na Obr.
ma frekvenciu 1, avSak v diskrétnom case vidime iba ¢ervené body, ¢ize konstantnu hodnotu
- nemé teda zmysel hovorit o cykle. Podobne na Obr. |16 je periodické funkcia s frekvenciou

o

—

v

o

o

o

0

2

o

3 |

' T T T T T T

0 2 4 6 8 10
t
Obr. 15

%, avsak redlne vidime iba Cervené body (opakujice sa kazdy stvrty ¢asovy okamih), ¢o
vieme identifikovat iba ako funkciu s frekvenciou i (dlzka cyklu 4 - vid Obr. . Do tych
cervenych bodov by sme si samozrejme vedeli predstavit aj periodicku funkciu s frekvenciou
- ’ . - . bEY) . . . A q
% - problém je, ze rovnako by sme tam vedeli ,,napasovat” aj funkciu s frekvenciou %’ Z) o

- 7z tohto hladiska je ,,férové” nepredstavovat si k tym bodom cykly navyse. V ¢éasovych
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Obr. 16 Obr. 17
radoch budeme teda pracovat iba s hodnotami \ € [—%, %} V pripade, ze by sme mali

ndhodny proces so spojitym ¢asom, sme schopni pozorovat lubovolné frekvencie, t.j. ma
zmysel uvazovat A € (—oo,00). Vo viicsine teoretickych odvodeni ndm je jedno, ¢i mdme
casovy rad, alebo nahodny proces so spojitym ¢asom - jediny rozdiel bude prave v tychto
hraniciach pre A. Kto teda chce, moze si v nasledovnom namiesto ,,casovy rad” predstavovat
,,nahodny proces so spojitym ¢asom”.
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3. Ohranicenie A\ € [—%, %] sa viaze na najmensiu jednotku ¢asu, ktort pozorujeme - preto ak
1

mame napriklad mesacné data, tak je v poriadku hovorit o frekvencii 4 (> 3) cykly za rok,
lebo vzhladom na mesiace je tdto frekvencia \ = % < %

4. V literature sa ¢asto namiesto cos(2mwAt) a sin(2wAt) pracuje s funkciami cos(At) a sin(At)
(a A sa potom berie z intervalu [—m, 7]) - v matematickych odvodeniach to nespravi ziaden
vyznamny rozdiel, ale A méa v tomto pripade iny vyznam (uz to nie je frekvencia cyklov za
jednotku ¢asu, ale za 27 jednotiek ¢asu) - my ostaneme pri cos(2mAt) a sin(2wAt) (- to len
pre istotu, kebyze na nieco také narazite).

Casové rady s diskrétnym spektrom

V 1vode sme spominali, ze v ¢asovych radoch su ¢asto pokombinované cykly réznej diZky - pre
predstavu, ako takéto pokombinovanie moze vyzerat uvazujme najprv model

2
X; = Z(Aj cos(2m\;t) + Bjsin(2wA;t)), (6.1)

j=1
kde A;, B;, 7 = 1,2 st ndhodné premenné, pre ktoré plati

o F(A;))=E(Bj)=0prej=1,2,

e D(A;) = D(B;) pre j = 1,2, tiito hodnotu oznacime o7,

e vsetky ndhodné premenné si navzdjom nekorelované, t.j. E(A;As) = E(B1Bs) = E(A1By) =
E(B;A3) = 0 (staci strednd hodnota stucinu, lebo vo vseobecnosti Cov(A, B) = E(AB)
E(A)E(B), pricom u nas je druhy ¢len nulovy).

Okrem toho predpokladdme, Ze \; # \y. Nezaskodi uvedomit si, ze funkcia
Ajcos2m A\t + B;sin 2w\t

je periodickd s frekvenciou A; bez ohladu na to, aké je A;, B; - v konecnom dosledku je teda
funkcia v stucet dvoch periodickych funkcii s réznymi frekvenciami - obc¢as sa tomu povie, ze
ma , kvazi-periodicky charakter”. Pre stredni hodnotu takéhoto procesu zjavne plati F(X;) = 0.
Pre autokovarianénu funkciu mame

’Y(t, t+ h) = COU(Xt, Xt—l—h) = E<XtXt+h) - E(Xt)E<Xt+h) = E(XtXt—l-h) = |nek0relovanost7| =
= Z E(A3) cos(2mAjt) cos(2mA;(t + h)) + E(B3) sin(2wA;t) sin(2xX;(t + h))) =

= |leb0 E(A?) = (BJQ) =

aj|

2
= Z 0]2- (cos(2mA;t) cos(2mAj(t + h)) + sin(27A;t) sin(27A;(t + h))) =
j=1
= |goniometrick}'f vzorec (kosinus rozdielu uhlov)| =

2
= Za cos(2mA;(t — (t + h)) ZO‘ cos(2mA;j(—h)) = Za? cos(2mA;h)
Jj=1 j=1

(posledné rovnost, lebo kosinus je parna funkcia). Vidime, ze tato funkcia z4visi iba od h, takze X.
je stacionarny proces s autokovarianénou funkciou

= Z 05 cos(2mA;h). (6.2)

Jj=1
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Mozeme si v§imnit, Ze funkcia 032- cos(2mA;h) je opit periodickd s frekvenciou Aj, t.j. periédou %
(vid Obr. a autokovarianéna funkcia je sicet dvoch periodickych funkeii.

Ak by platilo, Ze o7 > 02 (vyrazne vicsie), tak v autokovariancénej funkcii sa najviac ,,prejavi”
funkcia o? cos(2wA1h), ktord nadobiida maximd pre h = Ail, /\%, /\%, ... (vid Obr. [19) - modrou je
zobrazend funkcia o7 cos(2w A1 h) a cervenou a3 cos(2mA\qh); zelenou je zobrazeny ich sucet, t.j. y(h)).
Kovariancia (a teda aj koreldcia) medzi bodmi vzdialenymi o nasobky /\% bude teda vysokd, ¢o
sposobi, ze v casovom rade budeme pravdedpobone vidiet nejakt periodicitu s frekvenciou
A1. Naopak, ak 07 < o2, prejavi sa skor periodicita s frekvenciou \y. Ak o2 &~ o3, tak sa moze
stat (aj v zdvislosti od Aj, A2), Ze v nejakej miere uvidime obidve frekvencie, ale aj to, ze funkcie
02 cos(2rA1h) a 02 cos(2mAah) pojdu ,,proti sebe” (Eiastocne sa budd vynulovdvat) a konkrétna
periodicita sa bude hladat tazsie.

Casovy rad , vypocet jeho autokovariancnej funkcie a aj hlavnu ideu by sme pre nejaké
prirodzené ¢islo [ (za nejakych podmienok aj [ = oo) lahko vedeli zovseobecnit na pripad

X, = Z(Aj cos(2mA;t) + Bjsin(2mA;t)) (6.3)

Jj=1

(stredné hodnoty, disperzie, nekorelovanost by bola rovnaké ako v (6.1))), ktory by mal kovarianéni
funkciu

1
v(h) = Z 07 cos(2mAh). (6.4)

j=1
Pre spravanie takéhoto ¢asového radu si opét klticové hodnoty Ay, ..., N a of,...,07. V takomto

Casom ukézeme, 7e kazdy staciondrny proces vieme zapisaf analogicky ako v
nam ale nebude stacit diskrétne spektrum (budeme potrebovat spojité) a namiesto sumy budeme
potrebovat nejaky integral.

pripade hovorime, ze ¢asovy rad ([6.3)) ma konecné (diskrétne) spektrum {Aq,..., \/}.
(6.3) - vicsinou

Spektralna distribu¢na funkcia

Aby sme v dlhodobom horizonte lepsie pochopili prechod k spojitému spektru, podme este poup-
ravovat vyrazy (6.3) a (6.4) do trochu inej podoby. V komplexnych ¢islach plati, ze

™M = cos(2mAt) + i sin(27t),
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z ¢oho lahko vieme vyjadrit

eZﬂ'Mt + ef2m/\t

9 )
2L e—27ri/\t

21

cos(2mAt) =

sin(2mAt) =

Po dosadeni do ([6.3) dostaneme

l ! miNt | a—2miNt miNt o 2midt
X = Z(Aj cos(2mAt) + B;sin(2mAt)) = Z (Aje it e j N Bje j 22.e j ) _

, : 2
j=1 j=1
B, (A B
_ 2miA;t ) —2mix;t [ 277 '
- (o (3 7) (zw))?
kde sme vyuzili, ze % = —i. Ak pre j = 1,...,1 polozime Z; = % — i%, Z_j = 7] = % + z% a
A_j = —)\j, dostdvame vztah

Z Z 627rz)\ t (65)

J#O

Mozeme si vSimnit, ze Z; si komplexné ndhodné premenné - je mozné, ze s takymito ste sa este
nestretli, tak aspon struéne. Ak Z = X + Y (X, Y st nejaké ndhodné premenné), tak

e Z = X —iY (komplexne zdruzens ndhodnd premennd - rovnako ako v komplexnych &islach),
o E(Z)=E(X)+iE(Y),
e D(Z)=E(ZZ) - E(Z)E (Z) = D(X)+ D(Y),

e ak W je nejakd komplexnd ndhodna premennd, tak Cov(W, Z) = E (W?) — E(W)E (Z)

V naSom pripade

o E(Z;) = ( L — J) % ; ;E(Bj) =0prej=1,...,l apre zaporné j analogicky,

(%) < %) 1D(A)) + iD(By) = %, pre j = £1,..., %, pricom sme
poloz1h 0. =0

e pre |j| # |k| mdme Cov(Z;, Zy) = E(Z;Zx) — E(Z;)E (Zy) = E(Z;Z1) = 0 (lebo by sme
dostali nejakd linearnu kombinaciu hodnot E(A;Ay), E(A;By), E(AyB;), E(B;By), ktoré st
vietky nulové),

e Specialne

2

1 1 1
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Podobne vieme vztah (6.4]) zapisat ako

! ! 2
o
v(h) = Z 0]2 cos(2mAjh) = Z 7] cos(2mA;h) (lebo cos(2mA;h) = cos(—2mA;h) = cos(2mA_jh))
j=1 j=—1
J#0

L2
(o
= E ?](COS(ZW)\jh) + ¢sin(2mA;h)) (sinus je neparna, takze sin(2wA;h) + sin(27A_;h) = 0)

j=—1
J#0

l 2
_ E : 95 2mirgh
: 2
Jj=-—l
Jj#0

To sa d4 zapisat aj ako
1

1 2 1
o oy 2 i
y(h) =) jéemah = / MM AF(N), (6.6)

Jj==l

NI

kde F(\) je takzvana spektralna distribu¢na funkcia definovana (v tomto pripade) predpisom
o2

F(\) = L 6.7

m= 2 (6.7

(0 vseobecnom pripade o kisok neskor). Ako uz aj nazov (a predpis a Obr. [20]) napovedd, ide o akisi

05/2.

a5/2
a2/2
a2/2
03/2
03/2

Y T YRR E VRN VAR VRSP VY

Obr. 20: Priklad spektralnej distribu¢nej funkcie (mod-
rou farbou) za predpokladu 0 < A\ < Ay < ... < A\,.

analégiu distribu¢nej funkcie ndhodnej premennej. Ak sme mali diskrétnu ndhodnd premennu Y
nadobtidajiicu hodnoty 4, < 12 < ... s pravdepodobnostami pq, ps, ..., tak jej distribuéné funkcia
G(y) = P(Y < y) pre nejaké y € R sa dala pisat ako

Gy)= >
{7y <y}

¢ize celkovd pravdepodobnost tych bodov, ktoré si mensie ako y. Podobne spektralna distribu¢nd
funkcia v bode A € R nadm hovori, akd je akasi celkova ,.sila” tych frekvencii, ktoré st mensie
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ako A. Rovnako ako v ¢asovom rade , aj tu plati, ze ¢im je nejaké 0]2- vicsie, tym skor sa
prejavi periodicita s frekvenciou A;, preto som O'j2- /2 nazval ,sila” frekvencie \; - inak to nie je
ziadny oficidlny terminus technicus. Spektralna distribuénd funkcia mé velmi podobné vlastnosti
ako distribu¢nd funkcia ndhodnej premenne;j - je neklesajtca, zlava spojitd a F'(A) — 0 ak A — —oo.
Jediny rozdiel je, ze pre A — oo neplati F(A\) — 1, ale

(Aby neskor nevznikol prilis velky chaos v pismenkdch, namiesto A budeme teraz pouzivat ,kla-
sické” x). Ide o Riemannov-Stieltjesov integrél, ¢o je zovseobecnenie Riemannovho integralu. Pri-
pomenime z Matematickej analyzy (2), ze ak sme chceli spocitat Riemannov integrél nejakej funkcie
g v hraniciach od —% do % (¢o bola plocha pod funkciou g na intervale [ 5 2}) tak teoreticky
postup bol priblizne nasledovny:

_% — ;an),xgn), o ,x%n) = 1) intervalu [—l l} (nie je to

22
nutné, ale pre jednoduchost teraz predpokladajme, Ze toto delenie je rovhomerné na n — 1
dielikov rovnakej dlzky).

1. Zobrali sme nejaké delenie D,, =

2. Spocitali sme vyraz

(s = i) o (1),

k=1
tize stdet ploch obdiznikov so , zékladiiou” [:c,g ), x;'_fl] a vidkou g (x,@) _vid Obr. 1} Cm
bolo delenie jemnejsie (¢ize mensie ,dieliky”, ¢ize pri rovnomernom deleni vécsie n), tym

lepsie sucet ploch tychto obdiznikov aproximoval skutoé¢ni plochu pod funkciou g.

3. Skutoc¢nu plochu sme teda dostali ako

/ o)de = J&&Z (w2 =) 0 (7).

Riemannov-Stieltjesov integral funguje uplne analogicky, jediny rozdiel je, ze v tomto pripade sirku

zakladne |:l’](€n), :c,(jjl} nemeriame Standardnou Lebesgueovou mierou (¢ize ako x,(gjr)l — x,(gn)) ale takz-

vanou F'—mierou (mierou danou funkciou F), ¢ize ako F <:z:,(;21> —-F (x,g”)>. Miera takéhoto inter-

valu moze byt aj nulova - staci ak je funkcia F' na intervale :c,g"), x,(:gl] konstantnd (zéporna byt

nemoze, lebo F' je neklesajica). Ak je F' takd ako na Obr. , tak F <x§€+)1> - F (x,im) je nulové
vtedy, ked \; < 2\ < 2", < A\;y1 a nenulové vtedy, ked 2\ < \; < 2" pre nejaké j.

Majme dostatocne jemné delenie v takom zmysle, ze v kazdom z intervalov [m,ﬁn),xﬁl] je
nanajvys jedno A; a oznacme k; ten index, pre ktory plati \; & [x,(gn),x,g"ll} g = *x1,..., £l
Potom dostavame, ze

n—1 l l 2

>0 (P (o) =7 (7))o () = 32 (7 () = P (7)) o (57) = 2 o ()

k=1 j=—IN v j=—1
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=

Obr. 21: |, Medzivypocet” pri Riemannovom integrali.

Zjavne pre n — oo plati x,&j) — A, (lebo pre n — oo ide sirka intervalu [x,g?),x,(gll} do nuly a

zdroven pre kazdé n tento interval obsahuje \;), takze pre g(z) = e*™*" dostavame

L n—1 ! 9
[ Emmar) = tim 57 (P (afh) = P (7)) 7 = i 30 T
2 k=1 j=—1
J#0
l 0_2
=D S =1(h).

Jj==l

Poznamka (dplne mimo tohto predmetu, ale skoda to v tomto kontexte nespomentt). Ak by
F bola distribuéna funkcia nejakej nahodnej premennej Y, tak vyraz F (ngl) - F (x,(cn)> je to
isté, co P (Y € [x;"), 135321)) Ak by bola Y diskrétna, nadobidajica hodnoty w1, 4.,... s prav-

depodobnostami py,ps, ..., tak analogicky ako vyssie by sme pre Iubovolni rozumnt funkciu g
dostali

o0

| b)) = 3 pigtu) = Ea(v))
- =t
Specidlne pre g(y) = y dostdvame vztah (s ktorym ste sa uz zrejme stretli)

Ev) - | " ydF(y).

—00

Poznamka (k Riemannovmu-Stieltjesovimu integréalu vo vseobecnosti). Ak by mala funkcia F
hustotu f voc¢i Lebesgueovej miere (¢ize ,klasicki” hustotu - nasa spektralna distribuéna funkcia

nemala), tak vyraz F (951(;21) - F (x,@) by sa dal vyjadrit ako

(n)

Tri1
[ s
Ikn
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(to je jednoduchd vlastnost hustoty, lebo f je definovana ako funkcia splnaju( a F(z f f(x)dz),
a teda Riemann-Stieltjesov integral vieme pisat ako

(n)

n—1 T
(AF(2) = T () M) n) o oo (2 =
/ g(x)dF(x) = “151”19; (F <.1/k+1) - F( )) g ( nlgliz /(n> f(z)dz - g <1k ) -
B 1 ' Z 'IA,UFI (/) ( ‘(n)) 1 o ( > ( ) 1
= lim 2 /o flx)g |z, )de = . f r)dex.

Za poslednou rovnostou sa este skryva relativne vela robot}ﬂ, ale idea je taka, ze ¢im véacsie n, tym

s . T ~ v ’ ~ . . . ;.
su intervaly [12 ) 12 +) 1} uzsie, teda tym lepSia je aproximacia

N|=

(S

N[

-
|v\—

T§'7L¢)1 (rl) 0 En} )
/( ) f(x)g <.’Iﬁ,ﬁ:' ) do ~ /( > f(x)g (z)dx
Jx k,” x 1;-”

a z toho uz jednoducho

() ) (n) (™) 1

/T(l:) f(x)g(x)dx + /rgn) f@)g(x)de + ...+ /(:)l f(x)g(x)dx = !/mi”) f(x)g(x)dx = | | f(z)g(x)dx.

Hranice —% a 1 samozrejme mozno nahradit Tubovolnymi a,b € R.
7 43 . )\ ,

Nasledujica veta hovori, ze zapis autokovarianc¢nej funkcie pomocou spektralnej distribucne;j
funkcie a Riemannovho-Stieltjesovho integralu v nie je ,,vysadou” iba $pecialnych ¢asovych ra-
dov tvaru (6.3)), ale Ze takto vieme zapisat autokovarianéni funkciu kazdého stacionarneho ¢asového
radu.

Veta (+ definicia). Nech {X;}iez je staciondrny casovy rad s autokovariancénou funkciou ~y(h).
Potom ezistuje takd neklesajica, zlava spojitd funkcia F, Ze

v(h) = /_ : ITAAE (), (6.8)

pricom plati F(A) =0 pre A < —1 a F(X\) =~(0) pre A > 1. Rovnosti sa hovori spektrdlny

rozklad autokovarianénej funkcie a funkciu F nazyvame spektrdlna distribucénd funkcia
¢asového radu { X }iez.

Vyznam spektrélnej distribuénej funkcie v bode A\ ostava taky isty, t.j. hovori aka je celkova
,,sila” frekvencii mensich ako A (a F (/\(2)) - F </\(1>> nam teda hovori, ako ,,silné” su frekvencie
medzi nejakymi A1) < \(2)),

Doékaz. V zimnom semestri sme ukézali, Ze funkcia 7 je pozitivne semidefinitna, takze pre lubovolné
prirodzené cislo n a n-ticu komplexnych ¢isel ¢y, ..., ¢, € C plati

YD i —k) =0
j=1 k=1

(takto funguje pozitivna semidefinitnost s komplexnymi ¢islami). Specidlne polozme c; = e 2miiA
pre j =1,...,n a pre kazdé prirodzené ¢islo n definujme funkciu

) = - Z Z o 2mIAG 2RI~ (f — k) (6.9)

=1 k=1

"Pontikam 2 body z 0 za pekné odvodenie bez ,,epsilonov”. Hint: integradlna veta o strednej hodnote méze pomoct.
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pre A € [—3,3], inde polozme ¢,(X) = 0. Hoci sa moze zdat, Ze ¢, moze nadobidat aj kom-

plexné hodnoty, v skutocnosti sa pre Iubovolné A komplexnd jednotka i vzdy ,,vymaze”, takze ide
o ,,normalnu” redlnu funkciu. Kedze

e kA = cos(—2mkN) 4 i sin(—2mk\) = cos(2mk)) — isin(27kN)
(lebo parnost kosinusu a nepérnost sinusu), tak

e~2mkA = cos(2mk ) + i sin(2mk)\) = ¥

v~ . A~ ’ )
¢ize funkciu ¢, mozeme zapisat ako

3
3

e—27ri(j—k))\,y<j — k).
j=1 k=1

S|

@n(A) =

Vsimnime si, Zze vo vyraze za sumami sa sumacné indexy vyskytuju iba v tvare j — k£ - mozeme
teda spravit’ substitliciu t =j— k Hranice pret budfl od —n+1 (to je najmensie, ¢o vieme z j — k

situdciu 7 — k = 0 mame v sume Vlackrat (konkretne n-krat) ako situdciu j — k = 2 (t4 mame iba
n — 2-krat). Nie je tazké si uvedomit, ze pre lubovolné ¢t = —n + 1,...n — 1 nastane v suméach
situdcia j — k =t prave (n — [t|)-krdt - mozeme teda pisat

P =1 3 e = 3 (1 1) e (6.10)

Funkcia ¢, je pre kazdé n nezapornd (lebo pozitivna semidefinitnost 7), zhora ohranicend (kazdy
z koneéného poctu scéitancov je v absolitnej hodnote nanajvys v(0)) a spojitd (konecny sicet
spojitych funkcif) - pre kazdé n mozeme teda definovat funkciu

A A

F.(\) = / on(x)de = / on(x)de. (6.11)
_ _1

Funkcia F, je spojitd (lebo integral), neklesajica (lebo integral z nezdpornej funkcie), pricom

o) (_%) _ /_% on(2)dz = 0

1
2

() oo [} 5 (12

2t—fn+l
n—1 1
t .
=Y (=)o [ e =0
t=—n+1 n _%

(v poslednej rovnosti sme vyuzili, ze ak t = 0, tak

(1 - %') (1) /_ iy (1 - %) ~(0) /_ tmivngy ~(0) /_ * 1dz = (0)

1
2
a ak t # 0, potom

1 1 1

1
/2 e My = /2 (cos(—2mtz) + isin(—2ntz))dr = /2 cos(2mtx)dr — i/2 sin(2wtz)de = 0; (6.12)

[SIES
[NIES
N

2
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to, ze obidva integraly vyjdu 0 najlahsie vidno z obrdzku, ale d4 sa to samozrejme aj integrovanim).
Pre A < —3 trividlne plati F,,(\) = 0 a pre A > 3 zase F,(A\) = (0). Plati, Ze ak méme postupnost
takychto funkcii (mozno ste to mali na Tedrii pravdepodobnosti pod nazvom Helly-Bray-ova veta),
tak existuje podpostupnost {n;}°, a zlava spojitd, neklesajica funkcia F', ze plati

lim F,, () = F()) (6.13)

vo vsetkych bodoch spojitosti F', pricom F' si zachova aj vlastnosti F'(A\) = 0 pre A < —% a
F(\) =~(0) pre A > % Zaroven plati (mozno bolo na Teérii pravdepodobnosti pod nazvom Helly-
Montel-ova veta), Ze pre lubovolnt spojitt funkciu ¢ plati

1

tim [ 9B = [ garO)

N[

Ak si uvedomime, ze @, je vlastne hustota funkcie F, , tak pre lubovolné h € Z a funkciu
g(A\) = e?™A dostdvame

1 1 1

/2 eQwihAdF(/\) — lim ? eQWih)\ank ()\) = lim i e2mh)\90nk ()\)d)\ =

1 k—oo | 1 k—oco [_1
2 2 2
N
— i 2mihA 1 M) g—2mitx _
o [, 2 (o )00
2 t=—ni+1
t :
g U " 2mihA ,—2mith )\ —
lim ( nk)v()/le e A
t=—ng+1 2
1 :
— 1 o 2mi(h—t)\ _
kh_)r{)lo Z ( nk) 7(t)/le dA\ = ().
t:—TLk—‘rl 2

Analogicky ako vyssie plati, ze

/;GQni(h—t))\d)\: 1 akh—-t=0&h=1,
= 0 akh#t,

1

2
takze s¢itance v sume od t = —ny +1 po t = ng, — 1 su v podstate skoro vsade nuly okrem pripadu,
kedy t = h, kedy dostavame

¢im je dokaz hotovy. a

Dalej ukézeme, 7e podobne ako pri kovarianénej funkeii ¢asového radu (6.3), ktort vieme vyjadrit

pomocou integralu ako
l 2 1

1) = 30 Tt / C (), (6.14)
=1 -

40
aj samotny ¢asovy rad (6.3 vieme vyjadrit pomocou takzvaného ndhodného integralu ako

NI

Xy = ZjmNt = / C NG Z(\), (6.15)

kde Z je takzvand ndhodns miera. Ked'Ze ndhodnd miera a ndhodny integrél nie st tplne trividlne
pojmy, na chvilu odbo¢ime a povieme si o nich v samostatnej podkapitole.
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Nahodna miera a nahodny integral

Nech (2, S, P) je pravdepodobnostny priestor a ozna¢me
L*(P) = {meratelné¢ X : Q@ > C: E(X)=0a D(X)=E (XX) < oo}, (6.16)

¢ize priestor komplexnych nahodnych premennych s nulovou strednou a konecnou disperziou. Nu-
lové strednd hodnota nie je nutnd a nasledujice definicie a odvodenia by sa dali spravit aj s
nenulovou strednou hodnotou. Nulové stredné hodnota ale vela veci zjednodusi a prechod k ne-
nulovej je viac-menej iba technickd zédlezitost, takze preto priddvame tento predpoklad. Skaldrny
sticin na takomto priestore sa definuje ako

(X,Y)2p) = /Q XYdP = E (XY) = Cov(X,Y). (6.17)

Dalej uvazujme ohranicent, zlava spojitd, neklesajicu funkciu F (dalej takejto funkcii budeme
hovorit distribuénd funkcia, kedze ma velmi podobné vlastnosti ako distribuénd funkcia ndhodne;j
premennej) a priestor

[2(F) = {meratel’né g R—C: /_ T SOIOVAE(N) /_ T IgOEAE) < oo} (6.18)

[e.9]

so skalarnym stuc¢inom

(g:Bary = [ VROV (6.9

—0o0
Pozorny ¢itatel si iste vsimol, ze L?(P) a L*(F) maju podobnu Struktiru, ba dokonca taku istd,
len namiesto miery P mame mieru danu funkciou F'.

Definicia. Nech F' je distribu¢na funkcia. Zobrazenie Z : B — L?(P) (B je borelovskd o-algebra
na R) s vlastnostami

1. E(Z(A)) =0 pre kazdé A € B,
2. Z(AUB) = Z(A) + Z(B) pre lubovolné disjunktné A, B € B,
3. (Z(A), Z(B))ap) = E <Z(A)Z(B)> = [ 45 AF(\) pre Tubovolné A, B € B

sa nazyva ortogonalna nahodnd miera zdruzena s distribu¢nou funkciou F'. Slovicko ,,ortogonalna”
sa ob¢as vynechdva. Pre istotu - ked je za integralom rovno dF'()), tak je to to isté ako keby tam
bolo 1dF(A) - [,z dF(A) ndm teda hovori, o kolko funkcia F' narastie na mnozine AN B.

Priamo z definicie mozno vidiet, ze

L D(Z(4)) = B (Z(AZ(A)) = [ 1, dF () = [, dF (),

2. ak st mnoziny A, B disjunktné, tak E (Z(A)Z(B)) — [,dF()) = 0, éize Z(A), Z(B) si
nekorelované (z pohladu skaldrneho stcinu st kolmé).
Néahodny integral sa definuje podobne ako Lebesgueov integral - najprv sa definuje pre jednoduché

meratelné funkcie a nasledne sa rozsiri na vicsiu triedu funkcii - v nasom pripade na funkcie z L?(F).
Pripomenme, Ze jednoduchd meratelna funkcia g, je takd funkcia, ktori vieme zapisat ako

n

gn(N) =D eixs, (), (6.20)

J=1
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kde ¢q,...,¢, € R, By,..., B, € B a st disjunktné a

1 ak e B;
XB]'<)‘>: ’
0 akAgB]

Lahko sa overi, Ze g, € L?(F). Pre jednoduchti meratelni funkciu definujeme ndhodny integral ako

n

/ G.(NAZ0) = 3 ¢ 2(8;), (6.21)

J=1

skrétene ho oznacujeme ako I(g,) a je dobré si uvedomit, Ze to je ndhodnd premennd. V hra-
niciach integrélu si moézeme predstavit —oo a oo (Cize integral cez cely priestor), v praxi sa to
zvykne vynechdvat. D4 sa ukdzat, Ze pre Tubovolni funkciu g € L?(F) existuje postupnost {g, }>2,
jednoduchych meratelnych funkcii, ktord konverguje ku g v L*(F), ¢ize

o0

Tim [ () = gOVPAF () =0, (6.22)

Néhodny integral z funkcie g potom definujeme ako limitu postupnosti integrélov I(g,) (da sa
ukézat, Ze tdto limita v L?(P) existuje), ¢ize

n—o0

I(g) = /g()\)dZ()\) = lim [ g,(A)dZ(N). (6.23)
To, 7ze limita existuje v L?(P) znamen4, ze

lim / 11(g) — I(gn)|?dP = lim D(I(g) — I(g,)) =0,
n—o0 n—o0

kde I(g) € L*(P). Stale plati, ze I(g) je ndhodnd premennd (s nulovou strednou hodnotou a
konecnou disperziou, ¢ize prvok L?(P)) - ndhodny integrél je teda zobrazenie z L*(F) do L*(P).
Navyse plati, Ze toto zobrazenie zachovdva skalarny sicin, ¢ize pre lubovolné g, h € L*(F) plati

(9, ) 2r) = (1(9), I(R)) L2(p)- (6.24)
Pre dve jednoduché meratelné funkcie g, = Z;: L CiXB; & by = 370" dixc, to ide priamodiaro.
<]((]n) [(hm)>Lg [’) - b (I(Qrz)ju m)) - bw <Z (7Z(B])Z(ZAZ<CYA)> -
=1 k=1

= Z Z c;jdpE (Z( ) Z Z c;dy, dF(A

5=1 k=1 j=1 k=1 BiNCx
*ZZ( dA/ XB;nC, (A)dF (A ZZ( dk/ A)xo, (AN)AF(N) =

J=1 k=1 j=1 k=1

/ Z(J\B Z(Ikx(yk(/\)(iF(/\)—/ G N hm(NAF(N) =
- <(]n hm,>L2(F)-

Pre Tubovolné g, h € L*(F) by uz bolo potrebné ,,¢arovat” s limitami, ale pointa by bola tak ist4.
Akysi urcity integrél - nie cez cely priestor (—oo, 00), ale iba cez nejaki mnozinu B C (—o0, 00) -
mozeme jednoducho definovat ako

/Bg()\)dZ()\) :/g()\)XB()\)dZ()\). (6.25)
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Spektralny rozklad stacionarneho ¢asového radu

Vrédtme sa teraz naspit k casovému radu (6.3)), respektive jeho zdpisu

Xp =) Z;e*™N", (6.26)

Ak za ndhodnt mieru Z : B — L*(P) polozime

!
2(4) = 37 Zxalyy) (6.27)
0

pre lubovolné A € B, tak naozaj plati

l 1
Xy =) ZjeN = / "N Z (). (6.28)
= -3
J#0

Formalne ukézat (podla definicie ndhodného integralu), Ze tédto rovnost plati, je trochu kompliko-
vanejsie (zvladnutelné, ale dlhsie, technickejsie a nie az tak podstatné). Neformalnejsie by sa to
dalo tak, ze si ,,pozi¢iame” ideu z Riemann-Stieltjesovho integrdlu, ale tentokrat sirku ,,zakladne”

(n n . . - (n n .. . . ’e s A
[,1'2, ), ;1‘5‘,31} ,,odmeriame” ako Z ([12 ), IiﬁlD - z toho uz viac-menej priamo vyjde rovnost ((6.28|).

Este by sa patrilo ukézat, ze Z je naozaj ndhodnd miera (zdruzena s nejakou distribu¢nou fun-
kciou), ¢ize platia body 1.,2. a 3. z definicie - opét je to technickd zédlezitost, nechdvam to na
dobrovolntt domécu tlohu za 2 body z 0. Moézete vyuzit, ze Z je zdruzend s distribu¢nou funkciou
F definovanou v , a ze pre ¢ € R a nejakd funkciu ¢ mozeme integral fcc g(A\)dF(\) spocitat
ako lim. o [ g(\)dF(N).

Zapisu ¢asového radu pomocou integrélu v ((6.28]) sa hovori spektralny rozklad ¢asového
radu. Podobne ako pri spektralnej distribuénej funkcii, aj tu plati, Ze takto vieme zapisat lubovolny
stacionarny casovy rad s nulovou strednou hodnotou - to je dosledok nasledujucej vety.

Veta (Karhunenova). Nech {X;}iez je ¢asovy rad s nulovou strednou hodnotou a autokovariancnou
funkciou y(s,t). Nech F' je distribuénd funkcia a nech f:7Z x R — C je funkcia s vlastnostou

/_OO £, M)[PdF(A) < o0 (6.29)

o0

pre lubovolné t € Z. Ak pre nejaki ndhodni mieru Z zdrufeni s distribucnou funkciou F plati

X, = / F(ENAZON), (6.30)

tak autokovariancéni funkciu vieme zapisat ako

(s, t) = / T (s VT NAE(). (6.31)

Naopak, ak pre funkciu ~y plati rovnost pre nejaku distribucni funkciu F', tak existuje nahodnd
miera Z zdruZend s F, Ze pre { X, ez plati rovnost .

Struéne mozeme tito vetu zapisat ako
X, = [ £60420) & (s, = [ s NFEAE(), (6.32)

kde Z je zdruzend s F (staci, ak si zapamitite tiito strucni verziu). Implikdcia ,,=" je Tahk4,
avSak ,,<=" je komplikovana, takze dokaz tu neuvedieme.
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Désledok. Pre Tubovolny staciondrny casovy rad {X;}iz s nulovou strednou hodnotou existuje
takd nadhodnd miera Z, Ze vieme pisat

1

X, = / C NG Z(N). (6.33)

N|=

Tento zapis nazyvame spektralny rozklad stacionarneho ¢asového radu.

Dokaz. Vyssie sme ukazali, ze autokovarianénu funkciu stacionarneho ndhodného procesu vieme

pisat ako
1

2
A = [ EmarQ),
1
—2
kde F' je spektralna distribuéna funkcia. Pripomenme, ze v(h) = y(—h) a je to iba skrateny zépis
v(t,t + h) (pretoze toto nezavisi od t). Pre s,t € Z teda mozeme pisat

1

1 1 1
”)/(S,t) _ ”)/(S _ t) _ /2 eZm‘)\(s—t)dF()\) _ /2 e2m’)\se—2ﬂ-i/\tdF()\) _ /2 e27ri)\segﬂ-i)\tdF<)\) _

=

1
2

=

- /OO f(s, N f(t, NAF(N),

kde

2Tt k X\ 11
O S i
0 inak.

Dostali sme pravi stranu ekvivalencie (6.32), takze podla Karhunenovej vety naozaj existuje také
nahodna miera Z zdruzend so spektralnou distribuénou funkciou F, ze plati

1

X, = / FE,NAZO) = / "2tz () (6.34)

_1

(hranice integréalu si iba —%, %, lebo mimo tohto intervalu plati f(¢, A) = 0). a
Zopar poznamok k spektralnemu rozkladu stacionarneho ¢asového radu:

1. To, ze v Karhunenovej vete je predpoklad, ze strednd hodnota ¢asového radu je nulova, je
opit iba , kozmetickd” zdlezitost - ak by sme mali stacionarny ¢asovy rad {X;}:ez so strednou
hodnotou p, tak Y; = X, — 1 uZ ma nulovi strednit hodnotu, takze ho vieme zapisat ako

Y; — /2 eQWMtdZ()\),

N|=

¢ize X, vieme zapisat ako

[SIt

2miAt
X, = ,u—i—/ e M dZ(N).
1
~3
2. Pripomeiime, 7e za e*™ sa | skryvaju” sinusy a kosinusy. Ak sa zdrovei na integral pozerdme

ako na akési zovseobecnenie sumy, tak naozaj ide o analégiu ¢asového radu ((6.3)).
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Spektralna hustota

Spektralny rozklad stacionarneho ¢asového radu ma sice teoreticky vyznam, prakticky je ale pre
nas zaujimavejsia skor spektralna distribu¢na funkcia, respektive este vacsi prakticky vyznam ma
takzvand spektralna hustota (ak existuje), ¢o je oby¢ajna derivacia distribucnej funkcie (analo-
gicky ako pri spojitych ndhodnych premennych). Pripomenime, ze spektralna distribuéna funkcia v
bode A ndm hovori akd je celkovd ,sila” frekvencii mensich ako A. Cim viac teda v nejakom bode
A funkcia F rastie, tym je frekvencia A ,silnejsia”’. To, ako velmi funkcia v danom bode rastie,
nam hovori préve derivacia - vyznam spektralnej hustoty (oznacujeme ju f) v bode A bude teda
priamo ,,sila” frekvencie A. Na rozdiel od spektrédlnej distribu¢nej funkcie, spektralna hustota ne-
musi vzdy existovat (napriklad pri diskrétnom spektre neexistovala - opiit analégia s ndhodnymi
premennymi). O postacujiicej podmienke pre jej existenciu, rovnako aj o tom, ako ju vyjadrit
pomocou autokovariancnej funkcie hovori nasledujica veta.

Veta. Ak pre autokovariancéni funkciu v éasového radu {X;}iez plati

> ()] < o, (6.35)

FO) =D yt)e >N (6.36)

pre A € [—%, %} , inde je nulovd.

KedZe autokovariancénd funkcia staciondarneho ¢asového radu je symetrickd okolo nuly, tak pod-
mienka ([6.35)) je to isté, co podmienka > |7(f)| < oc. Dokaz vynechdme, velmi strucnd idea je
taka, ze funkcia ,, definovand v ((6.10]) - ¢o bola hustota funkcie F,, definovanej v (6.11]) - za platnosti
podmienky (6.35)) skonverguje prave k (6.36)). Pre spektrdlnu hustotu zjavne plati nasledovné:

3
1. Autokovarian¢ént funkciu vieme vyjadrit aj pomocou nej ako y(h) = / ™A F(N)dN.
1
~32
2. Vieme pisaf aj

o0 o0

FO) =D y(t)e™ = 3~ y(t)(cos(2mAt) — isin(2mAt)).

t=—00 t=—o00
Kedze ale v(t) je parna a sin(2w\t) je neparna, tak —v(t)i sin(27\t)—y(—t)isin(2r\(—t)) = 0.
Zaroven sin(27r\0) = 0, takZe ndm ostanti iba kosinusy a mozeme pisat

o0

FO) =) ~(t) cos(2mAt).

t=—00

3. Kedze 7 aj kosinus su pdrne, tak aj spektralna hustota f je parna, ¢ize f(\) = f(=\) - z
toho dovodu sa spektralna hustota zvykne uvadzat iba pre A € [O, %}

V pripade, Ze X; je oby¢ajny biely sum s disperziou o2, tak v(0) = 02 a inde je v nulov4 - spektralna
hustota je teda v takom pripade zjavne f(\) = o2 pre A\ € [O, %} Vidime, ze je to konstantna
funkcia, ¢ize vsetky frekvencie si rovnomerne zastipené (rovnako ,,silné”) - z toho dévodu je biely
Sum biely - ide o analégiu bieleho svetla, ktoré tiez zahftia kombindciu celého (farebného) spektra.
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Linearny filter

K spektralnej hustote sa este vratime, ale predtym si povieme o takzvanom linedrnom filtri, ¢o je
uzitoény nastroj pri praci so spektralnymi hustotami.

Definicia. Linedrny filter je transformécia ¢asového radu {X; }ez na casovy rad {Y;}icz pomocou
predpisu

(e o]

Yi= Y Xy, (6.37)

j=—00
kde {a;};jez st redlne koeficienty, pricom

o0

Z la;| < oo.

j=—o00

Veta. Ak md casovy rad {X;} ez spektrdalnu hustotu fx(\), X € [0, 2} tak casovy rad {Y;}iez
ziskany predpisom md spektrdalnu hustotu tvaru

fyrA) = [AN P fx(N), (6.38)
kde -
AN = Z a]e_z’rw

je takzvand prenosovd funkcia.

Doékaz. Ukézeme, ze pre autokovarianénu funkciu vy ¢asového radu {Y; }iez plati

=

e (h) = / T AT AN (VA

(NI

D4 sa ukézat, Ze to uz staci na to, aby |A(M)|?fx(\) bola spektralna hustota.
Ozna¢me vx autokovarianéni funkciu casového radu {X;}iez. Plati

vy (h) = Cou(Yy, Yiyn) = Cov ( Z a; Xi—j, Z akXt+hk> =

j=—00 k=—o00
= Z Z ajarCov(Xi—j, Xeyh—r) = Z Z ajapyx(h —k+j) =
j=—0o0 k=—00 Jj=—00 k=—o0

-3 Y wa / AR £ (\)dA =

j=—00 k=—00

_ /2 (Z CL]€27”)\J) < Z ake—27ri)\k> eQwi/\th()\>d>\ _

k=—00
N 7
VvV

AN AN=[AMN)?

- / © T AP £ (M) dA.
- —

fr(N)

l\.’)\»—‘

O

Ked'Ze vieme, 7Ze spektrdlna hustota bieleho sumu je fy/(\) = o2 pre \ € [O, %}, pomocou tejto
vety mozeme lahko vypocitat napriklad spektrdlnu hustotu MA(1) procesu s nulovou strednou
hodnotou, t.j.

Xy =W+ 60W,_y. (6.39)
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Casovy rad {Xi}iez je zjavne linedrny filter filter bieleho sumu s ap = 1, a3 = 6 a a; = 0 pre
ostatné j. Prenosova funkcia A(\) ma teda tvar

AN) =1+ 6>,
takze plati

|A()\>|2 — A(}\)A(}\) — (1 + Qe—27ri)\>(1 + 0e27ri)\> -1 + Qe—QTri)\ + Qe+27ri)\ + 92 —
=1+ 6(cos(2m\) — isin(2wA)) + 0(cos(27A) + i sin(27N)) + 62 = 1 + 20 cos(27A) + 62

Spektralna hustota MA(1) procesu méa teda tvar
fx(N) = (1 + 26 cos(27N) + 6%)0>.

Analogicky by sme vedeli vypocitat spektralnu hustotu lubovolného MA(q) procesu, kde ¢ moze
byt aj oco. Zaroven pripomenme zo zimného semestra, ze kazdy staciondrny c¢asovy rad {X;}ez sa
d4 zapisat ako MA(oo) (Woldova dekompozicia), ¢ize kazdy staciondrny c¢asovy rad je v podstate
iba linedrny filter bieleho Sumu. Ak teda pozname Woldovu dekompoziciu (jej parametre) ¢asového
radu, tak teoreticky vieme lahko vypocitat aj jeho spektrdlnu hustotu. Pre ARMA(p, q) proces
napriklad plati

O (e 2miN) |2
z) = o2 12T
fx(V) |D(e—2miN)[2
kde ® je autoregresny polyném a © je moving average polynéom. [Kto by si nepamital, tak ARMA
proces ma tvar

X/y =c++ ()[7){[7] + ...+ C)[)X/,[, -+ II"Y[, + H]IIY/,] + ...+ (C)(]IIv[f(]

2

a ® a O st definované ako @(2) =1 — 12 — ¢z — ... — 2P aO(2) = 1+ 6012+ 022> + ... + 6,24

0.8 1.0
|

A
06
|

0.4

0.2
|

0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

A

Obr. 22: |A(M)|? v centrovanom kizavom priemere (12 mesaénom).

Okrem toho, Ze pomocou linedrneho filtra vieme lahko pocitat spektralne hustoty, je to aj
uzitoény nastroj, ak sa chceme ,,zbavit” niektorych frekvencii (,,odfiltrovat” niektoré frekvencie).
Uvazujme napriklad 12 mesac¢ny centrovany klzavy priemer, t.j.

1 1 1 1 1 1
Y, = —X,_ —X;_ —X;_ o+ —X —X —Xiig.
Y| t6+12 t5+12 -4+ +12 1t+4‘1'12 t+5+24 t+6

D4 sa ukazat, Ze prenosovd funkcia m4 v tomto pripade tvar

A = — (1 + cos(127A) + 2 i cos(27r)\k;)> ,

T 12
k=1
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pricom |A())]? je zobrazend na Obr. 22| Z grafu vidime, ze |A()\)|? je vysokd pre nizke frekvencie a
|A(N)|* & 0 pre vysoké frekvencie. Prakticky ndm teda takdto transformécia ,,vyfiltruje” (odstrani)
vysoké frekvencie (cykly malych dizok) a ostand nam len nizke frekvencie (cykly velkych dizok) -
napriklad ak na data z Obr. aplikujeme tento kfzavy priemer, tak dostaneme data na Obr. ,
¢ize sa zbavime vysokych frekvencii (roénych cyklov).

12)

5
|

5
|

3]
g e
© o
© g
<t ;‘5 <
©
S
™ — o -
~ ~
T T T T T T I T T T T T T I
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Time Time
Obr. 23 Obr. 24
Naopak ak zoberieme prvu diferenciu
Yi =Xy — X4y,
t.j. linedrny filter, kde ag = 1,a; = —1 a zvysné st nulové, tak prenosova funkcia ma tvar A(\) =
1 —e 2™ Gize

AN > = 2(1 — cos(2m))),

vid Obr. . Takato transformécia nam dé teda do popredia skor vysoké frekvencie a potlaci nizke
- ak ju aplikujeme na déata z Obr. , dostaneme data na Obr. (vidime, ze to zvyraznilo kratke

cykly).

1.0

0.5

- 7
S~ o s
< E
s o |
o
- ©
5
o
o - - -
T T T T T T ' T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 20 40 60 80 100 120
A Time
Obr. 25: |A()\)|? v pripade prvej diferencie. Obr. 26
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Neparametrické odhadovanie spektralnej hustoty

V poslednej casti si stru¢ne povieme o moznych sposoboch odhadovania spektralnej hustoty.
Ked'ze pre spektralnu hustotu plati

FO) =) At)e >, (6.40)
t=—00
prirodzenym odhadom by bolo nahradit hodnoty autokovarianénej funkcie y(t) jej odhadmi, t.j.

n—1
A(t)e 2N, (6.41)

=—(n-1)

Takyto odhad sa nazyva periédogram a oznacuje sa ako I,(A). Kto by si nahodou nepamital, tak
autokovarianéni funkciu pre [t| < n — 1 odhadujeme ako

. 1 , ;
v(t) = i Z(XJ — X) (X — X). (6.42)

1 _ .
L(N) == > (X, = X)e ™| (6.43)
n
t=1
respektive sa predpokladd, ze stredna hodnota je nulova a kladie sa
1o ’
_ = ZXte—zm‘At (6.44)
0

(pripadne sa to obcas zapisuje pomocou sinusov a kosinusov). Po umocneni a niekolkych jedno-
duchych tpravéch by sme dostali prave vyraz (6.41]). Jeden z dovodov takéhoto zépisu je, ze pre

12 n—l i,
A=0 ooy = Je vyraz
n
§ Xtef27rz)\t
t=1

Ymon?

takzvana diskrétna Fourierova transformécia postupnosti Xi, Xs, ..., X,, (az na nejaké nésobenie
konstantou), ktord sa da efektivne (—1\’ chlo) vypoéitat pomocou algoritmu FFT (Fast Fourier
Transform). Frekvencidm A =0, 5, ... sa hovori fundamentélne frekvencie, pripadne Fourierove

frekvencie. Kedze diskrétnu Fourlerovu transformacm mame iba pre niektoré X, aj periédogram
2 L3

sa spravidla definuje iba pre \ = n, 2,...,72%. (Teoreticky ho samozrejme vieme vypocitat pre
Tubovolné \, prakticky sa aj tak musime obmedz1t iba na koneéni mnozinu bodov.) V niektorych
zdrojoch sa pridava aj A = 0, ale v niektorych tpravach, to robi trochu ,,zlobu” a ani R-ko to pre
A = 0 nepocita.

Tento odhad sice na prvy pohlad vyzerd zmysluplne, aviak d4 sa ukézat, Ze odhad I,(\) je
vychyleny (E(I,(\)) # f(\)) a nekonzistentny (t.j. neplati D(I,(\)) — 0 pre n — 00), ¢o od
odhadu prave nechceme. Hlavné dovody st, volnejsie povedané, nasledovné.

1. Odhad autokovarianc¢nej funkcie y(t) je najmé pre koncové body (t ~ n — 1) velmi nepresny
- napriklad pri (n — 1) sa ndm suma v ((6.42)) zredukuje iba na

1 _ _
E(Xl - X)) (X, — X),
¢ize ak st ndhodou merania x; a x, vyrazne ,,uletené”, tak ndm to moze pokazit cely odhad.

46



2. So zvysujicim n zvicésSujeme aj pocet bodov A, v ktorych spektralnu hustotu odhadujeme -
¢ize namiesto zlepsovania odhadov akoby iba priddvame body, v ktorej f(A) odhadujeme.

Na (aspon ¢iastoéné) odstranenie tychto problémov sa vyuzivaju dve techniky - takzvany tapering
(je to anglicky vyraz, prekladat ho nebudeme) a vyhladzovanie periédogramu.

Tapering slizi najmi na znizenie vychylenosti odhadu. Princip je taky, ze hodnoty (X; — X)
vo vztahu (6.43) vyvdzime mnozinou véh h = {hy,...,h,}, ¢im dostaneme takzvany ,tapered

periodogram”
2

Zt 1 h2 th e T (6.45)

(ak by sme zvolili h = {1,1,...,1}, tak dostaneme klasicky periédogram). V praxi sa vdhy volia tak,
ze pre ,stredové” body (t =~ %) je hy = 1 a smerom k ,,okrajom” (¢ ~ 1 a t =~ n) tieto véhy klesaju.
Jeden z dosledkov takéhoto vyvazenia je, Zze nam ,,neuletia” spominané problematické odhady 7(t)
pre t ~ n — 1. Na konkrétnu volbu véh existuje vela moznosti, R-ko napriklad pouziva takzvany
,,Split cosine bell” definovany ako

1
%(1—608 (W(th))> pret=1,...,m,

hy =<1 pret=m+1,...,n—m,
gl
%(1—008(%)) pret=n—m+1,....n

")) =

n

kde m sa da nastavit (automaticky sa berie 10% z poctu dét (zaokrihlenych) - v praxi to netreba
menit).

Dalsia technika na vylepsenie je vyhladzovanie periédogramu. Idea je takd, ze ak mame do-
statocne velké n a f je spojitd, tak pre nejaké prirodzené ¢islo L,, bude platit

(6= ()

pre j=—L,,—L,+1,..., L, —1,L,. Odhad spektralnej hustoty v nejakom bode % teda mozeme
vylepsit tak, Ze spriemerujeme odhady z okolitych bodov, t.j.

i (S) =S (ﬁ” ) (6.46)

j=—Ln

kde w; su vahy, pre ktoré plati w; = w_;, w; > 0 a sucet vah je 1. Za istych podmienok pre L,, a
vahy je uz takyto odhad spektrélnej hustoty konzistentny a asymptoticky nevychyleny.

V praxi sa casto pouziva takzvany ,,Daniell smoother”, respektive ,,modified Daniell smoother”,
¢o je obycajny jednoduchy kfzavy priemer (w; = ﬁ pre kazdé 7), respektive centrovany kfzavy

priemer (wp, = ﬁ a w; = ﬁ pre j # L,), pricom takyto ,smoother” (vyhladzovac? ©) sa
aplikuje dvakréat po sebe. Ak by sme mali napriklad ,,modified Daniell smoother” pre L, = 1 (¢ize
vahy su i, % a ) a aplikovali by sme ho dvakrdt na nejakd postupnost ¢isel {u;}ez, tak po prvej
aplikacii dostaneme
R 1 1
U = Zut—l + §Ut + Zut—O—l
a po druhej
A 1. + 1, + 1, 1 + 4 N 6 + 4 L 1
Up = —Up_1 + =Up + =Upp1 = —Up2+ —Up_1 + —u + —u —u
0= gl T U Gl = Jetlig TRty et el et

%,wl :% a’LUQ:%.

Co sa tyka volby L,, tak sa odporica vyskisat viac moznosti a vybraf subjektivne. Plati, ze
malé L, sposobi mensiu vychylenost odhadu, ale viésiu varianciu, velké L, zase naopak, takze
treba ndjst nejakd vhodnu rovnovédhu. V principe spravidla chceme dostatoéne hladkid funkciu s

dostatocne jasnymi maximami (lebo nas zaujifma, ktoré konkrétne frekvencie si dolezité).

¢ize technicky je v tomto pripade L, = 2 a vahy st wg =
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Parametrické odhadovanie spektralnej hustoty

D4 sa ukazat, ze pre spektralnu hustotu g(\) Iubovolného staciondrneho ¢asového radu s nulovou
strednou hodnotou a pre Tubovolné & > 0 existuje konetné p € N a stacionarny AR(p) proces

Xi =01 Xi1 + 0 Xy o+ ..+ 0 Xy + W,
kde pre spektralnu hustotu fx(\) tohto procesu plati

[fx(A) —g(N)| <e,

pre Tubovolné .

Idea parametrického odhadovania spektralnej hustoty je teda velmi jednoduchd - k détam sa
najde vhodny AR(p) model a za odhad spektralnej hustoty sa zoberie spektrélna hustota totho
AR(p) procesu. Spravidla sa vyskisa AR(1),...,AR(30) a zoberie sa spektralna hustota AR(p)
procesu s najlepsim AIC (pripadne AICc alebo BIC - to su tiez nejaké rozumné kritéria).

Poznamka. Pri vietkych tychto metédach netreba zabidat na to, Ze pri spektralnej analyze sa
predpokladd stacionarita casového radu, takze ak je v datach nejaky trend, tak ho treba odstranit
- napriklad odhadnutim 7'r; a odratanim 7r; od dat (R-ko to robi automaticky).
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