Veta 1. Autoregresny proces radu p
Xi=c+ o Xyo1+ 0 Xy o+ ...+ 0 Xy + Wy, (1)

kde {W, }iez je biely Sum je kauzalny linedrny proces (a teda aj stacionarny) prave vtedy, ked su
vsetky korene autoregresného polynému

D(2) =1—¢1z— ¢o2® — ... — ¢p2° (2)
mimo jednotkového kruhu.
V takom pripade plati
Xy =M+Z¢th—j, (3)
§=0

kde v pre j > 1 spliiaji rekurziu (resp. linedrnu diferenénui rovnicu)

i = Qr1pj_1 + Qo+ .+ O, (4)

s poCiatonymi podmienkami g = 1,9 1 =...=9_,,; =0a u= m
= Pp

Pre prehladnost dokaz spravime pre ¢ = 0, p = 3 a rozlozime ho do niekolkych liem (zovseobecnenie
by nemalo robit problém). Predtym ale strucne zopakujme, ako pracovat s rekurenciami.
Predpokladajme, ze mame ¢iselnt postupnost {z,}> , zadani ako

Ty = 1Tp_1 + Q2Tp_2 + ... + QpTp_yp (5)

s po¢iatoénymi podmienkami (hodnotami) g, x1, . .., Z,_1, priCom ay, . . ., a, st zndme. Z pociatoc-
nych podmienok a predpisu lahko vieme dopocitat Tubovolné z,,, avsak niekedy pre x,, chceme
(resp. potrebujeme) explicitny predpis. Na jeho ndjdenie sa zostroji takzvany charakteristicky po-
lyném

PA) =N — g N — @ — L —a, A —a, (6)

a najdu sa jeho korene A1, Ag, ..., A,
Ak st vsetky korene rozne, potom plati, ze
Tn = CIA] + Ay 4.+ A7, (7)
kde c,...,c, st cisla, ktoré vypocitame z pociatoénych podmienok.

Priklad 1. Uvazujme znamu Fibonacciho postupnost danti ako xg = 0,21 =1a x, = 2,1+ Tp_2
pre n > 2 (zaciatok postupnosti je 0,1,1,2,3,5,8,13,21,...). V tomto pripade p =2 a a; = ay = 1,
¢ize charakteristicky polyném mé tvar

P |

# a g = =55 (obycajné riesenie kvadratickej rovnice). Predpis pre x,

2

e () (LAY

a jeho korene su \; =

teda bude

2 2

pricom c; a ¢y vypocitame z toho, ze xo = 0 a ;1 = 1, takze

0 0
1++v5 1—+/5
0:1‘0:61< \/_> +CQ< \/_> = C1 + Co,

2 2

teda ¢y = —cy a

1 1
1++/5 1—+/5 1++/5 1—+/5
121’1 :Cl< 2\/_> +CQ< 2\/_> = —C9 2\/_4—02 2\/_ = _CQ\/57

z ¢oho dostavame cy = —% ac =

-



Toto plati v pripade, Ze korene charakteristického polynému st rézne. Ak by sme mali k£ rovna-
kych korenov, napriklad Ay = Ay = ... = A\, potom namiesto

Ty = AT + ...+ AL + zvysné cleny

plati
Ty = 1A} + con Ay + 03n2)\§ oot cknk_l)\Z + zvysné cleny.

Lema 1. Polozme

b1 2 @3
e=|1 0 o0]. (8)
0O 1 0

Plati

1. X € C je vlastna hodnota matice ® prave vtedy, ked ® (%) =0 (t.j. % je koren autoregresného
polynému).

2. Ak v = (v, v2,v3) # 0 je riadkovy vlastny vektor matice ®, tak vy # 0.
Doékaz.

1. Ak X € C je vlastnd hodnota ®, tak pre nejaky nenulovy vektoru (uy,us,us)’ plati

o1 G2 @3\ [w Uy
1 0 0 luy| =Xusl. 9)
0 1 0/ \us us

Ak rozpiseme jednotlivé riadky, dostavame

Grur + Paug + P3uz = Ay
Uy = )\UQ

Uy = )\Ug.

Po dosadeni tretej rovnice do druhej dostaneme u; = M?us a po dosadeni druhej a tretej
rovnice do prvej mame
¢1)\2'U3 + ¢2>\U3 + ¢3U3 = )\3u3. (10)

Z druhej a tretej rovnice vyplyva, Ze us nemoze byt nula, lebo inak by bol cely vektor
(u1, ug, u3) " nulovy (o predpokladdme, Ze nie je), takze ¢islom uz mozeme rovnicu predelit.

GIN + o) + B3 = AP

Kedze ¢3 je v. AR(3) nenulové, matica ® je zjavne reguldrna, teda nula nemdze byt vlastna
hodnota, takZe rovnicu dalej mozeme predelit ¢islom A3, ¢im dostdvame

1 1 1
¢1X+¢2ﬁ+¢3ﬁ =1

a po odcitani Tavej strany
1 1 1
0=1—1— — o= — P3—- 11
b1y — bryg — brsg (1)

Na pravej strane rovnice vidime prave ® (%), takze naozaj plati, ze prevratené vlastné hod-
1
A
polynému, tak spliia rovnicu a tym padom aj @) pre nejaké (uy,us,u3)’ (napriklad
uz = 1,us = X a uy = A\?), takZe je to naozaj vlastnd hodnota ®.

noty matice ® st korenmi autoregresného polynému. Naopak, ak 1 je koren autoregresného



2. Ak by v; =0, tak

o1 G2 @3
(0 vy fug) 1 0 0 :)\(O vy vg).
0 1 0

7, prvej rovnice potom dostavame
0-¢1+wve-1+wv3-0=0,
¢ize vy = 0 a nésledne z druhej rovnice
0-¢pg4+v-0+wv3-1=Avg =0,
¢ize aj vy = 0, o je spor s tym, Ze v je nenulovy. a

Lema 2. Ak méa ®(z) korenl v jednotkovom kruhu, tak {X;},cz nie je staciondrny (a teda to ani
nemoze byt kauzalny linedrny proces).

Dokaz. Polozme Z; = (X, X;—1, Xi—2) a ny = (W,,0,0). Zjavne plati
Zt = (I)thl + (12>

(prvé rovnica z predpisu AR(3) procesu a zvys$né dve trivialne). Kedze ®(z) mé koren v jednotkovom
kruhu, tak existuje vlastnd hodnota A* € C matice ®, ze |\*| > 1 (vid predchadzajica lema).
Ozna¢me v' riadkovy vlastny vektor prislichajuici k vlastnej hodnote \*. Plati

v Z =0T ®Z  + v =N Z vy,

a teda aj
D' Z) =D\ Zy+ v n) = [NPD(w" Zy) + D(v )

(Z;—1 a ny st z definicie AR procesu nezavislé, preto disperziu sic¢tu mozeme zapisat ako sucet
disperzii; \* moze byt aj komplexné ¢islo, preto pred disperziu ide absolttna hodnota umocnena
na druhd - standardne by samozrejme stacilo umocnenie na druhi). Z vlastnosti disperzie potom
dostavame

v Var(Z,)v = NP0 Var(Z,_ v +v"Var(n)v.

Druhy séitanec je kladny pretoze prvy prvok vektora v musi byt nenulovy (vid predchadzajica
lema) a

a2 0 0
Var(n,)=10 0 0
0 0 O

Kedze |\*| > 1, tak dostavame
v'Var(Z)v = (NP Var(Zi_,)v + v Var(n)v > v'Var(Z)v,

¢o sa ale v stacionarnom casovom rade nemoéze stat (v takom musi platit Var(Z;) = Var(Z;_1),
c¢ize aj v'Var(Z,)v = v'Var(Z;_1)v). O

Lema 3. Polozme ¢; = (‘Iﬂ )11 (¢ize prvok matice &7 v prvom riadku a prvom stlpci). Pre j > 1
plati rekurzia

Vi = Q11 + Gavj o + P31 3 (13)

s pociatoénymi podmienkami ¢g = 1,¢_1 = 1p_o = 0 (vid Veta 1, za p sme polozili p = 3).
D6 _ ‘o B ¢ 0) — (B D NT (
Okaz. Pre prvy stlpec matice ®’ (oznacme ho ¢\ = (cl NO RN ) ) plati

e ¢ =(1,0,0)7 (trividlne),



A : N T
o ) = (¢1c§”‘1> + Goci ™ 4 pyci Y 7Y, cgj_l)) - ukéZeme indukciou, t.j predpokladdme,
7e to plati pre j — 1 a chceme to ukazat pre j. Pre ®/ plati

b1 P2 @3 ng_l) i c(] b b0 c G=1) qbgcz(,)j_l)
®=9'=|1 0 0f|FV . |= ga 0
010 Y LD
3 PR e 2
Pre j > 1 teda mame

= ¢ C(j_l) + Cbzcgj_l) + qzﬁgcéj_l) (14)
(J) _ cg 1) (15)
. o)

Kedze ®° je identickd matica, zo (14 mame

=t = ¢ + pact) + ¢3C§0) =¢1-1+¢2- 04 d3-0= 1o + 201 + P39_s.
Z 1} mame cg) = c§°) =1laz 1} zase mame cg) = céo) = 0, po dosadeni do potom
dostaneme
@ 0 W _ 1t e 0 =
Vo= =¢10) "+ Pacy” + P3c3” = 11+ g2 14 ¢ P11 + P2t + P31
Pre j >3 mame z (15) ¢ =/ az —|— 5) ¥ =7 = U Po dosadent do (|14)

Y = C = ¢ C(j R Cj 1)+¢ g-1 ¢1C§j_1)+¢20§j_2)+¢30¥_ = P19j—1 + G202+ P31 _3.
O

Lema 4. Ak pre kazdi vlastnt hodnotu A matice ® plati |A\| < 1, tak ®* — 0 pre k — oo (0 je
nulovd matica).

Dokaz. Iba naznak dokazu - matica ® sa da zapisat ako ® = P~1JP (Jordanov rozklad), kde P
je nejaka reguldrna matica a J je blokova, horna trojuholnikova matica, ktord ma iba na hlavnej
diagondle vlastné hodnoty a na vedlajsej (hornej) diagonale jednotky alebo nuly (inde st nuly).
Potom

&, =prlgpptyp... PP =P tJtP
a z tvaru J vyplyva, ze J¥ — 0 (lebo na diagondle st hodnoty v absoltitnej hodnote mensie ako 1),
Cize aj ®F — 0. O

Doékaz (Vety 1). Implikdcia ,=" je désledkom Lemy 2 (Lema 2 je iba obmenou tejto implikacie).
Pre implikaciu ,,<=” pouzime oznacenie z Lemy 2 a zapis Z; = ®Z, 1 + 1. Podobne ako pri AR(1)
procese mozeme tento vztah dalej rozpisat ako

Zy=®Z 1+ =S (PZi o+ m—1)+1 = D27, o+ ®yy_q + 1y = B2 (PZi—3+n—2) +Pmy—1 + 1 =
— —

Zt,1 Zt72
k=1
=837, 5+ @ o+ P+ =...=®Z_; + > @Iy
=0

pre fubovolné prirodzené &islo k. Pripometime, Ze Z; = (Xy, X;_1, X; 2)" an, = (W;,0,0)T. Ak sa
pozrieme iba na prvy riadok tejto maticovej rovnice, tak dotavame

Xo= (#702),+ X (#0),
§=0



O prvom sc¢itanci z Lemy 4 vieme, ze konverguje do nuly. Pre zvysné sc¢itance plati

. o (Wi ‘
((I’Jnt*j)l - ((I)j)y 0 - ((I’j)n Wiy = Wi
0
(vid oznacenie z Lemy 3). Vieme teda pisat
Xt = Z ’lbth,j.
=0

Na to, aby to bol kauzalny linedrny proces este musime ukézat, ze 372 || < co. Z Lemy 3 vieme,
ze pre ; plati ¥; = ¢19j_1 + P02 + 31,3 - ak teda chceme néjst explicitné vyjadrenie pre 1;,
musime ndajst korene charakteristického polynéomu

p(A) = AP — 1A — P2 A — ¢3.
Pre korene \;, @ = 1,2, 3 plati
N = 01N = G2 — 93 =0

(z definicie) a po predeleni ¢islom \? (kedZe ¢35 # 0, tak \; nemoze byt 0 - hore uveden4 rovnica by
neplatila)

1 1 1 1
®(5) =10y —day — gy =0,

teda plati |\;| < 1 pre kazdé i. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze A\; > Ay > As.
Presny tvar ; zavisi od toho, ¢i st niektoré lambdy rovnaké, avsak v kazdom pripade mozeme |1,
ohranic¢it pomocou
5] < e (1M + Gl + 520 + el + 52l + 72l + sl + sl + 52Asl) <
S 90j2‘)\1‘j7

kde ¢ je nejakd konstanta (napriklad max(cq, ¢z, ¢3), vid rekurentné vztahy z prvej strany). Pre |1);]
plati

lim sup /|| = limsup {/9¢j2|A\1]7 = lim sup ¢/9¢j2| A/ = limsup |A\1]|{/9¢j? = | M| < 1,
j%op\/\"tbﬂ msup | 77 m sup | 77|\ ] j_mp| 1]y/9¢5% = |\

¢o je jedno z kritérif konvergencie nekonecného radu. Naozaj teda plati 3272 |1;| < oo, takZe casovy
rad {X;}ez je naozaj kauzalny linedrny proces. O



