Maticova algebra pre Statistiku

a datovua vedu

| =
LT

i

ﬁ

Samuel Rosa

Radoslav Harman



Autori: Samuel Rosa, Radoslav Harman

Nézov: Maticova algebra pre statistiku a datova vedu
Vydavatel: Knizni¢né a edi¢né centrum FMFI UK
Rok vydania: 2022

Miesto vydania: Bratislava

Vydanie: prvé

Pocet stran: 131

ISBN 978-80-8147-109-4

QOSSO

Dielo je vydané pod medzinadrodnou licenciou Creative Commons CC BY-NC-SA 4.0 (vy-
zaduje sa: povinnost uvadzat pévodného autora diela; povinnost odvodené dielo zdielat pod
rovnakou licenciou ako pdvodné dielo; len nekomeréné pouzitie odvodeného diela). Viac infor-
macii o licencii a pouziti diela: https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

Obsah

Prehl'ad znacenia
Slovensko-anglicky slovnik
Predslov

1 Zakladné pojmy linearnej algebry

1.1 Vektorové priestory . . . . . . . . ..
1.2 Linearna nezavislost, baza, dimenzia . . . . . . . . . . . ... .. ... ....
1.3 Skalarny sti¢in, norma a uhol vektorov . . . . .. ..o

1.3.1 Ortogonalnost . . . . . . . . . . ...
1.4 Linearne zobrazenia . . . . . . . . . . . ...

2 Zakladné pojmy maticovej algebry

2.1 Matice a maticové operacie . . . . . . . . ..o

2.1.1 Speciélne matice . . . ...
2.2 Blokové matice . . . . . . .
2.3 Riedke matice . . . . . . ..
2.4 DalSie maticové OPETacie . . . . . v o i
2.5 Matica ako linearne zobrazenie . . . . . . . . .. ... oL
2.6 Data ako vektory a matice . . . . . .. ..o

2.6.1 Vyberova kovarian¢né matica . . . . . .. . .. ...
2.7 Ulohy na precvidenie . . . . . . . . .. ...

3 Stlpcovy a nulovy priestor matice

3.1 Stlpcovy priestor matice . . . . . ... ...
3.2 Hodnost matice . . . . . . . . ...
3.3 Stlpcovy priestor a hodnost blokovej matice . . . . .. ... ... ... ....
3.4 Nulovy priestor matice . . . . . . . .. ..o

3.4.1 Vztahy medzi nulovymi a stipcovymi priestormi . . . . .. .. ... ..

3.4.2 Hodnost kovarian¢énej matice . . . . . . . . ...
3.5 Ulohy na precvidenie . . . . . . . . .. ..

4 Inverzné matice

4.1 Systémy linedrnych rovnic . . . . . . ... Lo
4.2 Inverzné matice . . . . . .. ..o
4.3 Hodnost a inverzia blokovej matice . . . . . . . . ... ... L.

il

vil

ix

xi

Ao

-~ Ot

Ne}

12
15
16
19
20
21
24

27
27
28
29
31
32
33
33



Maticové algebra pre Statistiku a datovi vedu

4.4 Ortogonalne matice . . . . . . . . .. L
4.4.1 Helmertova matica . . . . . . . . ... .. L
4.4.2 Permutacné matice . . . . . . . ...

4.5 Ulohy na precvienie . . . . . . . . . .. ..

5 Priestor matic a jeho geometria
5.1 Priestor matic . . . . . ... Lo
5.2 Stopamatice . . . . ..
5.3 Geometria priestoru matic . . . . . ...
5.3.1 Skalarny st¢in anorma . . . . . . .. ...
5.3.2 Ortogonélnost . . . . . . . . ...
5.4 Ulohy na precvidenie . . . . . . . . . . ...

6 ZovSeobecnené inverzné matice
6.1 Zéakladné vlastnosti . . . . . . ...
6.2 Vztah zovseobecnenych inverzii so systémom linedrnych rovnic . . . . . . . . .
6.3 Vyjadrenie zovSeobecnenych inverzii . . . . . . . ... ... L.
6.4 Mooreova-Penroseova pseudoinverzia . . . . . . . . . ... ...
6.5 Ulohy na precvifenie . . . . . . . . . ...

7 Idempotentné matice a projektory
7.1 Idempotentné matice . . . . . . . . . ... ...
7.2 Projekéné matice . . . ...
7.2.1 Konstrukcia projekénej matice . . . . . .. ..o
7.2.2 Vlastnosti projekénej matice . . . . . . .. ..o
7.2.3 Minimalizacia suctu stvorcov v statistike . . . . . ... ..o
7.3 Ulohy na precvidenie . . . . . . . . .. ...

8 Determinant matice
8.1 Definicia a zédkladné vlastnosti determinantu . . . . . . . .. .. ... .. ...
8.2 Laplaceov rozvoj determinantu a adjungovand matica . . . . . . . . . . .. ..
8.3 Determinanty blokovych matic . . . . . .. .. ... ... 00
8.4 Vandermondove matice . . . . . . . .. ..
8.5 Ulohy na precvidenie . . . . . . . . . . ...

9 Pozitivne semidefinitné a pozitivne definitné matice
9.1 Kvadratické formy . . . . . . . ...
9.2 Pozitivne semidefinitné a pozitivne definitné matice . . . . . . . .. ... . ..
9.2.1 Pozitivna definitnost vyberovej kovarian¢nej matice . . . . . . . . . ..
9.3 Ulohy na precvifenie . . . . . . . . . ...,

10 Vlastné cisla a vlastné vektory
10.1 Definicie a zakladné vlastnosti . . . . . . . . .. ... oo
10.2 Vlastné ¢isla a vlastné vektory symetrickych matic. . . . . . . .. .. .. ...
10.2.1 Metoda hlavnych komponentov . . . . . . .. ... ... ...
10.3 Mocnina pozitivne semidefinitnej matice . . . . . . . .. ..o oL
10.4 Viacrozmerné normélne rozdelenie . . . . . . . .. .. ..o

v

47
47
49
50
50
51
52

53
93
54
o6
60
63

65
65
66
66
69
73
75

77
77
79
82
83
84

87
87
88
92
93



Maticové algebra pre Statistiku a datovi vedu

10.5 Vlastné ¢isla stochastickych matic . . . . . . . . . .. ... o0
10.5.1 Markovovské retazce . . . . . . . . ...
10.6 Ulohy na precvienie . . . . . . . . . . . .

11 Singularny rozklad a maticové normy
11.1 Singularny rozklad . . . . . . .. ..o
11.1.1 Pouzitie singularneho rozkladu . . . . . . . .. .. ..o o000
11.2 Vektorové a maticové normy . . . . . . . . . . ...
11.2.1 Vektorové normy . . . . . . . . .. .
11.2.2 Projekcia vzhladom na skalarny sacin dany maticou. . . . . . . . . ..
11.2.3 Maticové normy . . . . . . . . ..
11.2.4 Cislo podmienenosti . . . . ..o
11.3 Ulohy na precvidenie . . . . . . . . . . ...,



Maticové algebra pre Statistiku a datovi vedu

vi



Prehl'ad znacenia

tr(A

dim (V)
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diag(dy,...,d,)
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mnoZzina realnych / prirodzenych / komplexnych ¢isel

mnoZina n-rozmernych stipcovych vektorov

mnozina m X n matic

mnoZina n X n symetrickych / pozitivne semidefinitnych / pozitivne defi-
nitnych matic

¢islo

prvok vSeobecného vektorového priestoru

stipcovy vektor

matica

-ty prvok vektora x

(1, 7)-ty prvok matice A

transpozicia matice A

inverzia / zovSeobecnena inverzia / Mooreova-Penroseova pseudoinverzia
matice A

projekéna matica na C(A)

stlpcovy / nulovy priestor matice A

hodnost matice A

stopa matice A

determinant matice A

¢islo podmienenosti matice A

Kroneckerov / Hadamardov stc¢in matic A a B

dimenzia vektorového (pod)priestoru V/

skalarny sucin

norma

Frobeniova / nuklearna / ¢")-norma

diagonalna matica s prvkami dy, ..., d, na diagonale

blokovo diagonalna matica s maticami Ay, ..., Ay na diagonale
stlpcovy vektor jednotiek / nil (rozmeru n x 1)

stlpcovy vektor s jednotkou na i-tom mieste a nulami viade inde
matica identity (rozmeru n X n)

matica jednotiek / nil (rozmeru m X n)
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Slovensko-anglicky slovnik

Pre lepSiu orientaciu v anglickej terminologii uvadzame slovnik zakladnych pojmov pouziva-
nych v skriptach. Poznamenajme, Ze v anglickej odbornej literature sa mozeme stretnit aj s
odisnymi prekladmi niektorych uvedenych pojmov.

baza
¢islo podmienenosti
determinant
hodnost
~ plna (riadkova/stIpcova) h.
kvadraticka forma
linearne nezavisly
linedrny obal
matica
— blokova
— hustéa
— idempotentna
— inverzna

— Tava/prava inverzna
— ortogonalna
— pozitivne definitnéd
— pozitivne semidefinitna
— pseudoinverzna
— regularna
— riedka
— singularna
— Stvorcova
— zovSeobecnena inverzna
maticovy rozklad
nasobnost (vlastného ¢isla)
norma
— indukované
— nukledrna n.
nulovy priestor
problém najmensich stvorcov
Schurov doplnok

basis
condition number
determinant
rank
— full (row/column) rank
quadratic form
linearly independent
span
matrix
— block
— dense
— idempotent
— inverse
— left /right inverse
— orthogonal
— positive definite
— non-negative definite, positive semidefinite
— pseudoinverse
— non-singular
— sparse
— singular
— square
— generalized inverse
matrix decomposition
multiplicity (of an eigenvalue)
norm
— induced
— nuclear norm, trace norm
null space
least squares problem
Schur complement

X
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singularne ¢islo
singularny vektor
singularny rozklad
— kompaktny s. r.
skaldrny sucin
spektralny rozklad
stfpcovy priestor
stopa

vektor

vlastné ¢islo
vlastny vektor

singular value

singular vector

singular value decomposition (SVD)

— compact SVD

dot product (pre xy), scalar product (pre vieobecny skal. s.)
spectral decomposition, eigendecomposition
column space

trace

vector

eigenvalue

eigenvector



Predslov

V matematike, na ktorej st postavené metody déatovej analyzy, hraju matice kltuc¢ova rolu —
od pripravy, uskladnenia, transformécie a vizualizacie dat, cez tvorbu Statistickych modelov a
rieSenie optimaliza¢nych tloh potrebnych pre ich aplikovanie, az po predikciu. Pri svojej praci
teda prichadza statistik alebo datovy analytik neustile vedome ¢i nevedome do kontaktu s
maticami.

Moze sa zdat, Ze prave vdaka roznym vypoc¢tovym néstrojom, ktoré sa bezne k dispozicii
(napr. R, Python, MATLAB, SAS), uz nie je potrebné rozumiet principom, na ktorych st
metody Statistiky a datovej analytiky postavené — a teda s maticami a matematikou vseobecne
staCi spominany nevedomy kontakt. Nie je to vSak tak. Staci, aby sme sa stretli s menej
standardnou, “neucebnicovou” tlohou a uz musime samostatne kreativne pracovat s vyuzitim
hlbsich principov, ktoré su ¢asto z oblasti maticovej algebry. Aj ak mame k dispozicii vhodny
softvér, je nevyhnutné vediet vybrat spravnu metodu z obvykle velkej ponuky, poznat limity
zvolenej metddy a vediet spravne interpretovat vysledky. Pri vSetkych tychto tulohach sa tazko
zaobideme bez dostatoéného porozumenia ako metody funguji, a teda bez matematiky a
Specialne maticovej algebry, na ktorej st postavené.

Tieto skripté st urcené pre studentov statistiky a datovej vedy, aby sa oboznamili s mati-
covou algebrou vyuzivanou v modernych metédach spracovania dat, s dérazom na pochopenie
matematickych principov. Priebezne tiez na¢rtneme niektoré z tychto metod; priblizime napri-
klad pojmy a techniky ako kovarianéna matica (zédkladné charakteristika mnohorozmernych
dat), metoda hlavnych komponentov (redukcia dimenzie a vizualizécia dat), viacrozmerné
normalne rozdelenie a linedrna regresia (Statistické modelovanie). Ukazeme tieZ pouzitie sto-
chastickych matic a vlastnych ¢isel v Markovovskych retazcoch a cez ¢islo podmienenosti sa
stru¢ne dotkneme aj numerickej stability pocitacovych vypoctov.

Skripta su koncipované spdsobom veta-dokaz-dosledok, ¢ize st vhodné skér ako materiél
k prednaskam, ¢i ako referen¢ny text, nie ako uc¢ebnica ur¢ené na samostidium. Vsetky tvr-
denia st oé¢islované a poéinajuc kapitolou 2 aj dokazané (pripadne s odkazom na dokaz v
literattre), skripta teda mozu sluzit ako referencia v slovenskom jazyku pre pracu s maticami.
V zahrani¢nej odbornej literature moze cCitatel najst velké mnozstvo textov o maticovej al-
gebre, napriklad [2], [4], [5], [11], [13] a [15]. Numerickym algoritmom realizujicim maticové
vypocCty sa v texte nevenujeme, tie st obsahom numerickej linearnej algebry — poznamenajme
len, Ze st beznou stastou softvérov na pracu s datami. Citatela zaujimajiceho sa o numericku
linedrnu algebru mézeme odkazat na monografiu [3].

Predpokladame, Ze ¢itatel je oboznameny so zakladmi linearnej algebry a geometrie; tieto
poznatky st bez ddkazov zhrnuté v kapitole 1. V dalsich kapitolach (2 az 4) sa venujeme
zékladom maticovej algebry, ktoré byvaji v roznej miere pokryté v kurzoch linearnej algebry
a geometrie. Speciz’ﬂny doraz kladieme na maticové rozklady a nulové a stipcové priestory,
kedZe tie umoznuju velmi dobry vhlad do prace s maticami. Jadro skript tvoria kapitoly 5

X1
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az 11, kde prejdeme od priestoru matic a zovseobecnenych inverznych matic cez projekéné
matice az k vlastnym ¢islam (spektralny rozklad) a singularnym ¢islam (singuléarny rozklad).

V Bratislave, januar 2022

Samuel Rosa; samuel.rosa@fmph.uniba.sk
Radoslav Harman; harman©@fmph.uniba.sk
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
Univerzita Komenského v Bratislave
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Kapitola 1
Zakladné pojmy linearnej algebry

V tejto kapitole uviddzame prehlad zakladnych poznatkov z linearnej algebry, ktoré by mal
Citatel poznat pre pochopenie dalsich casti textu. DokladnejSie spracovanie zakladov linearne;
algebry a dokazy tu spominanych tvrdeni moze ¢itatel najst v u¢ebnici [7]. V anglickom jazyku
st zéklady linearnej algebry a geometrie spracované v mnozstve ucebnic, napriklad v [8] a
[14].

1.1 Vektorové priestory

Pozndmka 1.1. V celych skriptach sa budeme zaoberat vylu¢ne vektorovymi priestormi
definovanymi nad polom R reédlnych ¢isel. Reélne ¢isla budeme obvykle znacit symbolmi a,
b, ¢ a podobne. Prvky vSeobecného vektorového priestoru V' budeme obvykle znacit Z, i/, 2" a
podobne.

Definicia 1.2 (Vektorovy priestor). Mnozina V' s operaciami s¢itanie + : V x V. — V|
(Z,9) — & + ¢ a nasobenie skalarom - : R x V. — V| (a,%) — a - & sa nazyva vektorovym
priestorom, ak pre kazdé Z,vy,zZ € V a pre kazdé a,b € R plati

1. Z+ (¥+ 2) = (¥4 y) + Z (asociativnost),
2. ¥+ y=y+ 7 (komutativnost),
3. existuje 0 € V, Ze £+ 0 = 7 pre vietky £ € V (prvok 0 nazyvame nulovy vektor),

4. pre kazdé Z € V existuje —7 € V, 7e @+ (—Z) = 0 (prvok —7 nazyvame opacny vektor
k vektoru %),

5. a-(F+Yy)=a- T+ a-y (distributivnost vzhladom na séitanie v priestore V),
6. (a+0b)-Z=a-Z+0b-Z (distributivnost vzhladom na séitanie v poli R),

7. a-(b-%) = (ab) - ¥ (kompatibilita ndsobenia v R a nasobenia -) a

81

8. 1-#=

Poznamka 1.3. Symbol - pre nasobenie skalarom pouzity v predchadzajtcej definicii sa kvoli
jednoduchosti ¢asto vynechéva, ¢ize pre a € R a ¥ € V piSeme namiesto a - ¥ len ax.
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Priklad 1.4. Jednym z najdolezitejsich prikladov vektorového priestoru je R™ - mnozina n-
rozmernych stlpcovijch vektorov s prvkami z R, spolu s pozlozkovym séitanim a $tandardnym
nasobenim redlnym skaldrom. Vektory v R" zna¢ime malymi hrubymi pismenami: x, y, z a
podobne. Pokiste sa pre tento vektorovy priestor zdévodnit platnost vSetkych vlastnosti z
definicie 1.2.

Definicia 1.5 (Vektorovy podpriestor). Nech V' je vektorovy priestor. Potom () £ W C V
je vektorovy podpriestor priestoru V., ak W je vektorovy priestor (pricom sc¢itanie vo W a
nasobenie skalarom vo W su zizenim scitania a nasobenia skalarom vo V).

Poznamka 1.6. Vektorovy podpriestor priestoru V' sa niekedy nazyva tiez linedrny vektorovy
podpriestor priestoru V' alebo linedrny podpriestor priestoru V.

Veta 1.7 (Charakterizacia vektorového podpriestoru). Nech V' je vektorovy priestor a () #
W C V. Potom W je vektorovy podpriestor V vtedy a len vtedy, ked W je uzavrety na
sCitanie a nasobenie skalarom, ¢ize ak pre kazdé ¥,y € W aa € Rplati ¥+y € W aax € W.

Poznamka 1.8. Podmienky ¥+¢y € W a ax € W pre kazdé Z,y € W a a € R st ekvivalentné
s podmienkou: a1 + agif € W pre kazdé ©,y € W a aq,a, € R.

Priklad 1.9. Nech V je vektorovy priestor. Mnozina pozostévajtca len z vektoru 0 a samotny
priestor V' su vektorové podpriestory priestoru V', ktoré sa niekedy nazyvaju trividlne pod-
priestory. Ak standardnym spésobom stotoznime vektory vo vektorovom priestore R? s bodmi
v Euklidovskej rovine, tak netrivialnym vektorovym podpriestorom priestoru R? budt zodpo-
vedat vSetky priamky prechadzajice pociatkom Euklidovskej roviny. Pokuste sa formulovat
analogické tvrdenie pre vektorovy priestor R3.

Veta 1.10 (Prienik vektorovych podpriestorov). Nech {W,,}aecr je neprazdny systém vektoro-
vych podpriestorov priestoru V', kde I je mnozina indexov. Potom (), .; W, je tiez vektorovy
podpriestor priestoru V.

acl

Poznamka 1.11. Poznamenajme, ze mnozina indexov I vo vete 1.10 nemusi byt kone¢na,
dokonca ani spocitatelna.

Definicia 1.12 (Najmensi vektorovy podpriestor). Nech V' je vektorovy priestor a () £ M C
V. Nagmensi vektorovy podpriestor priestoru V obsahujici M je vektorovy podpriestor S
obsahujici M, ktory spliha: ak W je vektorovy podpriestor V-.a M C W, tak S C W.

Veta 1.13 (Najmensi vektorovy podpriestor). Ak ) # M C V, tak existuje prave jeden
najmensi vektorovy podpriestor priestoru V' obsahujici M. Navyse, tento podpriestor je rovny
prieniku vSetkych podpriestorov priestoru V', ktoré obsahuju M.

Definicia 1.14 (Linearna kombinacia vektorov, linearny obal mnoziny vektorov). Nech V' je
vektorovy priestor, Z1,...,Zr € V anech aq,...,a; € R. Potom:

1. Linedrna kombindcia vektorov &, ..., T s koeficientmi aq, ..., a; je vektor a1 27 + ...+
Clkfk.

2. Mnozinu {a1 %1 + ... + aZ% | a1, ..., a, € R} vSetkych linearnych kombinacii vektorov
T1,..., T nazyvame linedrny obal vektorov Ty, ..., Ty a zna¢ime ju span(Zy,..., Ty).
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3. Ak vektorovy podpriestor W spliia W = span(Z),..., %), potom hovorime, ze W je
generovany vektormi I, ..., Ty.

Veta 1.15 (Najmensi vektorovy podpriestor obsahujici mnozinu vektorov). Nech V' je vek-
torovy priestor a nech {7,..., 7} C V. Potom najmensi vektorovy priestor obsahujuici
{#1,..., 2%} je span(y, ..., T).

Priklad 1.16. Nech x;,x, € R? a nech W = span(x;,x»). Potom W = {0}, alebo W =
{cy | ¢ € R} pre nejaké y € R?, alebo W = R% Premyslite si, aké musia byt vektory x;,Xa,
aby sme dostali kazda z tychto troch moznosti. Pokuste sa sformulovat analogické tvrdenie
pre vektorovy priestor R3.

1.2 Linearna nezavislost, baza, dimenzia

Definicia 1.17 (Linearna zavislost a linearna nezavislost). Nech V' je vektorovy priestor a
nech 7, ..., % € V. Potom 7, . .., T st linedrne nezdvislé, ak rovnost a;Z1 + . . . + ap@y = 0
pre ai,...,a; € R implikuje a; = ... = a5, = 0. Hovorime, Ze 7y, ..., % su linedrne zavislé,
ak nie su linedrne nezavislé.

Poznamka 1.18. Ak vektory #,...,ZT, € V s linedrne nezavislé, tak ziaden z nich nie je
nulovy, teda ©; # 0, ..., 7 # 0.

Veta 1.19 (Charakterizacia linearne zavislych vektorov). Nech V' je vektorovy priestor a
nech #y,..., 7, € V st nenulové vektory. Potom Z,...,Z; su linedrne zavislé prave vtedy,
ked niektory z nich je linearnou kombinaciou tych, ¢o st napisané pred nim.

Definicia 1.20 (Kone¢ne generovany vektorovy priestor). Vektorovy priestor V' sa nazyva
konecne generovany, ak existuje koneéna mnozina {Zy,...,Zx} € V, ze V = span(Zy, ..., Tx).

V dalsich kapitolach sa nebudeme venovat vSeobecnym priestorom, obmedzime sa na
konecne generované vektorové priestory.

Definicia 1.21 (Baza prlestoru) Nech V' # {0} je konetne generovany vektorovy priestor.
Potom postupnost vektorov bl, .. bk sa nazyva bdza priestoru V, ak spliia:

1. V= span(gl, NI R
2. 51, - ,l;k st nezavislé.

Definicia 1.22 (Suaradnice). Nech V' # {O} je kone¢ne generovany vektorovy prlestor a
bl, .. bk je jeho baza. Potom suradnice Vektora T eV vzhladom na béazu bl, . bk su taka
postupnost cisel c1,...,c, €ER, 7e ¥ = clbl +.. .ckbk.

Priklad 1.23. Nech V # {0} je konetne generovany vektorovy priestor, by, ..., by je jeho béaza
ax € V. Ukazte, Ze suradnice vektora & vzhladom na dant bazu st jedinecné. Teda ukazte, ze
ak c1,...,c, aj di,...,d; sa sturadnice & vzhladom na bl, .. bk, potom ¢y =dq, ..., c, = dg.

Veta 1.24 (O bazach). Nech V # {6} je konecne generovany vektorovy priestor. Potom
(i) V ma bazu.



Maticové algebra pre Statistiku a datovi vedu

(ii) Vsetky bazy V maju rovnaky pocet prvkov.
(iii) Kazda linearne nezavisla podmnozina vektorov z V' sa da doplnit na bazu V.

Definicia 1.25 (Dimenzia priestoru). Pocet prvkov l'ubovolnej bazy kone¢ne generovaného
priestoru V' # {0} sa nazyva dimenzia priestoru V, znacime ju dim(V'). Dimenzia nulového
priestoru {0} je 0 a dimenzia priestoru, ktory nie je konecne generovany, je oc.

Priklad 1.26. Baza priestoru R” su napriklad vektory eq,...,e, vyjadrujice standardni
suradnicovu sustavu: e; je vektor s jednotkou na i-tom mieste a nulami inde. Z toho vyplyva,
7e dimenzia R™ je n. Sturadnice vektora x € R" vzhladom na $tandardnt stiradnicova stustavu
st potom prvky vektora x. Pre n = 2 a n = 3 néajdite nejaku inti bazu priestoru R".

Veta 1.27 (O dimenziach). Nech V je vektorovy priestor a Vi, V5 st jeho vektorové podpries-
tory. Potom plati:

(i) Ak V = span(y,..., %), potom dim(V) < k.
(i) Ak Vi C Vs, tak dim(V;) < dim(V4).
(iii) Ak V3 C V5 adim(V;) = dim(V3), tak V} = V4.
Veta 1.28 (Vlastnosti priestoru s dimenziou n). Nech dim(V') = n. Potom:
(i) Kazdych n + 1 vektorov z V je linearne zavislych.
(i) #4,...,%, € V tvoria bazu V prave vtedy, ked 7y, ..., 7, st linearne nezavislé.

—

(iii) #4,...,%, € V tvoria bazu V prave vtedy, ked V' = span(Zy,...,Z,).

1.3 Skalarny sicin, norma a uhol vektorov

V tejto podkapitole V' vzdy znac¢i uvazovany vektorovy priestor.

Definicia 1.29 (Skalarny suc¢in). Skaldrny siucin na priestore V' je zobrazenie (, ) : V xV —

~ 12 o =

1. (§,@) = (Z,9) (symetrickost),

3. (aZ,y) = a(Z,y) (homogénnost v prvej zlozke),

{

2. (T+4y,2) = (&, 2) + (¥, 2) (distributivnost vzhladom na stucet v prvej zlozke),
{

4. (

#, ) > 0, pricom (%, Z) = 0 prave vtedy, ked # = 0 (kladnd definitnost).

Poznamka 1.30. Vdaka prvej vlastnosti skalarneho siacinu (symetrickosti) vyplyva z vlast-
nosti 2 a 3, ze skaldrny sucin je distributivny a homogénny v kazdej zlozke. Plati teda aj

(7,9 +2) = (T, 9) + (T, 2) a (T, ay) = a{T’ §).

Priklad 1.31. Medzi skaldrne stc¢iny patri napriklad beZne pouZivany (x,y) = x'y =
>, zy; na R™, kde z; s prvky vektora x a y; st prvky vektora y. Overte, Ze tento skalarny
sucin skutocne splna vlastnosti 1-4.
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Definicia 1.32 (Norma). Norma na priestore V je zobrazenie ||.|| : V — R, ktoré spliia pre
kazdé ¥, v/ a a € R:

L. ||aZ|| = |a| - ||Z]| (homogénnost),
2. ||Z|| > 0, pricom ||Z|| = 0 prave vtedy, ked & = 0 (kladnd definitnost),
3. 12+ gl < 12| + |7]] (trojuholnikovd nerovnost).

Veta 1.33 (Norma prislichajica skalarnemu stac¢inu). Nech (, ) je skalarny sucin. Potom
zobrazenie ||.|| definované pre kazdé & € V ako ||Z|| = (%, Z)'/? je norma.

Veta 1.34 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Nech (, ) je skalarny stcin a || .|| je nim defi-
novana norma. Potom pre kazdé ¥,y € V plati

@] < (171 - l[1]-

Priklad 1.35. Norma na R" prisltchajtca skaldrnemu stcinu (x,y) = x’y je euklidovska
norma ||x|| = (321, #2)1/2. Overte, 7e spliia vlastnosti 1-3 z definicie 1.32.

Definicia 1.36 (Uhol). Nech (, ) je skalarny sacin a nech 7,7 € V. Ak Z,7 # 0, tak uhol
medzi 7 a ¢/ je ¢ € [0, 7], ktoré spliia
(z,

«os(9) = T -

S

Poznamka 1.37. Uhol medzi vektormi dany vztahom (1.1) je dobre definovany. Podla
Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti totiz plati, ze (Z,7)/(||Z||||y]]) € [—1,1], pricom funkcia
cos je na intervale [0, 7] klesajicou spojitou funkciou s oborom hodnét [—1,1]. Pre kazdé
Z, 7 € V teda existuje jediné ¢islo ¢ € [0, 7] splhajiice vztah (1.1).

1.3.1 Ortogonalnost

Definicia 1.38 (Ortogonélnost a ortonormélnost vektorov). Hovorime, ze ¥ a ¢/ st ortogondlne
(kolmé), ak (Z,y) = 0; znac¢ime & L ¢. Mnozina {Z1, ..., 7} C V sa nazyva ortogondlna, ak
kazda dvojica Z;, Z; pre j # i je ortogonalna. Ak navyse plati ||| =1 pre i = 1,... k, tak
tato mnozina sa nazyva ortonormdlna.

Poznamka 1.39. Ak 7,7 # 0, tak Z L ¢ znamena, Ze uhol medzi 7 a ¥ je /2.

Veta 1.40 (Ortogonalnost a linearna nezévislost). Nech nenulové vektory 1, ..., &, si na-
vzajom ortogonélne. Potom ¥y, ..., ¥, s linearne nezévislé.

Poznamka 1.41. Ak by,...,b, je baza a zaroven {by,...,b,} tvoria ortogonalnu mnozinu,
hovorime, Ze by, ..., b, je ortogondlna bdza. Ak navyse ||b;|| =1 prei=1,...,n, tak by,...,b,
je ortonormdlna bdza.
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Veta 1.42 (Gramova-Schmidtova ortogonalizacia). Nech &y, ..., &) je mnozina linedrne ne-
zévislych vektorov. Potom vektory 1, ...,y definované nasledovne:
_)l = fb
2 — L2 T TS o 1,
<y1a y1>
—»3 _ —»3 - <3717 _‘3> —»1 N <3727'f3>y—»2
<_’\17 _)1> <527g2> ’
k—1 — —
Y = T — <q, _,'>3/ja
— (U, U;
tvoria ortogonalnu bazu podpriestoru span(z7, ..., 2). Navyse {z, ..., 2k}, kde Z; = 4;/||4]|
pre ¢ = 1,..., k, tvoria ortonormélnu bazu tohto podpriestoru.

Poznamka 1.43. Vektor ({7, Z)/(¥, 9))y vyjadruje kolmu (ortogonélnu) projekciu vektora &
na priamku urcent vektorom 3. Ortogonalnym projekciam sa budeme blizsie venovat v kapi-
tole 7. Pokiuste sa pomocou tejto poznamky pochopit Gramovu-Schmidtovu ortogonalizéiciu
v priestore R3.

Dosledok 1.44 (Ortonormélne bazy). Kazdy nenulovy podpriestor koneéne generovaného
priestoru ma ortonormalnu béazu.

Definicia 1.45 (Ortogonalnost mnozin). Nech Wi, W, C V. Potom hovorime, ze Wy a Wy
st navzajom ortogondlne, ak (Z,7) = 0 pre kazdé ¥ € Wy, § € Ws; zna¢ime Wy L W,

Veta 1.46 (O ortogonalnosti podpriestorov). Nech #1,...,Z, € V a#y,..., 4 € V. Oznaéme
Wi = span(2y, ..., 7s) a Wy = span(yi, . . ., y;). Potom Wy L W, préave vtedy, ked (2, ;) =0
pre kazdé i =1,...,s,5=1,... .

Dosledok 1.47 (Ortogonalnost na podpriestor). Nech Z1,...,Zs € V anech ¥ € V. Oznac¢me
W = span(Zy, ..., 7). Potom ¢ L W prave vtedy, ked (Z;,7) =0 pre kazdé i = 1,...,s.

Definicia 1.48 (Ortogonalny doplnok). Nech M je mnozina vo vektorovom priestore V.
Potom ortogondlny doplnok mnoziny M je

M+ :={ZeV | % Lyprekazdé 5 € M}.
Veta 1.49 (Vlastnosti ortogonélnych doplnkov). Nech V' je konefne generovany vektorovy
priestor so skalarnym sic¢inom. Plati:

(i) Ak M C V, potom M+ je vektorovy podpriestor V.

(ii) Ak mnoziny M a N st podmnozinami V a M C N, potom N+ C M=,
(iii) Ak W CV je vektorovy podpriestor, tak (W+)+ =W.
(iv) Ak W C V je vektorovy podpriestor, tak dim(W+) = dim (V') — dim(W).

Priklad 1.50. Uvazujme nenulovy vektor x € R? nim urcent priamku M; = {ax | a € R},
a jednoprvkovii mnozinu pozostévajicu iba z tohto vektoru M, = {x}. Nech y € R? spliia
y L x. Ukazte, Ze priamka N = {ay | a € R} je ortogondlnym doplnkom tak priamky Mj,
ako aj mnoziny M, ¢ize M- = N a Mi = N. Comu je rovné N+? Poznamenajme, Ze kazda
z priamok M; a N tvori podpriestor v R?, zatial ¢o M, podpriestor netvori.

6
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1.4 LineArne zobrazenia

Definicia 1.51 (Obraz a jadro). Nech V' a W st vektorové priestory a nech f je zobrazenie
z V do W. Potom:

1. Obraz mnozZiny M C

Vief(M)={ye W |3Z e M:y= f(Z)} a vzor mnoZiny
NCWije fH(N) = {7 ¢

{TeV | f(@)e N}

2. Obraz zobrazenia f je Im(f) = f(V) a jadro zobrazenia je Ker(f) = f~1({0}), kde 0 je
nulovy vektor vo W.

Definicia 1.52 (Surjekcia, injekcia, bijekcia). Zobrazenie f:V — W je
1. surjektivne, ak f(V) =W,
2. injektivne, ak z f(Z) = f(y) vyplyva Z = ¥, pre lubovolné &,y € V,
3. byektivne, ak je surjektivne aj injektivne.

Definicia 1.53 (Linearne zobrazenie, transformécia). Nech V' a W st vektorové priestory.
Potom f : V — W je linedrne zobrazenie z V do W, ak pre kazdé a,b € R a &,y € V plati

f(aZ +by) = af(Z) + 0f (4)-

Ak f je linearne zobrazenie z V do V, tak hovorime, Ze f je linedrna transformdcia priestoru
V.

Priklad 1.54. Jednym z najjednoduchsich prikladov linearnej transformaécie je linearna fun-
kcia f : R — R definovana predpisom f(x) = cx pre ¢ € R. Overte, Ze tato funkcia splia
definiciu linearnej transforméacie. Overte tiez, ze afinné funkcia f(z) = cx + d pre d # 0 nie
je linedarnou transformaéciou.

Veta 1.55 (Obraz a vzor vektorového podpriestoru). Nech f : V' — W je linearne zobrazenie.
Potom:

(i) Ak S je vektorovy podpriestor V', tak f(S) je vektorovy podpriestor W, a teda aj Im(f)
je vektorovy podpriestor WW.

(i) Ak T je vektorovy podpriestor W, tak f~1(T) je vektorovy podpriestor V, a teda aj
Ker(f) je vektorovy podpriestor V.

Veta 1.56 (Injektivne a surjektivne linearne zobrazenie). Linearne zobrazenie f : V — W je
(i) injektivne prave vtedy, ked Ker(f) = {0},
(ii) surjektivne prave vtedy, ked Im(f) = W.

Definicia 1.57 (Linearny izomorfizmus). Zobrazenie f : V' — W nazyvame linedrny izomor-
fizmus, ak f je linearne a bijektivne. Ak pre V, W existuje linearny izomorfizmus z V do W,
potom hovorime, ze V' a W st linedrne izomorfné.

Poznamka 1.58. Ak existuje linearny izomorfizmus z V' do W, tak existuje aj linearny
izomorfizmus z W do V.
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Poznamka 1.59. Ak su vektorové priestory V' a W linearne izomorfné, tak su tieto priestory
v istom zmysle také isté, napriklad majua rovnaki dimenziu. Existencia izomorfizmu f medzi
V a W vyjadruje, ze W vieme ziskat prezna¢enim prvkov priestoru V' (bijektivnost f) tak, ze
zachovame Struktiru priestoru - nasobenie skalarom a sc¢itanie (linearnost f).

Definicia 1.60 (Zlozené zobrazenie). Nech f:V — W a g : W — S st zobrazenia. Potom
znakom g o f znacime zloZené zobrazenie go f:V — S, také, ze (g o f)(Z) = g(f(Z)).

Veta 1.61 (ZloZenie linearnych zobrazeni). Nech f : V. — W a g : W — S st linearne
zobrazenia. Potom aj go f : V — S je linedrne zobrazenie. Navyse, ak f a g si linearne
izomorfizmy, tak aj g o f je linearny izomorfizmus.

Veta 1.62 (Zéakladna veta o linearnych zobrazeniach). Nech V' a W st kone¢ne generované

vektorové priestory, pricom si dané béaza y,...,Z, priestoru V a vektory #1,...,7, € W.
Potom existuje jediné linearne zobrazenie f : V. — W také, ze f(Z;) = ¥; pre kazdé i =
1,...,n. Navyse, také f splha f(a171+...+a,2,) = a1 +. . . apy, pre [lubovolné ay, ..., a, €
R.



Kapitola 2

Zakladné pojmy maticovej algebry

2.1 Matice a maticové operacie

Definicia 2.1 (Matica a jej rozmery). Nech m,n € N. Matica typu m x n je sibor realnych
¢isel usporiadanych do obdlznikovej tabulky s m riadkami a n stipcami. Matice budeme
oznacovat velkymi hrubymi pismenami A, B, C a podobne. Ak je A matica typu m X n,
tak Cisla m a n sa nazyvaju rozmery matice A, niekedy tiez dimenzie matice A. Mnozinu
vSetkych matic typu m x n budeme oznacovat R™*™.

Priklad 2.2. Uvazujte nasledovné matice

T 0,6
A:( ) B=|(7], C=(-101), D=
-1 -1 -

o O O
o O O

Potom A je typu 2 x 2 a B typu 3 x 1. Uréte rozmery matic C a D.

Definicia 2.3 (Prvky matice). Realne ¢isla, z ktorych pozostéava matica, sa nazyvajia proky
alebo zlozky matice. Prvok matice A v i-tom riadku a j-tom stipci budeme oznacovat (A);;.
Prvok (A);; tiez oznacujeme ako prvok na (i, j)-tej pozicii. Ak m,n € N a a;; € R pre i =
l,...,maj=1,...,n, tak symbolom {a;;}i=1, mj=1,. n, alebo skratene {a;;}, oznacujeme
maticu A typu m X n, pre ktort plati (A);; = a;;.

Poznamka 2.4. Je mozné sa stretnit aj s maticami, ktorych prvky nemusia byt realne ¢isla
(napriklad matice s prvkami z C, mnoziny komplexnych &isel). V silade s definiciou 2.1 vSak
v tychto skriptach uvazujeme iba matice s redlnymi prvkami.

Poznamka 2.5. Matica je plne uréena svojimi prvkami, takze pre m x n matice A a B plati
A = B vtedy a len vtedy ked (A);; = (B);; pre vietky i € {1,...,m} aje {1,...,n}.

Poznamka 2.6. Vektor x € R” je vlastne maticou typu n x 1 a jeho prvky znac¢ime

X1

Tn

Hovorime, ze x je vektor rozmeru n. Riadkovy vektor y rozmeru n je maticou typu 1 X n,
Yy =1, Yn)
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Definicia 2.7 (Skalarny nasobok matice, suc¢et matic, rozdiel matic, nadsobenie matic). Nech
A, B e R™" C e R aceR. Potom

1. ndsobok matice A skaldrom c je matica cA € R™" splhajtca (cA);; = c(A);; pre kazdé
R

2. stcet matic A a B je matica A + B € R™" spliiajica (A + B);; = (A);; + (B);; pre
kazdé i, j,

3. rozdiel matic A a B je matica A — B € R™*" splhajiuca A — B = A + (—1)B, &ize

4. sucin matic A a C je matica AC € R™** ktora pre kazdé i, j spliia

n

(AC);; = (A)u(C)u;.

u=1

Poznamka 2.8. Sé¢itat a odéitat mozeme iba matice rovnakych rozmerov (hovorime, Ze také
matice st konformné pre scitanie). Nasobif moZeme iba matice, kde pocet stlpcov prvej
matice je rovnaky ako pocet riadkov druhej matice (hovorime, ze také matice su konformné
pre ndsobenie).

Poznamka 2.9. Ak ¢ € R, tak ¢ je vlastne matica typu 1 x 1. St¢in matic AC sa teda riadi
podla bodu 4 definicie 2.7 iba ak ani jedna z matic A, C nie je typu 1 x 1. V opa¢nom pripade
sa sucin matic riadi bodom 1 tejto definicie.

Veta 2.10 (Zakladna aritmetika matic). Pre zakladné operacie s maticami plati
(i) A+ (B +C)=(A+B)+ C (asociativnost suctu),
(i) A+ B =B+ A (komutativnost sactu)
(iii) ¢(A + B) = cA + ¢B (distributivnost nasobenia skalarom vzhladom na scitanie),
(iv) (AB)C = A(BC) (asociativnost sucinu),
(v) A(B+ C) = AB + AC (distributivnost nasobenia zlava vzhladom na sé¢itanie),
(vi) (A + B)C = AC + BC (distributivnost nasobenia sprava vzhladom na s¢itanie),

pricom A, B, C st v jednotlivych ¢astiach matice vhodnych rozmerov, aby boli konformné na
sCitanie, resp. nasobenie.

Dokaz. Na dokaz vlastnosti (v) predpokladajme, ze A € R™*" B, C € R™*. Potom

(AB+0)) =3 AuB + 0y =3 ((AulBl + (A)u(C),,)

u=1
= (A)u(B)uj + > _(A)iu(C)u; = (AB);; + (AC)s;.
u=1 u=1
Dokaz ostatnych vlastnosti nechavame ako cvicenie. n

10
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Poznamka 2.11. Vdaka asociativnosti si¢tu matic mézeme stucet viacerych matic znacit bez
zétvoriek, napr. A+B+C = A+ (B+C) = (A+B)+ C. Podobne asociativnost maticového
stfinu umoziuje znacit sucin matic bez zatvoriek, napr. ABC = (AB)C = A(BC).

Poznamka 2.12 (Nekomutativnost stu¢inu matic). Suc¢in matic nie je komutativny, teda vo
vSeobecnosti neplati AB = BA. Ak matice A, B splhajut AB = BA tak hovorime, Ze
komutu.

Priklad 2.13. Najdite dvojicu matic typu 2 x 2, ktoré komutuja a dvojicu matic typu 2 x 2,
ktoré nekomutuju.

Definicia 2.14 (Transpozicia matice). Transpozicia matice A € R™*" je matica AT € R™*™,
ktora splia (A");; = (A)j; pre kazdé i =1,...,n, j=1,...,m.

Veta 2.15 (Zakladné vlastnosti transpozicie matic). Nech A € R™" B € R"™* a C € R™*".
Potom (AT)T = A, (A+C)T = AT + CT, (AB)" = BTAT.

Dékaz. Dokaz je trivialny. O]

Definicia 2.16 (Mocnina matice). Nech A € R™". Pre k € N ozna¢ujeme ako A* maticu,
ktora je vysledkom k-nésobného stacinu A --- A.

2.1.1 Specialne matice

Definicia 2.17 (Stvorcova matica, symetrickd matica). Kazda maticu typu n X n nazyvame
§tvorcovd. Stvorcovii maticu A nazyvame symetrickd, ak A = AT. MnoZinu vietkych symet-
rickych matic typu n x n zna¢ime 8™.

Definicia 2.18 (Diagonélne prvky, diagonalna matica). Prvky (A)i, ..., (A),, Stvorcovej
matice A typu n X n nazyvame diagondlne, jej ostatné prvky nazyvame mimodiagondlne.
Maticu nazyvame diagondlna, ak vSetky mimodiagonélne prvky st nulové. Diagonalnu maticu
s prvkami ayy, . . ., Gy, na diagonéle oznacujeme diag(aiy, - - ., Gpn)-

Definicia 2.19 (Zékladné vektory a matice). Nech k,m,n € N, 1 < k < n. Vektor rozmeru
n, ktory ma na k-tom mieste 1 a na ostatnych miestach 0 nazyvame k-ty zdkladniy jednotkovy
vektor rozmeru n a oznac¢ujeme ho ey. Vektor rozmeru n, ktory mé vsetky zlozky rovné 1 (resp.
rovné 0) volame n-rozmerny vektor jednotiek (resp. n-rozmerny vektor nil) a oznaCujeme
ho 1,, (resp. 0,). Maticu diag(1,...,1) typu n X n nazyvame matica identity (niekedy tiez
jednotkovd matica) a zna¢ime ju I,. Maticu typu m x n, ktord ma vsSetky zlozky rovné 1
(rovné 0) volame matica jednotiek (resp. nulovd matica) a oznatujeme ju J,xp, (resp. Opxn)-

Poznamka 2.20. Upozornime, ze v zapise zékladného jednotkového vektoru e; nie je Spe-
cifikovana jeho dimenzia, tento zapis teda nie je forméalne uplny. Vektor e; moze napriklad
vyjadrovat (0,1)T aj (0,1,0)T. Zvy&ajne je viak dimenzia vektoru ej zjavna z kontextu. V
pripadoch, ked to tak nie je, budeme dimenziu priamo &pecifikovat: napr. e; € R? znaci
(0,1,0)T.

Poznamka 2.21. Maticu J,,x,, vieme zapisat ako J,,x, = 1,,17L.

11
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Poznamka 2.22. Niekedy kvoli prehladnosti (obzvlast v dokazoch tvrdeni) vynechame dolné
indexy pri matici identity a pri vektoroch a maticiach nil a jednotiek, t.j. pouzivame aj
znacenie I, 0, 1 a J.

Definicia 2.23 (Horna a dolné trojuholnikova matica). Stvorcovii maticu A nazyvame hornd
trojuholnikovd, ak (A);; = 0 pre vietky i > j a dolnd trojuholnikovd, ak (A);; = 0 pre vietky
1< 7.

Lema 2.24 (Sa¢in trojuholnikovych matic). Ak A a B st horné trojuholnikové matice rov-
nakého typu, tak aj AB je horné trojuholnikova matica.

Dékaz. Ozna¢me A = {a;;}, B = {b;;} a A,B € R"". Prvok matice AB na (i,j)-tom
mieste, kde 1 < j <1 < n, je

n i—1 n i—1 n
(AB)U = Z aikbkj = Z aikbkj + Z @ikbkj = Z Obkj + Z aik() =0.
k=1 k=1 k=t k=1 k=t

]

Priklad 2.25. Analogicky k leme 2.24 plati, Ze suc¢in dvoch dolnych trojuholnikovych matic
rovnakého typu je opét dolna trojuholnikova matica. Dokazte toto tvrdenie.

2.2 Blokové matice

Definicia 2.26 (Submatica, hlavna submatica, vedtca hlavna submatica). Submatica matice
A je matica, ktort z nej ziskame odstranenim niektorych riadkov a stlpcov. Hlavnd submatica
Stvorcovej matice A je taka §tvorcova submatica, ktora vznikla odstranenim riadkov a stIpcov
s tymi istymi indexmi. Vedica hlavnd submatica Stvorcovej matice A je hlavnd submatica
pozostavajica z prvych k riadkov a stlpcov matice A pre nejaké k € N.

Definicia 2.27 (Blokovy zéapis matice, blokova matica). Blokovy zdpis matice A € R™*" je
vyjadrenie A pomocou jej submatic v tvare

Ay Ap oo Ay
A A.21 A'22 e A2t (2.1)
Asl A52 e Ast
pre nejaké s € {1,...,m}at € {1,...,n}, kde A;; st m; X n; matice, pricom >, m; =ma

2221 n; = n. Matice Ayq,..., Ay potom nazyvame bloky matice A. Ak maticu A vyjadrime
v blokovom zapise, tak hovorime, ze A je blokovd matica.

Poznamka 2.28. Ak blokovy zépis matice mé iba jeden riadok blokov (teda s =1 v (2.1)),
tak jednotlivé bloky niekedy oddelujeme ¢iarkami. Napriklad sa ¢asto pouziva blokovy zapis
matice A € R™*" pomocou jej stlpcov ay, ..., a, € R™, ¢ize A = (ay,...,a,).

Ak maticu vyjadrime v blokovom tvare, jej jednotlivé bloky niekedy oddelujeme horizon-
talnymi a vertikdlnymi ¢iarami, ako v nasledujicom priklade.

12
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Priklad 2.29. Nech

1 1 2 3
A 5 8 13 21

34 55 89 144

89 55 34 21

Potom submaticou matice A st napriklad matica B, ktori ziskame zmazanim tretieho riadku
a druhého stlpca, C, ktoru ziskame zmazanim prvého a tretieho riadku aj stlpca, a matica
D, ktoru ziskame odstranenim tretiecho a stvrtého riadku aj stlpca:

1 2 3
B=(5 13 21, C:<585 ;D D:(é é)
89 34 21

Potom matice C a D st hlavné submatice A, pric¢om matica D je zaroven vedtca hlavna
submatica. Maticu A mozeme vyjadrit v blokovom tvare napriklad ako

(1 1 2 3\ 1 12 3
5 8 13 21 5 8|13 21
A=134 55 89 144| 2P0 A= |3 55780 114
89 55 34 21 89 55[34 21

Najdite d'alsie submatice, hlavné submatice a vedice hlavné submatice matice A.

Definicia 2.30 (Blokovo diagonédlna matica). Maticu A nazyvame blokovo diagondlna, ak ju
vieme zapisat v blokovom tvare (2.1), kde s =t a A;; = 0 pre i # j, Cize

A, 0O ... 0
0 Ay ... O
0 0 ... A,
Takuto maticu znacime diag(Aqy, ..., As).

Definicia 2.31 (Konformnost blokovych zapisov pre séitanie a nasobenie). Nech A € R™*"
je v blokovom tvare (2.1), nech B € RP*? je v blokovom tvare

Bll B12 e Blf
B B21 B22 e BQ( (2 2)
By Bire -+ By

pricom B;; st typu p; x ¢;. Potom:

1. Ak k = s, { =t a ak vSetky dvojice A;;, B;; st konformné pre s¢itanie (teda ak m; = p;
a n; = ¢; pre vietky 4, j), tak hovorime, ze blokové zapisy A a B st konformné pre
scitanie.

2. Ak k =t a ak vSetky dvojice A;,, B,; st konformné pre nasobenie (teda ak n, = p,
pre vSetky u), tak hovorime, Ze blokové zapisy A a B sa konformné pre ndsobenie.

13
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Veta 2.32 (Zakladna aritmetika matic vyjadrenych v blokovom tvare). Nech A € R™*" je v
blokovom tvare (2.1) a nech B € RP*? je v blokovom tvare (2.2). Potom:

(1)

CA11 CA12 s CAlt A{l Agl R AZl
CA _ CAQl CA22 .. CA?t a AT _ A,{Q A%; PO AZ;
cAg cAyp - cAg AT AL ... AT

(ii) Ak blokové zapisy A a B st konformné pre s¢itanie, tak

AL +Bin A +By -+ Ay +By
AL+B— Azl—‘i‘Bm A224._B22 A2t"|’B2t
Asl + le A32 + BsZ e Ast + Bst

(iii) Ak blokové zapisy A a B su konformné pre nasobenie, tak

Cll CIZ e Clé
AB — ‘21 .22 .26 ’
Csl CsQ T Cs@

kde Cij =Y AuBy (i=1,....5,j=1,...,0).

Dékaz. Dokazy ¢asti (i) a (ii) st jednoduché, nechavame ich na ¢itatela. V ¢asti (iii) poc¢itajme
prvky v bloku C;; matice C = AB. Prvok na mieste (e, f) matice C;; vznikol vynasobenim
prislusného (¢ize (my + ...+ m;_1 + e)-teho) riadku matice A a prislusného (¢ize (¢ + ...+
¢j—1+ f)-tého) stlpca matice B. To je teda stéin e-teho riadku matice (Ay, ..., Ay) a f-tého
stIpca matice

Blj

B;;

Rozpisanim stuéinu po zlozkach vidime, Ze hladany prvok je

(Cij)es = D _(Ai)eaBurj)as + -+ > _(Ai)ea(Byj)ar-

Zéaroven prvok na pozicii (e, f) v matici A;,B,; je z definicie su¢inu matic:

Lz

(A-Z’U,BU_])ef = Z(Aiu)ed(Buj)dfa
d=1
a teda (Cij)ey = 2oy (AuBuy)es, Gize Cij = Ay By;. =

14



Maticové algebra pre Statistiku a datovi vedu

Dosledok 2.33 (Nasobenie matice a vektora). Vyjadrime A € R™*"™ ako A = (ay,...,a,),
kde ay, ..., a, st stlpce A a nech x € R”. Potom Ax vieme podla vety 2.32 zapisat ako

Ax=zxa;+...+z,a,.

Teda kazdy sucin Ax je linedrnou kombinaciou stlpcov matice A, s koeficientami danymi
vektorom x.

Poznamka 2.34. Blokové matice prirodzene vyvstavaju v Statistickych modeloch, v ktorych
st dve alebo viaceré skupiny premennych. Také modely zodpovedaji napriklad situaciam,
ked vplyvy niektorych premennych sice v modeli musime uvazit, ale nie je nasim cielom
ich kvantifikovat (to st tzv. rusivé premenné), alebo tiez $tandardnému modelu linearne;
regresie, kde tzv. konstantny ¢len (angl. intercept) hra prirodzene vynimoé¢nu rolu. Zaroven
sa so submaticami ¢asto pracuje v matematickom a Statistickom softvéri. Preto blokovym
maticiam v tychto skriptach venujeme $pecialnu pozornost.

2.3 Riedke matice

VoIne moézeme povedat, Ze matica je riedka (angl. sparse) ak obsahuje velké mnozstvo nil,
inak je hustd (angl. dense). Jedna z formalnych definicii riedkych matic je nasledovna:

Definicia 2.35 (Riedka matica). Nech A € R™*". Ak viac ako polovica jej prvkov st nuly,
matica A sa nazyva riedka.

Definicia 2.36 (Dolné, horné pasmo matice). Matica A € R™*™ méa dolné pasmo $irky (angl.
lower bandwith) p, ked (A); ; = 0 pre kazdé i,5: i > j +p. A € R™™ ma horné pismo $irky
(angl. upper bandwith) ¢, ked (A); ; = 0 pre kazdé i,j: j > i+q.

Riedka matica, ktora mé dolné alebo horné netrividlne pasmo sa nazyva pasmovd (angl.
band matriz) (Cize takd matica mé nuly v Tavom dolnom rohu alebo v pravom hornom rohu).

Priklad 2.37. Matica

A:

oW
IS RN BTSN
o O Ot O
oL oo © O

ma dolné pasmo Sirky 2 a horné pasmo Sirky 1 vdaka nulovym prvkom, ktoré s vyznacené
hrubym pismom. Skonstruujte 5 x 4 maticu, ktord mé horné pasom sirky 2 a dolné pasmo
sirky 1.

Priklad 2.38. Vsimnite si, Ze horné trojuholnikovad matica ma dolné pasmo sirky 0. Urcte
sirky pésiem dolnej trojuholnikovej matice a diagonalnej matice.

S riedkymi maticami sa Casto stretavame pri numerickom derivovani, resp. pri numerickom
rieSeni diferencialnych rovnic. Tiez mozu byt vystupom niektorych Statistickych metod. Déta
maji tendenciu byt riedke Specidlne ak obsahuju kategorické premenné, ktoré si kodované
pomocou pomocnych premennych (tzv. dummy premenngjch).

7 vypoc¢tového hladiska sa da s riedkymi maticami jednoduchsie pracovat, ked algoritmy
prisposobime ich velkému mnoZstvu nul a nemrhame pamétou a vypoctovou kapacitou na
zbyto¢éné ukladanie nul a operacie s nimi. To uz je vSsak obsahom skor vypoctovych metod
a numerickej matematiky; riedkymi maticami sa preto nebudeme dalej zaoberat. Citatel sa
viac moze docitat napriklad v [3].
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2.4 Dalsie maticové operacie

Definicia 2.39 (Kroneckerov stcin). Nech A € R™*™ a B € RP*?. Potom Kroneckerov sicin
matic A = {a;;} a B sa zna¢i A ® B a je v tvare blokovej matice definovany ako

CI,11B algB Ce (IlnB
A 2 B G/Q:!_B CZQ?B c. agiLB
amlB amQB . amnB

Veta 2.40 (Vlastnosti Kroneckerovho staé¢inu). Nech A, B, C, D st matice vhodnych rozme-
rov, aby prislusné sucty a suciny boli dobre definované a nech H = diag(hy, ..., hx). Potom

i) (A®@B)T = AT @ BT,

(i) (H® A) = diag(mA, ..., hA),

(i) A®(B+C)=A®B+A®C,
(iv)] A+B)®C=A®C+B®C,
(v) (A®B)e C=A® (B®C),

(vi) (A®B)-(C®D) = (AC)® (BD).

Dékaz Casti (i)-(v) st priamodiare, ponechame ich na Gitatela. V dokaze (vi) uvazujme A =
{a;;} e R™™ B e RP*? C = {¢;} € R"** a D € R7*". Lava strana rovnice v ¢asti (vi) je

aHB ce CLlnB CllD c ClsD
CL21B Ce (J,gnB C21D Ce CQSD
amB ... an,B cuD ... ¢,sD

To je podla vety 2.32 matica pozostavajiuca z m X s blokov velkosti p x ¢, pricom blok na
pozicii (4,7) (i =1,...,m, 7 =1,...,5) je

i aikB . ijD = (i CLikaj) BD.

k=1 k=1

Prvok na pozicii (i,j) matice AC je > ;_, axck;, a teda blok na (i, j)-tej pozicii matice
(AC) ® (BD) je (>_;_; aixcr;) BD. Takze lava strana rovnice sa rovna prave;. O

Definicia 2.41 (Hadamardov sucin). Hadamardov sucin (alebo pozloZkovy sicin) matic
A, B € R™*" je matica typu m X n, ktort zna¢ime A ® B a je urcené predpisom

(A ©B)y; = (A);(B)i;.

Poznamka 2.42. Hadamardov sicin sa v teoretickej maticovej algebre pouziva zriedka. Je ale
uzitoCny pri pouzivani matematického alebo Statistického softvéru zalozeného na maticiach,

ako st R a MATLAB.
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Definicia 2.43 (Operétor vec). Zapidme A = {a;;} € R™" pomocou jej stipcov ako A =

(ai,...,a,). Operdtor vec je zobrazenie vec : R™*" — R™" definované nasledovne:
an
a Am1
a a12
vec(A)=| . | =
ap Am2
amn

Poznamka 2.44. Operator vec (z anglického vector, vektorovy zapis) umoziuje zapisat ma-
ticu typu m x n ako mn-rozmerny vektor a nasledne k nej teda pristupovat ako k vektoru.

Priklad 2.45. Nech

5 =2
I
17 1

Potom vec(A) = (1,4,2,5,3,6)T. Urcte vec(B).
Veta 2.46 (Vlastnosti vec). Operéator vec ma nasledujuce vlastnosti.
(i) Nech A € R™*™ ¢ € R, potom vec(cA) = ¢ - vec(A).
(ii)) Nech A,B € R™ ™ potom vec(A + B) = vec(A) + vec(B).
(iii) Nech a,b € R", potom vec(ba’) =a® b.
(iv) Nech A € R™*" B = (by,...,b;) € R™* potom

Ab,
vec(AB) = : = diag(A,...,A)vec(B) = (I ® A)vec(B).
Aby,

(v) Nech A € R™ B € Rk C € R potom vec(ABC) = (CT @ A)vec(B).

Dokaz. Tvrdenia (i) a (ii) su trividlne.
(iii) KedZe bal = (a1b, ..., a,b), tak

Cllb

vec(ba’)=| : | =a®b.
an,b

(iv) Mame
Ab,
vec(AB) = Vec<(Ab17 . ,Abk)> = : ,
Ab;,

17
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pricom zaroven

Ab,
(I ® A)vec(B) = diag(A, ..., A)vec(B) = :
Aby
(V) Zrejme
k
B =(by,....by) =) bel,
j=1
a teda

k k
vec(ABC) = vec (A (Z bjejr) C) = Zvec (Abje]TC)
j=1 j=1

podla vlastnosti (ii). KedZe Ab; a CTe; st vektory, tak z vlastnosti (iii) vyplyva

vec(ABC) = Y (Ce;) ® (Abj) => (C" @ A)(e; ® by),

j=1 j=1

vyuzijuc vetu 2.40(vi). Opéat modzeme pouzit vlastnosti (iii) a (ii), ¢im dostaneme

: k
vec(ABC) = Z(CT ® A)vec(bjel ) = (C" @ A)vec (Z bje]T> = (CT ® A)vec(B).

j=1 j=1

O
Definicia 2.47 (Operator vech). Zapisme symetricki maticu A = {a;;} € 8" pomocou jej
stlpcov ako A = (aj,...,a,) a z kazdého stlpca a; vytvorme vektor aj vymazanim jeho
prvkov nad diagonalou, ¢ize aj = (aj, Qiy14,---,ani) . Operdtor vech je zobrazenie vech:

§" — R +1)/2 definované nasledovne:

a
a
vech(A) =

*

an

Poznamka 2.48. V pripade symetrickych matic sa n(n — 1)/2 mimodiagonéalnych prvkov
opakuje, takze symetrické matice staci previest do vektorového zéapisu iba pomocou n(n+1)/2
prvkov na diagonéle a pod diagonalou. Nézov operatoru vech vychédza z anglického vector-
half, vektorova polovica, kedZe sa pouZije iba polovica mimodiagonalnych prvkov.

7 8
(1)

Potom vech(A) = (2,4,6,3,5,9)T. Uréte vech(B).

Priklad 2.49. Nech

A —

S = DN
UL W =
O ot O

18
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Lema 2.50 (Vlastnosti operatora vech). Nech A, B € 8" a ¢ € R. Potom
(i) vech(cA) = ¢ - vech(A),
(ii) vech(A + B) = vech(A) + vech(B).

Dékaz. Tvrdenie vychadza z faktu, Ze vech(A) je podvektorom vec(A), ktory tieto vlastnosti
splha. O

2.5 Matica ako linearne zobrazenie

Veta 2.51 (Matica reprezentuje linedrne zobrazenie). Nech A € R™*". Definujme zobrazenie
f:R" = R™ f(x) = Ax. Potom f je linearne zobrazenie.

Dékaz. Nech a,b € R a x,y € R”. Potom f(ax + by) = A(ax + by) = aAx + bAy =
af(x)+bf(y), ¢ize f je podla definicie 1.53 linearne. O]

Veta 2.52 (Matica linearneho zobrazenia). Nech f : R™ — R™ je linearne zobrazenie. Potom
existuje matica A taka, ze f(x) = Ax pre kazdé x € R™. Téato matica mé tvar

A = (f(el)> cee f(en))

a nazyva sa matica linedrneho zobrazenia f.

Dékaz. Nech x € R". Potom x = x1€1+...+x,e,. KedZe f je linearne, tak f(x) = z1f(e1)+
...+ x,f(e,), o je podla dosledku 2.33 totozné s Ax. O]

Priklad 2.53. Nech A = diag(3,2). Potom Ax predstavuje zobrazenie, ktoré “natiahne”
prvii zlozku vektora x trojnasobne a druhi zlozku dvojnasobne. Pre x = (0,8;1,2)7 je toto
zobrazenie zakreslené na obrazku 2.1a. Na obrazku 2.1b mézeme vidiet linedrne zobrazenie

toho istého vektora x pre
3 -3
A=) »

Transformaciu Ax pre A = (a;,a;) € R?*? moZeme vo vSeobecnosti znazornit pomocou
obrazov e; a e,, Cize Ae; = a; a Aey = ay. Potom X = x1e1 + x2€5 sa po transformécii zmeni
na Ax = zia; + x2a,. Dostdavame teda novy vektor y = Ax, ktory ma tie isté siradnice x; a
Ty, ale v novej baze aj, ap. Podobne zakreslite transforméaciu vektora x = (1,5; —1)7 na Ax
pomocou oboch spominanych matic A.

Veta 2.54 (Zlozenie linearnych zobrazeni a suc¢in matic). Nech f : R" — R™ je linearne
zobrazenie dané maticou A a g : R™ — R* je lineadrne zobrazenie dané maticou B. Potom
matica linedrneho zobrazenia go f : R® — R” je BA.

Doékaz. Oznacme i-ty stipec matice A ako a; = Ae;, i = 1,...,n. Matica zobrazenia g o f
je dana obrazmi g(f(e;)) = g(Ae;) = g(a;) = Ba; pre i = 1,...,n, kedze f(x) = Ax a
9(y) = By pre kazdé x € R" a'y € R™. Teda matica zobrazenia g o f je

(Bal,...,Ban) :B(al,...,an) = BA.

19



Maticové algebra pre Statistiku a datovi vedu

Ax )
A
x,4Ae, *
AeZ
x .
X2€3

€; X

/ Ae,
X1€q x1A61
51
(a) A = diag(3,2) (b) A je dané rovnicou (2.3)

Obr. 2.1: Linearne zobrazenie Ax pre x € R?.

2.6 DaAata ako vektory a matice

Pri praci s datami tieto zvycajne predstavuji d-rozmerné vektory, kde d je pocet meranych
vlastnosti jednotlivych objektov. Napriklad poistoviia médze mat o kazdom poistenom aute
zaznamenané jeho nosnost, hmotnost a objem motora. Potom je kazdé auto reprezentované
vektorom v R3. Udaje o n autéch st vektory xy, ..., X, € R? (vo vieobecnosti v R?), spolu mé-
zeme déta zapisat v matici X = (x1,...,x,) € R¥". Vektory x,...,x, € R? tieZ nazyvame
datové body.

Poznamenajme, Ze v praxi sa zvycajne stretavame s maticou dat, kde jednotlivé objekty

(poistenci) st riadky a pozorované premenné su stipce, teda Xy = (x1,...,x,)7 € R™,
Tato forma zaznamenania dat je pohodlna, pretoze objektov byva obvykle ovela viac ako
premennych, matematicky je viak prirodzenejsie pracovat s maticou X = (x1,...,x,) € R&>",

ktort pouzivame v tychto skriptach.

Ak chceme vykonat nejaki linearnu transforméciu idajov, teda ich prendsobenie maticou
A € R4 tak to lahko spravime vynasobenim matice X. Upravené data ziskame ako X =
(X1,...,%,) = (Axy,...,Ax,) = AX. Elementarnym prikladom takej operécie je zmena
mierky jednotlivych premennych. A

Napriklad ak x; € R? predstavuje vahu xgz) i-teho cloveka v kilogramoch a jeho vysku
xéi) v centimetroch, 1 = 1,...,n, tak 2,2x§i) bude jeho vaha v librach a 0,39x§i) bude jeho
vygka v palcoch. Teda pre potreby britského Citatela mozeme data xq, ..., X, transformovat
na Axy,...,Ax,, kde A = diag(2,2;0,39). Na obrazku 2.2a st zachytené (nahodne vygene-
rované) vahy a vysky 70 Iudi v pévodnych jednotkich a v britskych jednotkéch.

Uvazujme data o mesa¢nych prijmoch 70 manzelskych péarov. Tie mozeme reprezento-
vat vektormi xi,...,x, € R? (n = 70), ktorych prva zlozka je prijem manZelky a druha
zlozka prijem manzela (obidve v eurdch). Data mozeme reprezentovat aj pomocou vektorov
X1,...,X,, ktorych prva zlozka je celkovy prijem paru a druha zlozka ostava prijmom muza.
Teda 559 = xgi) + xg) a .fcg) = xg pre ¢+ = 1,...,70. Takze transformaciu dat moézeme opét
vyjadrit pomocou matice ako X; = Ax;, kde

()
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Vygenerované data aj ich transformécie pre 70 parov su zakreslené na obrazku 2.2b.
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(a) xy - vaha, zo - vySka. Povodné data (b) Povodné data (krazky): z1 - prijem Zeny,
(krazky) sa v kilogramoch a centimetroch, xo - prijem muza. Transformované (Stvorce):
transformované (Stvorce) v librach a palcoch. x1 - prijem péru, xo - prijem muza.

Obr. 2.2: Data z kapitoly 2.6 reprezentované vektormi v R? a ich linedrne transformacie.

Priklad 2.55. éast}?m prvym krokom analyzy dat je ich centrovanie, ¢ize taka tprava, aby
priemery dat po jednotlivych stradniciach boli nulové. Graficky to zodpoveda posunutiu dat
tak, aby ich stred bol v pociatku stradnicovej ststavy. Ukézte, ze ked X € R?¥*" je matica
dat, potom X = X (I, — n~'J,,) st centrované data (angl. centered data), teda pre ne plati
n-! ZLI(X);% = 0 pre kazdé k = 1,...,d. Priklad centrovanych dat je uvedeny na obréazku
2.3; mozeme si vSimnut, Ze “stred” centrovanych dat je 0.

Priklad 2.56. Viaceré metody analyzy dat, hlavne tie sliziace na vizualizaciu alebo na
zhlukovanie, pracuji so vzdialenostami medzi jednotlivymi datovymi bodmi. Ak x;,x; €

R? st détové body (vektory dat), potom ich vzajomna vzdialenost je d;; = [|x; — x;|| =
v (xi — x;)T(x; — x;). Pre maticu dat X = (x1,...,X,) definujme maticu B = X7X € R™".
Vsimnite si, ze B je maticou skaldrnych su¢inov medzi vektormi xi,...,x, (tzv. Gramova

matica). Ukazte, ze plati df; = (B)y + (B);; — 2(B);;.

Maticu Stvorcov vzajomnych vzdialenosti D = {dfj} rozmeru n X n mozeme ziskat aj
priamo maticovym zépisom. Ozna¢me C = y1Z kde y € R" je vektor diagonalnych prvkov
matice B. Overte, Ze potom D = C 4 CT — 2B. V softvéroch zaloZenych na praci s maticami
umoznuje tento vztah velmi rychly vypocet matice D Stvorcov vzajomnych vzdialenosti.

2.6.1 Vyberova kovarian¢na matica

V statistike ¢asto pouzivanym objektom opisujicim skumant sadu dat je vgberovd kova-
riancnd matica S, ktorej prvky vyjadruju rozptylenost jednotlivych premennych a zévis-
losti medzi nimi. Celkovo tak vyberova kovarian¢né matica reprezentuje tvar dat. Pre déta
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Obr. 2.3: Povodné data (vyplnené kruzky) a data vzniknuté ich centrovanim (Stvorce).

X1,...,X, € R (n > 2) je to d x d matica, ktord ma na diagonéle tzv. vijberové disperzie
(rozptyly) s3,...,s% a mimo diagonaly tzv. viberové kovariancie cyy (k, € =1,...,d):
52 0122 ... Cid
5 _ Cla S5 ... Cag
Cla Cad ... S5

Vyberova disperzia s? vyjadruje mieru rozptylenosti k-tej premennej (Cize k-tej zlozky
vektorov xi,...,x,), k =1,...,d, zatial ¢o vyberova kovariancia cx, medzi k-tou a ¢-tou pre-
mennou vyjadruje velkost (linedrnej) zavislosti medzi tymito premennymi. Poznamenajme, Ze
cre = cor- Kladna vysoka (relativne vodi disperziam s? a s7) vyberova kovariancia naznacuje,
ze pri vyssich hodnotéch k-tej premennej ma ¢-ta premenna tiez tendenciu nadobudat vyssie
hodnoty; pri nizsich nizsie. Naopak, vyrazne zaporna vyberova kovariancia znaci, ze pri vys-
sich hodnotach jednej premennej nadobiida druhé premenné nizsie hodnoty. Nizka vyberova
kovariancia (t.j. blizka nule, relativne vo¢i disperziam — teda v absolutnej hodnote vyrazne
mensia nez disperzie) vyjadruje, Ze medzi danymi premennymi nie je vyrazné zavislost.

Formaélne je matica S dané predpisom

1
n—1

n

Z(Xi —%)(x; —%)7, kdex = %ZZ;:X@

i=1

S —

Vektor & € R? je wvyberovyj priemer, ktoré¢ho k-ty prvok je rovny priemernej hodnote k-tej
premennej (t.j. priemernej hodnote k-tych prvkov vektorov xi,...,%x,), k=1,...,d.

Priklad 2.57. Overte, Ze ak data vyjadrime v matici X = (x1,...,X,), tak vyberovy priemer
vieme vypocitat ako X = n~1X1,, a vyberovii kovarianénii maticu ako

1 1
S = (X —x15)(X —x11)T = (X = X T ) (X = XT )T
n—1 n—1
1
= X(IL, — 7 T n) X7

n—1
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Priklad 2.58. Vyberova kovarianéna matica vypocitana z dat na obrazku 2.4a je

S < 9.4 —4,6)

—46 3,7)°
Vidime, Ze pozorovania si skuto¢ne viac rozptylené v prvej stradnici nez v druhej (s? =
9.4 > 3,7 = s2) a tiez si mozeme vSimnat vyrazni zaporni zavislost medzi premennymi -
ked jedna z nich je vySsia, tak druh& z nich nadobuda vo v8eobecnosti nizsie hodnoty, ¢o
potvrdzuje relativne vysokd zaporna hodnota c; = —4,6. Skuste odhadnut, ako asi bude
vyzerat vyberova kovarianéna matica pre data na obrazku 2.4b (vyuzite, Ze na obréazkoch
2.4a a 2.4b st rovnaké rozsahy na sturadnicovych osiach). Néasledne vas odhad porovnajte so
skuto¢nostou'.

10
10
I

X2
X2

X1 X1
(a) Prveé data. (b) Druhé data.

Obr. 2.4: Data z prikladu 2.58.

Priklad 2.59. Interpretac¢ne jednoduchsi nez kovariancia je tzv. vyberovy korelacny koeficient
medzi k-tou a (-tou premennou definovany ako ry, = cge/+/s3s3. Korelatny koeficient nado-
buda hodnoty iba v intervale [—1, 1], pricom hodnoty blizko —1 a 1 hovoria o silnej zapornej
(kladnej) linearnej zavislosti a hodnoty blizko 0 hovoria o velmi slabej linearnej zavislosti
prislusnych premennych. Vyberovd korelacnd matica je

1 12 ... T4
T12 1 ... Tog
R =
Ttd T2q .. 1

Ukazte, ze R sa déa vyjadrit maticovym vyrazom zavislym od S. Vypocitajte tiez vyberova
korela¢ni maticu pre priklad 2.58.

1Skutoéné hodnoty st s2 = 1,02, c¢j2 = 0,03, s3 = 1,99.
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2.7 Ulohy na precvicenie

4 8 20
A= (12 16 24) '
Uréte, s ktorymi z nasledujtcich matic sa da matica A nésobit a) zlava, b) sprava. Ur¢te tiez
rozmery vyslednych matic.

Uloha 2.1. Nech

1 -1
10 1450
B:(é?Q),C:Ol,D: 8761,E—gg
12 -2 721 0 0
: -1
F=5 G=(123), H=|[2], K:<1), L=(-1 1)
3

Uloha 2.2. Ukaite, Ze pre vietky A, B € R™™ plati: a) (A + B)(A — B) = A2 — B? vtedy
a len vtedy, ked matice A, B komutuja; b) ak st matice A, B, AB — BA symetrické, tak A
a B komutuju.

Uloha 2.3. Overte, Ze stucet dvoch symetrickych matic rovnakych rozmerov je symetricka
matica a ze sucin dvoch symetrickych matic, ktoré komutuji, je symetricka matica. N&j-
dite priklad dvojice symetrickych matic rovnakych rozmerov, ktorych sicin nie je symetrickéi
matica. Overte tiez, ze ak A € R™" tak AAT a AT A st symetrické matice.

Uloha 2.4. Maticu A typu n X n nazyvame tplne symetrickou (angl. completely symmetric),
ak A = al,,+bJ, «, pre nejaké a, b € R. Nahliadnite, Ze Gplne symetrickad matica je symetricka
a ze sucet uplne symetrickych matic je iplne symetrickd matica. Dokazte, ze sucin tuplne
symetrickych matic je Gplne symetrickd matica. Presvedcte sa, Ze tplne symetrické matice
komutuj.

Uloha 2.5. Nech A € R™" a nech k € N. Ukaizte, 7e plati

In Onxn : o In On><n
A 1, - \kA I, )
Uloha 2.6. Nech Aj,..., A, st &tvorcové matice, nech k € N a A = diag(Ay,...,A,,).

Vypocitajte A*.

Uloha 2.7. Nech x € R”, ktoré¢ho 7ziadna zlozka nie je nulova. Definujme y € R”, kde
yi=1/z;,i=1,...,n a tiez

A (diagT(X) x) G- (diag(y) on) |

X 1 07 0
Vypocitajte AGA.
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Uloha 2.8. Nech x € R” spliia 17x = 0, x”x = 1 a definujme

Vypocitajte ATA a AAT.

Uloha 2.9. Matica A € R™™ sa nazyva invertovatelna, ak existuje matica A~' € R™*™,
nazyvana inverzia matice A, pre ktort plati AA~' = A~'A = I,,. H-maticou nazveme kazda

maticu tvaru
1 T

a C
0, I, b,
0 ol 1

kde a,b € R", ¢ € R. Dokazte, ze H-matice tvoria grupu, ¢ize Ze sucin dvoch H-matic je
H-matica a ku kazdej H-matici H existuje H-matica H™! taka, ze HH ! = H'H =1,,_,.
Uloha 2.10. a) Nech

A:(g ;) B=(3 -1 5), C (_1 D

Vypocitajte A®@ B, B® A a C® C. b) Nech D = diag(dy,...,d;) a A € R™*". Ukazte, zZe
D ® A = diag(d1A, ..., d;A).

Uloha 2.11. Nech

10

1 2 3 4
Az( ) a B=|5
1 2 3 4 15

W = N
[SpR NORTEN
O W D

Vyjadrite vec(A) pomocou Kroneckerovho st¢inu a ukézte, ze vec(B) = (5,1,2,3)T®(2, 1, 3)T.

Uloha 2.12. Nech x = (—1,5,3,8,6,4,0,0)7. Najdite A € R>* a B € R¥? také, 7e x =
vec(A) = vec(B).

Uloha* 2.13. Nech A € R™™ aj B € R™". Kolko nasobeni a s¢itani realnych ¢isiel je
potrebnych, aby sme vypocitali su¢in AB? Najprv sa nad touto otazkou zamyslite samostatne
a potom si vyhladajte odpoved pomocou kli¢ovych slov “Matrix multiplication algorithm”.
Zamyslite sa tiez nad tym, ako je mozné efektivne vypocitat A*, kde k je velkeé &islo.

Uloha 2.14. Nech u = (1, 1)”, v = (1,0)", w = (—1,2)7. Opiste alebo nakreslite nasledovné
podpriestory a urcte ich dimenzie:

a) span(u) d) span(u,w)
b) span(v)
c¢) span(u,v) e) span(u,v,w)

Uloha 2.15. Nech x = (1,0,0)7, y = (0,1,0)7, z = (1,1,0)7, w = (0,0, )T a q = (1,1, 1)7.
Opiste alebo nakreslite nasledovné podpriestory a urcte ich dimenzie:
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a) span(x) d) span(x,y,z)
b) span(x,y) e) span(x,y,w)
c) span(x,z) f) span(x,y,q)
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Kapitola 3

Stipcovy a nulovy priestor matice

3.1 Stlpcovy priestor matice

Definicia 3.1 (Stipcovy priestor matice). Nech A € R™*™. Stipcovyj priestor matice A je
vektorovy podpriestor G(A) generovany stlpcami tejto matice:

C(A) = {y € R™ | existuje x € R" take, ze y = Ax}.

Poznamka 3.2. Stlpcovy priestor sa znaéi C(A) podl'a anglického pomenovania column space,
niekedy sa znaci aj M(A). Je skuto¢ne generovany stipcami matice A, kedze pozostava zo
vSetkych vektorov y = Ax pre x € R", ¢ize zo vSetkych linearnych kombinacii x1a; + ... +
Tna,, kde ay, ..., a, s stipce matice a 21, ..., 7, € R. Z toho tiez vyplyva, Ze G(A) je naozaj
vektorovy podpriestor.

Priklad 3.3. Stlpcové priestory matic z R3*" st vektorové podpriestory v R3. St to teda:
nulovy vektor 03 (formélne presne: {03}); priamka alebo rovina prechadzajuca vektorom 03;
alebo cely priestor R®. Na obrazku 3.1 st znazornené priestory C(A) a €(B) pre maticu A
s dvoma linearne nezéavislymi stlpcami a;,a, € R® a pre maticu B s iba jednym stlpcom
b (ktory je tiez linedrne nezavisly s aj,a,). Stlpcovy priestor matice (A, B) = (a;,as,b) je
potom celé R3.

Uréte, ¢o musia splhat stipce matice A € R3*™, aby C(A) bol postupne {03}, priamkou,
rovinou, & R3. Opiste tiez vietky mozné stlpcové priestory matic z R2" a uréte, ¢o musia
spliiat matice z R?*™, aby ich stipcové priestory boli jednotlivych opisanych typov.

Veta 3.4 (Zakladna veta o inkluzii stipcovych priestorov). Nech A € R™*" a B € R™*P,
Potom €(B) C C(A) vtedy a len vtedy, ked B = AX pre nejaka maticu X € R"*P.

Dékaz. Nech €(B) C C(A). Nech by,...,b, € R™ st stlpce matice B. Kedze by,...,b, €
C(B), ¢ize by, ..., b, € C(A), tak existuju xy,...,x, € R" také, ze by = Axy,...,b, = Ax,,
¢o sa da napisat v tvare B = AX, kde X = (x1,...,X,).

Nech B = AX pre nejakt maticu X € R"? a nech y € €(B). Potom y = Bz pre nejaké
z € RP, 7 ¢oho vyplyvay = (AX)z = A(Xz), takze y € C(A). Kedze y bol Iubovolny prvok
stlpcového priestoru matice B, dostali sme €(B) C C(A). O
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C(B)

Obr. 3.1: Stipcové priestory matic A a B z prikladu 3.3.

3.2 Hodnost matice

Definicia 3.5 (Hodnost matice). Hodnost matice A € R™ ™ je dimenzia priestoru C(A),
zna¢ime ju rank(A).

Poznamka 3.6. V slovenskych textoch sa na oznacenie hodnosti matice A niekedy tiez
pouziva symbol h(A).

Lema 3.7 (Rozklad matice pomocou hodnosti). Nech A € R™*" splia A # 0,,xn & OzZnac¢me
dim(C(A)) = ¢, dim(C(AT)) = r. Potom

(i) existuje B € R™*¢ L € R také, ze A = BL;
(ii) existuje K € R™*" T € R™" také, 7e A = KT.

Dékaz. (i) Nech by,..., b, je baza C(A) a definujme B = (by,...,b.). Potom C(A) = C(B)
a podla vety 3.4 existuje L € R*" také, 7e A = BL.

(ii) Analogicky, nech ty,...,t, je baza C(AT) a definujme T = (ti,...,t,)T. Potom
C(AT) = C(TT) a podla vety 3.4 existuje X € R™™ take, ze AT = TTX, z ¢oho vyplyva
A = XTT. Dokaz ukonéime polozenim K = X' O]

Poznamka 3.8 (Riadkovy priestor matice). Priestor C(AT) je generovany riadkami matice
A a preto sa nazyva tiez riadkovy priestor (angl. row space) matice A.

Veta 3.9 (O hodnosti matic A a AT). Nech A € R™*". Potom rank(A) = rank(AT).

Doékaz. Ozna¢me rank(A) = dim(C(A)) = ¢ a rank(AT) = dim(C(AT)) = r. Podla lemy 3.7
existuji matice B, L, K, T splhajtce (i), (ii). Potom podla vety 3.4 plati @(A) C C(K), a
teda ¢ < dim(C(K)). Zarovein AT = LTBT, ¢ize C(AT) C C(LT) a r < dim(C(L")). Kedze K
mé 7 stlpcov, tak ¢ < dim(C(K)) < r a LT ma ¢ stlpcov, ¢ize r < dim(C(L”)) < ¢. Dostavame
c=r. O

Dosledok 3.10. Nech A € R™*". Potom rank(A) = rank(A”) < min{m,n}.
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Veta 3.11 (BT rozklad matice). Nech A € R™ " spliia A # 0,,x,, rank(A) = c. Potom
existuju B € R™*¢ a T € R také, ze A = BT. Navyse pre akékolvek matice B € R™*¢ a
T € R spliajice A = BT, plati rank(B) = rank(T) = c.

Doékaz. Existencia rozkladu vyplyva z lemy 3.7. Predpokladajme, ze A = BT pre B € R™*¢
a T € R, Potom rank(B) < ¢, lebo B ma c stipcov. Navyge, podla vety 3.4 plati C(A) C
C(B), a teda

¢ =rank(A) = dim(C(A)) < dim(€(B)) = rank(B) < ¢,

¢ize rank(B) = ¢. Dokaz pre hodnost T je analogicky. ]

Dosledok 3.12. Ak A € R™™ a rank(A) = 1, tak A vieme zapisat ako A = uv’, kde
u € R™ a v e R” st nenulové vektory.

Lema 3.13 (Hodnost nulovej matice). Matica A € R™*"™ ma nulovt hodnost vtedy a len
vtedy, ked A = 0,,xp,.

Doékaz. Ak A = 0,,xp, tak C(A) = 0,,, a teda rank(A) = 0. Naopak, nech rank(A) = 0,
¢ize dim(C(A)) = 0, ¢o nastava podla definicie 1.25 iba ak C(A) = 0,,. Stipcovy priestor
pozostavajuci iba z vektora 0,, mé zjavne iba nulovad matica. O

Veta 3.14 (O hodnosti si¢inu matic). Nech A € R™" a B € R™*. Potom rank(AB) <
min{rank(A), rank(B)}.

Dékaz. Podla vety 3.4 vieme, ze C(AB) C C(A), a teda rank(AB) < rank(A). Analogicky
C(BTAT) C ¢(B”), a teda rank(AB) = rank(BTA”) < rank(B”) = rank(B). O

Priklad 3.15. Néjdite matice A, B také, ze rank(AB) < min{rank(A),rank(B)}. Najdite
tiez také matice A, B, ze rank(AB) = min{rank(A), rank(B)}.

Definicia 3.16 (Plna hodnost matice, regularna matica). Ak A € R™*"™ a rank(A) = m,
tak hovorime, ze A ma plni riadkovi hodnost. Ak rank(A) = n, tak hovorime, ze A ma plni
stlpcovii hodnost. Ak m = n a A méa plnua stipcovi hodnost, tak hovorime, ze A je requldrna.
Ak m =n a A nemé plnu stlpcovi hodnost, tak A je singuldrna.

Poznamka 3.17. Ak stvorcova matica A ma plnt stlpcovii hodnost (a teda ak je regularna),
hovorime skréatene, ze A méa plni hodnost.

Poznamka 3.18. Ak A je regularna, tak ma nielen plna stlpcovi, ale aj plni riadkovi
hodnost.

3.3 Stipcovy priestor a hodnost blokovej matice

Poznamka 3.19. Stlpcovy priestor matice C = (A, B) znacime skratene C(C) = C(A, B).
Podobne rank(C) = rank(A, B).

Veta 3.20 (Stlpcovy priestor a hodnost blokovej matice). Nech A € R™", B € R™**. Potom
(i) €(A) C €(A,B), €(B) C €(A,B),
(ii) rank(A) <rank(A,B), rank(B) < rank(A,B),
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(i) €(B,A) = C(A,B), rank(B, A) = rank(A, B),

(iv) rank(A,B) < rank(A) + rank(B).
Nech A, B € R™*"™, Potom

(v) C(A +B) C C(A,B), rank(A + B) < rank(A,B),

(vi) rank(A + B) < rank(A) + rank(B).
Nech A € R™" B € RP*Y. Potom
(vii)

rank (g ]g) = rank(A) + rank(B).

Dékaz. Dokazy tvrdeni (i), (iii) st trivialne. Tvrdenie (ii) je dosledkom (i).

Na dokaz tvrdenia (iv) definujme s = rank(A), r = rank(B), A* = (a},...,a’) a B* =
(b},...,b}), kde af,...,a’ je baza C(A) a b},..., b} je baza C(B). Potom zrejme C(A,B) =
C(A*,B*) arank(A, B) = rank(A*, B*) < r+s = rank(A) +rank(B), kedze matica (A*, B*)
mar—+s stfpcov.

Tvrdenie (v) vyplyva z vety 3.4, kedZze A + B = (A, B)(1,,1,,)T. Tvrdenie (vi) vyplyva z
(v) a (iv).

Pre dokaz (vii) definujme A* a B* ako v (iv) a tiez
. (A* 0 (A O
o= (v 5) o= (o n)

Potom zrejme C(C*) = C(C), a teda tieto matice maju aj rovnaka hodnost. Zaroven

(o 5) ()= ()

nastava vtedy a len vtedy, ked A*x; = 0,, a B*xy = 0,, ¢o je prave vtedy, ked x; = 0, a
X = 0,, kedze stlpce A* (a takisto B*) st linearne nezavislé. Z toho vyplyva, ze stipce matice
C* st linearne nezéavislé, ¢ize jej hodnost je rovna poctu jej stipcov, rank(C*) = s 4 r. Teda
rank(C) = s + r = rank(A) + rank(B). O

Lema 3.21 (Submatica plnej hodnosti). Nech A € R™*" ma hodnost 0 < r < min{m,n}.
Nech 1 <14y < ... <1, < m su také indexy, ze riadky 41, ..., %, matice A su linedrne nezévislé
anech 1 < j; < ... < 7. < n su také indexy, ze stipce J1,--+,J- matice A st linearne
nezavislé. Potom matica B € R™", ktort z A ziskame odstranenim vsetkych riadkov okrem
riadkov i1, ..., 4, a vSetkych stpcov okrem stipcov ji,. .., j,, je regularna.

Dékaz. Pre jednoduchost znacenia predpokladajme, ze mame {iy,...,i.} = {j1,...,j-} =
{1,...,r}, teda ze B sa da vyjadrit ako blok A;; v blokovom zépise

A Ap
A_ pu—
<A21 A22) ’

kde A;; € R™". Kedze prvych r riadkov A je linedrne nezavislych a ich pocet je rovny
hodnosti C(AT), tak tvoria bazu €(AT). Cize kazdy riadok matice A sa d4 zapisat ako nejaka
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linedrna kombinécia jej prvych r riadkov; existuje teda matica C € R™*" 7e A = C(A11, A12).
To mozeme zapisat ako

(All A12
A21 A22

) = (CAn cAw).

Ked ozna¢ime S € R™*" ako maticu tvorent prvymi r stipcami matice A, tak dostavame S =
CA ;. Kedze stlpce S st nezavislé, tak rank(S) = r a z vety 3.14 potom plynie rank(A;;) >
rank(S) = r. Zaroven plati rank(Ay;) < r, lebo Ay; € R™". Teda rank(Aq;) = 7. O

3.4 Nulovy priestor matice

Definicia 3.22 (Nulovy priestor matice). Nulovgm priestorom matice A € R™*™ nazyvame
mnozinu N(A) = {x € R" | Ax =0,,}.

Poznamka 3.23. Oznacenie N(A) vychédza z anglického nazvu null space. Nulovy priestor
matice A sa niekedy oznacuje Ker(A) a nazyva sa jadro zobrazenia definovaného maticou A,
resp. kernel A.

Lema 3.24 (Nulovy priestor je linearny podpriestor). Pre kazda maticu A € R™*" je N(A)
linedrny podpriestor priestoru R”.

Dékaz. Overme vlastnosti linearneho podpriestoru podla vety 1.7. Nech x;,x5 € N(A) a
1,02 € R. Potom A(c1x1 4 coX2) = 1 AX; + coAxy = 0, CiZe c1X1 + caXxy € N(A). O

Lema 3.25 (Nulovy priestor nulovej matice). Nech A € R™*". Potom N(A) = R" prave
vtedy, ked A = 0,,xn.

Dékaz. Oznatme A = (ay,...,a,),a; € R™,i=1,...,n. Nech N(A) = R". Potom Ax = 0,,
pre kazdé x € R™. Specidlne pre e; dostdvame 0,, = Ae; = a;, i = 1,...,n. To spolu dava
A — Oan. D

Lema 3.26 (O ortogonalnosti nulového vektora). Nech z € R™. Potom z = 0,, vtedy a len
vtedy, ked y'z = 0 pre kazdé y € R™.

Dékaz. Nech y'z = 0 pre kazdé y € R™. Potom aj z”z = 0 a z kladnej definitnosti skalarneho
stcinu (definicia 1.29, priklad 1.31) vyplyva, ze z = 0,,. Opacné implikicia je zjavna. ]

Lema 3.27 (Nulovost symetrickej matice). Nech A € 8". Potom A = 0,,y,, prave vtedy, ked
xTAx = 0 pre kazdé x € R™.

Dokaz. Ak xTAx = 0 pre kazdé x € R", tak to plati aj pre e;. Potom 0 = e/ Ae; = (A);
pre kazdé i = 1,...,n. Ak nasledne za x zvolime e; + e; (j # i), dostavame (A); + (A);; +
(A)i; + (A)j; = 0. Kedze uz sme ukazali, ze (A); = (A);; =0, a A je symetricka, tak mame
2(A);; = 0 pre kazdé j # i. Spolu teda plati (A);; = 0 pre kazdé i,j =1,...,n, ¢ize A = 0.
Dokaz opacnej implikacie je trivialny. O]

Priklad 3.28. Najdite takd nenulovii maticu A € R™*", 7e x” Ax = 0 pre kazdé x € R" pre
a) n = 2, b) vieobecné n. Viete najst aj celti triedu matic spliajicich x” Ax = 0 pre kazdé
x € R™?
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3.4.1 Vztahy medzi nulovymi a stipcovymi priestormi
Pripomeiime, ze W+ znaéi ortogonalny doplnok podpriestoru W podla definicie 1.48.
Veta 3.29 (O vztahu medzi N(A) a C(AT)). Nech A € R™*". Potom N(A) = C(AT)*L.

Dékaz. Nech x € R". Potom x € N(A) prave vtedy, ked Ax = 0,,, ¢o podla lemy 3.26
nastéva prave vtedy, ked yT Ax = 0 pre kazdé y € R™, teda prave vtedy, ked (ATy)'x =0
pre kazdé y € R™. KedZe mnoZina vektorov ATy € R" pre vietky y € R™ tvori priestor

C(AT), tak posledna podmienka je ekvivalentna s: (w,x) = 0 pre vietky w € C(AT), ¢o
nastéva prave vtedy, ked x € G(AT)L. O

Zakreslenie vztahu medzi N(A) a €(A”) mozeme vidiet na obrazku 3.2.

N(A) e

Obr. 3.2: Schematické znazornenie ortogonalnosti N(A) a C(AT).

Dosledok 3.30. Nech A € R™". Potom N(AT) = C(A)L, N(A)L = C(AT) a N(AT)* =

C(A).
Dokaz. Druhé tvrdenie plati, kedze N(A)+ = (C(AT)1)L = C(AT) (vid veta 1.49(iii)). Prveé
a tretie tvrdenie vychddzaju zo zameny A za AT, O]

Désledok 3.31. Nech A € R™". Potom A je regularna prave vtedy, ked N(A) = {0,}.
Priklad 3.32. Nech

3 —6
A=15 -10
7 —14

Najdite N(A) a C(AT), a overte, Ze tieto dva priestory st na seba kolmé.

Lema 3.33 (O inklzii nulovych priestorov). Nech A € R™" a B € R™**. Potom C(A) C
C(B) prave vtedy, ked N(BT) C N(AT).

Doékaz. Nech C(A) C €(B). Potom podla vety 1.49 plati €(B)t C C(A)*, a teda N(BT) C
N(AT). Opacna implikicia sa dokazuje analogicky. ]

Veta 3.34 (O vztahu €(A) a C(AAT)). Nech A € R™". Potom C(A) = C(AAT).

Dokaz. Inklizia C(AAT) C G(A) plati podla vety 3.4. Na dokaz opacnej inklizie uvazujme
x € N(AAT), teda AATx = 0,,. Potom x’ AATx = 0, ¢ize || ATx|| = 0. Z kladnej definitnosti
normy vyplyva ATx = 0, takze x € N(AT). Dostavame N(AAT) C N(AT), z ¢oho vyplyva
C(A) C C(AAT) podla lemy 3.33. O
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Désledok 3.35. Nech A € R™*". Potom
(i) C(AT) =C(ATA).
(i) Matice A, AT, AAT a AT A maji rovnaki hodnost.

Lema 3.36 (Vztah hodnosti matice a nulového priestoru). Nech A € R™*"™. Potom plati
dim(N(A)) = n — rank(A).

Dokaz. Kedze N(A) = C(AT)t a N(A) C R", tak podla vety 1.49(iv) plati dim(N(A))
n — dim(C(AT)) = n — rank(A) podla dosledku 3.35.

oo

3.4.2 Hodnost kovarian¢nej matice

Pri mnohych statistickych metodach je doélezité, aby mala vyberova kovarianéna matica S
plnta hodnost. Na analyzu toho, kedy je S regularna, je uzito¢ny jej maticovy tvar z prikladu

2.57:
1

n—1

S:

(X = 0 X ) (X — 0 X T )

Konstanta 1/(n — 1) nema na hodnost vplyv, ¢ize ti mozeme zanedbaf a pracovat s maticou

S = (n — 1)S. ModzZeme si viimnut, Ze S = AAT kde A = X — n7'XJ,x,, pricom A je
d x n matica a S je rozmerov d x d. Podla dosledku 3.35 plati rank(S) = rank(A). Takze
vyberova kovarian¢na matica ma plna hodnost, ked rank(A) = d, a teda staci skiimat maticu
A=X-n""XJn =XT, = Tpxn).

Kedze A je rozmerov d x n, tak rank(A) je nanajvys min{d, n}. Zaroven vsak plati A1, =
X(I, —n ')l = X(1, — 1,) = O4xn, a teda 1,, € N(A). Teda dim(N(A)) > 1, cize
rank(A) < n — 1. Prichadzame tak k zaveru, Ze aby bola vyberova kovarianéna matica plnej
hodnosti, musi platit n — 1 > d, resp. n > d + 1, teda pocet pozorovani musi byt aspon o 1
vysSi nez pocet premennych.

Priklad 3.37. Zvolte lubovolnu d x 2 maticu pozorovani X a overte, ze potom rank(S) < 1.
Viete najst aj taka nenulovi d x 2 maticu X, ze rank(S) = 07

Poznamka 3.38. Treba si tiez uvedomit, ze podmienka n > d + 1 je iba nutni pre plnu
hodnost kovarian¢nej matice, nie postac¢ujtuca. Pre zvolené d, n najdite takt maticu pozorovani
X, pre ktoru plati n > d+ 1, ale rank(S) < d. Aby S skuto¢ne nadobudla plnt hodnost, musi
platit d = rank(S) = rank(A), teda matica X(I, —n"'J,x,) € R¥"™ musi mat plni riadkovii
hodnost. TakZe S je regularna prave vtedy, ked rank(X (I, — n"'J,x,)) = d.

Priklad 3.39. Ukézte, ze rank(X (I, — n"'J,x,)) = d nastava prave vtedy, ked vektory

X; —X,...,X, —X su linedrne nezavislé. Vyberova kovarianéna matica je teda regularna prave
vtedy, ked centrované data sa linearne nezavislé.
3.5 Ulohy na precvicenie

Uloha 3.1. Nech A € R™" B ¢ R™? C ¢ R™™. Ukaite, Ze a) ak C(A) C €(B) tak
C(CA) C C(CB); b) ak C(A) = C(B) tak C(CA) = C(CB,).
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Uloha 3.2. Nech A je §tvorcova matica. a) Dokazte, ze C(A*) C C(A) pre kazdé prirodzené
¢islo k. b) Dokaite, ze ak C(A?) = C(A), potom C(AF) = C(A) pre kazdé prirodzené &islo k.

Uloha 3.3. Nech

0o 1 0 -3 2
0 -2 0 6 2
A= 0o 2 2 5 2

0 -4 -2 10
Néjdite (akukol'vek) bazu priestoru C(A). Akt mé matica A hodnost?

Uloha 3.4. Zodpovedajte otazky o typoch stipcovych priestorov z prikladu 3.3 pomocou
hodnosti prislusnych matic. Vedeli by ste tvrdenie zovSeobecnit pre matice z R™*"? Ako vo
vSeobecnosti vyzeré stlpcovy priestor matice s hodnostou r?

Uloha 3.5. Presvedéte sa, Ze rank(A; --- A;) < min{rank(A,),...,rank(A;)}. (Predpokla-
dame, ze Ay, ..., Ay st matice vhodnych rozmerov.)

Uloha 3.6. Nech A € R™*™ m4 hodnost r. Ukazte, ze A sa da napisat ako sucet r matic,
ktoré maja vsetky hodnost 1. Navod: Vyuzite vetu 3.11.

Uloha 3.7. Pre vietky tvrdenia z tejto kapitoly ohladom stlpcového priestoru C(A) matice
A sformulujte analogické tvrdenie ohladom riadkového priestoru C(AT).

Uloha 3.8. Nech A € R™*". Ukaite, Ze ak je B regularna matica typu n x n (t.j. existuje
matica B! taka, Ze BB™! = B7'B = I,,) a C je akdkolvek matica typu p x m, tak a)
C(AB) = C(A); b) G(CABBTAT) = G(CA).

Uloha 3.9. Ukaite, ze rank(AC + BD) < rank(A,B) a rank(AC + BD) < rank(C”, D7)
pre lubovolné A € R™" B € R™* C € R™? D ¢ R¥P,

Uloha 3.10. Nech A € R™*" B e R™*". Ukaite, ze

(AAT ABT
rank

BAT BBT) =rank(ATA + B'B).

Néavod: vyjadrite Tava aj pravi stranu ako sicin blokovych matic.

Uloha 3.11. Nech X € RP*™ a A, B € R™*". Ukazte, ze:
a) N(A) C N(XA); b) N((AT,BT)T) C N(A); ¢) N((AT,BT)T) C N(A + B).

Uloha 3.12. Najdite aspoi jeden BT-rozklad matice

2 41 0
A=|1 2 7 -13
36 3 =3

Uloha 3.13. Pre kazdi 2 x 2 regularnu maticu A = {a;;} definujme funkciu

TA(Z _ a1z + as

(212 + g

pre kazdé z € R také, Ze ag z+ag # 0. UkdZte, Ze potom pre [ubovolné regularne A, B € R?*2
plati Tg(Ta(z)) = Tsa(z) pre kazdé z € R také, Ze agz + age # 0 a by Ta(2) + bag # 0.
Zamyslite sa, pre¢o T definujeme pre regularne matice A. Poznamenajme, Ze funkcia Ta(2)
sa pre z € C nazyva Md&biusova transformacia.
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Kapitola 4

Inverzné matice

4.1 Systémy linedrnych rovnic

Definicia 4.1 (Systém linearnych rovnic a jeho riesenie). Systém linedrnych rovnic je ststava
rovnic v maticovom zapise AX = B, kde A € R™", B € R™** st matice znamych koefi-
cientov a X € R™ ¥ je matica neznamych premennych. Riesenie systému rovnic AX = B je
Tubovolna matica X* typu n x k, ktora spliia AX* = B.

Poznamka 4.2. Uvazujme systém rovnic

a1+ -+ a1y = b1
11+ -+ Ty, = bm7
kde koeficienty a;;, b; (i =1,...,m, j =1,...,n) st pevne dané realne ¢isla a xq,...,x, € R

st nezname. Takyto systém mozeme zapisat maticovo ako Ax = b, kde A = {a;;}, x € R" a
b € R™.

Systém rovnic AX = B s maticami koeficientov A € R™*", B € R™** a maticou nezna-
mych X € R™** mozeme vnimat ako k systémov rovnic s vektormi nezndmych hodnot:

AXlzbl,...,AXk:bk <~ AX:B,
kde X = (x1,...,x;) a B = (by,...,bg).

Definicia 4.3 (Homogénny a nehomogénny systém linedrnych rovnic). Systém linearnych
rovnic AX = B sa nazyva homogénny, ak B = 0. Inak sa nazyva nehomogénny.

Definicia 4.4 (Konzistentny systém linearnych rovnic). Nech A € R™*" a B € R™**, Systém
linearnych rovnic AX = B sa nazyva konzistentnyj, ak ma aspoii jedno riesenie X € R™**,

Priklad 4.5. Kazdy homogénny systém linearnych rovnic ma rieSenie X = 0. Naproti tomu
nehomogénne systémy rovnic nemusia mat rieSenie. Overte, Ze systém AX = B, kde

12 31
() me(a)
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Veta 4.6 (Charakterizacia konzistencie systému). Kazda z nasledujtcich podmienok je nutna
a postacujtica na to, aby bol systém AX = B konzistentny.

(i) €(B) < c(A),
(i) N(AT) € N(BT),
) C(A,B) = C(A),
(iv) rank(A,B) = rank(A).

(iii

Dékaz. Skutocnost, ze konzistentnost systému AX = B je ekvivalentna podmienke (i), plynie
z vety 3.4 o inkluzii stIpcovych priestorov. Ekvivalencia (i) s (ii) vyplyva zo vztahu N(A”) =
C(A)L.

Dokazeme ekvivalenciu medzi (iii) a (i). Predpokladajme C(A,B) = C(A). Z vety 3.20
vyplyva, ze vidy plati G(A) C C(A, B). Aby nastala rovnost, zjavne musi byt kazdy stipec B
linearnou kombinaciou stipcov A, a teda @(B) C @(A). Naopak, nech €(B) C €(A). Z toho
vyplyva C(A,B) = G(A), lebo kazdy stipec B je linearnou kombinaciou stipcov A.

Ekvivalenciu medzi (iii) a (iv) dokadZme tieZ overenim oboch implikacii. Zjavne plati, Ze
ak C(A,B) = C(A), tak aj rank(A,B) = rank(A). Naopak, kedze C(A) C C(A,B), potom
podla vety 1.27(iii) plati, ze ak rank(A) = rank(A, B), tak C(A) = C(A, B). O

4.2 Inverzné matice

Definicia 4.7 (Lava a prava inverzna matica). Lavou inverznou maticou (lavou inverziou)
matice A € R™*" nazyvame akikolvek maticu L € R™*™ splnajucu LA = L,. Pravd inverznd
matica (pravd inverzia) matice A je lubovolna matica R € R"*™ splhajuca AR = 1,,.

Lema 4.8 (O existencii Tavej a pravej inverzie). Matica A € R™*"™ méa lava inverziu prave
vtedy, ked rank(A) = n, a ma pravt inverziu prave vtedy, ked rank(A) = m.

Dékaz. Nech A mé pravi inverziu R. Potom z vety 3.14 plynie rank(A) > rank(AR), a
zaroven AR = 1,,,, ¢ize rank(AR) = m. Dostavame rank(A) > m. Kedze rank(A) < m, lebo
A mé m riadkov, tak rank(A) = m. Naopak uvazujme, ze rank(A) = m, ¢o nastava prave
vtedy, ked C(A) = R™ = C(I,,). Podla vety 3.4 existuje R, ze AR = I,,. Dokaz pre lava
inverziu je analogicky. O]

Doésledok 4.9. Matica A € R™*™ méa lava aj pravi inverziu prave vtedy, ked m =n a A je
regularna.

Veta 4.10 (O skrtani sprava a zlava v maticovej rovnosti). Nech A,B € R™*" C € RP*™,
D € R™¥ gplnajt rank(C) = m, rank(D) = n a CAD = CBD. Potom A = B.

Dokaz. Kedze rank(C) = m a rank(D) = n, tak podla lemy 4.8 m& C lava inverziu L a D
mé pravu inverziu R. Preto

A =1,Al, =LCADR =LCBDR =1,,BI, = B.
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Definicia 4.11 (Invertovatelnost matice, inverzna matica). Nech A € R™ ™. Ak existuje
matica B, ktora je l'avou aj pravou inverziou matice A, tak hovorime, Ze A je invertovatelnd
a B nazyvame inverznou maticou (inverziou) matice A.

Lema 4.12 (Lava a prava inverzia $tvorcovej matice). Ak A € R™™ méa pravu inverziu R,
tak R je zaroven lavou inverziou A. Naopak, ak L je Tava inverzia A, tak L je zaroven pravou
inverziou matice A.

Dékaz. Nech A mé pravu inverziu R, potom rank(A) = n, a teda existuje jej Tava inverzia

L. Potom L =LI, =LAR =1,R=R. U

Veta 4.13 (Charakterizacia invertovatelnosti matice). Matica A je invertovatelna prave
vtedy, ked A je Stvorcova regularna matica. NavySe akakolvek regularna matica ma préave
jednu inverziu.

Doékaz. Prva cast tvrdenia vyplyva z dosledku 4.9. Nech B a C st dve inverzie matice A €
R™*"™ Potom C = CI,, = CAB =1,B = B. O

Poznamka 4.14. Inverznt maticu regularnej matice A znac¢ime A1,
Lema 4.15 (Zakladné vlastnosti inverzie). Nech A je invertovatelna. Potom

(i) A™! je invertovatelna a (A~!)~! = A,

(i) AT je invertovatelna a (AT)~! = (A~1)T.
Dokaz. Dokaz prvého tvrdenia je trivialny. Matica AT je invertovatelna, kedze rank(AT) =
rank(A). Navyse AT(A™HT = (A7'A)T = 1. O
Dosledok 4.16. Inverznd matica regularnej symetrickej matice je tiez symetricka.

Poznamka 4.17. KedZe podla lemy 4.15 pre regularnu maticu A plati (A~1)T = (AT)~1
niekedy tieto matice zna¢ime jednotne ako A=7, ¢ize A=T = (A~1)T = (AT)~L.

Veta 4.18 (Nasobenie regularnou maticou nemeni hodnost). Nech A € R™" B € R"*"
C € R™ a nech B a C sii regularne. Potom

(i) C(AB) = C(A),

(i) C((CA)T) =C(AT),

(ili) rank(AB) = rank(A) = rank(CA).
Doékaz. Podla vety 3.4 plati C(AB) C C(A). KedZe B je regularna, tak existuje B™! a potom
C(A) = G(ABB™!) C C(AB), opit podla vety 3.4. Ukazali sme, 7e C(AB) = C(A). Cast
(ii) Tahko dokaZeme pomocou (i): C((CA)T) = C(ATCT) = @(AT), kedze CT je regularna.

Tvrdenie (iii) je désledkom predchadzajicich dvoch tvrdeni, pricom vyuzijeme vetu 3.9. [

Dosledok 4.19. Nech A € R™". Ak A = XDY, pricom D € R™*" je diagonédlna a X,Y €
R™™ su regularne, tak hodnost A je rovna po¢tu nenulovych diagonalnych prvkov matice D.

Dékaz. Podla vety 4.18 plati rank(A) = rank(XDY) = rank(XD) = rank(D), pricom hod-
nost diagonalnej matice je zjavne pocet nenulovych prvkov na jej diagonéle. O]

Priklad 4.20. Nech
2 2 1
A=15 15|, B= .
1 1 2

Urcte C(A), C(AB) a overte, ze C(A) = C(AB).
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4.3 Hodnost a inverzia blokovej matice

Lema 4.21 (Regularita zakladnej blokovo trojuholnikovej matice). Nech X € R™*". Potom
matice
A= (om In) » B= (X L, )

Dékaz. Matica A nie je iba blokovo horné trojuholnikova, ale aj horna trojuholnikova (v
klasickom zmysle), pricom na diagondle ma samé jednotky. Této matica mé teda linearne
nezavislé stlpce, ¢ize je regularna. Dokaz pre maticu B je analogicky. O

Lema 4.22 (Hodnost blokovo hornej trojuholnikovej matice). Nech T € R™*" U € R"*4,
Q € R"™*? a nech T je regularna. Potom

rank (O:‘Xn g) = rank(T) + rank(Q).

su regularne.

Dékaz. Kedze T je regularna, tak existuje T—!. Lahko sa presvedéime, Ze
T U\ /I, -T'U\ (T 0
0 Q 0 I, ~\0 Q)
I, -T'U
0 I,

je podla lemy 4.21 regularna. Podla viet 4.18 a 3.20 plati

pricom matica

rank (rg g) = rank (rg g) = rank(T) + rank(Q).

O

Veta 4.23 (Hodnost blokovej matice). Nech T € R"*" je regularna, nech U € RV ¢
R™™ a W € R™4. Potom

T U .
rank (V W) =n +rank(W — VT~ 'U).

Dékaz. Vsimnime si, Ze

L,  Oum\ (T U\ _ (T U
-vr! 1, J\V W/ {0 W-VT-'U)’

pricom podla lemy 4.21 je matica

I 0
k n nxm
ran (—VT1 L, )
regularna. Potom moézeme pouzit vetu 4.18 a eSte raz lemu 4.22, ¢im dostavame

T U\ T U B 1
rank (V W) = rank (O W _ VTlU) = rank(T) + rank(W — VT 'U).
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Definicia 4.24 (Schurov doplnok). Za platnosti predpokladov vety 4.23 nazyvame maticu
W — VT U Schurov doplnok matice T v matici

T U
VvV W/~
Lema 4.25 (O nulovom Schurovom doplnku). Nech A € R™*™ méa hodnost r. Nech navyse
T U
(v w)
kde T € R™". Potom ak rank(T) = r, tak W = VT~'U.

Doékaz. Podla vety 4.23 plati r = r+rank(W —VT~1U), z éoho vyplyva rank( W-VT~1U) =
0. Vyuzijtc lemu 3.13 dostavame W — VT U = 0, ¢o zna¢i W = VT~1U. O

Veta 4.26 (Inverzia blokovej matice). Nech T € R™ ™ je regularna, nech U € R™*™ V ¢
R™™ a W € R™*™. Potom matica
T U
v w)

je regularna prave vtedy, ked Q = W — VT~ !U je regularna. V takom pripade navyse plati

T U\ ' (T'+T'UQ!'VT! —-T'UQ!
vV W/ Q- 'VT-! Q! '

Dékaz. Matica
T U
vV W
je regularna prave vtedy, ked jej hodnost je m + n. To nastava podla vety 4.23 prave vtedy,

ked n+rank(Q) = n+m, ¢o je prave vtedy, ked Q je regularna. Tvar inverznej matice overme
priamym vypoctom:

(T U) (Tl—l—TlUQlVT1 —TlUQ1>

vV W —Q VT Q!

B I+UQ VT ! - UQ !VT! ~UQ '+ UQ!
“\VT 4+ VTTIlUQ VT - WQ VT —VTlUQ ! + WQ!

(1)

VI '+ VT 'UQ'VTI ' - WQ 'VT ' = VT ! + (VIT'U -W)Q'VT™
=VT'-QQ'VT'=0

kedZe

VT 'UuQ '+ wWQ ' = (-VT'U+W)Q'=QQ ' =1
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4.4 Ortogonalne matice

Definicia 4.27 (Ortogonalna matica). Stvorcova matica Q € R™" je ortogondlna, ak jej
stIpce st ortonormalne, teda ak QTQ = I,,.

Poznamka 4.28. Ekvivalentne mozeme definovat ako ortogonalnu maticu takt maticu Q €
R™ ", ktora je regularna a splita Q! = QT. Z toho vyplyva, Ze aj QQ~! = I,, a teda
QQT =1, ¢ize aj riadky ortogonalnej matice tvoria ortonormélny systém vektorov.

Priklad 4.29. Prikladmi ortogonalnych matic st napriklad I,,,

Q= (25 UVE) = () )

pre lubovolny uhol # € [0, 27). Matica Ry je tzv. maticou rotacie o uhol 6 (v smere hodinovych
ruciciek), ako vidime na obrazku 4.1a. Vynasobenim vektoru x € R? touto maticou ho oto¢ime
v smere hodinovych ruciciek o uhol 6. Overte tuto vlastnost pre § = /2. Co predstavuje
matica R3? N4jdite tiez maticu rotécie o uhol 6 proti smeru hodinovych ruéi¢iek a matice
preklopenia okolo jednotlivych stradnicovych osi.

x x
y
\ X/ Rgy
0 [
—~——
Rex Rﬂx
(a) Otocenie o uhol 0. (b) Zachovanie uhlov.

Obr. 4.1: Vynéasobenie rotacnou maticou Ry.

Lema 4.30 (Vlastnosti ortogonalnych matic). Medzi zakladné vlastnosti ortogonalnych matic
patri:

(i) Ak Q je ortogonalna, tak aj Q” je ortogonalna.
(ii) Ak Qq,..., Qg st ortogonélne, tak aj Q --- Qg je ortogonélna.
Doékaz. Dokaz nechavame na citatela. O]

Lema 4.31 (Ortogonalne matice zachovavaji dlzku a uhol). Nech Q € R™*™ je ortogonélna
a nech x,y € R". Potom Qx| = x| a (Qx, Qy) = (x,y).

Dokaz. Tvrdenia I'ahko overime priamymi vypoctami: [|Qx[]? = xTQTQx = xTx = ||x||?, a

teda aj || Qx| = ||x]||. Zaroven (Qx, Qy) =x"QTQy =x"y = (x,y). O

Poznamka 4.32. Na obrazku 4.1b mozeme vidiet, Ze vynésobenie rota¢nou maticou Ry
zachovava uhly medzi vektormi.
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Veta 4.33 (QR rozklad matice). Nech A € R™*" kde m > n, ma hodnost n. Potom existuje
ortogonalna matica Q € R™*™ a horna trojuholnikova matica R € R"™*", ze plati A = QR.

Doékaz. Kedze A méa plnua stlpcovit hodnost, jej stlpce st linearne nezavislé, a teda pre ne
moZzeme pouzit Gramovu-Schmidtovu ortogonalizéaciu, pozri vetu 1.42. Cize existuju ortogo-
nalne a nenulové by, ..., b, € R™ Ze b; = a; — 23;11 z;;b; pre j =1,...,n, ¢o sa da zapisat
ako a; = b; + 25;11 x;,;b;, alebo v blokovom zépise

xl,j
Lj—1,5
a; = (bl ce bn) 1 = BX]',
0
0
kde x; € R" je prislusny vektor koeficientov. Spolu moézeme pre j = 1,...,n tieto rovnice
zapisat ako A = BX, kde
xi,jv { < j?
(X)iy =41, i=j
0, 1> 7.

Matica X je zjavne horna trojuholnikova. Stipce matice B st ortogonélne; ak chceme dosiah-
nut ortonormalne stlpce, zapiSme

A = Bdiag(1/[[b], ..., 1/[[ba]]) - diag([[ba], . .., [[bn][)X.
Potom Q = Bdiag(1/|/by]|,...,1/[|bs||) je ortogonalna a R = diag(||b:]],...,||b.])X je
horné trojuholnikova. O]

Dosledok 4.34 (Uzky QR rozklad matice). Nech A € R™*" kde m > n, ma hodnost n.
Potom existuje matica Q € R"™*™ s ortonormélnymi stlpcami a regularna horna trojuholnikova
matica R € R™" ze plati A = QR.

Dékaz. Zapisme si matice z vety 4.33 ako Q = (Q1,Q2) a
_ (R
R (k)

kde Q; € R™" a R; € R™". KedZe Q je ortogonalna, tak Q; aj Qs maju ortonormélne
stlpce. KedZe R je horna trojuholnikova, tak R, je horna trojuholnikova a Ry = 0. Potom

A=QR= (Qh Q2) (I({)l) = QR

a Q1,R; st hladané matice. Matica R; je regularna, lebo na jej diagonéale st podla dokazu
vety 4.33 nenulové disla. O
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Poznamka 4.35. KedZe ortogonéalne matice reprezentuju rotécie a reflexie (preklopenia okolo
nadrovin), st kli¢ovym nastrojom v mnohych metédach analyzy dat, napr. v metéde hlav-
nych komponentov, faktorovej analyze, kanonickych korelacidch a spektralnom zhlukovani.
Na obrézku 4.2 je znazornen4 rotacia pozorovani v R? o w/3 (&iZe o 60°) v smere hodinovych
ruciciek.

S ortogonalnymi maticami sa velmi dobre pracuje (vid poznamka 4.28 a lema 4.31), preto
st pouzivané aj pri numerickych vypoctoch, ktoré softvér vykonava pri aplikicii roznych me-
tod; najma prostrednictvom QR rozkladu. Napriklad v linedrnej regresii sa riesi tzv. problém
najmensich Stvorcov (s ktorym sa stretneme v kapitole 7), pricom pri numerickom rieSeni
tohto problému sa bezne pouzivaju ortogonalne matice.

X2

Obr. 4.2: Rotacia dat o 60°okolo 0, v smere hodinovych rudiciek. Povodné data st znézornené
vyplnenymi krizkami, transformované data st Stvorce.

4.4.1 Helmertova matica

Definicia 4.36 (Helmertova matica). Helmertovou maticou nazyvame maticu H € R"*",
ktora je v tvare

Cl(ﬂfl, e ,Z’n)
2

62(1'1, —2—1,0, ce ,0)

2

243
03(1‘1,332,— 1 2,0,...,0)

3

20 .24 .2
Tit+r5+x3
THTATE ()., 0)

C4<l‘1,x2,$3,— 4

eitadt. 4ap )

Cn(xlax%"wxn—h_ Tn
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pre nejaké x € R", ktorého kazda zlozka je nenulova, pricom cq, ..., ¢, st konstanty zvolené
tak, aby riadky matice H mali normu 1:
1 1 1
=y G=—FT—— = )
x| 2 o} 2 g2 (@Fted)?

Lema 4.37 (Ortogonalnost Helmertovej matice). Kazda Helmertova matica je ortogonélna.

Doékaz. Ortogonalnost riadkov Helmertovej matice sa da nahliadnut z jej konstrukcie. Ich
ortonormalnost je zaru¢ena normaliza¢nymi konStantami c;. O]

Priklad 4.38. Néajdime ortogonalnu maticu, ktorej prvy riadok je nasobkom vektora (1,2, 3).
Mozeme skonstruovat prislusni Helmertovu maticu H, kde x = (1,2, 3)7:

01(17 27 3)
H= 62(1,—%,0) s
63(17 2a _1%1)
pricom

1 1 1 2 1 3
= C2:—:—7 Ca = = .

c] = ,
T Vitd+9 Vi 1+1/4 5 0 J1+4+25/9 V70

1 2 3
Vi via via
2 1
H=|2% - 0
3 6  __5
VG V@ Vo

je ortogonalna matica spliajiica zadant podmienku. Skonstruujte Helmertovu maticu typu
4 x 4 pre x = (1,2,3,4)T.

Poznamka 4.39. Helmertova matica ndm umoziuje najst ortonormalnu bazu vektorového
podpriestoru kolmého na zvoleny vektor x. Speciédne pre x = 1,, sa vektorové podpriestory
kolmé na x ¢asto pouzivaji v niektorych Statistickych metoédach, kedZe vektor samych jed-
notiek v nich hra prirodzene vynimoc¢nu rolu.

4.4.2 Permutac¢né matice

Definicia 4.40 (Permutécia). Permutdcia o mnoziny {1,...,n} je bijekcia medzi {1,...,n}
a{l,...,n}.

Definicia 4.41 (Permuta¢na matica). Matica P € R"*" sa nazyva permutac¢na, ak vznikne
permutovanim riadkov (alebo stlpcov) matice identity I,,. Formélne, o(i)-ty riadok matice P
je rovny vektoru e; (¢o je i-ty riadok matice I,,), pre nejakt permutaciu o mnoziny {1, ...,n}.

Priklad 4.42. Permutac¢nou maticou je napriklad I,, ale aj
000

P1: ) P2:

o O O =
_ o O
O = O
O O =

0
0
1

O O =

0
1
0
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Je matica

e,

w

Il
o O O
—_—_ o
[ Rl R

permutacnou maticou?

Poznamka 4.43. Lahko sa d4 nahliadnut, Ze pre permutac¢né matice plati:
(i) Pre n € N existuje n! roznych permutacnych matic typu n x n.
(ii) Kazda permuta¢na matica je ortogonalna.

(iii) P je permutacna matica prave vtedy, ked mé v kazdom riadku aj v kazdom stlpci prave
jednu jednotku a jej ostatné prvky s nuly.

(iv) Ak A € R™™ a P € R™" je permutacna matica, tak AP je matica A so spermutova-
nymi stlpcami.

(v) Ak A € R™™ a P € R™" je permuta¢néd matica, tak PA je matica A so spermutova-
nymi riadkami.

(vi) Sucin permuta¢nych matic je permuta¢néa matica.

4.5 Ulohy na precvicenie

Uloha 4.1. Ukazte, ze mnozina vietkych rieseni konzistentného systému je afinna. Zdévod-
nite teda, ze ak AX = B je konzistentny systém, Xy,..., X} st rieSenia tohto systému a
ag,...,q € R spliaja Zle a; = 1, tak aj Zle a; X; je rieSenim systému AX = B.

Uloha 4.2. Nech A = al,, + bJ,, ., a,b € R, je tiplne symetricka matica (pozri priklad 2.4).
Ukézte, ze ak a # 0, b # —a/n, potom inverzia matice A je tiez iplne symetrickd matica.

Uloha 4.3. Dokazte tvrdenie: Nech A € R™™ D € R™ " st regularne matice a nech
B € R™" a C € R™™ su také matice, ze D! + CA™'B je tiez regularna. Potom je aj
matica A + BDC regularna a plati

(A+BDC) ' =A"! ~A"'B(D"! + CA"'B)"'CA"". (4.1)
Rovnost (4.1) sa nazyva Woodburyho formula.

Uloha 4.4. Presvedéte sa, ze horna trojuholnikova matica je regularna prave vtedy, ked st
vSetky jej diagonélne prvky nenulové. Na zvolenej hornej trojuholnikovej matici typu 4 x 4
so vSetkymi diagonalnymi a nad-diagonalnymi prvkami nenulovymi demonstrujte, ze inverzia
regularnej hornej trojuholnikovej matice je horna trojuholnikova matica.

Uloha 4.5. Nech A € R™ " je regularna matica, nech G € R™ " a nech p je prirodzené ¢&islo.
Ukézte, ze nasledovné dva vyroky st ekvivalentné: a) Pre kazdid maticu B € R™*P ma rovnica

AX = B riefenie X = GB; b) G = A,
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Uloha 4.6. Nech

1 0011
01011
A=|001 11
11130
1110 3

Pomocou vety 4.26 o inverzii blokovej matice alebo pomocou blokovej eliminacie ukazte, ze
A je regularna matica a najdite AL

Uloha 4.7. Co hovoria tvrdenia z podkapitoly 4.3 ak T, U, V, W, Q € R, teda ak jednotlivé
bloky st iba realne ¢isla? Interpretujte pomocou znameho vzorca pre determinant 2 x 2 matice.

Uloha 4.8. Pre kazdé 6 € R definujme maticu

oo - (_nle) )

Zdovodnite algebraicky aj geometricky tvrdenie: U(a)U(f) = U(a + ) pre kazdé «, 5 € R.

Uloha 4.9. Opiste mnozinu vietkych ortogonalnych hornych trojuholnikovych matic typu
m X m.

Uloha 4.10. Najdite nejaku ortogonalnu maticu typu 3 x 3, ktorej prvy riadok je (%, %, \%)
Uloha 4.11. Najdite ortogonalnu maticu typu 4 x 4, ktorej prvy riadok je (\/Lg, 0, \/ig, —\/Lg)
Uloha 4.12. Skonstruujte Helmertovu maticu typu n x n, ktorej prvy riadok je 17

Uloha 4.13. Nech U € R™". Dokézte, 7e ak |Ux|| = ||x|| pre kazdé x € R", tak U je
ortogonalna. Pomdcka: mozete pouzit lemu 3.27.

Uloha 4.14. Nech Py, P, € R™ ™ sti permutacné matice a nech A € R™ ™ je regularna
matica. Ukazte, Ze potom P; AP, je regularna matica a plati (P1AP,)~! = PTAIPT.

Uloha 4.15. Kol'ko obsahuje priestor R™*™ roznych permutaénych matic? Ak je m prvoéislo,
kolko je permutac¢nych matic P splhajiacich P™ =1,,7

Uloha* 4.16. Kol'ko obsahuje priestor R™*™ permutaénych matic P spliajiucich P? = 1,,,?
(Ak tdlohu neviete vyriesit pre v8eobecné m, vyrieste ju aspon pre m = 2, 3,4.)
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Kapitola 5

Priestor matic a jeho geometria

5.1 Priestor matic

Veta 5.1 (O priestore R™*"). Mnozina R™*" v8etkych matic typu m X n spolu so s¢itanim
a nasobenim skaldrom tvori vektorovy priestor.

Dékaz. Pozadované vlastnosti vyplyvaju z vety 2.10; nulova matica (nulovy prvok vektorového
priestoru) je 0,,x, & opa¢na matica (opa¢ny prvok) ku matici A je —A = (—1) - A. O

Poznamka 5.2 (Zakladné pojmy pre vektorovy priestor matic). KedZe priestor vsetkych
matic typu m X n je vektorovy priestor, moézeme pouzivat terminologiu zavedenu v kapitole
1. Menovite plati:

1. Podmnozina V' C R™*" je linearny podpriestor, ak samotné V' je vektorovy priestor.
Navy8e, V je linearny podpriestor priestoru R™*™ vtedy a len vtedy, ked pre kazdé
A/ BeVacy,ceRplati c;A+cBeV.

2. Vektorovy obal matic Ay, ..., Ay € R™*" je mnozina
span(Aq,..., Ar) ={A e R™" | A = 1A + ... + Ay, pre nejaké ¢y, ..., ¢ € R}

a je to zaroven najmensi linedrny podpriestor generovany tymito maticami.

3. Matice A4, ..., A, € R™*" nazyvame linedrne nezdvislé, ak rovnost ciA1+...+c Ay =
O,nxn PTe C1, ..., € R implikuje ¢; = ... = ¢, = 0.

4. Matice Aq,..., A € R™" tvoria bdzu podpriestoru V' C R™*"™ ak st nezavislé a
V =span(Ay,...,Ay). Pocet prvkov bazy nazyvame dimenziou V.

Priklad 5.3. Ukazte, ze mnozina 8" vSetkych symetrickych matic typu n x n tvori linedrny
podpriestor v R™*™,

Priklad 5.4. Bazou priestoru R?*? st napriklad matice

o) @) (o) (3)
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Bazou podpriestoru 82 vietkych symetrickych matic typu 2 x 2 st napriklad matice

o) (o) (1Y)

Takze dim(R?*?) = 4 a dim(8?) = 3. Akt ma vo vSeobecnosti dimenziu priestor R™*" a aki
dimenziu mé 8§"7

Veta 5.5 (Operator vec ako linedrny izomorfizmus). Operator vec je linearny izomorfizmus
medzi R™*™ a R™", teda priestor matic typu m X n je linedrne izomorfny s priestorom mn-
rozmernych vektorov.

Dékaz. Vdaka vlastnostiam (i) a (ii) z vety 2.46 je vec linearne zobrazenie (pozri defi-
niciu 1.53). Na dokaz surjektivnosti uvazme x € R™ a zapiSme ho v blokovom zapise
x = (xI,...,x))T kde x; € R™ pre i = 1,...,n. Potom vec((xy,...,%,)) = x. Toto zo-
brazenie je injektivne, lebo ak vec(A) = vec(B), tak zjavne (A);; = (B);; pre kazdé i,j. [

Priklad 5.6. Zobrazme priestor matic R?*? pomocou operatoru vec ako priestor vektorov
R*, teda maticu
T I3
(= %)

vyjadrime ako vektor x = (xq, x5, 23, 74)". MnoZinu symetrickych matic 82 potom vieme vy-
jadrit ako podpriestor priestoru R*, uréeny linedrnou rovnostou x3 = x5 (¢ize ako nadrovinu).

Ak uvazime iba matice s fixnym prvkom z4 = 0, tak priestor R**? vieme zakreslit ako
R3, a 8% moZzeme zobrazit ako rovinu v tomto priestore uréenti rovnicou z3 = z, ako modZzeme
vidiet na obrazku 5.1. Priestor 82 teda vieme vyjadrit ako nadrovinu v R*, ktora v priestore
uré¢enom prvymi troma suradnicami mé tvar ako na obrazku 5.1, pricom okrem lubovolnej
hodnoty z; mézu jej body nadobudat aj Tubovolnu hodnotu z4. Kde by sa na obrazku 5.1
vyskytovala matica

G

Obr. 5.1: Znazornenie matic z R?*? s nulovou hodnotou na pozicii (2, 2) ako R?® a zakreslenie
symetrickych matic 82 (s tou istou fixovanou hodnotou) ako roviny v tomto priestore.
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Veta 5.7 (Operator vech ako linedrny izomorfizmus). Operétor vech je linearny izomorfizmus
medzi 8" a R™**t1D/2 teda priestor symetrickych matic typu n x n je linedrne izomorfny s
priestorom n(n + 1)/2-rozmernych vektorov.

Dékaz. 7 lemy 2.50 vyplyva, ze vech je linedrne zobrazenie. Zaroven je injektivne, lebo ak A,
B st symetrické matice a vech(A) = vech(B), tak (A);; = (B);; pre ¢ > j a zo symetrickosti
potom vyplyva aj (A);; = (B);; pre i < j. Na dokaz surjektivnosti uvazme x € Rn(n+1)/2

a zapfsme ho v blokovom zapise x = (x7,...,x2)7, kde x; € R",x, € R""! ... x, € R.
Potom, ak A € 8" ma v dolnom trojuholniku prvky xi,...,x,, tak x = vech(A). H

5.2 Stopa matice
Definicia 5.8 (Stopa matice). Stopa $tvorcovej matice A € R™*" je sucet jej diagonalnych
prvkov, znac¢ime ju tr(A) = Y"1 (A);.

Poznamka 5.9. Znacenie tr(A) vychadza z anglického trace. V slovenskej literatire sa mo-
zeme stretnut aj so znafenim st(A) od slova “stopa’”.

Veta 5.10 (Zakladné vlastnosti stopy). Nech A, B € R™™ a ¢ € R. Potom tr(cA) = c-tr(A)
atr(A+B) = tr(A) +tr(B), ¢ize zobrazenie tr : R"*" — R, ktoré¢ priraduje tvorcovej matici
jej stopu, je linearne.

Dokaz. Dokaz nechdvame na citatela. O
Poznamka 5.11. Pre kazdu A € R™" plati tr(A) = tr(AT).

Veta 5.12 (O vymene poradia nasobenia v stope). Nech A € R™" B € R™™. Potom
tr(AB) = tr(BA).

Dékaz. Pocitajme

tr(AB) =) (AB); = > ) (A);(B)ji =) > (B);i(A); = tr(BA).
i=1 i=1 j=1 =1 i=1
O
Poznamka 5.13. Specidlne pre x € R dostavame tr(xx?) = tr(x7x) = xTx = ||x||.

Poznamka 5.14. Pre sii¢in viacerych matic plati, Zze poradie nasobenia mozeme menit “cyk-
licky” (ak sedia rozmery), ale nie I'ubovolne. Teda napriklad pre A,;B,C € R™ ™ plati
tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB), ale vo vSeobecnosti neplati tr(ABC) = tr(CBA).
Doésledok 5.15. Nech A € R™" B € R™™. Potom tr(AB) = tr(BA) = tr(BTAT) =
tr(ATBT).

Lema 5.16 (Kladna definitnost stopy). Nech A € R™*". Potom tr(ATA) > 0. Navyse
A = 0,,x, prave vtedy, ked tr(ATA) = 0.

Dokaz. Kedze tr(ATA) =370 37" (A)7;, tak tr(ATA) > 0. Nech

n m

0=tr(ATA)=> ") (A},

j=1 i=1

Z toho vyplyva, ze (A);; = 0 pre kazdé ¢ a j, ¢ize A = 0. Dokaz opacnej implikacie je
trivialny. [
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5.3 Geometria priestoru matic

5.3.1 Skalarny sic¢in a norma

Veta 5.17 (O skalarnom sucine v priestore matic). Zobrazenie (, ) : R™*™ x R™*" — R
definované ako (A,B) = tr(ATB) pre kazdé¢ A,B € R™*" predstavuje skalarny sucin na
Ran.

Doékaz. Overme vlastnosti skalarneho suc¢inu podla definicie 1.29. Symetrickost vyplyva z
dosledku 5.15. Druha a tretia vlastnost vyplyvaju z vety 5.10 a posledna vlastnost plati
podla lemy 5.16. n

Désledok 5.18. Nech A € R™". Potom ||A| = (tr(ATA))? je norma na R™ " a uhol
medzi nenulovymi maticami A a B je a € [0, 7], kde

tr(ATB) (A, B)
cos(a) = —7; e = :
tr'/2(ATA) - r'2(BTB)  [|A]l-[B]
Poznamka 5.19. Skalarny sicin (A, B) = tr(A7B) na R™*" sa vzhladom na poznamku
5.11 a vetu 5.12 da vyjadrit aj ako (A, B) = tr(BTA) = tr(BAT) = tr(AB”).
Priklad 5.20. Overte, ze tr(A"B) = 377", 37" (A); ;(B);; pre kazdé A,B € R™". Teda
tr(ATB) je stcet vietkych zloziek matice A ® B, kde ® zna¢f Hadamardov sicin.

Poznamka 5.21. Dalej budeme v priestore R™*" vidy uvazovaf skalarny sucin (A, B) =
tr(A"B) a prislusni normu [|[A| = (tr(ATA)V2 = (37, 577 (A)7)V/?. Této maticova
norma sa nazyva tiez Frobeniova norma a niekedy sa preto znaéi || . || .
Poznamka 5.22. Podla prikladu 5.20 skalarny stcin (A, B) = tr(ATB) zodpoveda beznému
skaldrnemu st¢inu (x,y) = x’y na priestore R™". Presnejsie, tr(ATB) = vec(A)Tvec(B), ¢ize
(A,B) = (vec(A),vec(B)). Podobne teda maticovd norma zodpoveda beznej euklidovske;
norme na R™: ||A|| = |[vec(A)]|, a uhol medzi dvoma maticami A a B je rovny uhlu medzi
vec(A) a vec(B).
Veta 5.23 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost pre matice). Nech A;B € R™*". Potom plati
tr?(ATB) < tr(ATA)tr(BTB). Navyse rovnost nastava prave vtedy, ked B = 0,,x, alebo
A = ¢B pre nejaké ¢ € R.
Dokaz. Veta plati podla vSeobecnejsej vety 1.34, dokdzme ju ale priamo. Ak B = 0, tak
nerovnost zjavne plati v tvare 0 < 0. MoZeme predpokladat B # 0, a teda ||B|| > 0. Pre
kazdé z,y € R plati

0 < tr((zA — yB)'(zA — yB)) = tr(z*ATA — 2yA"B — zyB"A + *B'B)

0.1
= 2%tr(ATA) — 2zytr(ATB) + y*tr(B'B). (5:1)

Specialne mozeme polozit = = tr'/2(BTB) a kedZe predpokladame ||B|| > 0, moZeme tieZ
polozit y = tr(ATB)/tr'/?(B"B). Dostavame tak
0 < tr(ATA)tr(B"B) — 2tr?(A"B) + tr’(A'B),
a teda tr*(ATB) < tr(ATA)tr(B”B).
Ak A = ¢B, tak zjavne nastava rovnost. Naopak, aby nastala rovnost v Cauchyho-
Schwarzovej nerovnosti, musi nastat aj v nerovnosti (5.1) pre x,y zvolené vyssie. Potom z

lemy 5.16 vyplyva, ze tA — yB = 0. KedZze ||B|| > 0, tak z > 0. Preto rovnost zA —yB =0
mozeme zapisat ako A = (y/x)B. O
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5.3.2 Ortogonalnost

Poznamka 5.24. Kedze (A, B) = tr(ATB) tvori skalarny st¢in na vektorovom priestore
R™ ™ tak mozeme pouzivat terminologiu tykajucu sa vektorovych priestorov so skalarnym si-

¢inom. Specialne, mnozina matic {A4,..., Ay} € R™*" sa nazyva ortogondlna, ak (A;, A;) =
0 pre kazdé i # j. Ak navySe ||A;|| =1 pre i = 1,..., k, tak tato mnoZina sa nazyva ortonor-
mdlna.

Lema 5.25 (Ortogonalnost a nezavislost matic). Nech mnozina matic {Aq,..., Ax} C R™*"
je ortogonalna a nech A; # 0,,«x, pre kazdé ¢ = 1,... k. Potom A;,..., A, st linearne
nezavislé.

Doékaz. Nech 1Ay + ...+ 2 Ar = 0 pre z1,..., 2, € R. Potom (1A + ...+ Ak, A;)) =0
pre i =1,...,k, ¢ize x1(A1, A;) + ... + 2 (Ag, A;) = 0, Cize Specidlne z;(A;, A;) = 0. KedZze
A; #0, tak (A;, A;) #0, a teda x; = 0. Dostavame z; = ... = x; = 0. O

Poznamka 5.26. Lema 5.25 je Specialnym pripadom vety 1.40.

Veta 5.27 (Gramova-Schmidtova ortogonalizacia matic). Nech Aq,..., Ax € R™*" je mno-
zina linearne nezavislych matic. Definujme By, ..., By nasledovne:
Bl = Al)

By = A, — $1,2Bb
Bs; = Az — $2,3B2 - 331,3B1,

k-1
B, = A, — g z; 1By,
=1

kde z; ; = (A;,B;)/(B;, B;), pre kazdé i, j. Potom By, ..., By tvoria ortogonalnu bazu pod-
priestoru span(Ay, ..., Ay). Navyse Cy,...,Cy, kde C; = B;/||B;|| pre i = 1,...,k, tvoria
ortonormalnu bazu tohto podpriestoru.

Doékaz. Veta je dosledkom vety 1.42 O

Veta 5.28 (O ortonormalnej baze). Kazdy linearny podpriestor priestoru R”*™ m4 ortonor-
mélnu bazu.

Dékaz. Kazdy linedrny podpriestor mé bézu Ay, ..., A, a ti mdézeme pomocou Gramovej-
Schmidtovej ortogonalizacie transformovat na ortonormalnu bazu Cy,..., C,. Veta je tiez
Specialnym pripadom doésledku 1.44. O
Veta 5.29 (O stradniciach vzhladom na ortonorméalnu bazu). Nech A4,..., Ay tvoria orto-

normalnu bazu linedrneho podpriestoru V' C R™*". Potom pre kazda maticu A € V' plati
A=(AADA +...+ (A ApA;.
Dokaz. Kedze A, ..., A} tvoria bazu, tak existuju xy, ..., 2, € R, 7e A = 21A1+.. .+ 1AL

Potom (A, A;) = z1(A1, A;) + ... + 2, (Ak, Ay) = 2,(A;, Ay) = 2y, kedZe (A, A;) = 0 pre
Jj#ia(A;A;) =1.Z toho vyplyva, ze z; = (A, A;), i =1,... k. ]
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5.4 Ulohy na precvicenie

Uloha 5.1. Nech Ay, ... A, € R™", Ukazte, ze existuji indexy 1 <11 < ... <14, < k také,
ze Ay, ..., A, tvoria bazu priestoru span(Aq,..., Ag).

Uloha 5.2. Presvedéte sa, ze mnozina U, vietkych hornych trojuholnikovych matic typu nxn
a mnozina £, vSetkych dolnych trojuholnikovych matic typu n X n sa linearne podpriestory
priestoru R”*". Akt maju tieto priestory dimenziu? Charakterizujte linearny priestor D,, =
U, N L,. Akt dimenziu méa priestor D,,?

Uloha 5.3. Antisymetrickou nazyvame kazda maticu A € R™", ktora spliia AT = —A.. Zdo-
vodnite, preco mnozina vsetkych antisymetrickych matic typu n xn tvori linedrny podpriestor
priestoru R™*™. Aka dimenziu mé tento linedrny podpriestor?

Uloha 5.4. Nech K(A) je mnozina vetkych n x n matic, ktoré komutuji s danou maticou
A € R™™, Ukazte, ze pre kazda A € R™ " plati: K(A) # () a K(A) je linearny podpriestor
RTLX’H‘

Uloha 5.5. Dokazte, ze ak st matice A, B, C € R™*" symetrické, tak tr(ABC) = tr(BAC).
Ukazte, ze rovnost tr(ABC) = tr(BAC) neplati pre matice A, B, C € R™™", ak matice A, B
nekomutuji a C = (AB — BA)T.

Uloha 5.6. a) Dokazte Pytagorovu vetu pre matice, ¢ize dokazte, ze ak A, B € R™ ™ su
navzajom ortogonalne nenulové matice (t.j. skalarny sicin matic A a B je 0), tak ||A|* +
IB||*> = ||A + B|>. b) Dokazte rovnobeznikovii vetu pre matice, ¢ize dokazte, Ze ak A, B €
R™ " tak 2||A|* 4+ 2||B||> = ||[A + BJ]* + ||A — B||*>. ¢) Dokazte polarizatnt rovnost pre
matice, ¢ize dokézte, ze ak A, B € R™", tak (A,B) = 1(||A + B|*> — ||A — B|?).

Uloha 5.7. Pomocou Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti dokézte trojuholnikovii nerovnost:
|A + BJ|| < |[|A]| + ||B]| pre vietky A,B € R™*" pri¢om rovnost plati len v pripade B = 0
alebo ak A = ¢B pre nejaké ¢ € R.

Uloha 5.8. Dokézte nasledovné tvrdenie: Nech A € R™*" a b € R™. Potom ||Ab|| < ||A]| -
|bl|. Pomécka: ||(ay,...,a,)"b|?> =" (alb)? pre akékolvek vektory ay, ..., a,,b € R".

Uloha 5.9. Dokazte kosinusovi vetu pre matice, ¢ize dokazte, ze ak A, B € R™*" st nenulové
matice, tak ||A — B|*> = ||A|]* + ||B|* — 2||A||||B]| cos(7), kde 7 je uhol medzi A a B.

Uloha 5.10. Nech a, b st nenulové n-rozmerné vektory. Najdite uhol medzi maticami I,,, aa”
a uhol medzi maticami aa”, bb”.

Uloha 5.11. a) Najdite nejakt ortonormélnu bazu priestoru symetrickych matic typu 2 x 2,
ktora obsahuje maticu (1,0)7(1,0). b) Najdite nejakt ortonormalnu bazu priestoru symetric-
kych matic typu 2 x 2, ktora obsahuje maticu (1/v/2)I,.
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Kapitola 6

ZovsSeobecnené inverzné matice

V roznych metodach na analyzu dat sa bezne stretavame s potrebou riesit systémy linear-
nych rovnic AX = B alebo Ax = b. Ak je matica A regularna, rieSenie Tahko vyjadrime
inverznou maticou. Ak vSak A regularna nie je (pripadne ak nie je ani $tvorcova), inverznu
maticu nemozeme pouzit. Stale vSak rieSenie konzistentného systému vieme vyjadrit maticovo
— na to slaZia zovSeobecnené inverzné matice. Aj ked systém nie je konzistentny, pomocou
zovSeobecnenych inverzii vieme vyjadrit jeho priblizné riesenie, ako uvidime v kapitole 7.

6.1 Zakladné vlastnosti

Definicia 6.1 (ZovSeobecnend inverzia). Zovseobecnenou inverznou maticou (zovSeobecne-
nou inverziou) matice A € R™*" nazyvame lubovolni maticu G € R™™, pre ktoru plati
AGA = A. Ak G je zovSeobecnena inverzia matice A, zna¢ime ju A~ a mnozinu vSetkych
zovseobecnenych inverzii matice A znacime G~ (A).

Poznamka 6.2. Matica A~ teda reprezentuje Tubovolna zov8eobecnent inverziu matice A.

Priklad 6.3. Nech

10
A-(122). e-fo
0 0

Ukazte, ze G je zovSeobecnenou inverziou matice A. Skiste najst aspon jednu zovSeobecnent
inverziu matice Jy a najdite mnozinu G~ (0,,x,)-

Veta 6.4 (Zakladné vlastnosti zovSseobecnenych inverzii). Nech A € R™*". Potom:
(i) Ak G € G (A), tak ¢ 'G € G (cA) pre ¢ # 0.

(i) Ak G € G (A), tak GT € G~ (AT).

(iii) Ak m =n a A je regularna, tak G~ (A) = {A'}.

(iv) Ak rank(A) =m, tak G € G~ (A) prave vtedy, ked G je pravou inverziou A.

(v) Ak rank(A) =n, tak G € G~ (A) prave vtedy, ked G je Tavou inverziou A.
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Dékaz. Dokazme tvrdenie (iv). Nech G € §7(A), potom AG = AGI = AGAR = AR =1,
kde R je Tubovolné prava inverzia matice A, ktoré existuje podla lemy 4.8. Rovnost AG =1
znaci, ze G je pravou inverziou A. Naopak, nech G je prava inverzia matice A. Potom
AGA = Al = A ateda G € G (A). Aj dokazy ostatnych tvrdeni si priamociare, nechdvame
ich na citatela. O

Poznamka 6.5. Neformalne sa daju tvrdenia (i) a (ii) vety 6.4 formulovat ako (cA)~ =
c A=, (A)T = (AT)~. Takyto zapis ale nie je korektny, kedZe zovieobecnend inverzia vo
vieobecnosti nie je jedind. Tvrdenie (iii) vieme neformélne zapisat ako A~ = A~! v pripade,
ze A je regularna.

Veta 6.6 (O vyjadreni zovieobecnenej inverzie pomocou BT rozkladu). Nech 0 # A € R™*"
mé hodnost rank(A) = r a nech A = BT, kde B € R™*", T € R"™*" a rank(B) = rank(T) =
r. Nech L € R™™ je lava inverzia matice B a R € R™" je prava inverzia matice T. Potom
RL € G (A).

Dékaz. Overme definiciu zovSeobecnenej inverzie: A(RL)A = BTRLBT =BIIT =A. O
Poznamka 6.7. Rozklad A = BT vo vete 6.6 vzdy existuje podla vety 3.11.

Dosledok 6.8 (Existencia zovSeobecnenej inverzie). Pre kazdia A € R™*" existuje aspon
jedna zovSeobecnena inverzia A~.

Veta 6.9 (Mnozina zovseobecnenych inverzii je afinnd). Nech A € R™*". Potom G~ (A) je
afinna, ¢ize ak aq, ..., si realne Cisla, ktorych sicet je 1, a Gq,..., Gy st zovSseobecnené
inverzie matice A, tak aj matica Z@'=1 a;G; je zovSeobecnenou inverziou matice A.

A A~ . . o «. . . “ .. . k
Dokaz. Dokaz je priamociary, staci overit definiciu zovSeobecnenej inverzie pre )., Gy,
detaily nechédvame na citatela. O

Veta 6.10 (Symetrickd zovSeobecnend inverzia symetrickej matice). Nech A € R™" je sy-
metrickd. Potom existuje symetrickd G* € G~ (A).

Dokaz. Nech G je zovSeobecnend inverzia A, teda AGA = A. Kedze A je symetricka, tak
transponovanim tejto rovnice dostaneme AGTA = A. Polozme G* = (G + GT)/2. Potom
AG*A =271 (AGA + AGTA) = A, ¢ize G* je zovSeobecnenou inverziou A. Zéaroven je G*
symetricka, kedze (G*);; = (Gj; + Gi;)/2 = (G");; prei=1,...,n,j=1,...,n. O

6.2 Vztah zovSeobecnenych inverzii so systémom linear-
nych rovnic

Veta 6.11 (O vyjadreni jedného rieSenia systému linearnych rovnic pomocou zovieobecne-
nej inverzie). Nech A € R™" G € R"™ a k € N. Potom nasledujice dve tvrdenia st
ekvivalentné:

(i) GB je rieenim systému AX = B (v premennej X) pre kazdd maticu B € R™* pre
ktoru je dany systém konzistentny.

(i) G € G~ (A).
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Dékaz. Nech plati (i). Zapisme A = (ay,...,a,). Nech ¢ € {1,...,n} a uvaZujme sys-
tém AX = By, kde B; = (a;,0,,,...,0,,) € R™* Tahko sa moZno presvedcit, ze X =

(€;,0,,...,0,) € R je riefenim tohto systému, a teda podla (i) je GB; tieZ rieSenim.
Takze AG(a;,0,,,...,0,,) = (a;,0,,...,0,), z ¢oho vyplyva AGa; = a;. Potom AGa; =
ai,...,AGa, = a,, o mozeme zapisat ako AGA = A, ¢ize G je zovSeobecnena inverzia
matice A.

Nech plati (ii) a nech AX = B maé nejaké rieSenie Xy. Potom AGB = AGAX, = AX,
B, a teda GB je riesenim AX = B.

o

Veta 6.12 (Vyjadrenie inkltzie stlpcovych priestorov pomocou zovseobecnenej inverzie).
Nech A € R™" B € R™** Potom

(i) ak €(B) C C(A), tak B = AA~B pre akikolvek A~ € G~ (A),

(ii) ak existuje A~ € G~(A), ktora spliia B = AA~B, potom C(B) C C(A).
Dékaz. Nech €(B) C C(A). Potom podla vety 3.4 existuje X € R"*P 7e B = AX, ateda B =
AA-AX = AA B pre akukolvek A~. Na dokaz ¢asti (ii) predpokladajme, ze B = AA™B
pre nejaki A~. Potom B = AX pre X = A™B, a teda veta 3.4 implikuje €¢(B) C C(A). O
Dosledok 6.13. Nech A € R™*". Potom pre kazdé x € R™ plati

(i) ak x € C(A), tak x = AA~x pre akikolvek A~ € G~ (A),

(ii) ak existuje A~ € G~(A), ktora spliia x = AA™x, potom x € C(A).
Doékaz. Ked vo vete 6.12 zvolime B = x, dostaneme poZadované tvrdenie. O

Dosledok 6.14. Nech A € R™*". Potom C(A) = N(I,, —AA™) pre [ubovolni A~ € G~ (A).

Dékaz. Pre Tubovolni A~ z dosledku 6.13 plynie, ze x € C(A) préave vtedy, ked (I,, —
AA7)x =0, ¢o dokazuje rovnost C(A) a N(I,, — AA™). O

Désledok 6.15 (Vyjadrenie konzistencie linedrneho systému pomocou zovseobecnenej inver-
zie). Nech A € R™*" a B € R™**. Potom systém AX = B (v premennej X) je konzistentny
prave vtedy, ked B = AA~B pre akikolvek A~ € G~ (A).

Veta 6.16 (O vztahu medzi C(A) a C(AA7)). Nech A € R™". Potom C(A) = C(AA")
pre lubovolni A~ € G~ (A).

Dokaz. 7 vety 3.4 vyplyva C(AA™) C C(A). Kedze AA~A = A, tak z tej istej vety vyplyva
aj C(A) CC(AA™). O

Dosledok 6.17. Nech A € R™". Potom rank(A) = rank(AA~) pre [ubovolna A~ €
5 (A).

Veta 6.18 (Charakterizacia vsetkych rieseni konzistentného systému linedrnych rovnic). Nech
A ¢ R™" B € R™**. Matica X* € R™** je rieSenim konzistentného systému AX = B vtedy
a len vtedy, ked existuji A~ € G7(A) a’Y € R™F také, 7e X* = A"B + (I, — A~A)Y.
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Dékaz. Nech AX* = B. Potom X* mdZzeme zapisat ako X* = X*— A~ (AX*-—B)=A"B+
(I— A~ A)X* pre l'ubovolni A~. Naopak, nech existujt A~ a’Y € R™* Ze X* = A"B+(I—
A"A)Y. Potom AX*=AA " B+A(I-A"A)Y=A"AB+ (A—-A)Y = AAB. KedZe
systém je konzistentny, tak existuje X, € R™* 7ze AX, = B, ¢ize AA"B = AA~AX, =
AX, =B, a teda AX* = B. O

Doésledok 6.19. Ak A € R™" tak X* je rieSenim AX = 0,,x; prave vtedy, ked existuju
A~ € G (A)aY € R také, ze X* = (I, — A"A)Y.

Dosledok 6.20. Ak A je regularna, tak X* je rieSenim AX = B vtedy a len vtedy, ked
X* = A7'B.

Priklad 6.21. Skiste sformulovat a dokézat tvrdenie podobné dosledku 6.20 pre maticu A
s plnou stlpcovou hodnostou.

6.3 Vyjadrenie zovSseobecnenych inverzii

Veta 6.22 (Explicitné vyjadrenie vSetkych zovseobecnenych inverzii matice A). Nech A €
R™ ™ m& hodnost 0 < r < min{m,n}. Nech 1 <i; < ... <4, < m sa také indexy, ze riadky
i1, ...,% matice A st linearne nezavislé a nech 1 < j; < ... < j,. < n su také indexy, Ze
stlpce j1,...,j, matice A st linearne nezéavislé. Nech P € R™ ™ je akakolvek permutacna
matica, ktorej prvych r riadkov sa 1 x m vektory e],... el . Nech Q € R™" je akékol'vek
permutacna matica, ktorej prvych r stlpcov st e;,,...,e; € R". Nech

. (B B
B=PAQ= (B21 B22) ’

kde B;; € R™". Potom By, je regularna. Navyse plati G € G~ (A) vtedy a len vtedy, ked

G=Q (6.1)

(B;f — XBy;Bi)' — By B12Y — B B1,ZB;; Bj} X) p
Y Z

pre nejaké matice X € R™*(m=7) Y ¢ Rin=nxr 7 ¢ R(r=r)x(m=r)

Doékaz. Blok By; matice B = PAQ je regularna matica podla lemy 3.21. Potom podla lemy
4.25 plati Boy = B21B1_11B12, a preto mozeme B zapisat ako

B _
B - (B;) B (Bu Bu).
Matica H je zovSeobecnenou inverziou B préave vtedy, ked BHB = B, ¢iZze ked
B\ -1 B\ -1 _ (Bu1\ -1
(321) B; (Bu Bi2)H (le) By (Bii Bp) = B,, By (B Bi2).
Matice

(g;) a (B11 B12)
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maju podla vety 3.20 hodnost r, a teda rovnost BHB = B nastava podla vety 4.10 prave
vtedy, ked

_ B _ _

Hy; Hip
H= ,
(H21 sz)

Zapisme

kde H;; € R™*". Potom

_ B _ _ _ _ _
B111 (Bll B12) H (B;) Blll = H11 + B111B12H21 —|— H12B21B111 + B111B12H22B21B111.
Teda BHB = B nastéava vtedy a len vtedy, ked
H11 = Bil — BI11B12H21 — H12B21B;11 — B;11B12H22B21BI11. (62)

Ked7e B = PAQ a kaZd4 permuta¢na matica je ortogonélna (¢ize P~! = PT a Q71 =
Q7T), tak A = PTBQT. Potom G je zovSeobecnenou inverziou A prave vtedy, ked

P'BQ’GPTBQT = P'BQ7,

¢o je ekvivalentné s BQTGPTB = B. Cize G € §~(A) préave vtedy, ked Q"GPT € §~(B),
¢o z definicie nastéva prave vtedy, ked QT GPT = H pre nejaki zovieobecnent inverziu H
matice B. To je ekvivalentné s G = QHP. Oznac¢me si matice His = X, Hyy =Y, Hyy = Z
a dosadme tvar (6.2) do matice H. Potom G € G~ (A) prave vtedy, ked je v tvare

<B1‘11 — XBy,Bj] — Bi{'B,Y — B{{'B,ZBy; By} X) p

G=Q Y v/

¢o sme chceli dokazat. O]

Priklad 6.23. Veta 6.22 neforméalne plati aj ked » = m alebo r = n, ak matice, ktorych
niektory rozmer je nulovy, pokladdme za prazdne (neexistujuce). Sformulujte ako by tato
veta znela korektne pre r = m(< n) a pre r = n(< m).

Poznamka 6.24. épeciélne pre X =0, Y =0 a Z = 0 dostavame vo vete (.22, Ze

1
G=Q (Bél 8) p

je zovseobecnenou inverziou matice A.

Priklad 6.25. Nech

-6 2 -3 -2
A= 3 -1 2 5
-3 1 -1 3

Potom rank(A) = 2 a napriklad stlpce 1 a 4 sti nezavislé a riadky 1 a 3 st nezavislé. Maticu
B mozeme ziskat pomocou

P =

Y

oo
— oo
oo
o
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co o
—ooo
co~o
=)



Maticové algebra pre Statistiku a datovi vedu

Cize
—6 2 -3 =2 —6 -2 2 -3
B=PAQ=|-3 1 -1 31Q=1-3 3 1 -1
3 —1 2 5 3 5 —1 2
Potom

-6 -2
Bu= (—3 3)
mé plna hodnost a jej inverzia je

o= (222

Zovseobecnent inverziu G € G (A) teda vieme ziskat ako

—3/24 —2/24 0 —3/24 0 —2/24
=324 62401, [ 0 0 0
G=Q o ol o o o
0 0 0 —3/24 0 6/24

N4jdite int zovSeobecnent inverziu matice A.

Veta 6.26 (Mnozina G (A) ako posunuty vektorovy podpriestor). Nech A € R™*" ma
hodnost 7. Nech P, Q st Tubovolné permuta¢né matice z vety 6.22 a B = PAQ je v blokovom
tvare ako vo vete 6.22. Potom G~ (A) = G* + £, kde

1
G'=Q (Bél g) P

—XB,,B{ — B{BY - BB,ZBy B X
L= {Q Y v/

X e Rrx(m—r)’ Y € R(n—r)xr’ 7 c R(n—r)x(m—r)}’

)PER”X’”‘

Navyse plati, ze G* € §7(A) a £ je vektorovy podpriestor R"*™ dimenzie nm — r?,

Dékaz. Podla vety 6.22 plati G € G~ (A) prave vtedy, ked G = G* + C, pre nejaka C € L,
¢im je prva cast vety dokézana. Matica G* je zovSeobecnenou inverziou matice A podla
poznamky 6.24. Dokaz toho, ze £ je vektorovy podpriestor, nechame na ¢itatela (vid uloha

6.6). Dimenzia £ je rovné poc¢tu volnych parametrov pri zapise £, teda celkovému poctu
prvkov matic X Y a Z. Teda

dim(L) =r(m—r)+ n—r)r+n—7r)(m—7r) =nm —r’.

Poznamka 6.27. Pod zapisom §~(A) = G* + £ vo vete 6.26 rozumieme, ze
G (A) ={G € R"™ | existuje C € £ také, 7e G = G* + C}.

Spominana veta nam hovori, ze G~ (A) (¢o je podla vety 6.9 afinnd mnozina) vieme zapisat ako
vektorovy podpriestor dimenzie nm —r? v nm-rozmernom priestore R™*™ posunuty pomocou
G* tak, Ze neprechadza maticou 0,x,,. MnoZina G~ (A) teda predstavuje (nm — r?)-rozmernt
posunutt “rovinu” v R"*™. Preto §~(A) modzeme schematicky kreslit ako rovinu posunuti z
pociatku sturadnicovej sustavy (ako na obrazku 6.1b).
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Dosledok 6.28 (Pocetnost zovSeobecnenych inverzii). Nech A € R™*". Potom ak A je
Stvorcova a reguldrna, tak ma prave jednu zovSeobecnent inverziu. Inak ma A nekonecne
vela zovseobecnenych inverzii.

Veta 6.29 (Vyjadrenie vSetkych zovSeobecnenych inverzii pomocou jednej zovSeobecnene;
inverzie). Nech A € R™*™ a nech G* € G~ (A). Potom G € G~ (A) prave vtedy, ked existuje
ZeR" 76 G=G"+7Z - G*AZAG".

Dékaz. Nech G € G~ (A). Potom sa Tahko overi, ze plati G = G* + (G — G*) — G*A(G —
G*)AG*. Stadi teda polozit Z = G — G*. Naopak predpokladajme, 7e G = G* + Z —
G*AZAG* pre nejaka maticu Z € R™*™. Overme definiciu zovSeobecnenej inverzie:

AGA = AG'A + AZA — AG'AZAG'A = A + AZA - AZA =A.

Priklad 6.30. Najdime vsetky zovSeobecnené inverzie matice

1 2
A= 3 5
-4 =7

Pomocou poznamky 6.24 sa da ziskat zovSeobecnené inverzia

« (-5 20
G = ( 3 -1 0) '
Overte, ze AG*A = A. Podla vety 6.29 st vSetky zovSeobecnené inverzie G € G~ (A) dané
ako G = G*+Z — G*AZAG*. Ozna¢me

a b c
Z:<d e f)

1 0
« « (1 0\ [fa b c
camc - () ) (0

Potom

o O O

_f(a—c b—c O
S \d—f e—f 0)’

¢ize
P e « _ [—D 2 0 c c\ [(—-5+c 2+c c
G=G"+7Z GAZAG—(3 1 O>+(f ff)_<3+f 14 f f>

Teda
—5+c¢ 24c ¢
G = ,e,feRG.
(3+f 1+ f) ¢/ }
Poznamenajme, Ze ten isty predpis G~ (A) sme mohli ziskat aplikovanim vety 6.22. VSimnite
si, ze §7(A) je afinnd mnozina, ako vieme z vety 6.9. Najdite mnozinu G~ (A) aj pomocou
vety 6.22.

@)

S5 (A) = {G € R*?®
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6.4 Mooreova-Penroseova pseudoinverzia

Definicia 6.31 (Mooreova-Penroseova pseudoinverzia). Nech A € R™*". Potom maticu
AT € R™™ ktora splia vlastnosti

1. AATA = A (A" je zovSeobecnenou inverziou A),
2. ATAAT = A™ (A je zovieobecnenou inverziou A™),
3. (AAT)T = AAT (AAT je symetrickd),
4. (ATA)T = ATA (AT A je symetrickd),
nazyvame Mooreova-Penroseova pseudoinverzia matice A.

Poznamka 6.32. Niekedy sa Mooreova-Penroseova pseudoinverzia nazyva skratene iba ako
pseudoinverzia.

Veta 6.33 (Existencia a jedine¢nost pseudoinverzie). Nech A € R™*". Potom existuje jedina
Mooreova-Penroseova pseudoinverzia A*. Ak A = 0,,x,,, tak AT = 0,,5,,. Ak 7 = rank(A) >
0, nech A = BT, kde B € R™*", T € R™" a rank(B) = rank(T) = r. Potom BTAT7” je
regularna a At = TT(BTATT)'B”.

Dokaz. Pre A = 0,4, su vlastnosti 1-4 z definicie 6.31 zjavne splnené pre At = 0,x,,.
Navyse, 2. vlastnost je splnen4 iba pre AT = 0, lebo l'ava strana tejto rovnosti je pre A =0
vzdy nulova. Nech A # 0, potom existuje rozklad A = BT podla vety 3.11. VSimnime si, Ze
BB a TT7 st r x r matice hodnosti r (na zaklade dosledku 3.35), ¢ize st regularne. Potom
hodnost r x r matice BPAT? = BTBTT? je podla vety 4.18 rovna hodnosti matice BTB,
¢o je r. Teda BT AT je regularna. Polozme G* = TT(BTATT)'B? = TT(B’BTT?)'B”.
Kedze TTT a B’ B st regularne, tak G* mozeme zapisat ako G* = T7(TT?)~1(B"B)'B”.
Potom
AG*A = BTTY(TT")"Y(B"B)"'B'BT =BT =A

a
G*AG* = T(TT")"Y(B"B)"'B'BTT"(TT?) '(B'B) 'B”
=T7(TT")"YB"B) 'B’ = G*.
Navyse
AG* =BTTY(TT")'(B'B) 'B’ = B(B'B) 'B”
a

G*A =TH(TT")'(B'B)'B"BT = T"(TT")'T.
Podla dosledku 4.16 st matice (BTB)™! a (TTT)™! symetrické, ¢ize aj AG* a G*A st
symetrické. Teda G* spliia vlastnosti 1-4, ¢im sme dokazali existenciu A*.

Nech G je Tubovolna matica splhajtca vlastnosti 1-4. Potom G = GAG. Pred dalsimi
Upravami najprv preskimajme vyrazy GA a AG:

GA = (GA)" = (GAG*A)" = (G*A)T(GA)" = G*AGA = G*A
a podobne

AG = (AG)T = (AG*AG)” = (AG)T(AG*)T = AGAG" = AG".
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Teda
G =GAG =G'AG =G'AG" =G",

¢im je dokdzan4 jedinec¢nost matice A™. O]
Veta 6.34 (Zakladné vlastnosti pseudoinverzie). Nech A € R™*". Potom:

(i) Nech ¢ # 0. Potom (cA)" = ¢ tAT.

(i) (AT)" = (AF)T.

(iii) (AT)" =A.

(iv) Ak m =n a A je regularna, potom AT = A1

)

(v) Ak m =na A = diag(dy,...,d,), tak AT = diag(df,...,d}), kde df = 1/d; pre d; # 0
adf =0pred;=0,i=1,...,n.

(vi) Ak rank(A) =m, tak AT = AT(AAT)"L,
(vii) Ak rank(A) =n, tak AT = (ATA)"'AT.

Dokaz. Dokazy (i)-(v) st priamodiare, staci overit vlastnosti pseudoinverzie.

Pre dokaz (vi), nech rank(A) = m. Potom matica B z BT rozkladu A je regularna, a teda
podla vety 6.33 mame AT = TT(BTATT)"'BT = TT(ATT)"}(B?)"'BT = TT(ATT)"L.
Zarovenn AT(AAT)™ = TTBT(AT'B”)~! = T"BT(B?)"}(ATT)~! = TT(AT?)™!, ¢im sme
ukéazali, ze AT = AT(AAT)~!. Dokaz (vii) je analogicky. O

Lema 6.35 (Pseudoinverzia po ortogonalnej transformécii). Nech A € R™*™ a nech stlpce
matice U € RP*™ si1 ortonormalne a stlpce matice V- € R7*" st ortonormélne. Teda UTU =
I, a VIV =1,. Potom (UAVT)" = VATUT.

Dokaz. Overme defini¢né vlastnosti pseudoinverzie:

1. UAVT(VATUT)UAVT = UAATAVT = UAVT,

3. (UAVT(VA+UT))T = (UAATUDT = U(AAT)UT = UAVIVA+UT,

Pri oboch odvodeniach sme vyuzili prislusné vlastnosti (1., 3.) pseudoinverzie. Zvysné dve
vlastnosti maja analogické dokazy. O

Lema 6.36 (Pseudoinverzia A pomocou ATA). Nech A € R™". Potom matica (ATA)TAT
je pseudoinverziou matice A.

Doékaz. Oznacme G = (ATA)TAT. Overime, Ze G spliia defini¢né vlastnosti pseudoinverzie.

1. AGA = A(ATA)TATA. Kedze C(AT) = C(ATA) (dosledok 3.35), tak podla zaklad-
nej vety o inklazii stipcovych priestorov existuje matica Z, ze AT = AT AZ. Transponovanim
tejto rovnice ziskavame A = ZTATA a po dosadeni tak dostdvame

AGA =Z"ATAATA)"ATA =Z"ATA = A,
pricom sme vyuZili vlastnost 1 pseudoinverzie (AT A)*.
2. GAG = (ATA)TATA(ATA)TAT = (ATA)TAT = G, vywzjtc vlastnost 2 matice
(ATA)T.
3. (AG)T = (A(ATA)TAT)T = A(ATA)TAT| pricom sme pouzili vlastnost, Ze symet-
rickd matica AT A ma symetrickt pseudoinverziu (dosledok vety 6.34(ii)).

4. (GA)T = (ATA)TATA)T = (ATA)TAT A priamo z vlastnosti 4 matice (ATA)*. O
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Poznamka 6.37. Upozornime, Ze vyraz (ATA)~ AT zavisi na volbe (AT A)~, na rozdiel od
vyrazu A(ATA)~ AT, ktory na volbe zovSeobecnenej inverzie nezavisi. Matica (ATA)~AT
pre Tubovolnt (AT A)~ teda nemusi byt pseudoinverziou matice A.

Veta 6.38 (Riesenie systému rovnic s najmensou normou pomocou pseudoinverzie). Nech
AX = B je konzistentny systém rovnic v premennej X € R™** kde A € R™*" a B € R™*k,
Potom X, = A*B je rieSenie tohto systému, a pre kazdé rieSenie X* systému AX = B plati
|X*|| > [|X+]|. Teda ATB minimalizuje Frobeniovu normu || X|| na mnoZine vsetkych rieeni
systému AX = B.

Doékaz. Nech X € R™F je riesenim systému AX = B. Kedze A+ je zovieobecnenou inverziou
A (vlastnost 1.), tak podla vety 6.11 je ATB riesenim AX = B. Z vety 6.18 plynie, Ze
akékol'vek riesenie systému AX = B moZno vyjadrit v tvare X = ATB + (I — ATA)Y pre
nejaké Y € R™**. Z toho vyplyva, Ze
IX[I?=tr((Y'T— (ATA)") + BTAN)T)(ATB + (I- ATA)Y))
= [|ATB|” + [T - ATA) Y| + 2tr(BT(AT)(I—- ATA)Y).
Navyge, (ATA)2 = ATAATA = ATA (porovnajte s vetou 7.5 z nasledujicej kapitoly).
Vyuzijic B = AX a (ATA)T = ATA, ziskavame
BYANHTI-ATA)Y =XTATANHTIT-ATA)Y =XT(ATA)T(I-ATA)Y
=XTATAI-ATA)Y = XT(ATA — (ATA)?)Y
= XT(ATA — ATA)Y = 0ps.
Teda [|X|* = A*B|* + [|(I - ATA)Y[* > [ATBJ*. O

Dosledok 6.39. Pre k = 1 vo vete 6.38 dostavame, 7e x* = A'b je rieSenie s najmensou
euklidovskou normou konzistentného systému Ax = b.

Veta 6.40 (Zoveobecnena inverzia s najmensou normou pomocou pseudoinverzie). Nech A €
R™*™ Potom ||[A~|| > ||AT|| pre kazdu zovSeobecnent inverziu A~ matice A. Pseudoinverzia
AT je teda pre A zovSeobecnenou inverziou s najmensou Frobeniovou normou.

Doékaz. Nech G je zovieobecnenou inverziou matice A. Podla vety 6.29 vieme G vyjadrit ako

G=A"T+7Z—-ATAZAAT. Potom
IG|? = tr(G"G) = tr<((A+)T 4 (Z - ATAZAANT)(AT +Z — A*AZAA*))
— |AT|? + |Z — A*AZAAT|? + 2tr((Z — ATAZAA)TAY).

Zaroven plati

tr((Z — ATAZAATN)TAY) = tr(ZTAT) — tr((AAT)TZT(ATA)TAT)
=tr(ZTA"T) —tr(AATZTATAATY)
=tr(Z"A"T) — tr(AATZTAT)
=tr(ZTAT) — tr(Z"ATAAT)

=tr(Z"A"T) — tr(ZTAT) = 0,

pricom sme vyuzili vlastnosti 2, 3 a 4 Mooreovej-Penroseovej pseudoinverzie a vetu 5.12. Z

toho vyplyva |G|]*> = ||AT||> + [|Z — ATAZAAT|? > ||[AT]> O
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Na obrazku 6.1a je symbolicky znazornené, ze X, = A*™B mé4 najmensiu normu spomedzi
vSetkych rieseni konzistentného systému AX = B. Podobne obrazok 6.1b reprezentuje to, ze
A" méa najmensiu normu spomedzi vSetkych zov§eobecnenych inverzii A~.

M G~ (A)

Onxk Onxm

(a) X; = ATB m4 najmensiu normu v afin- (b) AT m4 najmensiu normu v afinnej mno-
nej mnozine M = {X | AX = B}. zine G~ (A).

Obr. 6.1: Mooreova-Penroseova pseudoinverzia minimalizujica normu.

6.5 Ulohy na precvicenie

Uloha 6.1. Nech A € R™" je antisymetrickd matica (t.j. splia AT = —A). Ukaite, Ze
potom ak G € G7(A), tak aj —GT € G7(A). Na zéaklade tohto tvrdenia dokiZte, Ze pre
kazdu antisymetrickti maticu existuje jej antisymetricka zovseobecnena inverzia.

Uloha 6.2. Nech 0 # A € R™", rank(A) = 7 a nech B € R™", T € R™" st také matice,
7e A = BT. Nech R € R™" je pravé inverzia matice T. Zdovodnite, preco je BT B regularna
matica. Ukazte, ze R(BTB)™'R” je zovieobecnend inverzia matice ATA.

Uloha 6.3. Nech A € R™*" B € R"™*? a nech existuje matica H € R"*"™ taka, z¢ AHB = B.
Dokazte, ze potom AGB = B pre akikolvek zovSeobecnent inverziu G matice A.

Uloha 6.4. Najdite aspon dve rézne zovseobecnené inverzie matice

3 2 6

-1 5 -2

A= 4 3 8
0 1 O

-2 -1 -4

Uloha 6.5. Opiste mnozinu vietkych zovieobecnenych inverzii G~(A) matice

1 1 3
A= <—1 1 1)
Uloha 6.6. Dokazte, ze mnozina £ z vety 6.26 je vektorovy podpriestor.
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Uloha 6.7. Nech A € R™™ B ¢ R?>*", C € R™*? C(C) C C(A) a C(B”) C C(AT). Potom

matica BA~C nezévisi na volbe zovSeobecnenej inverzie A~. Dokazte.

Uloha 6.8. Nech A € R™" X € R™™ Y € R™". Nech navySe X a Y st regularne a
ozna¢me B = XAY . UkaZte, Ze G je zovieobecnenou inverziou A prave vtedy, ked Y 1GX ™!
je zovSeobecnenou inverziou B.

Uloha 6.9. Nech A € R™*™ anech A~ je zoveobecnen inverzia matice A. Ukazte, Ze potom
N(A) = C(I,—A~A). Navod: Vsimnite si, ze ak Ax = 0,, pre x € R”, potom x = x— A~ Ax.

A (0

0,1 0,2
+ ) )
A _(0,1 0,2>'

Uloha 6.11. Dokézte vlastnosti (i), (i) z vety 6.34.

Uloha 6.10. Nech

Ukazte, ze

Uloha 6.12. Ukédzte, 7e ak A = diag(dy,ds), potom A* = diag(d],dy), kde df = 1/d; ak
di #0,ad =0akd; =0 (i = 1,2). Nasledne overte vlastnost (v) z vety 6.34.

Uloha 6.13. Ukaite, 7e ak A = diag(B, C), potom At = diag(B*, C*).
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Kapitola 7

Idempotentné matice a projektory

7.1 Idempotentné matice

Definicia 7.1 (Idempotentna matica). Stvorcovii maticu A € R™ " nazyvame idempotentnd,
ak A? = A.

Priklad 7.2. Matice 0,,x,, I, st idempotentné. Overte, ze matica J,, idempotentné nie je a
najdite konstantu ¢ # 0 taku, ze ¢J,, je idempotentna. Ukazte tiez, Ze matice

(5 -1) = Gl )

Lema 7.3 (Vlastnosti idempotentnych matic). Pre idempotentné matice plati:

su idempotentné.

(i) Jediné regularna idempotentna matica typu n x n je I,,.
(i) Ak A je idempotentna, tak aj AT a I — A st idempotentné.
(iii) Ak A je idempotentn4, tak A¥ = A pre kazdé k =1,2,3,. ..
(iv) Kazda idempotentna matica je zovSeobecnenou inverziou seba same;j.

Dokaz. Pre dokaz ¢asti (i) predpokladajme, Ze A je regularna a idempotentna. KedZze je
regularna, tak existuje A~!. Potom prenasobenim rovnice A? = A maticou A~! dostavame
A =1. Casti (ii)-(iv) sa ahko overia priamym vypoé¢tom. ]

Veta 7.4 (O vztahu medzi hodnostou a stopou idempotentnej matice). Nech A je idempo-
tentna. Potom rank(A) = tr(A).

Dékaz. Nech A € R™" je idempotentna. Ozna¢me r = rank(A). Maticu A mozeme na
zéklade vety 3.11 vyjadrit ako A = BT, kde B € R"*" a T € R"™*" a rank(B) = rank(T) =
r. Potom BTBT = A2 = A = BT = BLT a podla vety 4.10 mdme TB = I,.. Teda
tr(A) = tr(BT) = tr(TB) = tr(L,) =r. O

Lema 7.5 (O idempotentnosti AA~ a A~A). Nech A € R™". Potom AA™ aj A~ A su
idempotentné matice pre lubovolni A~ € G~ (A).
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Dékaz. Overme definiciu idempotentnej matice: (AA~7)(AA~) = (AAA)A~ = AA~. Do-
kaz pre A~ A je analogicky. O

Veta 7.6 (Charakterizacia zovSeobecnenej inverzie pomocou idempotentnej matice). Nech
A € R™™ a B € R"™™. Potom nasledujice dva vyroky su ekvivalentné:

(i) AB je idempotentna a rank(AB) = rank(A),
(i) Be G (A).

Dékaz. Nech AB je idempotentna a rank(AB) = rank(A). Z rovnosti hodnosti dostavame
dim(C(AB)) = dim(C(A)). Podla vety 3.4 vieme, ze C(AB) C C(A), a preto pouzitim vety
1.27(iii) ziskame C(AB) = C(A). Z toho opét podla vety 3.4 vyplyva A = ABX. Potom
ABA = ABABX = ABX = A, kedZe AB je idempotentna, a teda B € G~ (A).

Naopak, nech B € G~ (A). Podla lemy 7.5 je AB idempotentna a podla désledku 6.17
plati rank(AB) = rank(A). O

7.2 Projekéné matice

7.2.1 Konstrukcia projekénej matice

Poznamka 7.7. Nech V a W st linedrne podpriestory R” a nech y € R”. Pripomenme, zZe
podla definicie 1.45 plati y L V ak (y,x) = 0 pre kazdé x € V. Navyse W L V ak (z,x) =0
pre kazdé ze W ax e V.

Lema 7.8 (O ortogonalnosti stlpcovych priestorov). Nech A € R™ " a B € R™**. Potom
C(A) L €(B) prave vtedy, ked ATB = 0,,.

Doékaz. Zapisme A a B pomocou ich stlpcov A = (ai,...,a,), B = (by,...,b;), ém do-
staneme C(A) = span(ay,...,a,) a C(B) = span(by,...,b). Potom podla vety 1.46 plati
C(A) L €(B) prave vtedy, ked alb; =0 pre kazdé i =1,...,n, j = 1,...,k, ¢o sa da zapisat
ako ATB = 0. O

Veta 7.9 (Zakladna veta o ortogonalnej projekcii). Nech V' C R™ je linedrny podpriestor s
dim(V) = r anech y € R™. Potom existuje jednoznacne uréeny vektor z € V taky, ze (y—z) L
V. Ak r =0, tak z = 0,, a ak r > 0, tak z je mozné vyjadrit v tvare z = ¢1Xx; + ... + ¢, X,
kde x1,...,x, je akdkolvek ortonormalna baza priestoru V a ¢; = (y,x;), i =1,...,r. Navyse
plati y = z prave vtedy, ked y € V.

Dékaz. Dokaz pre r = 0 je priamodiary, kedZe vtedy V = {0,}. Nech r > 0 a nech xy, ..., %,
je ortonormalna baza V. Polozme ¢; = (y,x;), i =1,...,7, a definujme z = ¢1x; + ... + X,
Zrejme z € V' a plati

7 T

<y - Z7Xi> = <ani> - <ZaXi> = <Y7Xi> - <Z Cij7Xi> = — ZC]‘<X]‘,XZ‘> =C — ¢ = 0
j=1 j=1
vdaka tomu, Ze xi,...,X, tvoria ortonormélnu bazu. Kedze V = span(xy,...,x,), tak z

dosledku 1.47 vyplyva (y —z) L V.
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Nech x € V je taky vektor, Ze (y —x) L V. Poc¢itajme

||X_Z||2: (x—-z,x—1z)= <X—Y+y—Z7X—ZCin’>
i=1

:<x—y,x—Zc,~xi>+<y—z,x—Zcz-Xi>:0+0: ,

=1 =1

kedze (x —y) LV, (y—2z) LV a(x—>_,¢x;) € V. Z vlastnosti normy (definicia 1.32)
vyplyva x — z = 0, ¢ize X = z, ¢im je dokdzana jednoznacnost vektora z.

Na dokaz poslednej casti tvrdenia uvazme, Ze zrejme ak y = z, tak y € V. Naopak, ak
y € V,taky = >, bix;, kde b; = (y,x;), i = 1,...,7 podla vety 5.29. Teda b; = ¢; pre
1=1,...,r, Cizey = z. O

Definicia 7.10 (Ortogonalna projekcia). Nech y € R™ a nech V' je linearny podpriestor R™.
Vektor z € R" z vety 7.9 sa nazyva ortogondlna projekcia vektora y na podpriestor V.

Definicia 7.11 (Systém normalnych rovnic). Systém
XTXb = X"y

pre X € R™**¥ a y € R" a neznamu premenni b € R¥ nazyvame systém normdlnych rovnic.
Vseobecnejsie, systém
X"XB = X"Y

pre X € R™* a Y € R™P a nezniamu premennt B € R**P nazyvame maticovy systém
normdlnych rovnic.

Veta 7.12 (O konzistentnosti maticového systému normalnych rovnic). Pre kazdé X € R™**
a’Y € R™? je systém X7XB = X”Y v premennej B € R¥*? konzistentny.

Dokaz. Podla désledku 3.35 plati G(XTX) = €(XT), pricom podla vety 3.4 plati @(XTY) C
C(XT). Potom veta 4.6(i) zarucuje konzistenciu uvazovaného systému. O

Veta 7.13 (Ortogonélna projekcia pomocou rieSeni normalnych rovnic). Nech z je ortogo-
nalna projekcia vektora y € R™ na podpriestor V' C R™ a nech X € R™* splia C(X) = V.
Potom z = Xb* pre akékolvek riegenie b* systému X?Xb = X”y v premennej b.

Dékaz. Podla vety 7.12 je normalny systém rovnic konzistentny. Nech b* je riesenim X Xb =
XTy. Potom X*(y — Xb*) = 0, ¢o znamena, Ze (y — Xb*) L C(X) = V. Navyse Xb* €
C(X) =V, a teda z jednozna¢nosti ortogonéalnej projekcie dostdvame z = Xb*. O]

Poznamka 7.14. Veta 7.13 vysvetluje, preco sa systém X?Xb = X’y nazyva normélny.
Ak hladdame b*, ktoré je ’¢o najblizsie’ k rieSeniu systému y = Xb pomocou ortogonéalne;
projekcie vektora y do C(X), tak ho ziskame ako riesenie normélnych rovnic. Tieto rovnice
teda vyjadruja, ze y — Xb* je kolmé na (teda tvori normdlu ku) C(X).

Ortogonalna projekcia dané vetou 3.4 je zndzornené na obrazku 7.1a. Ortogonalna pro-

jekcia na stipcovy priestor @(X) dana rieenim normalnych rovnic je zakreslena na obrazku
7.1b.
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(a) Projekcia z vektora y na podpriestor V. (b) Projekcia Xb* vektora y na C(X).

Obr. 7.1: Ortogonalna projekcia.

Veta 7.15 (O vyjadreni projekcie maticou). Nech X € R™* a y € R". Potom vektor
z = X(XTX)"XTy je ortogonélna projekcia y na €(X).

Dokaz. Podla vety 6.11 je b* = (XTX)~XTy rieSenim norméalnych rovnic. Potom z = Xb* =
X(XTX)~XTy je hladanou projekciou. O
Definicia 7.16 (Projek¢na matica). Nech X € R™*. Maticu Px = X(X7X)~X” nazyvame

projekénd matica (projektor) na priestor C(X).

Lema 7.17 (Nezavislost projektoru na volbe zov§eobecnenej inverzie). Projekéna matica Px
nezavisi na volbe zovieobecnenej inverzie (X7 X)~.

Dokaz. Podla vety 3.34 plati €(XT) = €(XTX), a teda pouzitim vety 3.4 dostavame X’ =
XTXZ pre nejaktt maticu Z. Potom X = ZTXTX| a teda Px = ZTXTX(XTX)"XTXZ =
ZTXTXZ, ¢o je tvar, ktory nezéavisi na volbe (XTX)~. O]

Poznamka 7.18. Jednoznac¢nost projekénej matice vyplyva aj priamo z toho, Ze projekcia
je jednoznacne uréené zobrazenie podla vety 7.9.

Poznamka 7.19. KedZe projekciu lubovolného vektora y na C(X) vieme zapisat pomocou
matice Px, tak zobrazenie ortogonalnej projekcie je lineérne.

Lema 7.20 (Ekvivalentna definicia projekénej matice). Nech X € R™*. Matica P € R™*"
je projekénou maticou na C(X) prave vtedy, ked spliia Py € €(X) a (y — Py) L €(X) pre
kazdé y € R™.

Doékaz. Zrejme ak P je projektor na C(X), tak splia Py € €(X) a (y — Py) L €(X) pre
kazdé y € R™. Naopak, ak P spliia Py € €(X) a (y — Py) L €(X) pre kazdé¢ y € R", tak
Py je podla vety 7.9 jednozna¢ne uréenou projekciou y na C(X) pre kazdé y € R". Podla
poznamky 7.18 je matica projekcie uréend jednoznaéne, ¢ize P je projektorom na C(X). [

Priklad 7.21. Nech y = (4,8)T a X = (3,1)?. Najdeme ortogonalnu projekciu z vektora y

T - (e o] 6 0 ()
COae (-5 )00
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1(9 3
10\3 1

je projekénou maticou na C(X). Overte, ze y —z L C(X) a ze z € C(X).

pricom matica

Poznamka 7.22. Niekedy je vyhodné alebo potrebné znizit dimenziu d-rozmernych dat. To je
mozné dosiahnut projekciou dat do niektorého linedrneho (afinného) podpriestoru R¢. Samoz-
rejme, cenou za pracu s takymito menejrozmernymi datami je strata istej casti informécie.
Trividlnym pripadom je ignorovanie niektorych zloziek dat (napr. ignorovanie tretej zlozky
3-rozmernych dat), ¢im vlastne projektujeme data do podpriestoru tvoreného ostatnymi, ne-
ignorovanymi, zlozkami.

Je vSak mozné projektovat data aj do iného menejrozmerného podpriestoru. Ak sa nam
podari najst podpriestor zvolenej dimenzie, ktory ¢o najviac vystihuje rozptylenost dat, moze
dojst iba k malej strate informécie. Poznamenajme, Ze zrejme najznamejsia metéda na hla-
danie takych podpriestorov je tzv. metoéda hlavnych komponentov, ktorej sa blizsie budeme
venovat v Casti 10.2.1. Na obrazkoch 7.2a a 7.2b su zachytené projekcie dvojrozmernych déat
na zvolené priamky. Vidime, ze povodné data vystihuji omnoho lepSie projekcie na prvom
obrazku, na rozdiel od projekcii na druhom obréazku, ktoré sa zdaju byt na vyjadrenie dat
nevhodné.

X2
X2

6 4 2 o 2 a4 % 4
X1
(a) Priamka vystihujtaca povodné data. (b) Priamka nevystihujica povodné data.

Obr. 7.2: Projekcie (plné krazky) povodnych dat (prazdne kriazky) na dve rozne priamky.

7.2.2 Vlastnosti projekénej matice

Veta 7.23 (Zakladné vlastnosti projekénych matic). Nech X € R™**. Potom
(i) PxX = X,
(ii) Px = XB*, kde B* je akékolvek riesenie systému X7XB = X1
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(iii) P = Px (projektor je symetricka matica),
(iv) P% = Px (projektor je idempotentna matica),
(v) €(Px) = €(X),

(vi) rank(Px) = rank(X),

i)

(vi
(viii) rank(I — Px) = n — rank(X).

I — Px je symetrickd a idempotentna,

Dékaz. (i) KedZe kazdy stlpec x; (i = 1,..., k) matice X lezi v C(X), tak Pxx; = x;, Cize
PxX = X. Tuto vlastnost pouzijeme pri dokazoch nasledujucich casti.

(i) Ak B* je riefenim XTXB = X7, tak z vety 6.18 ju vieme vyjadrit ako B* =
(XTX)"XT + (I— (XTX)"XTX)Y pre nejaku zovieobecneni inverziu (X7 X)™ matice X7X
a nejaki Y € RF" | a teda

XB* = X(XTX) X" + (X - X(X'X)"X"X)Y = Px + (X - PxX)Y
=Px + (X -X)Y = Px,

kedze PxX = X.

(iii) Kedze XTX je symetricka, tak podla vety 6.10 existuje jej zovSeobecnend inverzia
(XTX)~, ktora je tiez symetricka. Preto aj matica X(X?X)~X7 je symetricka.

(iv) Kedze PxX = X, tak P% = PxX(X7X) X’ = X(X”X) X" = Px.

(v) Podla vety 3.4 plati €(X) C C(Px), kedze PxX = X. Zéaroven Px = X(XTX)" X7,
a teda podla tej istej vety dostavame C(Px) C C(X).

(vi) Tvrdenie plati podla (v).

(vii) Dokaz tohto tvrdenia je priamodciary.

(viii) Podla vety 7.4 plati rank(I — Px) = tr(I — Px). To mézeme dalej upravit na

tr(I) — tr(Px) = n — rank(Px) = n — rank(X), opét vyuzijiuc vetu 7.4. O

Veta 7.24 (Projektor ako symetrickd idempotentna matica). Nech P € R"*". Potom P je
projektor na C(P) prave vtedy, ked P je symetrickd idempotentna matica.

Dokaz. Ak P je projektor, tak podla vety 7.23 je P symetrickd a idempotentni. Naopak,
nech P je symetrickd a idempotentna matica. Potom projektor na G(P) je P(PTP)"PT =
P(P?)"P = PP P = P vdaka symetrickosti a idempotentnosti P. Teda P je projektor na
C(P). O

Veta 7.25 (Vyjadrenie projektora na €(X)* pomocou projektora na €(X)). Nech X € R™*.
Potom I,, — Px je projektor na G(X)*.

Dokaz. Podla vety 7.23 je I — Px symetrickd a idempotentné matica, teda podla vety 7.24
je I — Px projektor na C(I — Px). Potrebujeme dokézat, 7e C(I — Px) = C(X)*. Z désledku
6.14 plynie, ze C(I — Px) = N(I— (I - Px)(I—Px)~) pre aktikol'vek zovSeobecnent inverziu
(I—Px)~. Lenze I — Px je idempotentna a je teda zovseobecnenou inverziou sama sebe (lema
7.3), takze dostavame

C(I—-Px) =N{I-(I-Px)(I-Px))=NI-(I-Px))=NPx),
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pricom pri druhej rovnosti sme opét pouzili idempotentnost (I — Px). NavySe ak pouZijeme
vlastnosti (iii) a (v) z vety 7.23, dostavame N(Px) = C(P¥)t = C(Px)t = €(X)*, ¢m je
dokaz uzavrety. ]

Veta 7.26 (Projektor pomocou pseudoinverzie). Nech X € R™*. Potom XX™ je projekénou
maticou na C(X).

Doékaz. Pomocou vlastnosti 1-3 pseudoinverzie lahko overime, Ze matica XX je symetricka
a idempotentna. Teda podla vety 7.24 je XX* projektorom na C(XX™). Lenze podla vety
6.16 plati C(XX*) = €(X), ¢im je tvrdenie dokazané. O

Definicia 7.27 (Problém najmensich Stvorcov). Problém najmensich Stvorcov pre zadané
X € R™* ay € R" je najst také b* € R¥, ktoré minimalizuje |ly —Xb||* = >°7, (y; — (Xb);)?
cez vietky b € R*. Teda b* spliia ||y — Xb| > ||y — Xb*|| pre kazdé b € R*,

Poznamka 7.28. Ak b* je riesenim problému najmengich §tvorcov pre X € R™** a y € R®,
tak hovorime, ze b* minimalizuje sicet stvorcov pre dané X, y.

Problém najmensich Stvorcov zodpoveda hladaniu takého b, aby Xb bolo ¢o najblizsie
k y, teda aby sme sa dostali ¢o najblizsie k rieSeniu rovnice Xb = y. Vyraz |y — Xb|/?
vyjadruje vzdialenost danej aproximacie (vektora Xb) od y, takze sa da vnimat ako chyba
tejto aproximéacie. Minimalizacia tejto chyby je aj intuitivne rozumny spdsob, ako sa dostat
¢o najblizsie k vektoru y. Statistickému pohladu na problém najmensich Stvorcov sa budeme
venovat v podkapitole 7.2.3.

Veta 7.29 (O vzdialenosti projekcie). Nech y € R™ a X € R"**. Potom pre kazdé u € €(X)
plati ||y — u|| > ||y — Pxy||- Navyse, rovnost nastéva prave vtedy, ked u = Pxy.

Dékaz. Polozme z = Pxy. Potom pre kazdé u € C(X) plati

Iy —2) + @z —w)|*=(y —2) + (z—u),(y —2z) + (z — u))
=(y—2zy—2+2y—2zz—u)+(z—u,z—u)

ly = Pxyll* +2(y — Pxy, Pxy — u) + |[Pxy — u|*

ly — Pxyll* + [[Pxy — ull*,

ly —ull*

kedze (Pxy —u) € €(X), a teda (y — Pxy) L (Pxy — u). Potom vdaka |Pxy — u||* > 0
dostavame ||y — u||* > ||y — Pxy||*

Aby nastala rovnost, musi platit ||[Pxy —ul|> = 0, z ¢oho podl'a kladnej definitnosti normy
vyplyva u = Pxy. =

Poznamka 7.30. Rovnica ||y — ul]? = ||y — Pxy||? + ||[Pxy — u||? odvodena v dokaze vety
7.29 mé priamociaru geometricki interpretaciu. Ide vlastne o Pytagorovu vetu, kde vzhladom
na vlastnosti projekcie je medzi y — Pxy a Pxy —u pravy uhol, a y — u predstavuje preponu
vzniknutého trojuholnika (vid obrazok 7.3). Z Pytagorovej vety zaroven hned dostavame, Ze
odvesna y — Pxy je nanajvys taka dlha ako prepona y — u, teda tvrdenie vety 7.29.

Doésledok 7.31 (Minimalizacia sti¢tu §tvorcov pomocou projekcie). Nech y € R” a X € R™**,
Potom b* € R* je rieSenim norméalnych rovnic X?Xb = Xy prave vtedy, ked je rieSenim
problému najmensich stvorcov. Teda ||y — Xb||? > ||y — Xb*||? pre kazdé b € R* prave vtedy,
ked XTXb* = XTy.
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Obr. 7.3: Geometrické znazornenie vety 7.29 a poznamky 7.30. Vektor p vyjadruje projekciu
Pxy, prerusované ¢iary znazornuju vektory y —u, y — Pxy a Pxy — u.

Dokaz. Nech XTXb* = XTy. Potom podla vety 7.13 je Xb* projekciou y na €(X), ¢ize
Xb* = Pxy. Nech b € R¥. Potom plati Xb € C(X), takze z vety 7.29 plynie, 7e ||y —Xb|2 >
Iy — Xb[ ,

Naopak, nech b* je rieSenim problému najmensich $tvorcov, teda splha [y — Xb|* >
ly — Xb*||? pre Iubovolné b € R¥. Potom podla vety 7.29 plati Xb* = Pxy, teda Xb* je
projekcia vektoru y na €(X). Vzhladom na vetu 7.13 potom Xb* musi spliat Xb* = Xb pre
nejaké b spliajuce X7Xb = XTy. Z toho vyplyva, ze aj XTXb* = XTy. O

Poznamka 7.32. KedZe b* v dosledku 7.31 je rieSenim norméalnych rovnic, tak Xb* je
projekciou y na C(X). Teda projekcia vektora y na C(X) zakreslena na obrazku 7.1b podla
tohto dosledku zaroven reprezentuje rieSenie problému najmensich Stvorcov (resp. je uréena
rieSenim b* problému najmensich $tvorcov).

Doésledok 7.33 (Minimalizacia siétu Stvorcov pomocou pseudoinverzie). Nech X € R a
y € R". Ozna¢me b* = X'y. Potom ||y — Xb|| > ||y — Xb*|| pre kazdé b € R*.

Dékaz. Vidime, ze Xb* = XXy, pricom vSak XX je podla vety 7.26 projektor na C(X).
Teda Xb* = Pxy a podla vety 7.29 potom plati ||y — Xb|| > ||y — Xb*|| pre lubovolné

b € R*. O
Priklad 7.34. Nech
1 -1 1
X=11 51, y=12
1 -3 3

Vyrieste problém najmensich Stvorcov pre dané X a y, teda ndjdite také b* € R?, Ze |y —
Xbl|? > |ly — Xb*||? pre kazdé¢ b € R

Poznamka 7.35. Pokial matica X € R™* nema plnt stIpcovii hodnost rank(X) = &, tak
vzhl'adom na vetu 6.18 existuje nekone¢ne vela riegeni systému normalnych rovnic X7 Xb =
XTy. a teda aj nekoneéne vela vektorov b*, ktoré rieSia problém najmensich §tvorcov.

Veta 7.36 (RieSenie problému najmensich Stvorcov s najmensou normou). Nech X € R™¥,
y € R™ a nech b je riesenie prislusného problému najmensich stvorcov. Potom rieSenie b* =
X Ty problému najmensich stvorcov splia ||b*|| < ||b]].
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Dokaz. KedZe b je rieSenim problému najmensich stvorcov, tak podla dosledku 7.31 je zéroveii
rieSenfm normalnych rovnic X”Xb = X”y. Podla vety 6.38 potom plati [|b]| > |by]|, kde
b, = (XTX)"X”y. Aplikovanim lemy 6.36 dostavame (X7X)*X”" = X+, ¢ize b, = b*, ¢im
je veta dokazana. O

Veta 7.37 (Minimalizacia si¢tu Stvorcov pomocou QR rozkladu). Nech X € R™* kde
n > k, ma hodnost k a nech X = QR je jej tzky QR rozklad. Potom b* = R71Q”y je
riefenim problému najmensich §tvorcov miny, |y — Xb||? pre Tubovolné y € R".

Dokaz. Podla désledku 4.34 ma Q € R™*" ortonormalne stipce, teda Q7Q = I,,. Dalej
R € R¥* je regularna. Kedze X € R™* ma hodnost k, tak rank(X7X) = rank(X) = k, a
teda X7X je regularna. Potom podla dosledku 7.31 je riesenie problému najmensich stvorcov:

b* = (XTX)_ley — (RTQTQR)—IRTQTy — (RTR)_lRTQTy
_ R_1<RT)_1RTQTy — R_lQTy-

O

Poznamka 7.38. RieSenie problému najmensich stvorcov pomocou vety 7.37 méa oproti “kla-
sickému” priamemu rieSeniu pomocou normélnych rovnic vyhodu v tom, Ze je numericky
stabilnejsie. Preto sa aj v praxi ¢asto pouziva prave tento spdsob riesenia.

7.2.3 Minimalizicia suc¢tu Stvorcov v Statistike

Problém najmensich $tvorcov ||y —Xbl|> — miny, riesime nielen, ked hl'addme vektor b, ktory
je “Co najblizsie” ku rieSeniu systému y = Xb; tento systém hra vyznamni tlohu aj v statis-
tike. Metoda najmensich stvorcov postavena na rieSeni problému najmensich stvorcov je jedna
z najcastejsie pouzivanych metéd odhadovania nezndmych parametrov v takzvanom lineér-
nom regresnom modeli. Pre potreby tychto skript metédu najmensich stvorcov iba strucéne
nacrtneme, podrobnosti sa daji najst napriklad v [6] a [9].

Uvazujme nasledujtci problém: mame namerané vysky 1078 muzov a ich otcov a snazime
sa zistit, aky je medzi nimi vztah. Tieto vysky st zobrazené na obrazku 7.4a. Data pochadzaju
z balika UsingR Statistického softvéru R [10], povodne st to data od K. Pearsona namerané v
Anglicku priblizne v roku 1900. Poktsime sa zéavislost medzi vyskami synov a ich otcov opisat
ako afinnu, ¢ize datami na obrazku prelozime priamku. Formélne, nech vy, ...y, st vysky
Synov a xy,...,x, su prislusné vysky otcov, kde n = 1078. Potom priamka prechadzajica
vSetkymi dédtami by bola urc¢ena predpisom

yi:bl—i—bgl’i, ’LZl,,TL (71)

KedZe data zjavne nelezia na jednej priamke, tak systém (7.1) nemé rieSenie: neexistujiu
b, by, ktoré by spliiali vietkych n rovnic. Preto namiesto toho najdeme priamku, ktoré je
“najblizsie” k nasim datam. Nakolko je priamka y(x) = by + bex vzdialend od nameranych
hodnodt (z1,y1)7, ..., (Zn, yn)T budeme merat st¢tom druhych mocnin (8tvorcov) vzdialenosti
medzi skutoénymi vyskami synov y; a priamkou odhadnutymi vyskami synov y(z;) = by +byz;.
Minimalizujeme teda >, (y; — (b1 + bax;))?, ziskame tak odhady by, by. Této metoda odhadu
koeficientov priamky b, a by ¢o najviac vystihujucej dané déta sa nazyva metdda najmensich
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Obr. 7.4: Vysky otcov a synov z podkapitoly 7.2.3. Kazdy bod na obrazku predstavuje vysku
syna na y-ovej suradnici a jeho otca na x-ovej sturadnici, obidve v centimetroch. Priamka
prechadzajica datami je dané ako y = by + 13295, kde 31, by st odhady neznamych parametrov
ziskané metodou najmensich Stvorcov.

Stvorcov. Priamka ziskana metodou najmensich Stvorcov pre naSe data je zakreslena na ob-

razku 7.4b, konkrétne hodnoty odhadov st priblizne by = 86,1 a by = 0,5, ¢ize model odhaduje,

ze ak otec bol o jeden centimeter vyssi, tak syn je v priemere vyssi o pol centimetra.
Systém (7.1) mozeme zapisat vektorovo ako y = Xb, kde y = (y1,...,9,)%, b = (b1, b2)T

a
1371
X:lw_Q,
1 =z,

a teda metodu najmensich §tvorcov vieme zapisat ako minimalizaciu |y — Xbl|?, ¢o je presne
problém najmensich Stvorcov z definicie 7.27.

Vo v8eobecnosti mozeme rieSenim problému najmensich stvorcov ziskat odhady neznamych
koeficientov v linedrnom regresnom modeli, kde vysvetlovani premenni y; (napr. vysky synov)
modelujeme pomocou viacerych vysvetlugicich premenngch x;, ..., x; (napr. vysky otcov a
vysky matiek). Dostaneme tak opédt (nekonzistentny) systém rovnic y = Xb, kde y € R",
b € R¥ a X € R™*. Odhad koeficientov b metédou najmensich stvorcov bude opit taky
vektor B, ktory je ¢o najblizSie rieSeniu systému y = Xb, v zmysle minimalizacie stctu
Stvorcov odchylok |y — Xbl|[2.

Priklad 7.39. Prikladom zlozitejsicho linearneho regresného modelu je situacia, kde pre
kazdého syna zmeriame vysku jeho otca aj matky. Potom mame model y; = by + bam; + b3z;,
1 =1,...,n, kde y; je vyska i-teho syna, m; je vyska ¢-teho otca a z; je vyska i-tej matky.
Ako vyzera matica X vo vektorovom zéapise y = Xb tohto modelu?
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7.3 Ulohy na precviéenie

Uloha 7.1. Dokézte nasledovné tvrdenie. Nech A € R™". Potom N(A) = (I, — A) vtedy
a len vtedy, ked A je idempotentna. Navod: Pouzite tvrdenie tlohy 6.9.

Uloha 7.2. Nech A € R™*" je idempotentné symetricka matica. Potom I, —2A je ortogonélna,
matica. Dokazte! Najdite geometricku interpretaciu ortogonéalnej matice I,, — 2A pre pripad,
ze A je projektor na linearny podpriestor U C R™ (aspon pre n = 2).

Uloha 7.3. Najprv ukézte, 7e ak A € R™" B,C € R™? a ATAB = ATAC, tak AB =
AC. Névod: Vyuzite rovnost (AB — AC)"(AB — AC) = (B” — CT)(ATAB — ATAC).
Pomocou tohto tvrdenia dokéZte, Ze ak A € R™" je symetrickd matica a A3 = A% tak A je
idempotentna.

Uloha 7.4. Nech A, B st symetrické idempotentné matice, pre ktoré plati C(A) = €(B).
Potom A = B. Dokazte!

Uloha 7.5. Najdite nejaka nesymetrick idempotentné maticu typu 2 x 2.

Uloha 7.6. Najdite ortogonélny projektor na a) priamku {cl, € R™ | ¢ € R}; b) rovinu
{(c,d,d)T € R? | ¢,d € R}; c) priestor C(X), kde

12 3

X=14 56

78 9
Uloha 7.7. Nech vektory ui,...,u, € R" tvoria ortonormalnu bazu priestoru R”, ¢ize
u,...,u, je systém navzajom ortogonalnych vektorov normy 1. Nech k& € {1,2,...,n}.
Dokazte, ze P = Zle w;u! je projektor na priestor C(uy,...,u;) generovany vektormi

up,...,Ug.

Uloha 7.8. Dokazte tvrdenie: Nech X € R™P? a Y € R™ pricom C(Y) C €(X). Potom
PyPx =Py.

Uloha 7.9. Nech x € R”. a) Najdite predpis pre projektor Py zobrazujtci na priestor C(x)
generovany vektorom x. b) Ukazte, ze {y € R? | y = P,(1,0)7 pre nejaké x € R?} je kruznica
so stredom v bode (1/2,0)7 a polomerom 1/2.

Uloha 7.10. Nech X € R™*", N4jdite tvar projekénej matice na N(X).

Uloha 7.11. Nech X;, X, € R™¥k, pricom X7X, = 0. Ukazte, ze potom plati Px, + Px, +
(I, — Px,)(I, — Px,) = L,. Interpretujte toto tvrdenie geometricky pre n = 3.

Uloha 7.12. Nech X € R™**. Ukaizte, 7e matica XX* je symetricka a idempotentna.

Uloha 7.13. Nech X € R™** a nech X = QR je jej uzky QR rozklad. Vyjadrite Px pomocou
matic Q a R.
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vyska otca | 169,7 | 174,2 | 185,9 | 175,4 | 160,0
vyska syna | 174,2 | 170,1 | 1774 | 173,1 | 164,6

Tabulka 7.1: Data pre ulohu 7.14.

Uloha 7.14. Zmerali sme vysky niekolkych synov a ich otcov, vysledky su v tabulke 7.1.
Vysky synov sme ulozili do vektora y a vytvorili sme maticu

1 otec;
X=1: : c R5*?
1 otecs
kde otec; je vyska i-teho otca. Ndjdite rieSenie problému najmensich stvorcov ||y — Xb||? —

min. (Téato tloha zodpoveda hladaniu priamky syn = by + by - otec najlepsie vystihujucej dané
data.)
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Kapitola 8

Determinant matice

8.1 Definicia a zakladné vlastnosti determinantu

Poznamka 8.1. Pripomenme, Ze permutacia mnoziny {1,...,n} je podla definicie 4.40 bi-
jekciou medzi {1,...,n} a {1,...,n}.

Definicia 8.2 (Inverzie v permutécii a pocet inverzii). Nech o je permutaciou mnoZiny
{1,...,n}. Inverzia v permutacii o je Iubovolna usporiadana dvojica (o(i),o(j)), 4,7 €
{1,...,n} taka, ze i < j a o(i) > o(j). Pocet vSetkych inverzii v permutécii o zna¢ime
d(0).

Poznamka 8.3. Permutacia o mnoziny {1,...,n} je vlastne preusporiadanie postupnosti
1,...,n: 1 je po preusporiadani na mieste o(1), 2 na mieste ¢(2) atd., a n je na mieste o(n).

Priklad 8.4. Uvazujme permutaciu 3,1,2,4 mnoziny {1,2,3,4}, teda formalne o(1) = 3,
0(2) =1, 0(3) =2 ao(4) = 4. Inverziami v permutacii o su dvojice (3,1) a (3,2). Najdite
v8etky inverzie v permutéacii 5,3, 1, 2,4 mnoziny {1,2,3,4,5}.

Lema 8.5 (O pocte inverzii v permutécii). Nech o je permutdciou mnoziny {1,...,n}.
Definujme p; ako pocet ¢isel spomedzi o(k + 1),...,0(n), ktoré st mensie ako o(k), pre
k=1,...,n—1. Potom ®(0) =p; + ...+ pp_1.

Dokaz. Tvrdenie vyplyva z toho, Ze vSetky inverzie rozdelime na triedy: (i) tie, ktoré obsahuju
¢islo o(1) a s nim ¢isla vyssie od (1), (ii) tie, ktoré obsahuji ¢(2) a s nim ¢&isla vyssie od
o(2), ..., nakoniec tie, ktoré obsahuju o(n — 1) a s nim ¢&sla vyssie od o(n — 1). O

Definicia 8.6 (Determinant matice). Nech A € R"*". Potom determinant matice A je

det(A) = 3“1 (A) o)+ (Aot (8.1)
o—perm.
kde suma ide cez v8etky permutacie ¢ mnoziny {1,...,n}.

Poznamka 8.7. Determinant matice A sa tiez niekedy zna¢i |A|. Vzorec (8.1) nazyvame
Leibnizova formula pre determinant.

Poznamka 8.8. Vyraz (—1)®) nadobtda hodnotu 1 ak ¢ ma parny pocet inverzii, a nado-
biida hodnotu —1 ak ¢ ma neparny pocet inverzii.
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Priklad 8.9. Ukazte, ze pre n = 2 dostavame v (8.1) znamy vzorec

a b
det (c d)—ad—bc.

Poznamka 8.10. Pre n = 3 plati pre determinant formula

11 Q12 Aa13
det | ag1 a2 a3 | = anagxass + ajpassas; + ajzazass
a3; Aazz ass

— (a13a20a31 + 11023032 + A12a21a33).

Tuato formulu je mozné si zapamétat pomocou Sarrusovho pravidla, ktoré hovori, Zze ked k
3 x 3 matici doplnime jej prvé dva stlpce:

a1 G122 a1z 1 ai1r A12

|
G21 Q22 (23 | G21 (22 )
ag1 Gz2 (33 ' Az A3z

tak pripocitavame suciny trojic prvkov na “diagonalach” iducich zlava hore doprava dole, a
nasledne odpocitavame stciny trojic prvkov na opac¢nych “diagonalach” idtcich sprava hore
dol'ava dole.

Veta 8.11 (Zéakladné vlastnosti determinantu). Nech A € R"*". Vyjadrime ju pomocou jej
stlpcov A = (aj,...,a,), kde a;, ..., a, € R". Potom:

(i) det(AT) = det(A).
) det(ay,...,a5_1,cay, ak1,...,a,) = cdet(A) pre lubovolné k =1,..., naceR.
) det(cA) = ™ det(A) pre kazdé ¢ € R.
(iv) A je singularna prave vtedy, ked det(A) = 0.
)

Ak matica B vznikne z A prehodenim dvojice riadkov alebo stlpcov, tak det(B) =
—det(A).

(vi) Ak matica B vznikne z A tak, Ze k niektorému riadku (stipcu) pripoc¢itame skalarny
nasobok iného riadku (stlpca), tak det(B) = det(A).

(vii) Ak B € R™", tak det(AB) = det(A) det(B).
Dékaz. Tuto vetu uvadzame bez ddkazu; dokazy jednotlivych tvrdeni ¢itatel najde v [7]. O

Dosledok 8.12. Nech A € R™ ", Potom podla vety 8.11(vii) plati det(A*) = det(A)* pre
kazdé k € N.

Veta 8.13 (Determinant dolnej a hornej trojuholnikovej matice). Nech A € R™*" je dolna
alebo horna trojuholnikova matica. Potom det(A) = (A)11 - (A)un-

Dékaz. Dokaz vyplyva priamo z Leibnizovej formule — aby pre horna trojuholnikovii maticu
bolo (A)15x1),-- - (A)nem nenulové, musi byt o(2) > 2,...,0(n) > n. To sa da dosiahnut
iba pre o(1) = 1,...,0(n) = n. Pre dolni trojuholnikovi maticu to plati analogicky. H
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Dosledok 8.14. Determinant kazdej diagonélnej matice je scin jej diagonalnych prvkov.
Specialne det(I,,) = 1.

Lema 8.15 (Determinant inverznej matice). Nech A € R™*" je regularna. Potom det(A™!) =
1/det(A).

Dokaz. Kedze AA~! = 1,,, tak podla vety 8.11 plati det(A)det(A™!) = det(I,). Vysledny
tvar ziskame vdaka tomu, ze det(I,) = 1 podla dosledku 8.14. O

Dosledok 8.16. Ak A € R™" je regularna, tak tvrdenie det(A*) = det(A)* z désledku 8.12
moZzeme rozsirit na vietky k € Z. Pricom pod A™™ pre m € N rozumieme (A~!)™.

Poznamka 8.17. Nech a;,...,a, € R" aoznatme A = (aj,...,a,) € R"*". Potom |det(A)|
je rovny n-rozmernému objemu rovnobeznostena, ktorého jeden vrchol je v pociatku surad-
nicovej sustavy, a vektory ai,...,a, uréuju hrany vychadzajuce z tohto vrcholu, pozri [14].
Specialne pre n = 2 je | det(A)| rovny obsahu rovnobeznika so stranami uréenymi vektormi a;
a ag, ako je znazornené na obréazku 8.1a. Obrazok 8.1b zachytéva vztah medzi determinantom
a objemom rovnobeznostena pre n = 3.

-~ |det(A)]

(a) n=2 (b) n=3

Obr. 8.1: Obsah rovnobeznika, resp. objem rovnobeznostena, daného zakreslenymi stipcami
matice A je rovny |det(A)].

Priklad 8.18. Geometricka interpretacia determinantu z poznamky 8.17 dobre zodpoveda
tvrdeniam (ii), (iii), (iv) a (vi) vo vete 8.11. Napriklad ak sledujtc (ii) vynasobime jeden
stipec matice A konstantou ¢, tak sa objem prisluiného rovnobeznostena zjavne zmeni na
c-nésobok, ¢o je v zhode s prislusnym tvrdenim. Skiste podobne interpretovat aj ostatné
spominané vlastnosti determinantu.

8.2 Laplaceov rozvoj determinantu a adjungovana matica

Definicia 8.19 (Minor, kofaktor, adjungovana matica). Nech A € R"™"™ ai,5 € {1,...,n}.
Potom maticu, ktord vznikne Skrtnutim i-teho riadku a j-teho stlpca matice A, znacime
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A;;. Minor prvku (A);; v matici A je determinant matice A;;. Kofaktor prvku (A);; je
a;; = (—1)" det(A;;) a adjungovand matica matice A je

@11 ... Op1
adj(A) = | e

A1y - Qpn
¢ize adj(A) = {i}ije1,..n-

Poznamka 8.20. Vsimnite si, Ze matica adj(A) pozostéva z kofaktorov c;; v “prehodenom
poradi”. Teda (adj(A))i; = aj;.

Veta 8.21 (Laplaceov rozvoj determinantu). Nech A € R™™ a i € {1,...,n}. Potom

n

det(A) = Z(A)Ual]
j=1
Dékaz. Tvrdenie dokdzeme najprv pre ¢ = 1. OznaCme agz prvok na pozicii (k,¢) v Ay; pre
kl=1,...,n—1,5=1,...,n. Determinant A vieme vyjadrit ako

det(A) = Z (—1)*@) (A)oy (Ao

o—perm.
= (A1 Y (D" (Ao (Aot
o(1)=1
+ (A2 D> (“D)* (Ao (Apom + - -
o(1)=2
+ (A)l,n Z (_1>q>(0) (A)2,0'(2) T (A)n,a(n)-
o(l)=n

,n) vieme kazda (n—1)-ticu (A)2s(2), - -, (A)nom) vyjadrit pomocou

Preo(l)=j(j=1,...
Dx(n=1) g prisludnej permutacie prvkov 1,...,n — 1. Oznaéme tito permu-

matice Ay, € R~
taciu 7, a mame (A)g,(2) = agj’ij(l), o (A)nem) = agzmj(nq)- Kedze o(1) = j, tak ¢&islo 1
prispelo ku j — 1 inverziam v o, ¢ize (o) = ®(7;) + j — 1. Potom moézeme zapisat

) (1 1
det(A) = (A)11 Z (—1)¢( 1)a§,7)71(1) o 'a;,zrl(nfl)

T —perm.

T 2 2
+ (A2 Y (-1 2)+1a§77)r2(1) coab 7;2(71_1) T ..

Tg—perm.

+ (A)l,n Z (_1)®(ﬂn)+nfla§7:?rn(l) o a(?:b)

= (A)l,l det(An) n—i‘_(A)'l’Q(—l)l det(Alg) + ...+ (A)Ln(—l)n_l det(Aln)
= Z(A)Ly‘(—l)j—l det(Ay;) = Z(A)Lg‘(—l)jﬂ det(Ay;) = Z(A)l,jozlj.
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Pre i > 1 zapiSme A pomocou jej riadkov ako A = (cy,...,c,) a definujme

Potom (B);; = (A);; a By; = A;;. NavySe A vieme z B ziskat postupnymi prehodeniami
dvojic riadkov (1,2),(2,3),...,(i—1,i), a teda podla vety 8.11 plati det(A) = (—1)""! det(B).
Podla dokazaného tvrdenia pre i = 1 dostavame

n n

det(A) = (=1)""det(B) = (—=1)"" Y (B)1;(—1)" det(By;) = > (A)i;(—1)"* det(Ay),

j=1 j=1
¢o sme chceli dokazat. O
Veta 8.22 (O vztahu medzi A a adj(A)). Nech A € R™". Potom A adj(A) = det(A) - I,,.

Dékaz. Nech i,k € {1,...,n}. Prvok matice A adj(A) na pozicii (i,k) je D27 (A)ian;. Z
vety 8.21 plynie, Ze pre i = k je tento vyraz rovny det(A). Pre ¢ # k definujme maticu
B € R™™", ktora je totozn& s maticou A, akurat k-ty riadok B je rovny i-temu riadku A.
KedZe B mé dva rovnaké riadky, tak je singularna a podla vety 8.11 je det(B) = 0. Ozna¢me
kofaktor prvku (B)s ako (s, s,t = 1,...,n. Potom [; = ay; a zaroven (B)y; = (A);; pre
j=1,...,n, ¢im ziskavame

n n

> (A)sjan; = (BB = det(B) =0,

j=1 i=1

podla vety 8.21. Zistili sme, Ze diagonalne prvky matice A adj(A) st rovné det(A) a mimo-
diagonélne prvky st rovné 0, ¢o mozeme zapisat ako A adj(A) = det(A) - L. O

Dosledok 8.23. Ak A € R™" je regulérna, tak A~! = det(A) tadj(A).

Lema 8.24 (Inverzia trojuholnikovej matice s jednotkovou diagonéalou). Nech A € R™*"
je dolna (horn4) trojuholnikovd matica s jednotkami na diagonale. Potom aj A~! je dolna
(horné) trojuholnikové matica s jednotkami na diagonéle.

Dokaz. Tvrdenie dokaZeme pre dolni trojuholnikovi maticu. Podl'a vety 8.13 je det(A) rovny
su¢inu jej diagonalnych prvkov, teda det(A) = 1, ¢ize A je regularna. Inverzna matica ma
potom podla vety 8.22 tvar A~! = (det(A))*adj(A) = adj(A). Matica A;;, ktora vznikne
odstranenim i-teho riadku aj stipca, je opit dolna trojuholnikova s jednotkovou diagonélou,
¢ize ay; = det(Ay;) = 1. Nie je tazké sa presved¢it, ze po odstraneni j-teho riadku a i-teho
stlpca pre i < j vzniknuta matica A j; je tieZ dolna trojuholnikova, ale na diagonale ma aspoi
jednu nulu. Preto pre i < j je det(Aj;) =0, ¢ize (adj(A));; = aj; = det(Aj;) = 0, ¢ize adj(A)
je dolna trojuholnikova. Spolu s «a;; = 1 dostavame pozadované tvrdenie. n
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8.3 Determinanty blokovych matic

Lema 8.25 (Determinanty $pecidlnych blokovych matic). Nech A € R™™ B € R™™ a

C € R™*", Potom
A Omxn - In Onxm -
det (B I ) = det (C A ) = det(A).

o A 0m><n
x- (5 %),

Dékaz. Nech

Pocitajme det(X) z definicie. Zrejme, aby boli vetky ¢leny (X)1,5(1);- - -, (X)m4no(min) De-
nulové, musi platit o(m + 1) = m+ 1,...,0(m +n) = m + n. Potom o(1),...,0(m) tvo-
ria permutéciu {1,...,m}, ozna¢me ju m, pricom ®(c) = ®(x), lebo prvky o(m + 1) =
m+1,...,0(m+n) =m + n neprispievaju k po¢tu inverzii. Teda
det(X> = Z <_1>CI>(U) (X)l,a(l) e (X)m—i-n,cr(m—i-n)
o—perm.
= Z (_1)¢(W)(X)l,ﬂ(1) T (X>m,7r(m) ) (X)m+17m+1 T (X)m-i-n,m-i-n
T—perm.
= > (D" (A) e (A - 1+ 1 = det(A),
T—perm.
pricom prva suma ide cez vSetky permutacie o mnozZiny {1, ..., m+n} a ostatné sumy st cez
v8etky permutacie 7 mnoziny {1, ..., m}. Dokaz rovnosti
In 0n><m o
det (C A ) = det(A)
je analogicky, nechavame ho na ¢itatela. O]

Lema 8.26 (Determinant blokovo trojuholnikovej matice). Nech T € R™*™ U € R™*" 'V €
R™ ™ W € R"*". Potom

T 0m><n
vV W

T U
A= (am W)

(L. O\ T U
A= (Onxm W ) <0m In)

Podla vety 8.11 a lemy 8.25 dostéavame

det (OT U)—det(T)det(W) a det<

wm W ) — det(T) det(W).

Dokaz. Maticu

vieme zapisat ako

_ L., Onxn T U\
det(A) = det <0nxm W ) det (OnXm In> = det(W) det(T).

Dokaz pre blokovo dolnu trojuholnikovii maticu je analogicky, nechéavame ho na citatela.
Priamo ho tiez vieme skonStruovat pomocou prave dokdzaného tvrdenia a uvedomenia si
faktu, Ze transponovanie nemeni determinant. n
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Veta 8.27 (Determinant blokovej matice). Nech T € R™*™ U € R™" V € R"™™ W €
R™™ pricom T je regularna. Potom

T U W VvV _
det (V W) = det (U T) = det(T) det(W — VT'U).
T U
A= (V W)

T U\ [ I, 0 xn T U
V W/ \VT! W-VT'U/\0,xp, 1./’
z ¢oho vyplyva

T U\ L, Oy T U
det <V W) = det (VT—1 W—VT—lU) det <0nm In)'

Podla lemy 8.25 méame

Doékaz. Maticu

vieme vyjadrit ako

Im Omxn _ o —1 T U _
det (VT_l W —VT_1U> =det(W —-=VTU) a det <0nxm In> = det(T),

¢ize det(A) = det(T) det(W — VT ~'U). Druht rovnost ziskame pomocou rozkladu

W VY (W-VT'U VT (I, O0xnm
U T) Oruxcn L, u T /)

m
8.4 Vandermondove matice
Definicia 8.28 (Vandermondova matica). Nech xy,...,z, € R. Vandermondova matica pre
x1,...,T, je matica V € R™ " tvaru
1 oy 22 ... ot
V =
1z, 22 ... 2!

Poznamka 8.29. Vandermondove matice sa pouzivaju pri polynomialnej interpolacii, t. j. pri
hladani polynoému, ktory presne prechddza danymi datami (bodmi (z;,y;) € R%, i =1,...,n).
Vsimnite si, ze ak by sme vyriesili stistavu rovnic y = Vb v premennej b € R”, kde y € R"
a 'V je Vandermondova matica pre z1,. .., x,, tak polyném b, + byx + ... + b,2" ! nadobuda
v bodoch zy,...,x, hodnoty yi,...,y,. Tieto matice sa tiez pouzivaju v tzv. Reedovych-
Solomonovych samoopravnych koédoch (angl. error correction codes) pre datové média.

Veta 8.30 (Determinant Vandermondovej matice). Nech z1,...,x, € R a nech V,, je Van-
dermondova matica pre xq,...,x,. Potom

det(V,) =[]  (zj—a)

i JE{L i} i<
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Dékaz. Tvrdenie dokdZzeme matematickou indukciou. Pre Vi aj Vy zjavne plati. Nech n € N.

Predpokladajme, ze V,_; = HK].(xj —x;) predi,j =1,...,n— 1. VSimnime si, Ze pre
1 -z, 0 ... 0
o 1 -z, ... 0
o ... ... ... 1

a D, ; =diag(z; — xp, ..., 2,1 — x,) plati V,,T,, = A, kde
_ 1n—1 Dn—lvn—l
An = ( 1 ol | ) '

Postupnym prehodenim dvojic riadkov (n,n—1),(n—1,n—2),...,(2,1) dostaneme z matice

A,, maticu
1 054
1n71 anlvnfl ’

ktorej determinant je podla vety 8.27 rovny det(D, 1V, _1). Z vety 8.11 plynie det(A,) =
(=) tdet(D,,_1V,_1), a teda det(V,,) det(T,) = det(A,) = (—=1)"tdet(D,,_1) det(V,_1).
Podla vety 8.13 mame det(T,) = 1, podla désledku 8.14 je det(D,) = [[15 (zi — ). S
vyuzitim indukéného predpokladu dostavame

det(V,,) = (—1)”*1 (H(xl — xn)> det(V,_1) = (H(mn — :L‘Z)> H (xj; — ;)

i=1 i=1 ije{l,..n—1}i<j

= H (xj — ;).

1,j€{1,...,n},i<j
]

Poznamka 8.31. Z vety 8.30 vidime napriklad, ze ak st vsetky z1, ..., z, rozne, tak det(V)
je nenulovy, teda V je regularna. Z toho plynie, Ze pre [ubovolné y € R" existuje jednoznacné
rieSenie b = V~ly systému y = Vb. Vzhladom na poznamku 8.29 teda dostavame, ze ak
x1,...,T, su rozne, tak pre kazdé yq,...,y, existuje jednoznac¢ne urceny polyném stupna
n — 1, ktory prechadza bodmi (z1,41), ..., (Tn, Yn)-

8.5 Ulohy na precvicenie

Uloha 8.1. Ukazte, 7e determinant ortogonélnej matice moze byt len 1 alebo —1. Nech
Q = (q1,92) € R**? je ortogonalna. Najdite geometricki charakterizaciu vztahu vektorov
d1, 92, na zéklade ktorej je mozné rozhodnut, ¢i det(Q) = 1 alebo det(Q) = —1.

Uloha 8.2. Ukaite, ze determinant idempotentnej matice méoze byt len 0 alebo 1. Ukazte, ze
ak ma idempotentna matica determinant 1, tak to nutne musi byt matica identity.

Uloha 8.3. Z definicie determinantu ukazte, ze

a1 a0 0
det as; azp 0 0 — det (an a12) det (a33 a34>'

31 Aagz 33 A34 Q21 A22 43 A4q
Qg1 Qg2 Q43 QA4q4q
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Uloha 8.4. Nech T € R™™ a W € R™ " st regularne matice a nech U € R™" V ¢
R™*™. Pomocou vety o determinante blokovej matice ukézte, Ze det(T)det(W — VT~ 'U) =
det(W) det(T — UW~1V).

Uloha 8.5. Pouzite tlohu 8.4 na dékaz tvrdeni: a) det(A + xx7) = det(A)(1 + x"A'x)
pre aktkolvek regularnu maticu A € R™*" a akykolvek vektor x € R"; b) det(I,, + CD) =
det(I,, + DC) pre akékolvek matice C € R"*™ D € R™*",

Uloha 8.6. Nech a, b € R. Dokéite, 7e determinant tplne symetrickej matice A = al,+b1,1T
jedet(A) = a" (a+nb). Navod: K prvému riadku matice A pripocitajte vietky zvysné riadky
a nasledne odpocitajte prvy stlpec od vSetkych zvysnych stlpcov.

Uloha 8.7. Nech A,B € R™" sti regularne matice. Dokézte, Ze adj(AB) = adj(B)adj(A).
(Toto tvrdenie plati aj bez predpokladu regularity, ale dokaz je uz komplikovanejsi.)

Uloha 8.8. Nech A,B,C € R™ " st nezavislé matice. Pre ktoré realne ¢isla k su matice
kA + B, A+ kB + C,B + kC nezavislé? (Mozete pouzit vzorec pre determinant matice typu
3 x 3 a vztah medzi nenulovym rieSenim homogénneho systému a determinantom.)

Uloha 8.9. Nech A € R**? je regularna. Ukazte, Ze potom plati A + det(A)A~" = tr(A)I,.

Uloha* 8.10. Dokazte poznamku 8.17 pre n = 2.
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Kapitola 9

Pozitivne semidefinitné a pozitivne
definitné matice

9.1 Kvadratické formy

Definicia 9.1 (Kvadraticka forma). Nech A € 8". Potom funkcia f : R® — R, f(x) = xT Ax
pre kazdé x € R", sa nazyva kvadratickd forma.

Poznamka 9.2. Kvadratickd forma je kvadratickou funkciou (t.j. polynémom stupna 2),
kedze XTAX = Zz(A)“I? + 2 21 Zj>i(A)iinxj'

Lema 9.3 (Jednozna¢nost kvadratickej formy). Nech A, B € 8". Potom x’ Ax = x”Bx pre
kazdé x € R™ prave vtedy, ked A = B.

Dokaz. Zjavne ak A = B, tak aj x” Ax = x”Bx pre Iubovolné x. Pre opa¢ni implikaciu si
oznatme C = A — B. Potom C € 8" a x’Cx = 0 pre kazdé x € R, ¢ize C = 0,,,,, podla
lemy 3.27. Teda méme A — B = 0,,4,,, z ¢oho vyplyva A = B. O

Poznamka 9.4. Z lemy 9.3 plynie, Ze kvadraticka forma x’ Ax je jednoznacne charakterizo-
vana symetrickou maticou A. Maticu A nazyvame maticou kvadratickej formy xT Ax.

Definicia 9.5 (Pozitivne semidefinitna a pozitivne definitna kvadraticka forma). Nech A €
8". Potom kvadratickd forma x? Ax sa nazyva pozitivne semidefinitnd ak x’ Ax > 0 pre
kazdé x € R". Kvadraticka forma x? Ax sa nazyva pozitivne definitnd ak x* Ax > 0 pre kazdé
x € R" x # 0,.

Poznamka 9.6. Vsimnite si, ze kazda pozitivne definitna kvadraticka forma je zaroven po-
zitivne semidefinitnou.

Priklad 9.7. Overte, Ze x I,x je pozitivne semidefinitna kvadraticka forma a nasledne overte
aj, ze je pozitivne definitna. Nech D = diag(dy,...,d,), kde d; € R pre ¢ = 1,...,n. Urcte,
pre aké prvky di,...,d, je x Dx pozitivne semidefinitné a pre aké prvky je x’ Dx pozitivne
definitna kvadraticka forma.

Poznamka 9.8. Nech A = diag(4,9). Potom graf kvadratickej formy x’ Ax je paraboloid s
minimom v bode x = 02. MdZeme ju zakreslit pomocou jej “vrstevnic” (roviiovych mnoZin)
v R?) ¢ize kriviek U; = {x € R? | x’Ax = t}, t > 0. Tieto vrstevnice st elipsy so stredom
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v pociatku suradnicovej stustavy a s polosami v smere stradnicovych osi, ako je zakreslené
na obrazku 9.1. Na obrédzku moézeme napriklad vidiet, ze U; je elipsa so stredom v bode
(0,0)T a prechadzajtca bodmi (0,1/3)7, (1/2,0)T na polosiach. Takéto tvrdenie plati aj vo
vieobecnosti: grafy pozitivne definitnych kvadratickych foriem v R? st paraboloidy a ich
vrstevnice su elipsy, ako ukazeme v poznamke 10.46. Plati dokonca silnejsie tvrdenie: existuje
bijekcia medzi pozitivne definitivnymi kvadratickymi formami a Standardizovanymi elipsoidmi
(so stredom v bode 0 a “polomerom” 1, teda elipsoidmi typu Uy).

0.5
I

X2
0.0
1

-0.5
I

T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X1

Obr. 9.1: Znazornenie troviiovych mnozin U e, Uy, Us a Uz kvadratickej formy zadanej v
poznamke 9.8. Sipky znézoriiuja polosi elipsy Uj.

9.2 Pozitivne semidefinitné a pozitivne definitné matice

Definicia 9.9 (Pozitivne semidefinitna a pozitivne definitnd matica). Symetrickd matica
A €8"je

1. pozitivne semidefinitnd ak x* Ax > 0 pre kazdé x € R",
2. pozitivne definitnd ak xT Ax > 0 pre kazdé x € R", x # 0,,.

Mnozinu vSetkych pozitivne semidefinitnych matic typu n x n znacime 8. Mnozinu vSetkych
pozitivne definitnych matic typu n x n znacime 87 . .

Poznamka 9.10. Symetrickd matica A je pozitivne (semi-)definitn, ak prislusna kvadraticka
forma x? Ax je pozitivne (semi-)definitna.

Poznamka 9.11. Pozitivne semidefinitné (pozitivne definitné) matice sa nazyvaju aj kladne
semidefinitné (kladne definitné).
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Priklad 9.12. Nech A = J,,5 anech x € R% Potom x? Ax = 224211 209+2% = (21+22)? > 0,
a teda A je pozitivne semidefinitna. Zaroven pre x = (1, —1)T plati xTAx = (1 - 1)2 =0, a
teda A nie je pozitivne definitna.
2 1
5 (1)

Definujme
Potom x"Bx = 227 + 222 + 27120 = (11 + 22)* + 23 + 22 > 0, ¢ize aj B je pozitivne

semidefinitnd. Zaroven ak x # 0, tak aspoii jedno z 2% a x3 je vicsie ako 0, a teda xIBx > 0

pre x # 0. TakZze B je pozitivne definitna.
Urcte, ¢i je matica
1 -1
c-( )

pozitivne semidefinitné a ¢i je pozitivne definitna.
Lema 9.13 (O vztahu 87, a 87%). Nech n € N. Potom 87, C 87.

Dékaz. Nech A € 8", . Potom pre x # 0, plati x” Ax > 0, pricom pre x = 0, plati x’ Ax =0
pre Tubovolni maticu typu n x n. Teda x” Ax > 0 pre kazdé x € R, ¢ize A € 8. O

Lema 9.14 (Pozitivna semidefinitnost projektorov). Nech A € R™*" je symetricka a idem-
potentnd. Potom A € 8.

Dokaz. Nech x € R™. Pocitajme x’ Ax = xTAAx = x' ATAx = (Ax)TAx = ||Ax|? >
0. [l

Poznamka 9.15. Pripomenme, Ze matica je podla vety 7.24 projekéna prave vtedy, ked je
symetricka a idempotentna

Definicia 9.16 (LDL” rozklad). Hovorime, 7¢ A = LDL’ je LDL? rozklad matice A € 8",
ak L € R™" je dolnd trojuholnikovd matica s jednotkami na diagonédle a D € R™" je
diagonalna matica.

Poznamka 9.17. Podobny LDL rozkladu, ale pre vieobecni A € R™*", je LDU rozklad
A = LDU, kde L € R™" je dolna trojuholnikova s jednotkami na diagonale, U € R"*"
je horna trojuholnikova s jednotkami na diagonéle a D € R™*" je diagonalna matica. LDU
rozkladu sa v8ak z priestorovych dévodov v tychto skriptach nebudeme dalej venovat.

Lema 9.18 (Nula na diagonéle pozitivne semidefinitnej matice). Nech A € 8" a nech (A);; =
0 pre nejaké ¢ € {1,...,n}. Potom (A);; = (A);; = 0 pre kazdé j = 1,..., n, teda takd matica

mé nulovy cely prislusny riadok aj stlpec.

Dékaz. Nech (A);; = 0 a nech j # i. Vezmime x € R, ktoré splia x; < —(A)j;, 7; = 2(A);
a x =0 pre k # 1, j. Potom

x"Ax = (A)ya} + (A)j;205 + 2(A)ziw; = 04 (A);;4(A);; + 2(A)2:2(A);;
= 4(A)}((A)j; + ;) <0,

lebo z; < —(A);;. Zaroven viak x” Ax > 0, lebo A je pozitivne semidefinitna. Preto x” Ax =
0, z ¢oho vyplyva (A)7; =0, ¢ize (A);; = 0, kedze (A);; + z; < 0. O
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Veta 9.19 (LDL” rozklad pozitivne semidefinitnej matice). Pre kazda A € 87 existuje
LDL” rozklad A = LDL”, pricom diagonalne prvky matice D st v kazdom takom rozklade
nezaporné. Navyse, matica D je jedina a stlpce L prislachajace nenulovym diagonalnym
prvkom matice D st tiez uréené jednoznacne. Cize ak A = LDL” je Tubovolny LDL”
rozklad, tak D = D a stlpce L prislichajice nenulovym prvkom D st totozné s prislusnymi
stlpcami L.

Dokaz. Ukédzeme najprv, Ze existuje dolné trojuholnikova matica B € R"*" s jednotkami na
diagonéle také, ze BAB” je diagonalna matica. To budeme dokazovat matematickou induk-
ciou. Tvrdenie zjavne plati pre 1 x 1 matice. Predpokladajme, Ze plati pre kazda (n—1) x (n—1)
symetrickt maticu, a vezmime A € 8. Budeme uvazovat dva pripady:

(i) Ak (A)y; = 0, potom podla lemy 9.18 je prvy riadok aj stipec matice A nulovy, teda
A ma tvar A = diag(0, As) pre nejakia A, typu (n — 1) x (n — 1). Kedze A je symetricka a
AT = diag(0, AT), tak aj A, je symetricka. Zarovei, ak by x7 Ayx < 0 pre nejaké x € R" 1,
tak (0,xT)A(0,x7)T = xT'Ayx < 0, ¢ize A by nemohla byt pozitivne semidefinitna. Preto
xTAyx > 0 pre kazdé x € R"™1, ¢ize A, je pozitivne semidefinitna. Potom podla indukéného
predpokladu existuja dolna trojuholnikova B, s jednotkami na diagonéle a diagonalna D, Ze
B,A,BI = D,. Potom pre B = diag(1, B,) plati

r (1 07\ /1 0"\ /1 0"\ [0 o’ (0 of
BAB—(032 0o A,)\o B7) = \o B,A,BT) =0 Do)

Cize BAB? je diagonalna matica, pricom B je dolné trojuholnikova matica s jednotkami na
diagonale.
(ii) Ak (A)y; # 0, zapisme A v tvare

Potom pre

sa lahko da vypocitat, ze

r ((A)n (g

¢o mozeme zapisat ako BjABT = diag((A)i1, Cy), kde Cy € RO=DX(=1) Kedze A je sy-
metricka, tak (B;ABY)? = B;ABT. Potom podobnym argumentom ako v (i) dostdvame, Ze
C, € 8! Kedze A € 87, tak aj BJAB] € 8" (dokaz nechame na €itatela, pozri lohu
9.3). Potom analogicky ako pre A, v Casti (i) plati, ze Cy je pozitivne semidefinitna. Teda
pre C, vzhladom na indukény predpoklad existuje dolné trojuholnikova B, € RM=1)x(n=1) g
jednotkami na diagonéle a diagonalna Ds, Ze BQCQBg = D,. Potom pre B = diag(1, B,)B;
dostavame

r (1 07 (1 07\ (1 0T\ [((A), 0T\ /1 O
BAB (0 B, BiAB; | BY) ~ \0 B, 0 C,/\o BY

_ (A 0"

_( 0 D,/
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¢o je diagonalna matica, pricom v poslednom kroku sme pouzili BoCyBL = D,. Zaroven
plati, ze B je dolné trojuholnikova matica (lebo je suc¢inom dvoch dolnych trojuholnikovych
matic, pozri lemu 2.24) a méa jednotky na diagonale (lebo diag(1l,Bs) aj By maju jednotky
na diagonale).

KedZe v kazdom pripade sme nagli diagonalnu maticu D a dolna trojuholnikovi B s
jednotkovou diagonalou také, Ze BABT = D, tak A = B™'D(B~1)”. Zaroveii, matica B!
je podla lemy 8.24 dolna trojuholnikovda a mé na diagonale tieZz samé jednotky, CiZe je to
hladand matica L. NavySe, kedze A € 87, tak aj D = BAB” € 8" (opét pozri tlohu 9.3).
Aby diagonalna matica D bola pozitivne semidefinitna, musi mat nezaporni diagonélu, ¢im
je dokaz prvej casti hotovy.

Uvedent jedine¢nost LDL? rozkladu nebudeme dokazovat; dokaz moze ¢itatel néjst na-
priklad v [4] (veta 14.5.5). O

Poznamka 9.20. VSimnite si, ze matica C, v dokaze vety 9.19 je vlastne Schurov doplnok
prvku (A);; v matici BiAB?.

Veta 9.21 (Choleského rozklad). Nech A € 8 ma hodnost r. Potom existuje jedina horna
trojuholnikova matica T s r kladnymi zlozkami na diagonéle a s (n — r) nulovymi riadkami
takda, ze A = TTT. Navyse, ak A = LDLT je LDL” rozklad, kde D = diag(dy, ...,d,),
potom T = DY2L” kde D'/? = diag(\/dy, . .., Vd,).

Dékaz. Podla vety 9.19 existuje LDL” rozklad A = LDL?, pricom D mé4 nezaporné prvky a
je jedina. Podl'a désledku 4.19 je r prvkov D nenulovych, ¢ize kladnych. Matica T = D'/2L7
je horna trojuholnikova so zlozkami \/di,...,+/d, na diagonéle, z ktorych je r kladnych.
Zaroven ma (n — r) nulovych riadkov, ktoré prislichaji nulovym zlozkam diagonély matice
D'/2. Maticu A mozeme vyjadrit ako A = LDY?D'2LT = TTT, takze hladany rozklad
existuje.

Na dokaz jedine¢nosti uvdzme LDL? rozklad A = LDL” a predpokladajme, 7ze A =
TTT, kde T je horna trojuholnikova matica s r kladnymi zlozkami na diagonale a s (n — r)
nulovymi riadkami. Pre jednoduchost predpokladajme, Ze prvych r diagonalnych zloziek T
je kladnych, a ozna¢me riadky T ako t7,...,t7. Definujme D = diag((T)3,,...,(T)2,) =
diag((T )2,,...,(T)2.,0,...,0), a L nech je Tubovolna dolna trojuholnikova matica s prvymi

Tr?

r stpcami (1/(T)11)ty, ..., (1/(T),)t,. Potom DY2LT = T, teda A = TTT = LDL”. Cize
LDL7 je tiez LDLT rozklad matice A. Podla vety 9.19 je D jediné a prvych r stlpcov L je
urcenych jednoznacne, ¢ize D = D a prvych r stlpcov L je zhodnych s prislusnymi stlpcami
L. Potom T = DY2LT = DY 2T, z ¢oho vyplyva, Ze jedina horna trOJuholnlkova matica T
s r kladnymi zlozkami na diagonale a s (n — r) nulovymi riadkami, spliajica A = TTT, je
T = D/2LT. O

Veta 9.22 (Zakladné vlastnosti 8" a 87 ). Nech n € N. Potom:
(i) Ak A, Be€ 8}, a>0,52>0, potom oA + B € 87.
(i) Ak Aes8? ,Be8}, a>0,32>0, potom aA + B € 8,
(iii) A € 8%, prave vtedy, ked A € 8} a A je regularna.

(iv) A € 87, prave vtedy, ked A=t e 8" .
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Dokaz. V (i) plati x* (a A+ 8B)x = ax” Ax+ x"Bx > 0 pre kazdé x € R". Podobne pre (ii)
nech x # 0,,. Potom x” (A + fB)x = ax? Ax+ 3x'Bx > 0, lebo ax? Ax > 0 a fx'Bx > 0.

Pre dokaz (iii) najprv predpokladajme, ze A € 87, . Potom A € 8% podla lemy 9.13 a
teda staci dokazat uz len, ze je regularna. Pre dokaz sporom uvazujme, ze A je singulérna, ¢ize
existuje x # 0,,, Ze Ax = 0,,. Potom x” Ax = 0, ¢o je spor s pozitivnou definitnostou. Naopak,
nech A € 8" je regularna. Potom podla vety 9.21 méame A = T?T, pricom rank(T) =
rank(A) = n podla désledku 3.35, ¢ize T je regularna. Teda pre x # 0, plati xT Ax =
xI'TTTx = || Tx||> > 0. KedZe x # 0,, a T je regularna, tak Tx # 0, ¢ize x' Ax = || Tx|* >
0.

Pre (iv) nech A € 8" . Potom A = TTT, kde T je reguldrna, analogicky k (iii). Z toho
vyplyva A=l = T7!'T~T. Pre x # 0, teda plati x? A7'x = xTT7!'TTx = (T Tx)TTTx =
T Tx||? > 0. KedZze T"T je regularna a x # 0,, tak T-Tx # 0,, ¢ize [T x||* > 0.
Naopak, nech A~ € 8",. Potom A = (A™')"! a podla predchadzajicej implikacie plati
A=ANH1tesy,. O

Definicia 9.23 (Loewnerovo usporiadanie). Loewnerovo usporiadanie pozitivne semidefinit-
nych matic je definované nasledovne: ak A, B € 8"}, potom A = B ak A — B € 87}.

Poznamka 9.24. Loewnerovo usporiadanie je iba ¢iastocné, teda nevieme porovnat vsetky
A, B € 87, ako ukazuje priklad 9.25.

(YY)

Potom A -B =1, 681, Cize A > B.

Nech
20 3 0
c=(p5) P=(n2)

Potom C — D = diag(—1,1) ¢ 82 a D — C = diag(1,—1) ¢ 82, ¢ize neplati ani A > B, ani
B > A.

Néjdite priklady nediagonalnych matic A, B, C,D, ze A = B a matice C a D sa nedaju
pomocou Loewnerovho usporiadania porovnat.

Priklad 9.25. Nech

9.2.1 Pozitivna definitnost vyberovej kovarian¢nej matice

Sktimajme pozitivnu (semi)definitnost vyberovej kovarianénej matice S € R?¥*? z podkapitoly
2.6.1. Pripomefime, 7ze X = (x1,...,%,) € R¥" je maticou dat. Podla prikladu 2.57 vieme S
zapisat ako —= (X —n""XJ,xn) (X =1 XJT,xn)7, z €oho podla tlohy 9.5 vidime, Ze vyberova
kovarianc¢na matica je vzdy pozitivne semidefinitné. To je jeden z hlavnych dévodov, preco sa
v Statistike velmi ¢asto pracuje s pozitivne semidefinitnymi a pozitivne definitnymi maticami.

Vyberova kovarian¢éna matica je potom vzhladom na vetu 9.22 pozitivne definitna prave
vtedy, ked je regularna. To nastava podla poznamky 3.38 prave vtedy, ked ma matica X(I,, —
" wn) € R hodnost d.

Priklad 9.26. Overte, Ze matica n~1J,,«, je maticou ortogonalnej projekcie na span(1,,).
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Podla prikladu 9.26 moéZeme vyberovu kovarianénu maticu zapisat ako

© (X~ XPy)(X — XPy)T = L X(T, ~ Py)[X(T, ~ Py

n—1 n —

S =
kde P; je maticou projekcie na span(1,). Z vety 7.25 potom vyplyva, Ze

S:

(XPy)(XP,y)T,

n—1

kde P, je projekénou maticou na 1. Teda kovarianéna matica je regularna prave vtedy, ked
rank(XP,) = d.
Vsimnime si, ze
vl vip,
XPy=1| : | P2= :
A vIiP,

)

kde v1, ..., vl st riadky X. Cize v! je riadkovy vektor dlzky n zachytévajici hodnoty i-tej
premennej pre jednotlivé pozorovania. Potom v Py je riadkovy vektor hodnét i-tej premen-
nej sprojektovany do podpriestoru kolmého na 1,,. Takze vyberova kovarianc¢né matica je
pozitivne definitna prave vtedy, ked matica XPy € R¥™ pozorovani, ktorych zlozky st spro-
jektované do podpriestoru kolmého na 1,,, ma hodnost d.

7 pohladu dat maja riadky XP, priamociaru interpretéciu. Matica Py sa da totiz spatne
zapisat ako Py =1L, —n ' J s, = I, — 711,17 a teda XPy = X — n7'X1,17 = X — x17.
Teda i-ty riadok tejto matice je vi —%;1, = (2 — Xy, . . ., Tin —X;), kde 241, . . . , T4, 50 hodnoty
i-tej premennej v jednotlivych pozorovaniach a X; je ich priemer. Takze i-ty riadok XPs je
vektorom hodnoét i-tej premennej ocistenych o ich priemer, tzv. centrovanych hodnét (pozri
priklad 2.55), lebo priemer tychto oé¢istenych déat je nula. Vyberova kovarianénd matica je
teda pozitivne definitna, ak matica pozorovani, ktoré su v jednotlivych premennych ocistené
o priemery, (matica centrovanych pozorovani) XP, € R¥™ ma plnii riadkovti hodnost d.

Poznamenajme, Ze geometricky sa da toto tvrdenie sformulovat nasledovne: vyberova ko-
varian¢na matica je pozitivne definitna prave vtedy, ked data neleZzia v spolo¢nej afinnej
mnozine (t.j. posunutom vektorovom podpriestore), ktord méa dimenziu nizsiu ako d.

9.3 Ulohy na precvicenie

Uloha 9.1. Presvedcte sa, e matica

2 1
A=1|1 2
01

N = O

je pozitivne definitna (z definicie pozitivnej definitnosti).

Uloha 9.2. Nech
A— T U
—\u?T w)’

kde T € R™™ U € R™™ a W € R"". Ukazte, ze ak A je pozitivne semidefinitna, tak
aj T a W st pozitivne semidefinitné. Sformulujte a dokazte podobné tvrdenie pre pozitivnu
definitnost.
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Uloha 9.3. Nech A € 8" a B € R""™. Ukaite, e potom
(i) ak A € 8", tak BTAB € 87,
(ii) ak A € 87, arank(B) =m, tak BTAB € 87",
Névod: v ¢asti (il) mozete pouzit lemu 3.36.

Uloha 9.4. Nech T v matici A z tlohy 9.2 je regularna, a nech tato matica A je pozitivne
semidefinitna. Ukazte, Zze potom Schurov doplnok matice T v matici A, t.j. matica S =
W —UTT~'U, je pozitivne semidefinitna matica. Navod: vyuZijuc tilohu 9.3 skiimajte maticu

BTAB, kde
I, -T'U
B N (OnXm In ) .

Uloha 9.5. Nech A € R™*". Ukazte, ze ATA € 8. Ukazte tiez, 7e ATA € 87, prave vtedy,
ked rank(A) = n. Sformulujte podobné tvrdenie pre AAT,

Uloha 9.6. Nech x,...,x; € R” a definujme A = Zle x;x; . Ukazte, ze A € 8" a dokdzte,
7e hodnost matice A je rovna poc¢tu najvicsej mnoziny linearne nezavislych vektorov spomedzi
X1,. .., Xy, teda rank(A) = dim(span(xy, ..., Xx)).

Uloha 9.7. Ukazte, ze ak A = LDL” je LDL” rozklad symetrickej matice A € R™*™ a ak
D je diagonalna matica s kladnymi (nezapornymi) prvkami na diagonéle, tak A je pozitivne
definitna (pozitivne semidefinitna).

Uloha 9.8. Nech A, B € 8" spliiaju A = B. Ukéite, Ze potom det(A) > det(B) a C(B) C
C(A).
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Kapitola 10

Vlastné cisla a vlastné vektory

10.1 Definicie a zakladné vlastnosti

Definicia 10.1 (Vlastné ¢islo a vlastny vektor). Nech A € R™™ Ak A € R, x € R" spliaju
x # 0, a Ax = \x, tak \ nazyvame vlastné c¢islo matice A a x nazyvame vlastny vektor
matice A. Mnozinu vSetkych vlastnych ¢isel matice A nazyvame spektrum matice A.

Poznamka 10.2. Namiesto pojmu vlastné ¢islo sa niekedy pouziva pojem vlastnd hodnota.

Poznamka 10.3. Ak Ax = Ax pre x # 0, potom hovorime, ze vlastné ¢islo A prislicha
vlastnému vektoru x, resp. ze vlastny vektor x prislicha vlastnému ¢islu \.

Pozndmka 10.4. Uvazujeme iba realne vlastné ¢isla, takze niektoré zname tvrdenia o kom-
plexnych vlastnych ¢islach sa na nami uvazované vlastné ¢isla nevztahuji. Napriklad plati, ze
niektoré matice nemaju ziadne realne vlastné ¢islo, ako ukédzeme v priklade 10.14, hoci kazda
matica ma aspon jedno komplexné vlastné ¢islo.

Priklad 10.5. Rovnica Ax = Ax vyjadruje, ze v smere vlastného vektora x predstavuje
linearne zobrazenie v — Av jednoduché natiahnutie, ¢i skratenie vektora na jeho A-nasobok.

Overte, Ze matica
_ (5/4 3/4
A= (3/4 5/4)

ma vlastné ¢isla 2 a 1/2 s prislichajucimi vlastnymi vektormi u; = (1/v/2,1/v2)7 a uy, =
(=1/4/2,1/4/2)T. Na obrazku 10.1 je znazornené natiahnutie/skratenie prislusnych vlastnych
vektorov po vynasobeni maticou A: Au; = 2u; a Auy = (1/2)us.

Lema 10.6 (O prislachajicom vlastnom ¢isle). Nech x # 0, je vlastny vektor matice A €
R™*". Potom vektoru x prislicha jediné vlastné &islo A matice A, a to A = xT Ax/||x/|%.

Dékaz. Nech X je vlastné &islo prislichajice x. Potom z Ax = Ax vyplyva x’ Ax = \x'x.
Kedze x # 0, tak x'x = ||x]|*> > 0, a teda jediné vlastné ¢islo prislichajice x je A =
xTAx/||x|*. O

Lema 10.7 (O skalarnom nasobku vlastného vektora). Nech x je vlastny vektor matice
A € R™™ prisluchajuci vlastnému ¢islu X\. Potom pre Iubovolné ¢ € R, ¢ # 0, je cx tieZ
vlastny vektor matice A prislichajici vlastnému ¢islu .
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Auq

Au,

Obr. 10.1: Transformacia dana maticou A z prikladu 10.5 aplikovana na jej vlastné vektory
u; a Usg.

Doékaz. Tiahko overime, Ze cx splha definiciu vlastného vektora: A(cx) = cAX = cAx =
A(ex). O

Lema 10.8 (Ekvivalentné charakterizacie vlastného ¢isla). Pre A € R™" su nasledujice
tvrdenia ekvivalentné:

(i) A je vlastné ¢islo A,
(ii) A — M, je singularna,
(iii) det(A — AL,) =0.

Dékaz. Zjavne A je vlastné ¢islo prave vtedy, ked Ax — Ax = 0, ¢ize ked (A — AXI)x = 0, pre
nejaké x # 0. To je ekvivalentné s tym, ze N(A — AI) # {0}, teda podla dosledku 3.31 s tym,
ze A — A je singularna. Ekvivalencia (ii) s det(A — AI) = 0 vyplyva z vety 8.11. O

Lema 10.9 (Ekvivalentné charakterizacie vlastného vektora). Pre A € R™" st nasledujtce
tvrdenia ekvivalentné:

(i) u € R" je vlastny vektor matice A prislachajuci vlastnému ¢islu A,
(ii) u je rieSenim homogénneho systému (A — AL,)x = 0,, v premennej X,
(iii) u e N(A — AL,).
Doékaz. Dokaz je analogicky k dokazu lemy 10.8, nechavame ho na ¢itatela. O]

Lema 10.10 (Stupeii polynomu det(A — AL,)). Pre A € R™" je vyraz det(A — A1) poly-
némom stupiia n v premennej A.

Doékaz. Oznac¢me B = A — M. Z definicie determinantu mame

det(B) = > (=1)* ) (B)1o01) - B)nowm),

o—perm.

kde kazdy vyraz (B); ,¢) je bud tvaru (A); — A, alebo nezavisi od X. Teda det(B) je polyno-
mom stupiia nanajvys n v premennej \, kedze kazdy zo s¢itancov (—1)*() (B)io)* (B)nom)
je vzhladom na A polynémom stupiia nanajvys n. Overme, ze det(B) je polynémom presne
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stupna n, teda ze koeficient pri A" nie je 0. Jediny vyraz, v ktorom vystupuje A", zodpoveda
tomu, ked kazdé (B); ,¢) je tvaru (A); — A, ¢o je vtedy, ked o(i) = i pre vietky ¢ = 1,...,n.
Vtedy dostavame (—1)¢(”)(B)1,U(1) o (Bnom) = [11=1((A)i — A), €o je polynom s koeficien-
tom (—1)" pri A". Takze det(B) je skuto¢ne polynémom stupna n. O

Definicia 10.11 (Charakteristicky polynoém). Polynoém det(A — AI) v premennej A nazyvame
charakteristicky polynom matice A.

Definicia 10.12 (Vlastny priestor, nasobnost vlastného ¢isla). Priestor N(A — AI) nazyvame
vlastny priestor vlastného ¢isla A, jeho dimenziu nazyvame (geometrickd) ndsobnost vlastného
c¢isla \.

Poznamka 10.13. Okrem geometrickej nasobnosti moézeme definovat aj algebraicki ndsob-
nost vlastného ¢isla: algebraicka nasobnost vlastného ¢isla A* je nasobnost korena A = \* v
charakteristickom polynéme det(A — AI). Poznamenajme, ze geometrickd a algebraicka na-
sobnost vlastného ¢isla sa moézu ligit. V tomto texte v8ak budeme pracovat iba s geometrickou
nésobnostou, ¢ize pod pojmom nasobnost vzdy myslime geometrickti nasobnost.

2 1 0 1
A= (O _1) a B- (_1 0).
Potom det(A — AXI) = (2 — X\)(—1 — \). Vlastné ¢isla matice A su rieSenia det(A — AI) = 0,
¢ize A ma dve vlastné ¢isla Ay = 2 a \y = —1, kazdé s nasobnostou 1.
Charakteristicky polynom matice B je A> + 1, a ten ma korene iba \; 5 = +i, kde i je

imaginarna jednotka. TakZze B nema ziadne (realne) vlastné ¢isla. Néajdite 2 x 2 maticu, ktora
ma iba jedno vlastné ¢islo, s nasobnostou 1.

Priklad 10.14. Nech

Lema 10.15 (Vztah nulového vlastného ¢isla a nulového priestoru). Nech A € R™*™. Nésob-
nost vlastného ¢isla A = 0 je rovna dimenzii N(A). Pod nésobnostou 0 “vlastného ¢isla” A
rozumieme, ze A nie je vlastné ¢islo matice A.

Dékaz. Nasobnost A = 0 je dim(N(A — 0I)) = dim(N(A)). O

Dosledok 10.16 (Vztah singularnosti matice a nulového vlastného ¢isla). Matica A € R™*"
je singularna prave vtedy, ked A = 0 je jej vlastné ¢islo. Ekvivalentne, A je regularna prave
vtedy, ked A = 0 nie je jej vlastné ¢islo.

Poznamka 10.17. Niekedy je vyhodné pracovat s vlastnymi ¢islami zopakovanymi podla
nasobnosti. Napriklad vlastné ¢isla matice A = diag(3,1,5,1,3) st 3 (s nasobnostou 2), 1 (s
nasobnostou 2) a 5 (s nasobnostou 1), pricom vlastné ¢isla A zopakované podla nasobnosti
sa 3,3,1,1,5.

Lema 10.18 (Vlastné ¢isla a vektory transformacii matice A). Nech A je vlastné ¢islo matice
A € R™™™ a x je k nemu prisluchajuci vlastny vektor. Potom:

(i) Pre kazdé ¢ € R je ¢ vlastné ¢islo matice cA prislichajice vlastnému vektoru x.
(ii) Pre kazdé k € N je \* vlastné ¢islo matice A* prislichajtce vliastnému vektoru x.

(iii) Ak A je regularna, tak A1 je vlastné &islo matice A~! prislichajice vlastnému vektoru
X.
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Dékaz. Dokaz tvrdenia (i) je trividlny. Overme ¢ast (ii). Rovnicu Ax = Ax prendsobime
maticou A zlava a dostaneme A%x = AAx. Prava strana tejto rovnice je rovna A\(Ax), kedZe
Ax = \x. Dostavame A%x = \%x, ¢im je dokazané tvrdenie pre k = 2. Pre vyssie hodnoty &
sa da tvrdenie dokézat matematickou indukciou, resp. uvedomenim si, ze kazdym postupnym
vynasobenim rovnice Ax = Ax zvySime na pravej strane mocninu vlastného ¢isla .
Podobne v (iii) m6Zeme rovnost Ax = Ax prenasobit maticou A=, &im dostaneme x =
A ~!x, ¢o sa da prepisat na A7lx = A 7x. Cislom A mozeme delit, lebo podla dosledku
10.16 plati A # 0. 0

Lema 10.19 (Vlastné ¢isla suc¢inu matic). Nech A € R™*" a B € R"*"™. Potom matica AB
ma rovnaké nenulové vlastné c¢isla ako matica BA, vratane nésobnosti.

Dékaz. Pocitajme charakteristické polynémy:
paB(\) = det(AB — AL,,) = (—\)"det(=A"'AB + 1,,,),

pBa()\) = det(BA — AIL,) = (—\)"det(-A"'BA +1,,).

Podla tlohy 8.5 potom dostavame pga(A) = (=A)"det(—A"'AB + I,,). Teda pre kazdé
A # 0 plati (=A\)"paB(A) = (=A)"pBa(N). Specidlne potom maju oba tieto polynémy rovnaké
nenulové korene, ¢ize A a B maji rovnaké nenulové vlastné cisla.

Na dokazanie rovnosti nasobnosti nech A # 0 je vlastné ¢islo matice AB a nech xy, ..., Xy
si linearne nezavislé vlastné vektory AB zodpovedajuce vlastnému cislu A. Ked oznac¢ime
X = (x1,...,X) € R™* potom ABX = \X, kedZe x; st prislugné vlastné vektory. Po-
tom BA(BX) = B(ABX) = ABX, ¢ize stlpce matice BX st vlastné vektory matice BA
prisliachajice vlastnému ¢islu .

Z rovnosti ABX = \X, dostavame rank(AX) < rank(BX) podla vety 3.14. Podla tej
istej vety tiez plati rank(BX) < rank(X). Kedze A # 0, tak rank(AX) = rank(X) a teda
rank(BX) = rank(X). KedZe stlpce X st linearne nezévislé, tak rank(BX) = rank(X) =
k. Zaroveil plati BX € R™*, ¢ize aj stlpce BX st linearne nezavislé. Teda ak AB ma k
linedrne nezavislych vlastnych vektorov prisluchajicich A, tak sme nasli k£ linearne nezavislych
vlastnych vektorov matice BA prisltchajtucich A. Preto dim(BA — AI) > dim(AB — AI).
Podobnym postupom dostaneme dim(AB — AI) > dim(BA — M) (pomocou pozorovania, Ze
ak Y su vlastné vektory BA prisluchajice A, tak AY st vlastné vektory AB prislichajtce
A). Spolu teda dostavame pozadovant rovnost nasobnosti vlastného ¢isla A. n

Lema 10.20 (O nezavislosti vlastnych vektorov). Nech A € R™ ™ a Aj, Ay st jej dve rozne

vlastné ¢isla. Potom ak xq,...,x; st linedrne nezavislé vlastné vektory A prislichajice A\ a
Yi,-..,Ye SU linedrne nezavislé vlastné vektory A prislichajice Ao, tak x1,...,Xg, y1,...,Y¢

st linearne nezavislé.
Doékaz. Oznacme X = (x1,...,%x5) a Y = (y1,...,y¢). VSimnime si, ze
AX = (Axy, ..., Axy) = M(xq, .., xk) = M X,

a podobne AY = A\ Y. KedZe Ai, \y st rozne, aspon jedno z nich je nenulové. Bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladajme, 7ze Ay # 0.

Tvrdenie dokdZeme sporom. Predpokladajme, Ze X1,. .., Xk, ¥1,. ..,y st linedrne zavislé.
Existuje teda ¢ = (¢!, ¢l)T # 0, kde ¢; € RF acy € R, Ze (X, Y)c = 0. Cize Xc; +Yey = 0.
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Po vynésobeni tejto rovnice maticou A zlava dostavame A\;Xc; + M Yce, = 0, teda Xc; =
—)\1_1/\ch2. Po dosadeni do Xc; + Ycy, = 0 dostdvame Ycy = )\1_1)\2Yc2, z ¢oho vyplyva
Yc, = 0, kedze A ')y # 1. KedZe stlpce Y st linearne nezavislé, dostavame ¢, = 0. Z toho
vyplyva Xc; = 0, a teda podobne aj c¢; = 0. To je vSak spor s ¢ # 0. O

Veta 10.21 (Diagonalizacia). Nech A € R™™ ma n vlastnych ¢isel Ay, ..., A, (vratane nasob-
nostf). Potom A vieme zapisat ako A = SAS™! kde A = diag(A1, ..., ), S = (x1,...,X,)
je regularna matica a x1,...,X, si vlastné vektory prislichajice vlastnym c¢islam Ay, ..., \,.

Dokaz. Vlastné vektory Xy, ..., X, vyberieme nasledovne: kazdé vlastné ¢islo mé tolko line-
arne nezavislych vlastnych vektorov, aka je jeho nasobnost; mame teda spolu n vlastnych
vektorov. Potom podla lemy 10.20 st tieto vlastné vektory linearne nezavislé.

Pre kazdé i = 1,...,n plati: Ax; = \;x;, ¢o mdZeme spolu zapisat ako

(Axy,...,Ax,) = (Mix1, .., AnXp),

teda AS = SA. KedZe xq, ..., X, st linearne nezavislé, tak S € R™*™ je regularna a dostavame
A =SAS L O

Definicia 10.22 (Podobné matice). Nech A;B € R™". Potom hovorime, ze A a B su
podobné ak existuje regularna matica X € R™", ze B = X 1AX.

Veta 10.23 (Vlastné ¢isla podobnych matic). Nech A, B € R"*" st podobné. Potom A a B
maju rovnaké vlastné ¢isla, vratane néasobnosti.

Dékaz. Kedze A, B st podobné, tak existuje regularna matica X € R™" 7e B = X 1AX.
Pozrime sa na charakteristicky polyném matice B:

det(B — AI) = det(X 'AX — AI) = det(X 'AX — AX X)) = det(XH(A — AI)X)
= det(X ) det(A — AI) det(X) = det(A — AI),

kde poslednti rovnost sme ziskali vdaka det(X™1') = 1/det(X). Teda A a B maji rovnaké
vlastné cisla. ESte potrebujeme ukazat, Zze maju rovnaké nasobnosti.

Nech A je vlastné ¢islo matice A (a teda aj B). Potom nasobnost A pre A je n—rank(A —
AI). Nasobnost A pre B je

n —rank(B — MI) = n — rank(X " *AX — M) = n — rank(X ' (A — \)X).

LenZe néasobenie regularnou maticou nemeni hodnost (veta 4.18), ¢ize nasobnost A pre B je
n — rank(A — M), ¢o je rovné nésobnosti A pre A. O

10.2 Vlastné cisla a vlastné vektory symetrickych matic

Poznamka 10.24. V tejto podkapitole najprv ukazeme, ze kazda symetrickda matica ma aspon
jedno vlastné ¢islo. Toto tvrdenie sa zvycajne dokazuje pomocou zakladnej vety algebry, ktora
vSak pracuje s komplexnymi ¢islami, a ktorej dokaz vychadza z vyrazne netrivialnych tvrdeni
matematickej analyzy. Namiesto toho budeme sledovat argumentéciu v [4], ktora umoziuje
dokézat existenciu vlastného ¢isla symetrickej matice aj bez zakladnej vety algebry. Stale vsak
bez dokazu pouzijeme niektoré zakladné tvrdenia z matematickej analyzy.
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Lema 10.25 (Vlastné vektory symetrickej matice pomocou kvadratickej funkcie). Nech A €
8". Potom:

(i) Existuju nenulové vektory x;,xs € R" také, ze

xTAx, < xT Ax < x1T Ax,y

xIx; = xTx = xIxy

(10.1)

pre kazdé x € R".
(ii) Vektory x; a x» su vlastné vektory matice A.

Doékaz. Poznamenajme, Ze bez dékazu budeme pouzivat niektoré poznatky z oblasti minima-
lizacie/maximalizacie spojitych a diferencovatelnych funkeii. Uvazujme mnozinu M = {x €
R"|xTx = 1} a funkciu f(x) = x’ Ax. KedZe mnoZina M je ohraniend a uzavretd (a
teda kompaktna) a funkcia f(x) je spojita, tak existuje maximum aj minimum funkcie f(x)
na mnozine M. Ozna¢me prislusny bod minima ako x; a bod maxima ako x,. Plati teda
xTAx; < xTAx < xI'Ax, pre kazdé x € M. Kedze x,,X; € M, ¢ize maji jednotkov
normu, tak x;,x, # 0,.

Nech x € R™. Potom x = x/vxIx patri do mnoziny M, ¢ize plati x] Ax; < xTAx <
xJ Ax,. Po dosadeni za x dostavame

xT Ax

xTAx; < < x5 Ax,. (10.2)

XX

Ked7e x;,%, € M, tak x'x; = 1 a teda xTAx; = xTAx;/(x7x;), i = 1,2. Cize (10.2) mozeme
zapisat ako
xTAx;  xTAx  xTAx,
< <

xI'x; = xTx = xIx,

, (10.3)

¢im sme dokazali ¢ast (i).

V (ii) bez ujmy na vSeobecnosti tvrdenie dokdZeme pre x1; pre X sta¢i vymenit minimali-
zaciu za maximalizaciu. KedZe funkcia g(x) = xT Ax/(x?x) je diferencovatelna na R™\ {0, }
a kedZe v bode x; # 0, nadobuda svoje minimum, tak vektor parcialnych derivacii v bode
x; je rovny 0,. Formalne:

9g(x)

=0,.
ox

X=X

Vyuzijeme tiez nasledovné poznatky z derivovania funkcii viac premennych:
0 (u(x)\ _ v(x)ag—(xx) — u(x)ag—(xx) oxTAx
ox \v(x)) v(x)? ’ ox

ktoré moze citatel najst v kapitole 15 v [4]. Ak v (10.4) dosadime A = I, dostavame

d(xTx)/0x = 2x. Spolu s (10.3) dostavame
xI'xi(2A%x;) — xT Ax,(2x;)
(x1x1)

= 2Ax pre A € 8", (10.4)

= 0n7

a teda (x]x;)Ax; = (xI' Ax;)xy, z ¢oho vyplyva

xTAx,

X,{Xl

AX1 = X1.
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Dostali sme Ax; = A\;x;, kde \; = (x7Axy)/(xTx;), pricom x; # 0,. Vektor x; je teda
vlastny vektor matice A. O

Dosledok 10.26. Kazda symetrickd matica mé aspon jedno (realne) vlastné ¢islo.

Veta 10.27 (Spektralny rozklad symetrickej matice). Nech A € 8". Potom existuju ortogo-
nalna matica U € R™ " a diagonalna matica A € R™*" také, ze A = UAUT. Navyse plati,
7e stlpce matice U st (ortonormélne) vlastné vektory matice A a diagonalne prvky matice A
su prislusné vlastné cisla.

Dokaz. Prvu ¢ast dokdZzeme matematickou indukciou. Pre 1 x 1 matice tvrdenie zjavne plati.
Predpokladajme teraz, Ze veta plati pre kazdt maticu v 8”71, a vezmime A € 8". Podla
dosledku 10.26 existuje vlastné ¢islo A a prislusny vlastny vektor u # 0,, matice A. Kedze
nasobok vlastného vektora je tiez vlastny vektor (prislachajuci tomu istému vlastnému ¢islu),
tak mozeme predpokladat, ze ||ul| = 1. Potom moézeme u doplnit pomocou n — 1 vektorov na
ortonormalnu bazu R”. Ulozme tieto vektory do matice V € R™*(®~1)_ Plat{ teda, Ze matica
(u, V) je ortogonalna, ¢ize

u? u'u ul'v
In = (VT) (Ll V) - (VTu VTV) )

z ¢oho vyplyva u!’V =01 | a VIu = 0,_;. Pocitajme

u’ u’Au u’AV A0
(VT> Afw V) = (VTAu VTAV> - (on VTAV) ’
kde poslednti maticu sme dostali, lebo u’ Au = u” u = \uu=1, V' Au = A\Vu=0,_;
a podobne uT AV = 07 ,. Matica VI AV je symetricka a typu (n — 1) x (n — 1), ¢iZe podla

indukéného predpokladu existuju ortogonalna U; a diagonalna A;, ze VIAV = U, A, UT. 7
toho vyplyva, ze UF'VITAVU,; = A;. Definujme

1 ol
U=(u V) (onl Uf)'

Potom

rar (1 07\ [(u” 107\ (1 0"\ /x 0 \ /1 o
UAU_(O u) lvr) A0 V(e u,)=lo ur)lo vrav) o ©,

e 0" (x o
~\o urvravu,) ~\o A,)-

¢o je diagonalna matica, mozeme ju oznacit A. NavySe matica U je ortogonélna, lebo sme ju
skongtruovali ako sti¢in dvoch ortogonalnych matic (pozri lemu 4.30) . Potom z UTAU = A
vyplyva A = UAUT.

Na dokaz druhej ¢asti si staci zapisat rovnicu A = UAUT ako AU = UA. Ked potom
ozna¢ime U = (uy,...,u,) a A = diag(\y,..., \,), tak dostavame

(Aul, ce ,Aun) = ()\1111, e )\nun),

teda Au; = \u; (1 =1,...,n), ¢iZe u; su vlastné vektory a A; su prislusné vlastné ¢isla. [J
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Dosledok 10.28. Nech A € 8" Potom A méa n vlastnych ¢isel A\i,..., A, (po zaratani
nasobnosti) a existuje ortonormalny systém vlastnych vektorov wuy, ..., u, matice A taky, ze
u; prislicha k \;; 1 =1,... n.

Dosledok 10.29 (Spektralny rozklad vo vektorovej forme). Kazda A € 8" sa da zapisat v
tvare A =" Auul, kde Ap, ..., )\, st vlastné ¢isla matice A a uy, ..., u, je ortonormélny
systém prislusnych vlastnych vektorov.

Doékaz. Staci rozpisat A = UAUT pomocou vlastnych &sel a vlastnych vektorov. O]

Poznamka 10.30. Podla vety 10.27 tvoria vlastné vektory uy,...,u, symetrickej matice
A € 8" ortonormélnu bazu R”. Lubovolny vektor x € R" mozeme teda zapisat ako x =
Yo, cw; pre nejaké ¢y, ..., ¢, € R. Potom Ax =AY cu; =Y 0 cAw =Y g,
Ak teda vyjadrime I'ubovolny vektor x v ortonormalnej baze danej vlastnymi vektormi A,
tak nasobenie maticou A je jednoduché natiahnutie, ¢i skratenie jednotlivych suradnic ¢; na
NG

Uvazujme maticu A z prikladu 10.5, podla ktorej tito maticu vieme zapisat ako A =

UAUT, kde
-6 ) - - (0 )

Zvolme vektor x = (—2/3,1)7 /+/2. Potom ak x vyjadrime v ortogonélnej stiradnicovej stistave
danej vektormi u; a ug ako x = ¢yu;+couy, tak Ax je vektor, ktory Tahko ziskame natiahnutim
prvej sturadnice ¢; na dvojnasobok (A; = 2) a skratenim druhej stradnice ¢, na polovicu
(A2 = 1/2), ako je znazornené na obrazku 10.2a.

Poznamka 10.31. Pre iny geometricky pohlad na spektralny rozklad A = UAU? si mo-
zeme uvedomit, Ze ortogonilne matice U a U? zodpovedaji rotaciam (pripadne preklope-
niam) a diagonéalna matica A pozlozkovému natiahnutiu/stiahnutiu. Navyse, “rotacie” U a
U7 st opacné, lebo prislusné matice st inverzné. TakZe vynasobenie vektora x € R™ symet-
rickou maticou A € 8" vieme rozlozit do troch krokov: 1. “rotacia” maticou U7, 2. natiahnu-
tie/stiahnutie pomocou matice A, 3. spatna “rotacia” maticou U.

Pre maticu A z prikladu 10.5 zodpoveda U7 rotacii v smere hodinovych ruéiciek o /4,
teda o 45° (pozri priklad 4.29); A natiahnutiu prvej zlozky na dvojnasobok a skrateniu
druhej zlozky o polovicu; a U rotécii o 45° proti smeru hodinovych ruci¢iek. Pre vektor
x = (—2/3,1)T/4/2 je toto rozlozenie transformacie Ax zakreslené na obrazku 10.2b.

Priklad 10.32. Nech A € 8" a uy,...,u, sa jej ortonorméalne vlastné vektory. Vyjadrite
Tubovolny vektor x € R™ v baze uy,...,u,. Vyjadrite teda predpis pre ci,...,c, také, Ze
X = cquy + ... + c,u,. Viete tiez vektor siradnic ¢ vyjadrit pomocou matic A a U zo
spektralneho rozkladu A = UAUT?

Nakoniec vypocitajte suradnice vektora x z prikladu 10.5 vzhl'adom na béazu uy, u, tvorenu
vlastnymi vektormi matice A.

Veta 10.33 (Najvicsie a najmensie vlastné ¢islo pomocou optimalizécie). Nech A € 8".

Potom
xT Ax \ - xTAx
max = min
xcRn  xTx ma xern xTx

- AInin7
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45° _

(a) cez vyjadrenie x v baze uj, ug (b) cez rozklad na rotaciu-natiahnutie-rotéciu

Obr. 10.2: Vyjadrenie linearnej transformécie Ax pre maticu A z prikladu 10.5 a poznamok
10.30 a 10.31 pomocou spektralneho rozkladu. (a) Sturadnice vektora x v baze uj,uy st
znézornené pomocou prerusovanych ¢iar. Nasledne su tieto stiradnice vynésobené prislusnymi
vlastnymi ¢islami, ¢im opét pomocou prerusovanych ¢iar ziskavame vektor Ax. (b) Najprv x
zrotujeme na UTx, potom stiradnice vysledného vektora natiahneme/stiahneme pomocou A
na AUTx, a nakoniec zrotujeme naspét pomocou U, ¢m dostavame Ax = UAU”x.

kde Anax je najvacsie a A\, je najmensie vlastné ¢islo matice A. Navyse, optimalnym rieSenim
uvedenej maximaliza¢nej ulohy je Iubovolny vlastny vektor matice A prislichajaci M., a
optimélnym rieSenim uvedenej minimaliza¢nej tlohy je Tubovolny vlastny vektor matice A
prislachajici Apip-

Dokaz. Dokaz spravime pre Apax, pre Amin je analogicky. Kedze A je symetricka, tak ju
mozeme zapisat pomocou spektralneho rozkladu ako A = UAU?. Potom pre Iubovolné
x € R” plati

x"Ax x"UAU'x  y"Ay > Nyl > h(ulx)?

xT'x xT'x xT'x xTx xT'x ’
kdey = U'x, U= (uy,...,u,) a A =diag(\,...,\,). KedZe vyrazy (u!x)? st nezaporné,
tak \;(ul'x)? < Apax(u?x)? a dostavame

xT Ax < Do Amax (Ul x)? ~ Amax ZZ.(uZ-TX)2 B AmaxX L UUTx B AmaxX 1 X B

- A1’[13,)( .

xTx xTx xTx xTx xTx

Pri tretej tprave si stacilo uvedomit, ze Y _.(ulx)? je skaldrny suc¢in vektoru UTx samého so
sebou, v stvrtej tprave sme vyuzili, ze U je ortogonédlna matica.
Navyse xI AX, = ApnaxX. X, pre [ubovolny vlastny vektor x, prislichajtci Ayax. Preto

XfAX*
T = /\max7
X, Xy

Cize X, je rieSenim maximalizac¢nej tlohy. O

Poznamka 10.34. Vyraz x’ Ax/(x'x), kde A je symetrickd matica, sa nazyva Rayleighov
kvocient (angl. Rayleigh quotient). Plati pren dokonca silnejsie tvrdenie nez veta 10.33, ktoré
formulujeme nizsie.
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Veta 10.35 (Vlastné ¢isla a vektory pomocou Rayleighovho kvocientu). Nech A € 8™ a
definujme funkciu f : R*\ {0,} — R,

xT Ax

f(x) =

xTx

Potom vlastné vektory matice A si stacionérne body funkcie f a jej funkéné hodnoty v tychto
bodoch st prislichajice vlastné ¢isla.

Dékaz. Stacionarne body st body, v ktorych je nulova derivacia, vypocitajme teda derivaciu
f pomocou (10.4):

ox (xTx)?

Této derivacia je rovna nule ak (x?x)Ax = (x Ax)x, teda ak

Of(x) xTx(2Ax) — XTAX(ZX)'

Ax — xT Ax

X

xI'x 7
¢o je ekvivalentné tomu, Ze x je vlastny vektor matice A a Ze prislusné vlastné cislo je
xTAx/(xTx) (vid lema 10.6). O

Poznamka 10.36. Vlastné vektory prislichajice najmensiemu a najvacsiemu vlastnému ¢islu
st (lokdlnym aj globalnym) maximom resp. minimom Rayleighovho kvocientu, ako sme videli
vo vete 10.33. Ostatné vlastné vektory st sedlovymi bodmi Rayleighovho kvocientu, teda v
niektorych smeroch sa v ich okoli zvysuje funkéna hodnota a v niektorych sa znizuje.

Lema 10.37 (Vlastné ¢isla pozitivne (semi-)definitnych matic). Ak A je vlastné ¢islo matice
A €387, tak A > 0. Ak A je vlastné ¢islo matice A € 8%, tak A > 0.

Dokaz. Nech )\ je vlastné ¢islo matice A a nech mu prislucha vlastny vektor x # 0,. Podla
lemy 10.6 plati A = (x" Ax)/(||x[|*), pri¢om zjavne |x||* > 0. Pre A € 87 je xTAx > 0, a
teda aj A > 0. Pre A € 8" vyplyva A > 0z x" Ax > 0. O

Désledok 10.38. Nech A € R™" je symetricka a nech A = UAUT je jej spektralny rozklad.
Potom ak A € 87, tak na diagonale matice A st nezaporné cisla. Ak A € 87, tak na
diagonale matice A su kladné ¢isla.

Priklad 10.39. Nech A = UAUT, kde U € R™" je ortogondlna, A = diag(\, ..., \),
Ai > 0 pre kazdé i = 1,...,n. Ukdzte, Ze potom A € 8" . Ukazte tiez, Ze ak navySe \; > 0 pre
kazdé 1 =1,...,n, tak A € 87 .

Podl'a lemy 10.37 a prikladu 10.39 je symetrickd matica A pozitivne semidefinitna (po-
zitivne definitnd) vtedy a len vtedy, ked vSetky jej vlastné ¢isla st nezédporné (kladné). Ina
charakterizacia pozitivnej definitnosti sa da sformulovat pomocou determinantov lavych hor-
nych submatic matice A, nazyva sa Sylvestrovo kritérium.

Poznamka 10.40. Nech A € R™*". Potom pre k& = 1,...,n pod lavou hornou submaticou
typu k x k matice A myslime submaticu, ktora vznikla z matice A zmazanim stlpcov k +
1,...,n ariadkov k + 1,...,n. Lavou hornou submaticou typu k x k matice A pre k = n je
povodnéd matica A.
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Veta 10.41 (Sylvestrovo kritérium). Nech A € R™*" je symetrickd matica. Potom A € 8" |
prave vtedy, ked determinanty vSetkych jej Tavych hornych submatic st kladné.

Dékaz. Tuto vetu nebudeme dokazovat, jej dokaz je mozné najst v [14]. O

Poznamka 10.42. Ako prirodzené rozsirenie vety 10.41 sa pontika zamenit 87 za 87 a
kladné determinanty za nezaporné. Také tvrdenie vSak neplati. Aj ked totiz determinanty
vSetkych Tavych hornych submatic matice A st nezaporné, tak matica A eSte nemusi byt
pozitivne semidefinitni. Ako protipriklad méZzeme uvézit napriklad maticu

()

Priklad 10.43. Pomocou Sylvestrovho kritéria ukazte, ze matica

6 -1 3
A=|-1 5 -1
3 -1 9

je pozitivne definitné.

Lema 10.44 (Vyjadrenie charakteristik symetrickej matice pomocou vlastnych ¢isel). Nech
A € 8" ma vlastné ¢isla \q, ..., \, zopakované podla nasobnosti. Potom

(i) tr(A) =320 N,
(i) A =32 A,
(iii) det(A) =TI, A,
(iv) rank(A) = |{i € {1,...,n} | A # 0}|.

Doékaz. Vyuzijeme zapis A = UAUT, kde U je ortogondlna a A = diag(\y, ..., \,), podla
vety 10.27. Potom tr(A) = tr(UAUT) = tr(AUTU) = tr(A) = >, N, vdaka vete 5.12
o vymene poradia v stope. Podobne ziskame ||A[?> = tr(ATA) = tr(UAUTUAU7?) =
tr(UA?UT) = tr(A?UTU) = tr(A?) = >, 2. Z vety 8.11(vii) plynie det(A) = det(UAUT) =
det(U) det(A) det(UT) = det(A) det(UUT) = det(A) det(L,) = det(A) = [, Ai. Podla lemy
3.36 a lemy 10.15 plati rank(A) = n—dim(N(A)) = n — ¢, kde ¢ je nasobnost nulového vlast-
ného ¢isla. Zaroven pocet vlastnych ¢isel (zapocitanych podla nésobnosti) je podla dosledku
10.28 rovny n, ¢ize n — q je pocet nenulovych vlastnych cisel. O]

Désledok 10.45. Ak A € 87, tak det(A) > 0. Ak A € 8", tak det(A) > 0.

Poznamka 10.46. Uroviiové mnoziny (vrstevnice) U; = {x € R" | xTAx = t}, t > 0,
kvadratickej funkcie x” Ax pre A € 87 't st elipsoidy s polosami v smere vlastnych vektorov
matice A, pricom dlzky tychto polosi st vt/ A1, ..., \/_/\/_n, kde Ay, ..., A\, su vlastné cisla
A zopakované podla nasobnosti.

Toto tvrdenie nebudeme formalne dokazovat, iba naznac¢ime, preco plati. Uvazujme pre
jednoduchost Uy, ¢iZe rovnicu x Ax = 1. Vyuzime spektréilny rozklad A = UAU?. Potom
x'Ax = xITUAUTx = yT'Ay = M2 + ...+ \y2, kde y = (y1,. .., yn)?T = UTx. Rovnica
AMyi+ ...+ A\y2 =1 je zjavne rovnicou elipsoidu so stredom v pociatku stradnicovej sustavy
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a s polosami v smere stradnicovych osi. DIzku i-tej polosi uréime tak, Ze polozime y; = 0 pre
j # i, z oho dostavame y; = £1/+/;, ¢ize dlzka i-tej polosi pre U je 1/v/A;.

Takto sme ale vyjadrili vrstevnice vzhladom na vektor y = UTx, uréeny vlastnymi vek-
tormi. KedZe ortogonalne matice si maticami otocenia a preklopenia, zachovavajuce dizku
vektora, tak polosi v povodnych stradniciach majta rovnaku dlzku, ale st otodené tak, Ze st v
smeroch vlastnych vektorov matice A. To mozeme nahliadnut tak, Ze uvazime, kedy nastava
y; = 1/\/Ai ay; = 0 pre j # i, teda kedy sa nachadzame na i-tej polosi. Kedze y = U”x, tak
rieime UTx = e;/v/)\;, ¢o m4 riesenie x = Ue;/v/\; = u;/v/\;, kde u; je i-ty vlastny vektor
A. Teda i-ta polos je v smere vlastného vektora u; a jej dlzka je ||u;/v/Ail| = 1/v/Ai, ako sme
uz ukazali vyssie.

Priklad 10.47. Pre maticu A z poznamky 10.5 uz pozname jej spektralny rozklad. Potom

Lo — X1

1 2 0 + 1
x"Ax = 5 (@1 + @2, 20 — 1) (0 1/2) (xl 362) = (21 +29)* + 7 (w2 — z1)?

a urovihové mnoziny tejto kvadratickej funkcie st zakreslené na obrazku 10.3. Polosi jednotli-
vych elips stt v smeroch vlastnych vektorov, ize v smeroch (1/v/2,1/v/2)7 a (—=1/v/2,1/v/2)".
Dlzka dlhsej polosi elipsy Uy je 1/v/Ay = V2, a teda tato polos je tsecka spajajica 0y a
(—1,1)T. Kratgia polos spaja 0y s u;/v/A; = (1/2,1/2)T. Overte, Ze body u;/v/A; a uy/v/ Ay
ozaj lezia na elipse Uj.

Obr. 10.3: Znézornenie troviiovych mnozin U, e, Uy, Uy a Us kvadratickej formy zadanej v
priklade 10.47. Sipky znazornuju polosi elipsy Uy, ¢ize u; /v A1 a us/v/ As.

10.2.1 Metoda hlavnych komponentov

Spektréalny rozklad vyberovej kovarian¢nej matice S (definovanej v podkapitole 2.6.1) je mozné
vyuzit na opisanie dat a redukciu dimenzie dat. Vyberova kovarian¢né matica S = ﬁ(X —
N X T pn) (X = 071X )t € R¥*? je zjavne symetricka a podla tlohy 9.5 je aj pozitivne
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semidefinitnd. Teda pre nu plati veta 10.27. Usporiadajme vlastné ¢isla (zopakované podla
nasobnosti) matice S zostupne: \; > ... > \; a pripomenme, Ze prislusné vlastné vektory
znacime uy, ..., Uy.

Najprv data vycentrujme, t.j. od kazdej zlozky odpocitajme jej vyberovy priemer: ziska-
vame X; — X,...,X, — X (pripomeihme, 7e Xi,...,X, su stfpce matice X, a Ze X je vektor
priemerov X = n~!'XJ,,). Potom teoretické vysledky o spektrdlnom rozklade kovariancéne;
matice ndhodného vektora sa daju neformalne sformulovat tak, Ze data st najviac rozptylené v
smere prvého vlastného vektora. Nasledne druhy vlastny vektor urcuje smer najvicsej rozpty-
lenosti v ortogonalnom doplnku k prvému vlastnému vektoru. Podobne treti vlastny vektor
hovori o najvicsej rozptylenosti v ortogondlnom doplnku k podpriestoru uréenému prvymi
dvoma vlastnymi vektormi atd. Poznamenajme, Ze tieto vlastnosti tizko stuvisia s charakte-
rizaciou vlastnych vektorov a ¢isel pomocou extreméalnych a sedlovych bodov Rayleighovho
kvocientu (vid vety 10.33 a 10.35).

Toto pozorovanie je ilustrované na obrézkoch 7.2a a 7.2b z kapitoly 7 - priamka na prvom
obrazku je urc¢end prvym vlastnym vektorom vyberovej kovarian¢nej matice pre prislusné
data, zatial ¢o priamka na druhom obrazku je urcena druhym (a teda poslednym) vlastnym
vektorom tejto matice. Skuto¢ne, moézeme pozorovat, ze data su najviac rozptylené v smere
prvého vlastného vektora. Prvy vlastny vektor vyberovej kovarian¢nej matice sa pri takomto
pouziti nazyva prvy hlavng komponent, podobne i-ty vlastny vektor je i-ty hlavny komponent
(1 =1,...,n) a metoda, ktora pouziva vlastné komponenty na opis a analyzu dat (najmé na
redukciu dimenzie) sa nazyva metdda hlavngch komponentov. Ak x4, .. ., x, st mnohorozmerné
déata a snazime sa ich zachytit v menSom pocte rozmerov (napriklad v dvoch rozmeroch, aby
sa dali zakreslit do roviny), je metoda hlavnych komponentov prirodzenym nastrojom na
zniZenie dimenzionality. Na opis, dalsiu pracu, analyzu, ¢ zakreslenie dat v takom pripade
pouzijeme data vyjadrené v priestore prvych k hlavnych komponentov pre zvolené k < d.
Metodu hlavnych komponentov sme tu iba stru¢ne nacrtli, podrobnejsie sa jej venuju pokrocilé
prednasky z matematickej Statistiky.

Poznamka 10.48. Vyjadrenie vektora x; (i = 1,...,n) v stradnicovej ststave danej prvymi
k hlavnymi komponentmi uy,...,u; znamena najdenie koeficientov c¢1,...,c; € R, Ze x; =
ciuy + ... + ¢uy. To sa dé prepisat ako x; = Uyc, kde ¢ = (cq,...,cx)" a U = (uy, ..., uy).
KedZe uy, ..., u; st ortonormélne vektory, tak U7 Uy = I, ¢ize koeficienty vieme ziskat zo
vzorca ¢ = Ulx;.

10.3 Mocnina pozitivne semidefinitnej matice

Poznamka 10.49. Nech A;,...;\, € R a nech & € N. Ozna¢me A = diag(\i,...,\,).
Potom zjavne A* = diag(\F, ..., k). Navyse ak vietky \; > 0, tak A~! = diag(A\{ ', ..., A1),
V nasledujicej definicii rozsirime tento predpis na vSetky k£ > 0 pre Aq,..., A, > 0 a na vSetky

k€ R pre A,..., N\, >0.

Definicia 10.50 (Mocnina pozitivne semidefinitnej diagonalnej matice). Nech Ay, ..., A, > 0.
Potom pre Tubovolné k > 0 je k-tou mocninou diagonalnej matice A = diag(Ay,...,\,)
matica A* = diag(A¥, ..., \F). Ak Ay, ..., \, > 0, tak pre lubovolné k € R je k-tou mocninou
diagonalnej matice A matica A* = diag(A\¥,... \F).
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Priklad 10.51. Ukazte, ze ak A = UAU je spektralny rozklad matice A € 87, tak A" =
UARUT pre akékolvek k € N.

Lema 10.52 (Inverzia pozitivne definitnej matice pomocou spektralneho rozkladu). Nech
A = UAU7 je spektralny rozklad matice A € 87, . Potom A~' = UA~'U”,

Dokaz. Mame A~ = (UAUT)™! = UAT'U7?, kedZe U aj A st regularne, pricom U™ =
u?. O

Definicia 10.53 (Odmocninova matica pozitivne semidefinitnej matice). Nech A € 87 a
nech A = UAUT je jej spektralny rozklad. Potom odmocninovd matica AY? matice A je

A2 =UAYVUT.

Lema 10.54 (Vlastnosti odmocninovej matice). Nech A € 8% a nech A = UAUT7 je jej
spektralny rozklad, kde A = diag(Aq,...,\,) a U = (uy,...,u,). Potom

(i) AY2€ 8", aak A €8, tak aj A2 e 8",

++
. . . ) ) C o\ 1/2 1/2 .
(ii) vlastné ¢isla matice A'/2 zopakované podl'a nasobnosti st )\1/ ey A2 avlastné vektory
k nim prisliuchajtce st v poradi uy, ..., u,,

(iii) AY2AY2 = A,

Dékaz. Tvrdenie (i) plati podla prikladu 10.39. Pre (ii) zvolme Tubovolné i = 1,...,n a

poc¢itajme A'/?u; = UAY2UTu;, = UAY?e;, kedZe uy,...,u, su ortonormélne. To vieme
dalej upravit na U)\g/ e, = /\3/ w;, ¢im je tvrdenie dokazané. Dokaz (iii) sa Tahko spravi
priamym vypoc¢tom, nechavame ho na ¢itatela. O

Priklad 10.55. Nech

A:<j ‘;)

Potom jej vlastné ¢isla st \; = 9, Ay = 1 a prislugné vlastné vektory si u; = (1/v/2,1/v2)7,

u, = (—1/v/2,1/v/2)T. Teda

v (i V6 ) G 1 -6 )

Presvedéte sa, Ze vlastné ¢isla A2 st 3 a 1 s prislusnymi vlastnymi vektormi u; a u,. Overte
tiez, 7e AV2AY? = A.

Definicia 10.56 (Mocnina pozitivne semidefinitnej matice). Nech A = UAUT je spektralny
rozklad matice A € 8% . Potom pre Iubovolné k£ > 0 je k-ta mocnina matice A matica
A% = UAFUT. Ak A € 8", tak pre Tubovolné k € R je k-ta mocnina matice A matica
AF = UAFUT.

Poznamka 10.57. Definicia 10.56 rozsiruje vztah A* = UAFUT z prikladu 10.51 a lemy
10.52 na vSetky k£ > 0, resp. k € R.

Veta 10.58 (Vlastnosti mocninovej matice). Nech A € 8" a nech A = UAUT je jej spek-
tralny rozklad, kde A = diag(\y,...,\,) a U = (uy,...,u,). Potom pre k > 0 plati
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(i) AFes8n,
(i) vlastné ¢isla matice A* zopakované podla nasobnosti st A¥, ... \¥ a vlastné vektory k
nim prislichajice su v poradi uy, ..., u,.

Ak A € 87, tak pre k € R plati
(iii) A% e 871,

(iv) vlastné ¢isla matice A* zopakované podla nasobnosti si A, ..., \F a vlastné vektory k
nim prislichajice st v poradi uy, ..., u,,

(v) ak z > 0, tak A=* = (A~1)* = (A*)~L.

Dékaz. Dokazy casti (i)-(iv) st analogické k dokazu lemy 10.54, nechavame ich na ¢itatela.
Pre dokaz (v) uvdzme, Ze plati A=* = UA~*U7T. Zaroven (A~1)* = U(A~1)"UT = UA*U7T
podla definicie 10.56, kedze UA~'UT je spektralny rozklad matice A~ (lema 10.52). Teda
A~ = (A71)% Navyse A* = UA*UT, a teda (A*)~! = U(A?)'U7T. Zjavne (A*)~! = A=,
¢ize (A*)"! = UA*UT = A=, O

Poznamka 10.59. Vo vete 10.58 méme §pecialne A~/2 = UA~Y2UT pre A € 8" _.

Lema 10.60 (O stcasnej diagonalizacii). Nech A € 8", a B € 8". Potom existuju regularna
matica V € R™ " a diagonalna matica D € R™*", ktoré splhajut VIAV =1, a VIBV = D.

Dokaz. Kedze A je pozitivne definitna, tak existuje A~!/2. Potom matica A~'/2BA~1/2 je
symetrické; oznaéme teda jej spektralny rozklad ako A~'/?BA~Y2 = UAU”. Ak vezmeme
V = A~Y?U, tak dostavame VTAV = UTA-12AA-1/2U = UTA12AVZAZAPU =
UTU =1, kedZe matica U zo spektralneho rozkladu je ortogonalna. Podobne plati VIBV =
UTA-2BA~12U = UTUAUTU = A, kde matica A je diagonalna. Matica V je regularna,
lebo je st¢inom dvoch regularnych matic. Teda matice V a A splitaju pozadované rovnosti. [

10.4 Viacrozmerné normalne rozdelenie

Pochopenie tejto casti vyzaduje od ¢itatela znalost niektorych zakladnych pojmov z prav-
depodobnosti a Statistiky, ako st ndhodnéa premenna a ndhodny vektor, hustota (ndhodného
vektora), stredna hodnota, disperzia, kovariancia a normalne rozdelenie.

Medzi najcastejsie pouzivané rozdelenia v Statistike patria jednorozmerné a viacrozmerné
normélne rozdelenia. Jednorozmerné normdlne rozdelenie so strednou hodnotou p a disperziou
0? > 0 (znac¢ime N(u,0?)) je definované svojou hustotou

1 (z—w)?
f(z) = W@ 202 . x €R.
Viacrozmerné normdlne rozdelenie je zovseobecnenim jednorozmerného, je to rozdelenie vek-
tora ndhodnych premennych X = (Xi,..., Xy)? (tzv. ndhodného vektora). Znac¢ime X ~
Ny(p, X), kde o = (p1q, - - -, f1q) je vektor strednych hodnot ndhodnych premennych X3, ..., X,
a X je tzv. kovariancnd matica vektora X. Pre prvky kovarian¢énej matice ¥ € R plati
(X)i; = Cov(X;, X;) pre i # j a (X); = D(X;). Kovarianéna matica teda vyjadruje rozpty-
lenosti jednotlivych zloziek ndhodného vektora a miery linedrnych zéavislosti medzi zlozkami.
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Nebudeme uvadzat formalnu definiciu viacrozmerného normaéalneho rozdelenia, plati vsak,
ze kazda zlozka viacrozmerného normalneho vektora X; ma jednorozmerné normélne rozdele-
nie X; ~ N(E(X;), D(X;)). Zaroven, ak X ~ Ny(p,X) a X je pozitivne definitné, tak X ma
d-rozmernu hustotu

1
X = Griram))r

6_(X_I"")T271(X_IJ’)/27 X € Rd'

Priklad 10.61. Overte, ze pre ¥ € 8%, je hustota viacrozmerného normalneho rozdelenia
dobre definovana funkcia. Zdovodnite teda, ze v predpise nedochadza k odmocneniu zaporného
¢isla, deleniu nulou ani k invertovaniu singularnej matice. Zdovodnite tiez, ze f(x) > 0 pre
kazdé x € R, a Ze f(x) ma maximum v bode x = p.

Vsimnite si, ze vrstevnice f(x) = ¢ (¢ > 0) hustoty viacrozmerného normélneho rozdelenia
st uréené ako (x — p)"E 7! (x — @) = k pre nejaké k > 0, st to teda elipsoidy dané pozitivne
definitnou kvadratickou funkciou y?¥~'y so stredom v bode p. Tvar vrstevnic je podla
poznamky 10.46 uréeny vlastnymi ¢islami a vlastnymi vektormi matice 7!, Podobne ako
hustota jednorozmerného normalneho rozdelenia tvori “kopec” so stredom v bode p € R (vid
obrazok 10.4a), tak hustota viacrozmerného normalneho rozdelenia tvori d-rozmerny “kopec”
so stredom v bode p € RY. Tvar kopca je potom uréeny kvadratickou funkciou danou inverziou
kovarianc¢nej matice 3. Na obrazku 10.4b st zobrazené vrstevnice hustoty dvojrozmerného
normélneho rozdelenia No(p, X), kde

1 3,7 0,7
= (1) == (37 50) (10.5)

Poznamenajme, Ze vlastné ¢isla matice 3 st priblizne \; = 4, Ay = 2 a k nim prislichajtce
vlastné vektory st priblizne u; = (0,92;0,38)7 a uy = (0,38; —0,92)7. Vsimnite si, Ze na zfs-
kanie tvaru vrstevnic hustoty rozdelenia Ny(u, ¥) nepotrebujete vd'aka leme 10.18 vypocitat
»-L

Priklad 10.62. Nacrtnite uroviiové mnoziny hustoty rozdelenia Ny(p, ), kde g = 05 a

1/9 2
X=- :
(o)
Ako budi tieto vrstevnice vyzeraf ak strednad hodnota sa zmeni na pu = (—1,—1)7 a kova-
rian¢na matica ¥ sa zachova?

10.5 Vlastné cisla stochastickych matic

Definicia 10.63 (Lava a prava stochasticka matica). Maticu A € R"*"_ ktorej vetky prvky
sU nezaporné, nazyvame

1. lavd stochastickd ak sucet prvkov v kazdom z jej stlpcov je rovny 1,

2. pravd stochastickd ak sucet prvkov v kazdom z jej riadkov je rovny 1.
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0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

(a) Hustota premennej X ~ N(1,1). (b) Vrstevnice hustoty X ~ Na(pu, ).

Obr. 10.4: Zakreslenie hustoty jednorozmerného a dvojrozmerného norméalneho rozdelenia.
Parametre rozdelenia No(u,X) v Casti (b) st dané v (10.5), ¢isla na krivkach reprezentuja
hodnoty, ktoré hustota na danych troviiovych mnozinach nadobtuda.

Poznamka 10.64. Ak A € R™™ je prava stochasticka matica, tak splha A1, = 1,. Vektor
1,, je teda vlastnym vektorom kazdej pravej stochastickej matice prislichajuci vlastnému ¢islu
1. Analogicky, ak A € R™*" je l'ava stochasticka matica, tak 1,, je vlastnym vektorom matice
AT prislichajtci vlastnému &islu 1.

Poznamka 10.65. Vlastny vektor (vlastné ¢islo) matice AT sa niekedy nazyva lavy viastny
vektor (lavé vlastné c¢islo) matice A.

Veta 10.66 (Perronova-Frobeniova veta). Nech A € R™*" je matica, ktorej vietky prvky st
kladné. Potom existuje A* > 0, ktoré splna:

(1)

(if)

(iii)

(iv)

(v)

Dékaz. Tuto vetu nebudeme dokazovat, dokaz moze Citatel najst v [12].

M\* je vlastné ¢islo matice A aj matice AT a v oboch pripadoch ma nasobnost 1.
Ak ) je vlastné ¢islo matice A alebo matice AT, tak |\ < A\*.

Existuje vlastny vektor u € R™ matice A prislichajici ku A\*, ktory ma vsetky zlozky
kladné. Existuje vlastny vektor v € R™ matice AT prislachajici ku \*, ktory ma vietky
zlozky kladné.

Okrem vektora u (vektora v) a jeho nasobkov neexistuji iné vlastné vektory matice A
(matice AT), ktorych vietky prvky st nezaporné.

T

Vezmime také nasobky vektorov u a v z predchadzajicich bodov, ktoré spliiajuo u’v = 1.

Potom limy_,o A%/(A\*)F = uvT.
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Poznamka 10.67. Perronova-Frobeniova veta v skutoc¢nosti poskytuje analogické tvrdenia
aj pre matice, ktorych vsetky prvky si nezaporné (nie nutne kladné) za istych technickych
predpokladov (tieto matice musia byt neredukovatelné, angl. irreducible). Pre jednoduchost
sa vSak v tejto podkapitole venujeme iba maticiam s kladnymi zlozkami.

10.5.1 Markovovské retazce

Markovovsky retazec opisuje vyvoj nejakého systému v ¢ase. Uvazujeme diskrétny cas, t.j.
casy t = 0,1,2,... a v kazdom ¢ase moze skimany systém nadobudat niektortt hodnotu
z kone¢nej mnoziny stavov S. Formalne je v kazdom case t = 0,1,2,... systém opisany
nadhodnou premennou X;, ktord nadobiida hodnoty z mnoziny S. Systém je teda v kazdom
Case t opisany pravdepodobnostami nadobudnutia jednotlivych stavov P(X; =), i € S.

Aby sme takyto proces mohli nazvat markovovskym retazcom, musi splhat tzv. zabidaciu
(markovouvski) vlastnost, ktora hovori, Ze stav systému v ¢ase t zavisi iba od predchadzajiceho
stavu v Case t — 1, bez ohladu na to, ako sa do stavu v ¢ase t — 1 systém dostal. Formélne
PXy =iy | Xoo1 =041,...,. X1 =41) = P(Xy =4 | X4—1 =441) pre kazdé t = 1,2,... a
i1,...,0; € 5.

Pravdepodobnost prechodu zo stavu i do stavu j znac¢ime p;; (i,5 € S); budeme predpo-
kladat, Ze v kazdom case st pravdepodobnosti prechodu rovnakeé, teda Ze p;; nezavisi na case t,
v ktorom sa nachadzame. Pre jednoduchost budeme uvazovat mnozinu stavov S = {1,...,n}.
Potom vsetky pravdepodobnosti prechodu p;; (1 <, < n) vieme zapisat maticou prechodu
P = {p;;}ij=1.. n. Tato matica je zjavne typu n x n a vSetky jej prvky st nezaporné. Navyse,
kedZe z Tubovolného stavu i v ¢ase t — 1 sa systém musi dostat do nejakého stavu j v ¢ase t,
tak Z?:1 pi; = 1, ¢ize matica prechodu je prava stochasticka.

Priklad 10.68. Uvazujme jednoduchy priklad systému bonusov pri povinnom poisteni aut.
Po vstupe do systému plati vlastnik auta standardné poistné, ak vsak cely rok nemé ziadnu
nehodu, za nasledujici rok sa dostane do bonusovej triedy a bude platit iba zniZené poistné.
Ak uZ sa v bonusovej triede nachédza, ani beznehodovy priebeh roku mu uz Ziadne dalSie
vyhody neprinesie. Naopak, ak sa vlastnik dostal do bonusovej triedy a v priebehu roka mal
nehodu, d'alsi rok bude musiet platit zakladné poistné. Ak méa poistenec nehodu a nachadza
sa v zakladnej triede, dalsi rok v nej ostane.

Stav vlastnika auta v tomto systéme v jednotlivych rokoch moézeme opisat pomocou mar-
kovovského retazca. Méame teda dva stavy, nech 1 opisuje zakladna triedu a 2 bonusova
triedu. Predpokladajme, Ze vodic¢ v zakladnej triede méa v kazdom roku aspon jednu nehodu s
pravdepodobnostou 0,2 (a teda beznehodovy rok s pravdepodobnostou 0,8). TakZe s pravde-
podobnostou p;; = 0,2 ostane v zékladnej triede a s pravdepodobnostou p;s = 0,8 sa dostane
do bonusovej triedy. Predpokladajme tiez, ze ak sa vodi¢ nachadza v bonusovej triede, tak
tym, Ze nechce zacat platit vysSie poistné je motivovany jazdit bezpecnejsie a nehodu mé iba
s pravdepodobnostou 0,15. Potom py; = 0,15, pay = 0,85 a cela matica prechodu je

0,2 0,8
b= (0,15 0,85) ’
Stavy tohto markovovského retazca a pravdepodobnosti prechodu medzi nimi st zachytené
na obrazku 10.5a.
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Pri vstupe do systému, teda v case t = 0, vieme, kde sa poistenec nachadza: v zakladne;j
triede. S akymi pravdepodobnostami sa bude nachédzat v jednotlivych triedach po roku (v
¢ase t = 1)7 Vedeli by ste tieto pravdepodobnosti uréit aj pre druhy rok?

Pravdepodobnosti, s akymi sa systém v ¢ase t nachadza v jednotlivych stavoch, znacime
ﬂ“, .. ,m(f). Spoloéne ich zapisujeme v riadkovom vektore 7 = (wf e ﬂﬁf ). Kedze st
to pravdepodobnosti, musia spliat 7 > 0 (teda 7T§t) > 0 pre kazdé i) a . | 7T(t) =1, cize
W1, = 1.

Systém sa v Case t moze dostat do stavu j zo stavu 1 s pravdepodobnostou p;;, zo stavu
2 s pravdepodobnostou po; atd., az nakoniec zo stavu n s pravdepodobnostou p,;. Ak teda
chceme urcit celkova pravdepodobnost, Ze sa systém v case t nachadza v stave j na zaklade
predchadzajiceho ¢asu, staci spocitat pravdepodobnosti, Ze sa nachadzal v case t — 1 v jed-

notlivych stavoch 1,...,n a nasledne presiel do stavu j. Cize

—1 1
](.t) — 7T§t )plj —f- .. png Z 7T(t ) 'LJ’

To mozeme zapisat vektorovo ako 7 = 7(¢=DP. Ak pozname podiatocné rozdelenie pravde-
podobnosti 7(®) skiimaného systému, tak rozdelenie pravdepodobnosti v ¢ase 1 je 7)) = 7(OP,
v Case 2 je to ¥ = 7(MWP = 7OP2, a podobne v ¢ase t > 0 dostavame

7® = 7 OPp?,

Vyvoj markovovského retazca je teda plne uréeny pociatoénym stavom a tymto jednoduchym
maticovym vztahom.

V priklade 10.68 je 7(® = (1,0) a 7 = (1,0)P*. Vypocitajte 7! a 7(?. Vyvoj prav-
depodobnosti, Ze vlastnik auta je v zakladnej triede (resp. v bonusovej triede), je zachyteny
na obrazku 10.5b. Vsimnite si, Ze rozdelenie pravdepodobnosti sa pomerne rychlo ustali na
hodnotach 7r§ ~ 0,16 a 7T§ ~ 0,84.

Ak pravdepodobnostné rozdelenie 7 spliia 7 = 7P, teda ak sa toto rozdelenie v marko-
vovskom retazci nemeni v ¢ase, tak hovorime, Ze je stacionarne. VSimnite si, Ze takéto roz-
delenie pravdepodobnosti je Tavym vlastnym vektorom matice P prislichajicim vlastnému
¢islu A = 1.

Veta 10.69 (Stacionarne rozdelenie markovovského retazca). Nech P je matica prechodu
markovovského retazca, ktorej vSetky prvky su kladné. Potom existuje jediné stacionarne
rozdelenie 7* tohto markovovského procesu. Rozdelenie 7* vieme ziskat ako vlastny vek-
tor zodpovedajici najviacsiemu vlastnému slu matice P7. Toto rozdelenie navyse splia
limy oo 7 = 7* pre Tubovolné 7.

Dokaz. Pre maticu P plati veta 10.66. Podl'a tejto vety méa P jediny kladny vlastny vektor (aZ
na prenasobenie konstantou) a prislicha vlastnému ¢islu \*, ktoré je najvicsie v absolutne;
hodnote. Kedze P je prava stochasticka, tak 1,,, ktory mé vSetky prvky kladné, je spominany
vlastny vektor, prislichajuci vlastnému ¢islu A* = 1. Potom podla vety 10.66 existuje jediny
(aZ na prenéasobenie kongtantou) vlastny vektor 7* matice PT (teda l'avy vlastny vektor matice
P) splhajtci 7* > 0, ktory navyse prisliicha vlastnému &islu \* = 1. Vektor 7* uvazujeme ako
riadkovy vektor, teda 7* = 7*P. Vhodnym prenasobenim konstantou dosiahneme 7*1, =1,
¢ize 7* je hladané stacionarne rozdelenie pravdepodobnosti.
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0,8

0,2 0,85
0,15 3

b) Vyvoj 7'['?) (plné ¢iara) a Wét) (prerusovana

(a) Krazky 1, 2 predstavuju stavy, Sipky pre- (
Ciara) v Case.

chody medzi stavmi a ¢isla pri sipkach prav-
depodobnosti prechodu.

Obr. 10.5: Markovovsky retazec z prikladu 10.68.

Nech 7(¥ je pociatoéné rozdelenie pravdepodobnosti. Z vety 10.66 vyplyva lim,_,., Pt =
1,7*, a teda
lim 7 = 79 lim Pt = 7(© 1, 7" =x",
t—o0 t—o0

kedze 7@1, =37 7 = 1. O

Poznamenajme, Ze podobné tvrdenie plati aj pre markovovské retazce, ktorych vsetky
pravdepodobnosti prechodu nemusia byt kladné, stac¢i ak markovovsky retazec je tzv. neroz-
loziteIny.

Vypodéitajte lim, ., 7® pre priklad 10.68 pomocou vety 10.69 a overte, Ze je v zhode s
obrazkom 10.5b.

10.6 Ulohy na precvicenie

Uloha 10.1. Najdite vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A z tlohy 9.1 a na zaklade
najdeného spektra sa presvedcte, ze A je pozitivne definitné.
Uloha 10.2. Najdite spektrum matic

1 -1 10 0 -1
-1 1)’ -1 1 1 0)°
Uloha 10.3. Ukazte, ze kazdy projektor P € R™" je pozitivne semidefinitna matica. Ukazte,
ze spektrum projektora neobsahuje iné ¢isla ako 0 a 1. Charakterizujte vlastny priestor pro-

jektora P zodpovedajuci vlastnému ¢islu 0 (ak P # I,,) a vlastny priestor projektora P
zodpovedajuci vlastnému ¢islu 1 (ak P # 0,,4,)-
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Uloha 10.4. Nech A je symetrickda matica typu n x n, nech Aq,...,\, st jej vlastné ¢isla
(so zopakovanim podla nasobnosti) a nech uy, ..., u, je ortonormalny systém prislichajicich
vlastnych vektorov. UkaZe, Ze potom matica AT = ZZ A0 A fwu! je zovseobecnena inver-
zia matice A. Presvedcte sa, ze AT splha vlastnosti Mooreovej-Penroseovej pseudoinverzie z
definicie 6.31.

Uloha 10.5. Nech a,b € R a nech A = al,, + b1,17 je tplne symetrickd matica. Ukazte, Ze
potom je vlastnym vektorom matice A vektor 1,, a tiez akykolvek vektor kolmy na 1,,. Pre
maticu A néjdite vlastné ¢isla a ich nasobnosti.

Uloha 10.6. Na zaklade tlohy 10.5 urcte, pre aké a a b je A = al, + bJ,, pozitivne
semidefinitna. Pre kazdu taka dvojicu a, b najdite maticu A'/2.

Uloha 10.7. Nech A € R™" (nie nutne symetricki) méa n vlastnych hodnét Aj,..., A\,
(vratane nasobnosti). Vyjadrite pomocou A;: (i) det(A), (i) tr(A), (i) [|A|?.

25 10
A= <10 40) |
Nacrtnite tiroviiové mnoziny (vrstevnice) kvadratickej formy x” Ax. Viete si predstavit, ako
vyzeré kvadraticka forma x? Bx, kde

Uloha 10.8. Nech

25 10 0
B=|10 40 0|7
0 0 1

Uloha 10.9. Nech

I
o o
SRR
RO O

Najdite Al/2.

Uloha 10.10. Nech A,B € i spliajui A > B, kde > zna&i Loewnerovo usporiadanie.
Ukazte, ze potom Apax(A) > Apax(B), kde Aoy znaci najviacsie vlastné ¢islo. Navod: pouZite
vetu 10.33.
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Kapitola 11

Singularny rozklad a maticové normy

11.1 Singularny rozklad

Definicia 11.1 (Diagonalna obdlznikova matica). Pod diagondlnou obdlZnikovou maticou
A € R™" rozumieme maticu, ktora splia (A);; = 0 pre vietky ¢ # j.

Poznamka 11.2. V dalsom texte budeme aj diagonalnu obdlznikovt maticu nazyvat jedno-
ducho diagonalna matica, ked bude z kontextu zrejmé, Ze matica je obdlznikova.

Veta 11.3 (Singularny rozklad matice). Nech A € R™ ™ ma hodnost r > 0. Potom A sa da
zapisat ako

A=UxVT,

kde U € R™™ a V € R™™ st ortogonalne matice a diagonalna (obdlznikova) matica X €

R™ " splia
> = ( X Orx(n—r) )
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) ’

kde 33; € R™" je diagonalna matica s kladnou diagonélou.

Dokaz. Kedze matica ATA € R™" je kladne semidefinitna, existuje jej spektralny rozklad
ATA = VAVT (veta 10.27), pricom jej vlastné ¢isla s nezdporné. Oznacme

D O
=0 o)
kde D je diagonalnou maticou kladnych vlastnych ¢isel matice AT A. Matica D je typu r x r,

lebo rank(ATA) = rank(A) = r, a teda AT A m4 r kladnych vlastnych &sel. Podobne zapisme
aj maticu V ako V = (V1,Vy), kde V; € R"™*". Potom

D 0\ , urarav  (VIATAV, VIATAV,
(0 0) SA=VIAAV = (VZTATAvl VIATAV, )

Ziskavame tak D = VIATAV, a 0 = VIATAV, = (AV,)T AV,. Z druhej rovnosti vyplyva
||AV2||2 = tr((AV2>TAV2) = 0, ¢ize AV2 = 0.
Oznatme ¥; = DY/2 a4 U, = AV1§]1_1 € R™*", Vsimnime si, Ze
UTU, = 'WVIATAV S =2 D = 2iee ! = 1,
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Preto rank(U;) = rank(UTU;) = r, a teda dim(N(U7T)) = m — r. To znamen4, Ze existuje
ortonormalna baza N(UT) velkosti m—r. Ulozme tiito bazu ako stIpce matice Uy € R™*(m=7);
potom UTU, = 0. Vytvorme U = (U, Us) a overme

UTu, UTU 1 0
TyT 1 Y1 1 Y2 _ r _
vu= (ugul UgU2) = <0 Im_T) = In.

Cize U je ortogonalna. Poéditajme:

UTAV — <U1TAV1 UlTAVQ)

_ (ZT'VIATAV, 0
UTAV, UTAV, ’

_< UlUu s, 0

kde sme okrem U; = AV121’1 a AVy = 0 vyuzili este UX; = AV12;121 = AV;. Maticu
d'alej mézeme pomocou D = VI AT AV, upravit na

Ty (E7D 0Y (0
UAV_(O 0o/ \0 0)°

kedze X7'D = X['%2 = X, Ziskavame tak ziadany rozklad, akurat staci oznagit
(%0
== (% o)

Definicia 11.4 (Singularny rozklad). Nech A € R"™*" m4 hodnost r > 0. Potom rozklad
A =UXVT 7z vety 11.3 nazyvame singuldrny rozklad matice A.

[]

Désledok 11.5 (Kompaktny singularny rozklad). Nech A € R™*™ m4 hodnost r > 0. Potom
A sa déa zapisat ako

A=Ux V]

kde U; € R™7 a V; € R™ maji ortonormalne stipce a ¥; € R™" je diagonalna ma-
tica s kladnou diagonélou. Tento rozklad nazyvame kompaktny (redukovany, uzky) singuldrny
rozklad matice A.

Poznamka 11.6. V angli¢tine je singularny rozklad znamy pod skratkou SVD (Singular
Value Decomposition).

Poznamka 11.7. Upozornime, Ze poradie vlastnych ¢isel v matici A mozeme v spektralnom
rozklade UAUT Tubovolne menit, ak prislusnym sposobom prehodime aj stipce matice U.
Podobne mdézeme menit poradie diagonédlnych prvkov v matici 3; v singuldrnom rozklade
UXVT, ak rovnako prehodime aj stipce matic U a V7. Zvy¢ajne byvaju diagonélne prvky
matice ¥; usporiadané od najvicsiecho po najmensi, ako uvidime v dosledku 11.12.

Poznamka 11.8. V dokaze vety 11.3 sme vychadzali zo spektrélneho rozkladu matice AT A.
Pripomenime, ze podla lemy 10.19 maji matice ATA € 87 a AAT € 87 rovnaké kladné
vlastné ¢isla. Teda ekvivalentne sme mohli vychadzat zo spektrilneho rozkladu matice AAT.
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Veta 11.9 (Vlastnosti singularneho rozkladu). Nech matica A € R™*" sa d& zapisat ako
A =UXVT kde U € R™™ V € R™" st ortogonélne matice,

(20
== (4 o)

a Y1 € R™" je diagonalna matica, ktorej vSetky diagonalne prvky si nenulové. Potom:
(i) rank(A) =1,

(i)

2 2
ATA =V (201 8) VI a AAT=U <201 8) U’

(111) U1 = AV121_1 a V1 = ATU121_1, kde U = (Ul,UQ), V = (Vl,VQ), U1 e R™*" g
V; e R™7.

Dokaz. V Casti (i) dostavame rank(A) = rank(UXV") = rank(X) = r, kedze nasobenie
regularnou maticou nemeni hodnost (veta 4.18). Cast (ii) sa lahko dokéze priamym vypoctom.
KedZe V je ortogonalna, tak VIV, = I. Potom

AV St =U D VIV =0 2 = Uy,
¢im je dokézana prva rovnost casti (iii). Dokaz druhej rovnosti je analogicky. O

Poznamka 11.10. Veta 11.9 opisuje previazanost singuldrneho a spektralneho rozkladu.
Ozna¢me ¥, = diag(oy,...,0,), pricom budeme dodrziavat konvenciu, Ze o; st usporia-
dané zostupne, teda oy > ... > 0,. Potom ¢ast (ii) hovori, Ze vlastné ¢isla matice ATA st
02 ...,02,0,...,0s prislusnymi vlastnymi vektormi uloZenymi v stipcoch matice V. Podobne
vlastné ¢isla matice AAT st 0%,...,620,...,0 s prislusnymi vlastnymi vektormi uloZenymi
v stIpcoch matice U.

Definicia 11.11 (Singulérne ¢isla, singularne vektory). Nech A € R™*"™ ma hodnost r.
Potom ¢isla oy > ... > 0, z poznamky 11.10 nazyvame singuldrne ¢isla (singuldrne hodnoty)
matice A. Teda singularne ¢isla st odmocniny z kladnych vlastnych ¢isel matice AAT (resp.
ATA). Stipce matic U a V nazyvame singuldrne vektory, konkrétne stipce matice U st lavé
singuldrne vektory a stipce matice V st pravé singuldrne vektory.

Désledok 11.12 (Singularny rozklad pomocou spektralneho rozkladu). Nech A € R™*" ma
hodnost 7. Nech 0 > ... > 02 > 0= ... = 0 st vlastné ¢isla matice ATA. Potom A sa d4
zapisat ako

A =UxVT,
kde

(1)

pricom X, = diag(oy,...,0.),
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(ii) U € R™™ je ortogonalna matica vlastnych vektorov matice AAT, ktoré v poradi

zodpovedaji vlastnym &islam 0%, ...,02,0,...,0 tejto matice. V € R™" je ortogonélna
matica vlastnych vektorov matice AT A, ktoré v poradi zodpovedaji vlastnym c&islam
o2,...,0%0,...,0 tejto matice,

(iii) Uy = AV, 57! a Vy = ATU ST kde U = (U, Uy) a V = (V,V,), Uy € R 4
\[1 c Rnxr.

Poznamka 11.13. Cast (ii) v désledku 11.12 sa da maticovo zapisat nasledovne:

2 2
AAT:U@1 g)UT a ATA:V<2(])1 g)vT

st spektralne rozklady matic AAT a ATA.

Poznamka 11.14. Veta 11.3 a doésledok 11.12 st formélne sformulované iba pre nehrani¢né
pripady, ¢ize pre pripady ked m # n a r je mensie od oboch tychto ¢isel. Ak pre niektoru
dvojicu parametrov nastava rovnost, matica 3 sa nélezite zjednodusi (zmizna nulové riadky
alebo stlpce), pre r = m zmiznt nulové vlastné ¢isla matice AA” a pre r = n zmizni nulové
vlastné ¢isla matice ATA.

Singularny rozklad matice A mdzeme manualne ziskat pomocou spektralnych rozkladov
matic ATA a AAT na zaklade dosledku 11.12.

Priklad 11.15. Najdime singuldrny rozklad matice

111
A:(1 ~1 —1)'

Budeme vychadzat z dosledku 11.12, preto vypocitajme najprv spektralny rozklad matice

3 —1

T _

(3
Overte, Ze vlastné ¢isla AAT st \; = 4, Ay = 2, a Ze vlastné vektory st u; = (1, —1)7/v/2,
u, = (1,1)7/y/2. Vidime, Ze rank(AAT) = 2, &ize r = 2, a teda X, € R?*2. Kedze

2
AAT =U (5(3)1 8) U7,

dostavame U = U; = (uy, uy) a 3, = diag(2, v/2).
Na vypocet prislusného spektrélneho rozkladu

2 00 9
ATA=1(0 2 2 :V<201 8)VT
0 2 2
vyuzijeme najprv vztah
0 1

V,i=ATUS'=|[1/V2 0
1/vV2 0
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Kedze V € R3*3, ostava urcit posledny vlastny vektor, ktory prislicha vlastnému ¢islu A = 0.
Tym je vs = (0,1/v/2,—1/v/2)T. Skontrolujte, ze v3 ozaj prislacha vlastnému éslu A = 0.
Ziskavame teda singularny rozklad

1/v2 1/@) (2 0 o) 0 1/v2 1/0ﬁ

—1/v2 1/v2)\0 v2 0 (1)1/(1/5 RN

Lema 11.16 (Vlastnosti singularnych ¢isel). Nech A € R™*" m4 singularne ¢isla oy, ..., 0, >
0, kde r = rank(A). Potom

A:UEVTZ(

(i) cA ma singularne ¢isla |c|oy, . .., |c|o, pre Tubovolné ¢ # 0.
(ii) ak A € R™" je reguldrna, potom A~! ma singularne ¢isla o7, ..., 0"

) n °

Dékaz. Pre cA plati (cA)T(cA) = 2(ATA), a teda jej singuldrne ¢isla st odmocniny z
ANy, ., AN kde ) st viastné Eisla matice AT A. Takze jej singularne &isla st |c|oy, . . ., |c|o,.

Na dékaz (ii) si podobne sta¢i uvedomit, ze (A~1)TA™1 = (AAT)™! pricom tato ma-
tica ma vlastné ¢isla A, ..., A-L, kde ); st vlastné ¢isla matice AAT (resp. ATA). Teda

Y n
singularne é&isla matice A~! (odmocniny z A; ') st inverzné k singularnym ¢islam matice A
(odmocninam z \;). O

11.1.1 Pouzitie singularneho rozkladu

Lema 11.17 (Singularny rozklad pseudoinverzie). Nech A = UXV7 je singularny rozklad
matice A a A = U; X, V7 je jej kompaktny singularny rozklad. Potom

(i) singularny rozklad matice AT je AT = VETUT kde pseudoinverzia X ma tvar

= (261 8) . (11.1)

(ii) kompaktny singularny rozklad matice A je AT = VX 'UT.

Dékaz. (i): Lema 6.35 hovorf, ze AT = VX*U”, kde XF mé podla tlohy 6.13 tvar (11.1).
Tento rozklad zjavne spliia vlastnosti singularneho rozkladu. Cast (ii) je doésledkom ¢asti
(). O

Poznamka 11.18. Lema 11.17 poskytuje metédu na konstrukciu pseudoinverznej matice:
najprv vypocitame singularny rozklad matice A, a potom z neho skonstruujeme maticu A™.

Priklad 11.19. N4ajdime pseudoinverziu matice

11 1
A:(1 ~1 —1)'

Podla prikladu 11.15 vieme, Zze kompaktny singularny rozklad matice A je

sunar- (Y YRG BE )
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TakZe matica A" je podla lemy 11.17

1

0 /2 1/2
L 1/2 0 1/vV2 —1/v2\ _ B
(o) (5w G )= s

Overte, ze A1 splha defini¢né vlastnosti pseudoinverznej matice.

Veta 11.20 (Eckartova-Youngova veta). Nech A = UXVT je singularny rozklad matice
A € R"™*" s hodnostou r > 0 a nech oy > ... > 0, si jej singularne ¢isla. Oznac¢me

* ET 0 T
A _U(O 0>V,

kde ¥} = diag(oy, ..., 0x) pre zvolené k < r. Potom
A" — Al <[B—Af
pre Tubovolni maticu B € R™*" hodnosti nanajvys k.

Dékaz. Vetu uvadzame bez dokazu. Dokaz ¢itatel moze najst v [4] (veta 21.12.4). O

Maticu A teda podla vety 11.20 spomedzi vSetkych matic s danou hodnostou najlepgie
aproximuje matica A* ziskana singularnym rozkladom (z pohladu Frobeniovej normy).

Veta 11.20 tak ukazuje, ako sa dé& singularny rozklad pouzit na zniZenie dimenzie dat.
Ak v matici A mame ulozené data (teda ak A = X vo zvy¢ajnom znaceni), tak dostéavame
A* = U, VT kde U, pozostava z prvych k stlpcov U a V, z prvych k stipcov V. Pévodnii
m X n maticu A teda aproximujeme pomocou dvoch matic U, a V, velkostim x kan x k a
pomocou k ¢isel o1, ..., 0. Obzvlast ak m aj n st vysoké ¢isla, mozeme tak dospiet k vyraznej
redukcii velkosti déat.

Napriklad ak m = 500000 a n = 10000, tak A mé 5 miliard prvkov. Ak maticu aproxi-
mujeme hodnostou 40, tak dostavame matice U, a V, velkosti 40 x 500000 a 40 x 10000, ¢o
je spolu so 40 singularnymi ¢islami 20400 040 tdajov, teda priblizne 250-krat mene;.

Prikladom dat s vysokym poc¢tom m aj n si uzivatel'ské hodnotenia (napriklad filmov, ¢i
hudby). V takych pripadoch méame v matici A ulozené hodnotenia m uzivatelov o n filmoch
a je bezné stretnut sa s tisickami filmov a stovkami tisicok uzivatelov. Internetové distribuc¢né
spolo¢nosti potom rieSia problém, ako na zéklade hodnoteni niektorych filmov odporucat
pouzivatelom dalSie filmy. Jednou z technik, ktoré sa pri tvorbe systémov automatizovaného
odporucania pouzivaji, je prave singularny rozklad.

11.2 Vektorové a maticové normy

11.2.1 Vektorové normy

Doteraz sme pracovali s klasickymi normami ||x|| = vx7x pre x € R” a ||A|| = (tr(ATA))/?
pre A € R™*" (pozri kapitolu 5). Pozname vsak aj mnohé iné normy.
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Definicia 11.21 (¢*-norma). Nech x € R™. Potom (?-norma vektora x je
n 1/p
= (St ) ety
i=1

x|l = max (|z;[) prep = oco.
i=1,...,n

)

Poznamka 11.22. Najpouzivanejsie Specialne pripady /P-normy si
(i) C-norma [x] = S0, |,
(ii) (2-norma |x|ls = (321, #2)1/? (klasicka euklidovska norma),
(iii) ¢>°-norma ||x||c = max; |z;| (nazyvana tiez maximova norma),

Poznamka 11.23. Norma ||x||; sa nazyva tiez manhattanska norma alebo taxikarska norma.
Maximovéa norma ||X||~ je limitou ||x||, pre p — oo.

Napriek tomu, ze ¢P-norma pre p # 2 nezodpovedéa ziadnemu skalarnemu suécinu, stéle
splha vlastnosti normy.

Veta 11.24 (O (P-normach). Nech 1 < p < co. Potom P-norma .||, spliia vlastnosti normy,
teda definiciu 1.32.

Doékaz. Ide o klasicky vysledok z matematickej analyzy, tu ho ponechame bez dokazu. m

Definicia 11.25 (Skalarny st¢in a norma dana maticou). Nech A € 8%, ax,y € R". Potom
skaldrny sucin vektorov x a y dany maticou A je

(x,y)a =x" Ay

a norma X dana maticou A je

IIx|]|a = VxTAx.

Veta 11.26 (O skalarnom saéine danom maticou). Nech A € 8", a (x,y)a = x' Ay pre
kazdé x,y € R™. Potom (,)a je skalarny su¢in na R™.

Dékaz. Vlastnosti 1-3 st priamociare. Na dokaz Stvrtej vlastnosti potrebujeme x” Ax > 0 pre
kazdé x € R", ¢o plati vdaka pozitivnej definitnosti A. Zaroven z pozitivnej definitnosti A
vyplyva xT Ax = 0 iba pre x = 0, ¢im je dokdzana aj druh4 cast 4. vlastnosti. n

Désledok 11.27. Nech A € 8", . Potom podla vety 1.33 je ||.||a norma na R".

() =)

Néjdite a zakreslite ortogonéalny doplnok vzhladom na (,)a k priamke danej vektorom x.
Najdite teda vetky vektory y € R? také, ze (x,y)a = 0.

Priklad 11.28. Nech
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11.2.2 Projekcia vzhl'adom na skalarny sic¢in dany maticou

V niektorych metédach analyzy dat sa pracuje aj s projekciami vzhladom na skaldrny sucin
(,)a dany maticou A € 8", (napriklad v istych regresnych modeloch, kde matica A charak-
terizuje “geometriu dat”). Projekcia vektora y € R™ na priestor C(X) pre X € R™** vzhladom
na skalarny sacin (,)a je definovana analogicky ako v podkapitole 7.2.

Definicia 11.29 (Projekcia vzhladom na (,)a). Nech A € 8", X € R™* a'y € R". Potom
projekcia vektora y na €(X) vzhladom na (,)a je taky vektor z € R", ktory splha

1. z € C(X),
2.y —z L C(X), ¢ize x'A(y — z) = 0 pre kazdé x € €(X).

Lema 11.30 (Konzistentnost normélnych rovnic pre skalarny sa¢in dany maticou). Nech
A e 8., X e R ay € R" Potom systtm X"AXb = X7Ay v premennej b € R* je
konzistentny.

Doékaz. Vyjadrime A = A'Y2A'Y2 a pripomeiime, Ze matica AY? je tiez symetricka. Po-
tom XTAXb = XTAy vieme zapisat ako XTA/2AY2Xb = XTAY2AY2%y alebo tiez ako
XTXb = X7y, kde X = A/2X a y = AY?y. Lenze systém X7Xb = X7y je systémom nor-
malnych rovnic pre dané X a y, ize je konzistentny podla vety 7.12. Ked7e tento systém sme
ziskali len ako preznacenie poévodného systému, tak aj povodny systém je konzistentny. [

Veta 11.31 (Projekcia vzhladom na (,)a). Nech A € 87,, X € R™* a y € R". Potom
projekcia z € R™ vektora y na @(X) vzhladom na skalarny suéin (, ) spliia

(i) z = Xb, kde b riesi systém rovnic X?AXb = X7 Ay;
(i) z = X(XTAX)"XTAy.

Dékaz. 7 vlastnosti 1 dostavame z = Xb pre nejaky vektor b € R¥. Z vlastnosti 2 dostavame,
7e A(y —z) je vzhladom na klasicky skalarny st¢in kolmé na €(X), teda ze XTA(y —z) = 0,
(pozri lemu 7.8). Teda XT Ay = X7 Az, a po dosadeni z = Xb ziskavame X7 Ay = X7 AXb.

Jedno rieSenie systéemu XTAXb = XT Ay ziskame ako b = (XTAX)"XTAy. Teda z =
Xb = X(XTAX) X" Ay, ¢im je dokézané (ii). O

Lema 11.32 (Existencia a jednoznac¢nost projekcie vzhladom na (,)a). Nech A € 87,
X € R a y € R". Potom projekcia vektora y na G(X) vzhladom na skalarny stéin (,)a
existuje a je jediné.

Dokaz. Hladana projekcia existuje podla vety 11.31. Nech z,,z, € R™ splhaja vlastnosti 1,2
z definicie 11.29. Potom

HZl—Z2||3; = (21—22,21—2Z2)A = (Z1—Y+Y—22,Z1—2Z2)A = (21—Y, 21— 2Z2) A+ (Y —22,Z1—Z2)A.
Zaroven plati, ze z1,z, € C(X) podla vlastnosti 1, a teda z; — zo € C(X). Navyse, z; —y La
C(X)ay—zy La C(X) podla vlastnosti 2. Potom (z;—y,z1—22)a = 0a (y—22,21—22)a = 0,

¢ize ||z1 — z2||A = 0. Z kladnej definitnosti normy dostavame z; — z, = 0, teda z; = z,, ¢im
je dokazana aj jednoznac¢nost projekcie. n
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Poznamka 11.33. Projekciu z vety 11.31 vieme vyjadrit aj ako z = Pa xy, kde Pa x =
X(XTAX)"XTA.

Definicia 11.34 (Projektor vzhladomna (,)a). Nech A € 87, a X € R™**. Potom projekcnd
matica (projektor) na €(X) vzhladom na skalarny stcin (,)a je Pax = X(XTAX)"XTA.

Priklad 11.35. Dokazte, ze matica Pa x je idempotentna. Projekéné matice vzhladom na
skaldrne siaciny dané maticami vSak nemusia byt symetrické. Najdite priklad takej matice
P A x, ktora nie je symetricka.

Priklad 11.36. Pre A a x z prikladu 11.28 vypocitajte maticu P «.

11.2.3 Maticové normy

Lema 11.37 (Vztah Frobeniovej normy a singularnych ¢isel). Nech matica A hodnosti r ma
singularne &isla oy, . .., 0,. Potom ||A]|% =0? + ...+ o2

Doékaz. V znaceni poznamky 11.13 dostavame

»2 0 »2 0
|A|% = tr(ATA) = tr(U ( o 0) UT) = tr ( o 0) =tx(2}) =) a7

O

Definicia 11.38 (Indukovana norma). Nech ||.|| je vektorova norma na R™. Potom maticovd
norma indukovand vektorovou normou ||.|| je

A
IA]| = ma IAXI
<o, ]

pre kazdé A € R™*"™.
Poznamka 11.39. Indukovani maticovii normu tiez mdzeme zapisat ako

[Al = max [lAx].

st [x|=1

Lema 11.40 (O indukovanej norme). Nech ||.|| je vektorova norma. Potom prislusna induko-
vané maticova norma splha vlastnosti normy.

Doékaz. Ozna¢me ||.|| indukovant maticovti normu. Dokaz vlastnosti 1 z definicie 1.32 je
priamociary. Na dokaz vlastnosti 2 si najprv mézeme uvedomit, ze ||A|[ps > 0, lebo [|x]| > 0
pre Tubovolné x € R"™. Ostéva teda dokézat druhu cast vlastnosti. Ak A # 0,,x,, potom
existuje x € R", ze Ax # 0, ¢ize ||Ax]|| > 0. Potom aj

A
1A = ma 12X
X

0. |x]|

> 0.

Teda ||A|lx = 0 iba pre A = 0.
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Na dokaz vlastnosti 3 pouzime tvar z poznamky 11.39:

|A+Blly = max (A+B)x|= max |Ax+Bx]

x:[x||=1 :[Il

< max (J|Ax] + [|Bx|) £ max ||Ax| + max ||Bx||

x:||x||=1 x:||x||=1 x:||x||=1
= [[Allar + Bl
kde prva nerovnost vyplyva z trojuholnikovej nerovnosti pre vektorovii normu. ]

Poznamka 11.41. Frobeniova norma ||A||r nie je indukované Ziadnou vektorovou normou.

Veta 11.42 (Maticové normy indukované ¢P-normami). Nech ||.||, je ¢’-norma. Potom nou
indukovana maticova norma ||A||, pre A € R™*" je:

(1) [[Ally = max; [Ja; 1,

(ii) ||All2 = max; oy,

(iil) [|Alloc = max; [[by]]1,
kde oy, ...0, st singularne ¢isla matice A, ay, ... a, st jej stlpce a b, ... bl st jej riadky.
Dokaz. Pre dokaz ¢asti (i) pouzime tvar z poznamky 11.39:

[Afl = max [ Ay (11.2)

Kedze Ax = z1a; + ... x,a,, tak (11.2) je rovné

max Hxlal + ...+ xnang
22 lwal=1

¢o je vzhladom na trojuholnikovti nerovnost pre vektorovt ¢!-normu mensie, nanajvys rovné
hodnote

max ([|ziaifls + ... + [[zpan|l) = _max ([zi][|asfli +... + [2a][lan]1).
S lwil=1 > leil=1

Ked oznaéime ap,, ako stlpec s najvicsou ¢-normou, dostéavame

n
1Al < _max (|z1][|amaxlh + - + [2all|amaxll) = _max Jamals D 2] = [|amaxls-
Do lza|=1 Do lza|=1 i—1

Tuto nerovnost dosiahneme ako rovnost volbou X = €.y, kde e, mé jednotku na pozicii
zodpovedajicej stpcu amay a nuly viade inde. Cize |amax||1 je skutoéne maximum, a teda
|A]l1 je rovné tejto hodnote.

Dokaz ¢asti (ii) je naroc¢nejsi, da sa najst napriklad v [3] (¢ast 2.3.3).

Cast (iii) mozeme tiez dokézat v tvare poznamky 11.39:

[Allw = max  max (|(Ax);l)=_max  max ([bjx]).
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Viimnime si, Ze hodnota |bTx| je pre z; € [~1,1] rovna nanajvys [bj1| + ... + [bj.l, kde bj
je k-ty prvok b;. Potom

< A , = A, = 4
||A||oo__{ggfgljggfm(lby,wr + [bjnl) _{ggfglj:n}ﬁ?fml|bj||1 jgﬁfmﬂbglll,

kde poslednti rovnost sme dosiahli uvedomenim si, Ze max_j;<,,<; je uz vo vyraze vlastne

zbyto¢né. Volbou vektora x takou, ze x; = 1 ak bpax; > 0 a 2; = —1 ak byaxi < 0 (bmax
vyjadruje i-ty prvok riadku s najvicSou ¢*-normou) dosiahneme nerovnost ako rovnost, ¢ize
max;—1,.m ||bj|l1 je skuto¢ne hladané maximum. O

Dosledok 11.43. Nech A € R™ ", Potom ||A]|; = ||AT]] .

Definicia 11.44 (Nukledrna norma). Nech A € R™ " ma hodnost r a oy,...,0, su jej
singularne ¢isla. Potom nukledrna norma (angl. nuclear norm alebo tiez trace norm) matice
A je

|Ally =01+ ...+ 0.
Poznamka 11.45. Ak r = rank(A) = 0, teda ak A = 0,,,x,, tak pod [|[A||y =01+ ...+ 0,
rozumieme ||A||y = 0, lebo takd matica nema ziadne (nenulové) singularne ¢isla.

Lema 11.46 (O nukledrnej norme). Nukledrna norma ||.|x splita vlastnosti normy.

Dékaz. Nech A € R™" cec R a A =UXVT je singularny rozklad matice A. Potom podla
lemy 11.16 singularne ¢isla matice cA su |c|oy, ..., |c|o,. Z toho vyplyva 1. vlastnost normy z
definicie 1.32.

Hodnota || A|| v je zjavne nezaporna. Navyse, iba nulova matica ma vSetky singularne ¢isla
nulové, ¢ize ||Al|y = 0 iba pre A = 0,,x,, ¢im je dokdzana vlastnost 2.

Dokaz vlastnosti 3 je komplikovany, da sa ziskat napriklad pomocou vety IV.2.1 v [1|. O

Lema 11.47 (Alternativne vyjadrenie nuklearnej normy). Nech A € R™*". Potom
IAlly = tr((ATA)Y?)

Dékaz. Oznaéme oy, ...,0, singularne éisla matice A. Potom matica AT A ma vlastné ¢isla
02 ...,02,0,...,0 a matica (ATA)"? ma podla lemy 10.54 vlastné é&isla oy,...,0,,0,...,0
(kedZe o; > 0, a teda |o;| = ;). Dokaz uzavrieme pozorovanim, ze stopa symetrickej matice
je rovna suctu jej vlastnych ¢isel. O]

Priklad 11.48. Vsimnite si, Ze predpis pre Frobeniovu normu [|Alr = (tr(ATA))Y? a
vyjadrenie nuklearnej normy ||A|x = tr((ATA)Y?) z lemy 11.47 st vo vieobecnosti dva
rozne vyrazy. Najdite maticu A, pre ktort plati ||A||r # ||A|lx, a tak maticu A, pre ktort

[Allr = [[All~

11.2.4 Cislo podmienenosti

Definicia 11.49 (éislo podmienenosti). Cislo podmienenosti regularnej matice A € R™*" je
K(A) = [[A]l-[[ATY].

Poznadmka 11.50. Vidime, Ze ¢islo podmienenosti zavisi od zvolenej maticovej normy. Naj-
Castejsie je pouzivané Cislo podmienenosti dané normou ||A||; = max; o;. Odteraz budeme
uvazovat prave toto ¢islo podmienenosti.
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Veta 11.51 (Cislo podmienenosti dané ¢>normou). Nech A € R™ " je regularna a o; >
... >0, > 0 st jej singularne ¢isla. Potom
01
K(A) = —.
(a)=2
Doékaz. 7 definicie vidime, Ze ||A|l; = o;. Podla lemy 11.16 vieme, Ze singularne ¢isla A~!
si oyt ..., 0. . Najvicsie spomedzi tychto ¢isel je 0%, a teda ||All; = 0!, ¢m je dokaz

ukonceny. O]

Veta 11.52 (Cislo podmienenosti a stabilita linearneho systému). Nech A € R™™" je regu-
larna a b, e € R™. Potom

IA""ell _[ib] )
max : = k(A),
s (Vhar T

kde |.|| je euklidovska norma.

Dékaz. Nech o1 > ... > 0, st singularne ¢isla matice A. Mame

S <||A1e||, Ib| ):max |A~e] |b|
beto, \ e JATB]) ~efon Jel bion [A D]

Prvé maximum je z definicie rovné ||A 7|4, ¢o je rovné 0,1, kedZe to je najvicsie singularne
¢islo matice A™! (lema 11.16). Ozna¢me x = A~'b. Potom b = Ax, a teda

1 | Ax|| .|

= g =
=

= k(A).

n 1

z definicie ||A|2. O

Poznamka 11.53. Cislo podmienenosti vyjadruje, ako velmi sa méZe zmenit rieSenie rovnice
Ax = b pre regularnu A, ak sa mierne zmeni prava strana. Ozna¢me drobnt perturbéciu
pravej strany ako e € R™. Nech x = A~!'b je rieSenie Ax = b a x. = A7!(b + e) je riefenie
perturbovaného systému Ax = b +e. Teda x, = A7'b+ A~'e = x + A~ !e. Zmena v rieseni
je teda 0x = A~'e a zmena v pravej strane je b = e.

Potom pomer relativnej zmeny v rieSeni oproti relativnej zmene v pravej strane je

||5X||/||5b|| _ ||A’1e||/||e|| _ ATl bl
[ [l [|A= ] b el lA="D]]

Cislo podmienenosti je maximum tohto vyrazu — teda vyjadruje, ako velmi sa moze rieSenie
zmenit vplyvom zmeny v pravej strane. Prica s maticou, ktora ma vysoké ¢islo podmienenosti,
moze byt teda numericky nestabilné.

() ()

Cislo podmienenosti matice A je k(A) = 19, teda zmena v pravej strane sa moze prejavit az
v 19-nésobne vacsej zmene riesenia.

Priklad 11.54. Nech
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RieSenie rovnice Ax = b je priblizne x = (0,5263;0,5263)”. Ak na pravej strane uvaZzime
drobnii chybu e = (—0,02;0,01)%, tak riesenie Ax = b + e je x, = (0,3737;0,6737)7. Pomer
relativnych chyb je
||5x||/||5by| _ /(—0,1526)? +0,14742/\/(—0,02)2 + (0,01)?
Ix[I* b V20,5263 V2
Teda pre takito chybu pravej strany sa rieSenie relativne zmeni az 18-krat viac.

Keby sme namiesto matice A mali maticu

1 0,09
B= (0,09 1 )
s Cislom podmienenosti rovnym priblizne 1,20, tak overte, Ze pri tom istom b a e by sme
dostali

~ 18,03.

llox]l, [|obll
AL
[ * [bll

o-(1)

pre nejaké ¢ € R, ze C ma vacsie ¢islo podmienenosti ako A. Nésledne vypocitajte, aka je
relativna zmena rieSenia oproti relativnej zmene pravej strany pre zvoleni C a pre b, e uréené
vySssie.

1,18.

Najdite tiez takt maticu C v tvare

11.3 Ulohy na precvicenie

Uloha 11.1. Najdite singularny rozklad matice
1 000
A= 1 010
-1 010

Uloha 11.2. Ukaite, ze singularny rozklad kladne semidefinitnej matice A je vlastne spek-
tralnym rozkladom tejto matice. Pomdcka: skuste vychadzat z dosledku 11.12.

Uloha 11.3. Aky je_ vztah medzi singularnym rozkladom symetrickej matice A a jej spek-
tralnym rozkladom? Specialne uréte vztah medzi (i) singularnymi a vlastnymi ¢islami matice
A, (ii) singularnymi a vlastnymi vektormi matice A.

Uloha 11.4. Nech A € R™" a |.|| je euklidovskd norma. Ukazte, Ze max||Ax|| = o, kde
01 je najvacsie singularne ¢islo matice A a maximum je cez vSetky vektory x € R™ také, ze
x| = 1.

Uloha 11.5. Nech A € R™*" ma hodnost  a nech uy, ..., u, a vi,...,V, su jej singularne

vektory. Definujme
0 A
)

a) Ukazte, ze vektory (ul,vI)T a (—ul,vI)T (i = 1,...,min{m,n}) st vlastné vektory
matice B. Urcte k akym Vlastnﬁn ¢islam prislachajia. b) Demonstrujte ¢ast (a) na matici A
z tlohy 11.1.
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Uloha 11.6. Pomocou singularneho rozkladu najdite pseudoinverziu matice

11
A= (2 2) .
Uloha 11.7. Nech A € R™*™ m4 hodnost . Pomocou singularneho rozkladu vyjadrite maticu

A ako stcet r matic hodnosti 1.

Uloha 11.8. Nech Q € R™" je ortogonalna. Najdite vietky jej singularne ¢isla a jej singu-
larny rozklad. Pre n = 2 alebo n = 3 si zvol'te ortogonalnu Q a ukazte, Ze mé aspon dva rézne
singularne rozklady (lisiace sa nie iba v znamienkach singularnych vektorov).

111
A‘(1 -1 —1)'

Najdite [|Allp, [[All, [|All2; [Alleo a [[Alln-

Uloha 11.9. Nech

Uloha 11.10. Nech f(x) = /223 + 23 + 22175 + 323 pre x € R3. Je funkcia f(x) normou
na R3? Navod: skiste vyjadrit f(x) ako vxT Ax.

Uloha 11.11. Nech A € 87 je singularna a definujme f(x,y) = x' Ay pre x,y € R".
Odvodte, ktoré vlastnosti skalarneho sucinu f(x,y) splia a ktoré nesplia.

Uloha 11.12. Nech ||| je Frobeniova norma a nech A,B € R™". Ukaite, Ze a) ||A|]> =
o llaill?, kde ay, ..., a, st riadky matice A; b) |AB|| < [|A] - ||B||. Navod: pouzite (a) a
Cauchyho-Schwarzovu nerovnost pre a; (i-ty riadok matice A) a b; (j-ty stlpec matice B).
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