Dalsie priklady
Priklad D.1.1. Nech
5 1 13 5 1 10 3
a=(318) e=(00) m=(o1 %)

Ukazte, ze A = BT. Na zamyslenie: ¢o tento fakt hovori o stipcoch matice A7

Priklad D.1.2. Nech

2/3 —1/3 —1/3 1 0 -3 -2 11
P=|-1/3 2/3 -1/3|, X=[-2 1 1 5|, Y=[11
~1/3 —1/3 2/3 1 -1 2 -3 11

a) Vypocitajte XY, PX, PY, P2 (v zmysle P - P).

b) Slovne opiste, ¢o s vektorom x € R3 robf matica P. (MoZno pomoze: zamyslite sa, ¢o s
vektorom x robi matica J3x3/3 a aky je vztah medzi P a touto maticou.)

Na zamyslenie: vysledky v ¢asti a) st velmi Specifické. Vedeli by ste niektoré z nich (intuitivne)
vysvetlit?

Priklad D.1.3. Nech

127 5/7 35 14 —42 21
A= L 6T B={ 49 70 56 1)
~1/7 =3/7

Vypocitajte AB. (Moze byt uzitotné sa zamysliet, ako si vypocet ¢o najviac zjednodusit.)

Priklad D.1.4. Nech

bt -2
x=21, y=1|-3
-1 4

Vypoéitajte xTy a xy?.

Priklad D.1.5. Nech f : R" — R™ je linedrne. Ngjdite maticu A splitajiicu f(x) = Ax pre
kazdé x € R™ a overte, ze zvolend matica ozaj splia f(x) = Ax.

Priklad D.1.6. Nech f : R? — R? zodpoveda rotécii o 90° okolo 0, proti smeru hodinovych
ruciciek. a) Vyjadrite maticu Q zodpovedajicu tejto rotécii. b) Najdite maticu Q! spliajicu

Q Q=L
Priklad D.1.7. a) Nech f : R? — R? spliia

loh= (@) )= () (1 )h-()

Mbze byt zobrazenie f linedrne? Ak 4no, uréte comu je rovné f(x) pre x = (3,1,1)”. Comu
moze byt rovné f((1,0,0)7) ak f je linedrne?

’

b) Nech g : R?* — R? splna

gl % >=(f)’ gl z >=(j)’ 4 _(1)2 >=(i§)-

Mbze byt zobrazenie g linedrne? Ak éno, uréte comu je rovné g(x) pre x = (3,1,1)”. Comu
moze byt rovné g((1,0,0)7) ak g je linedrne?



Priklad D.1.8. Vyjadrite maticu rotécie o uhol a v R? okolo 0, v smere hodinovych ruciciek.

Priklad D.1.9. Nech Q € R™*" je maticou nejakej rotécie v R™ okolo 0,. Co najviac viete

povedat o stipcoch Q?
11 1 -1
r=(1) e )

a) Co robi (geometricky) s priestorom R? matica A? Co robf matica C?

Priklad D.1.10. Nech

b) Geometricky zdovodnite, ze CA = I, vykreslite teda e; — Ae; — C(Ae;) a ey —
Aeg — C(Aeg)

¢) Geometricky aj zdovodnite, ze AC = Is.
Priklad D.1.11.

a) Znézornite/vyjadrite, ako nasledovné matice transformujui priestor (napr. vykreslite trans-
formovany suradnicovy systém).

b) Uréte mnoZinu vietkych moznych obrazov pre tieto matice (teda vsetky dosiahnutelné Ax,
Bx atd’.).

() me (B e () - (R ).

I 0 I 2
E=|0 1|, F= 10,G=G 4 3) H:G 0 é)
0 —1 00

0,5 0,4
K= <0,4 0, 5) '
c¢) Vypocitajte DCx pre kazdé x € R? a vysledok zdovodnite.

Priklad D.2.1. Co robi s maticou jej vynasobenie diagonalnou maticou zlava (sprava)?

()

Geometrickymi iivahami najdite maticu C, ktora spiﬁa CA =15, resp. AC =1,.

Priklad D.2.2. Nech

Priklad D.2.3. Nech

a) Urcte C(H).

b) Néjdite aspon styri rozne vektory b, pre ktoré Hx = b m4 riesenie.
c) Néjdite taky vektor b, pre ktory Hx = b nema4 riesenie.

Priklad D.2.4. Nech

1 -2
A=1|1 -2
2 -4

Vyjadrite a nakreslite C(A) a C(AT). Aki m4 A hodnost?



Priklad D.2.5. Nech

-5 3 -3
E=11 2 11
2 =2 =2

Urcte rank(E) a C(E). Priestor C(E) aj nacrtnite. Ndjdite aspon tri rozne béazy priestoru
C(E).

Priklad D.2.6. Nech

2 1 8
A=10 7 -14
1 =3 11

Urcte rank(A) a C(A). Priestor C(A) aj nacrtnite. Najdite aspon tri rozne bazy priestoru
C(A).

Priklad D.2.7. Nech p je priamka urc¢end vektorom (1,2,3)T, teda

1
p={c|2]| |ceR}
3
a) Néjdite maticu A spliiajicu C(A) = p.

b) Aké rozmery méze maf matica A spliajica C(A) = p? Néjdite dalsie tri matice A, As,
A, ktoré splnaju C(A;) = p (1 = 2,3,4) ale vSetky maju rozne rozmery (a aj rozne od
matice A).

c) Vykonajte a) a b) pre situdciu, ked p je rovina dand vektormi (1,2,3)" a (4,5,6)7, teda

1 4
p={c|2|+d|5] |c,deR}
3 6

Pod “A a B maju rozne rozmery” myslime, ze aspon jeden z rozmerov maji A a B navzijom
iny, napr. A je typu 5 x 8 a B je typu 9 x 8.

Priklad D.2.8 (na zamyslenie). Prvky 2 x 2 matice A volime nasledovne: kazdy prvok
matice A nezavisle zvolime ako nahodné ¢islo od 0 po 1 (napr. funkciou runif v Rku). S
akou pravdepodobnostou bude tato matica reguldrna (teda s akou pravdepodobnostou bude
mat linedrne nezavislé stipce)? Ako to bude pre vSeobecni n x n maticu?

Priklad D.2.9. Nech
3
—92 4 2
2. B:(_l : 1).

Vyjadrite a nakreslite C(A), C(B) a C(AB), a urcte dimenzie tychto priestorov.

Priklad D.2.10 (na zamyslenie). Aké musia mat matice A, B a AB rozmery, aby mohlo
platit, Ze ndsobenie matic zodpoved4 skladaniu linedrnych zobrazeni (zdovodnite teda, ze
[m x n|-[nx k] =[m x k])? Urcte teda, aké musia mat tieto matice rozmery, aby zobrazenie
x — ABx pre x € RF zodpovedalo zlozeniu zobrazen{ x — A (Bx).

Priklad D.2.11. Pre A € R™*" vieme, ze Ax = b m4 prave jedno riesenie, pokial rank(A) =
n; a ak rank(A) < n, tak tento systém bud nem4 riesenie (ak b € C(A)), alebo md nekonecne
vela rieSeni (ak b € C(A)). Tiez vieme, ze ak A je reguldrna, tak Ax = b ma vzdy (préve
jedno) riesenie bez ohladu na b.

Podobnymi ivahami ako na prednéske (napr. o (ne)zavislosti stipcov, tvare C(A) apod.)
odvod'te, ako je to pre A € R™" ked m # n. Teda kedy md Ax = b jedno, kedy Ziadne,
kedy nekoneéne vela rieseni, a pre aki A mad Ax = b vidy aspoii jedno riesenie bez ohladu
na b.



Priklad D.2.12. Uréte pravdivost a dokazte alebo ndjdite protipriklad pre nasledujice tvr-
denia:

a) Ak C(X)=C(Y) pre X, Y € R™" potom X =Y.
b) Nech A,B € R™*". Ak Ax = Bx pre kazdé x € R", potom A = B.
c) Nech A,;B € R™™ C e R™". Ak AC = BC, potom A = B.

Priklad D.2.13. Urcte, ¢ existuji také matice A a B, ktoré spiﬁajﬁ nasledovné podmienky.
Ak existuju, tak také matice néjdite.

a) rank(A) = 2, rank(AB) = 3;
b) rank(A) = 2, rank(AB) = 2;
c) rank(A) = 2, rank(AB) = 1;
d) rank(A) =2, rank(AB) = 0.

Aké st rozmery matice A? Vypocitajte ATA.
b) Nech k > 2 a

Ak _ . . c Rknx(n—s—l)’

teda v Ay sa k-krat opakuje “riadok” (I,,1,). Vypocitajte AT Ay.

Priklad D.3.2. N4jdite aspon dva BT-rozklady matice

-1 3 4
1 2 1
F= 0 1 1
2 0 =2

Priklad D.3.3. Nech
1 2
A= (3 4) .
Najdite jej BT-rozklad. Viete ndjst aj nejaky iny BT-rozklad matice A?

Priklad D.3.4. Sformulujte metédu konstrukcie BT-rozkladu, ked neza¢neme so stfpcami,
ale s riadkami: teda ked najprv ndjdeme linearne nezdvislé riadky matice a tie ddme do matice
T. Aplikujte tiez tuto metédu na niektort z matic A z ostatnych prikladov.

Priklad D.3.5. N&jdite BT-rozklad matice

5 1 7
5 2 4
A= 5> —1 13
7 0 14

N4jdite tiez nekonecéne vela BT-rozkladov tejto matice.

Priklad D.3.6. Dokéazte, 7e C(A+B) C C(A,B) arank(A +B) < rank(A, B) pre [ubovolné
A B e R™". (Pod (A, B) myslime blokovii maticu s blokmi A a B v riadku vedla seba.)



Priklad D.3.7. Nech

1 -1 -1 1

) )

Vyjadrite a zakreslite N'(A). Urcte, ¢i Ax = b je riesitelné, najdite jedno rieSenie Ax = b a
najdite (a vykreslite) vsetky riesenia Ax = b.
Priklad D.3.8. Nech

A=|10 0

-1 2

Urcte rank(A). Urcte a vykreslite C(A), C(AT), N(A) a N(AT) (pouzite iba dva obrazky).

Priklad D.3.9. Uréte hodnosti, a uréte a vykreslite styri zakladné priestory (vid D.3.8) pre
nasledujice matice (kazdej matici vykreslite samostatni dvojicu obrazkov):

-1 2
1 1 2 1 2
0 101 3 4
Tip: pri obrazkoch v R? sa snazte nastavif (oto¢it /poprehadzovat) stradnicové osi tak, aby
sa dali skiimané podpriestory relativne pekne vykreslit.

Priklad D.3.10. N4jdite matice A, B, pre ktoré plati:
a) dim(C(A)) =2, dim(C(AB)) =1,

b) dim(C(A)) =1, dim(C(B)) =1, dim(C(AB)) =0

c) dim(C(A)) = 2, dim(C(AB)) = 2.

Priklad D.3.11. Zapiste maticu

1 3 2 4
2 5 -1 =3
A= -1 1 1 -1
3 4 =2 =2

ako sucet troch matic hodnosti 1.

Priklad D.3.12. Dokézte, ze N(A) = C(AT)L. Formélne teda dotiahnite pozorovanie z
prednasky. Ndvod: dokdzte postupne N(A) C C(AT)L a N(A) D C(AT)*.

Priklad D.3.13. N4jdite vietky riesenia rovnice AX = B pre

1 2 3 0 4 1
A=[-10 -1 2|, B=[-21
3 5 8 1 11
Priklad D.3.14 (na zamyslenie). Sformulujte postac¢ujicu podmienku pre hodnost B €
R™* aby C(AB) = C(A) pre lubovolni A € R™ " Teda “rank(B) = __ zarucuje, Ze
C(AB) = C(A)”. Tvrdenie mozete sformulovat napriklad pomocou geometrickych tvah.

Nésledne tvrdenie dokazte.

Priklad D.3.15. Nech

1 -3 =5 -1 =5
4 2 22 10 8
A= 7T =2 22| B= 123
0o 1 3 1 2

Néjdite taki maticu T, aby A = BT bol BT-rozklad matice A (a overte, Ze ste ozaj ziskali
BT-rozklad).



Priklad D.4.1. Nech

_ In_2Jn><n In o X
(Ml ) =)

kde x € R spliia 3, z; = 0 a [|x| = 1.
a) Urcte rozmery A a B.
b) Vypocitajte AB.

Priklad D.4.2. N4jdite LU-rozklad matice

A

I
|
—_
)
|
—_

Priklad D.4.3. N4jdite LU-rozklad matice

1 -1 2
B=|1 -7 -2
3 =3 95

Priklad D.4.4. N§jdite LU-rozklad matice

2 3
C=|-2 -1
6 4

Pod LU-rozkladom obdenikovej matice A € R™*" rozumieme A = LU, kde L € R™™ je
dolnd trojuholnikovd a U € R™*" je hornd trojuholnikova (teda (U);; = 0 pre vsetky i > j).
b) N4jdite vietky riegenia systému Cx = b, kde b = (17, —7,26)7.

Priklad D.4.5. N4jdite vsetky riesenia rovnic

a)

1 00 1 3 —1 1
4 30101 —2)x=1|-2],
-1 5 2/ \0o o0 1 3
b)
2 0 0\ /1 -3 2 4
5 -1 010 1 3|x=]|5
1 6 1/ \0o 0 0 32
Priklad D.4.6.
a) Nech
3 -1 1
A=19 1 8
6 —6 —3

Najdite LU-rozklad matice A a z tohto rozkladu skonstruujte BT-rozklad matice A.

b) Popiste postup, ktorym z LU-rozkladu vSeobecnej matice A (teda A € R™*™ arank(A) =
r) vieme skonstruovat jej BT-rozklad.



Priklad D.5.1. Nech
A_(T U
—\Vv w)’
rank(A) =r a T € R™" je reguldrna. Potom W = VT~'U. Dokéazte.
Priklad D.5.2. Nech A € R™*" rank(A) =nab c R™.

a) Predpokladajme, ze Ax = b ma riesenie. Vyjadrite potom jedno rieSenie rovnice Ax = b
pomocou lavej/pravej inverzie.

b) M4 Ax = b rieSenie pre Iubovolné také A, b? (Teda pre A, b splitajice A € R™*n,
rank(A) = n a b € R™). Dokézte, alebo najdite protipriklad.

Priklad D.5.3. Nech A € R™" je reguldrna, u,v € R” a nech 1 — v A~'u # 0. Vyrieste

systém
A u I,
(3 3)x= (o)

Priklad D.5.4. Vyrieste maticové rovnice (pod J,, sa mysli J,,«,):

a)
L, Jn _ [ In
(3w To)x= ()

D J, X vi?
J, I,+2J, \(n+1)J,)7

kde v € R™ spina -7, v;7' = 0 a D = diag(v).

i=1 "1

Priklad D.5.5. Nech Q € R™*" m4 ortonormélne Stipce a oznacme B = QQT. Ukazte, ze
B2 = B a BT = B. (Pozn.: matica spliiajiica tieto dve vlastnosti je projekénou maticou na
svoj stlpcovy priestor).

Priklad D.5.6. Nech Q € R™*™ m4 ortonormélne stipce. Uréte hodnost Q a ndjdite nejaki
jej lavii/pravii inverziu (ak niektord z nich existuje).

Priklad D.5.7. Nech A = LU, kde

1 00 13 -1
L=(4 3 0], U=[01 -2
15 2 00 0

a) Ukazte, ze A sa dd zapisat ako sicet troch matic (ziskanych z L a U) hodnosti nanajvys
1.

b) Ukdzte, ze A sa d4 zapisat ako stucet dvoch matic hodnosti 1 (ziskanych z L a U).

Prikladvf).5.8. Nech A € R™"™ m4 hodnost » a A = LU je jej LU-rozklad. Zovseobecnite
priklad D.5.7: vyjadrite (pomocou matic L a U) A ako sucet n matic hodnosti nanajvys 1 aj
ako sucet r matic hodnosti 1.

Priklad D.5.9 (na zamyslenie). Nech p je priamka v R?, ktord zviera s horizontdlnou osou
uhol € (je otocend od x-ovej osi o f proti smeru hodinovych ruéi¢iek). Néjdite maticu zodpo-
vedajicu osovej sumernosti okolo priamky p.

Priklad D.5.10. Nech

—1

>
|
o W w



a) N4jdite uzky QR-rozklad matice A.

b) Né&jdite QR-rozklad matice A. (Ndvod: chybajici ortonormdlny vektor sa d4 ziskat napriklad
Gram-Schmidtovou ortogonalizciou, ked k matici A priddme este jeden linedrne nezavisly
stlpec).

Priklad D.5.11. Nech

0 3
A=|1 1
-2 1
a) Néjdite tzky QR-rozklad matice A.
b) Néjdite QR-rozklad matice A.
Priklad D.5.12. Nech
2 =5 =3
A=1(0 1 -16
4 -5 4
Najdite QR-rozklad matice A.
Priklad D.5.13. Nech ay,...,a;, € R” st linedrne nezavislé a nech vysledkom ich Gram-
Schmidtovej ortogonalizécie si q,...,q; € R". Dokdzte, ze q; je kolmé na vsetky q; pre

J < i. (Pomocka: skuste tvrdenie najprv dokdzat pre qz, potom pre g3 a potom pre veobecné
q;)-

Priklad D.5.14. N4jdite permutaéni maticu P, pre ktord plati

T2 T

Ty “ 1z T2
Px = pre kazdé x =

T T3

T3 T4

Urcte tiez, na ¢o zobrazi vektor x matica P! (teda ¢omu je rovné P~'x).
Priklad D.5.15. Vypocitajte normu nasledujicich matic

a) Q € R"™™ — ortogondlna,

b) Q € R™** — s ortonormalnymi stipcami,

c) Q € R™* — s ortonormalnymi riadkami.

Overte vase vysledky na vami zvolenej matici typu 3 x 3 pre (a), 3 x 2 pre (b), a 2 x 3 pre

().

Priklad D.5.16. Nech A € R™*" a P € R™*™ je permutacénd matica. Uréte ||PA || pomocou
[A]].

Priklad D.5.17. Nech A € R™*" m4 hodnost n a nech A = QR je jej tizky QR-rozklad.
Aky je vztah medzi stipcovym (riadkovym, nulovym, lavym nulovym) priestorom matice A
a stipcovym (riadkovym, nulovym, lavym nulovym) priestorom matice Q? Teda sformulujte
¢o najsilnejsie tvrdenia o tychto dvojiciach priestorov.

Priklad D.5.18. Nech P je permutacnd n x n matica. Uréte maximélnu a minimélnu hod-
notu, ktori moze nadobudat tr(P). Pre n = 2, n = 3 a n = 4 uréte vsetky hodnoty, ktoré
moze tr(P) nadobudat.



Priklad D.5.19. a) Nech

1 T
a=[2] a P=21
3 a - a

Vypocitajte tr(P).

b) Nechae R"a P = :%Z Vypocitajte tr(P).

(Také matica P zodpovedd projekcii na priamku danti vektorom a; vid projekcie pri
odvodeni Gram-Schmidta.)

Priklad D.5.20 (na zamyslenie). Skiiste sa vcitit do role vyucujiiceho, ktory vymysla pisomku:
vymyslite postup, ako manudlne konstruovat matice A € R3*3, aby ich QR-rozklad bol
“pekny” aj aby samotné matice A boli pekné (teda aby v Q, R aj A vychadzali relativne
pekné ¢isla).

Priklad D.5.21. N4jdite dve ortogonélne matice, ktoré si aj navzijom ortogonilne (teda
ich skalarny stcin je nulovy).

Priklad D.5.22. Nech A € R™*". Nech X a Y st také matice, aby platilo C(X) = C(A)
a C(Y) = N(AT) (napriklad stipce X mozu byt baza C(A) a stlpce Y baza N(AT)).
Vypocitajte (X,Y). Ked to neviete vypocitat vSeobecne, skiste to vypocitat najprv pre
konkrétnu zvolend maticu A.

Priklad D.5.23. Nech
100 010
P,=|0 0 1|, P,=|0 0 1
010 100

a) Co (geometricky) robi Py s priestorom R?*? Slovne teda popiste prislusni geometrickt
transformdciu (otocenie/natiahnutie/...).

b) Podobne pre Ps.

c) Skuste geometricky charakterizovat kazdd 3 x 3 permutaénii maticu.

A= (54

Najdite vsetky zovSeobecnené inverzie matice A vyrieSenim rovnice AGA = A. Aky geomet-
ricky dtvar v priestore R?*? je ziskand mnozina?

Priklad D.6.1. Nech

Priklad D.6.2. Nech
1/5

0 1/

5 1 2
A:( ) a B=[1 0
-10 -2 -4 1 0

a) Néjdite a vykreslite vSetky styri fundamentédlne priestory matice A.

b) Overte, ze B € G~ (A).

c) Overte a graficky znézornite, ze pre kazdé y € C(A) plati ABy = y: pre vSeobecné
y € C(A) vypocitajte By a ABy; zakreslite to tiez do obrazku z casti a).

Priklad D.6.3. Néjdite zovseobecnenu inverziu matice J,,x, v tvare ¢J, «., pre vhodne zvo-
lené ¢ € R.



Priklad D.6.4. N&jdite aspon jednu zovseobecnent inverziu matice

OB = W
e I RN
RO —

-5
Priklad D.6.5. Ukdzte, ze matica ngjdend v priklade D.6.3 je pseudoinverziou matice J,,xn.

Priklad D.6.6. Ngjdite pseudoinverziu matice

A=

S O N
o w o
o O O

a overte, ze ste ozaj nasli pseudoinverziu.

Priklad D.6.7 (na zamyslenie). Nech

1 -1
A= .
-1 1
N4jdite AT (tipnutim, geometrickymi ivahami, vztahom s lin. rovnicami, postupnym riesenim
defini¢nych rovnic pseudoinverzie, minimalizovanim normy...) a overte, Ze ziskana matica ozaj

spfﬁa definiciu pseudoinverzie.
11 2
(20 v-()

a) N4jdite jednu A~ a pomocou nej najdite jedno riesenie Ax = b aj vSetky riesenia Ax = b.

Priklad D.6.8. Nech

b) Overte, Ze a) sa zhoduje s jednym aj so vSetkymi rieSeniami ndjdenymi “klasickou metédou”
(napr. elimindciou).

c) Néjdite (vykreslenim / analytickym vyriesenim) také x*, ktoré ma spomedzi vsetkych
rieSeni systému Ax = b najmensiu normu.

d) Porovnajte x* ziskané z c¢) s riesenim pomocou pseudoinverzie x = ATb (matica A™ je v
Ulohe 6.10 v skriptach).

Priklad D.6.9. (i) Spravte to isté, ¢o v priklade D.6.8, pre
2 3 —4
o))
1 /2 -2
+ -
AT =5 (3 —3) |

(ii) Overte, ze uvedend matica je ozaj pseudoinverziou matice A.

A:@ ‘6*)

Néjdite vSetky zovSeobecnené inverzie matice A. Nésledne pomocou minimalizacie normy
|A~|| ndjdite A*. Overte, ze ziskand matica splia vlastnosti pseudoinverzie.

MobZete pouZit:

Priklad D.6.10. Nech

Priklad D.6.11. Nech Q € R™*" m4 ortonormélne stipce. N4jdite Q™.



Priklad D.6.12. Nech

-1

b= |18
10

NN O
N O N

1

D=|3 1
4 0

a) N4jdite zovseobecnenu inverziu matice D.

b) Urcte, ¢ je systém Dx = b konzistentny.

c) Najdite jedno riesenie systému Dx = b (ak je konzistentny).

Ak ste v (b), (¢) pouzili iny postup, vyrieste to aj pomocou matice D~ z ¢asti (a).

Priklad D.7.1. Nech A € R™" m4 hodnost n a nech A = QR je jej tizky QR rozklad.

a) Urcte rank(R).

b) Vyjadrite projekéni maticu na C(A) pomocou Q a R. Upravte na najjednoduchsi mozny
tvar.

Priklad D.7.2. Nech P je projekénd matica. Vyjadrite ||P|| pomocou hodnosti P.
_ Jn><2
A= ( - ) .

Priklad D.7.4. a) N4jdite zovSeobecnent inverziu matice nJ,«, v tvare ¢J, x, pre vhodne
zvolené c.

Priklad D.7.3. Nech

Vypocitajte Pa.

b) Nech A = J,«,. Vypocitajte Pa.
¢) Nech
o Jnxn 0
B ("5 1)

Vypocitajte Pg. Pomocka: Jedna zovSeobecnena inverzia blokovo diagonalnej matice v

tvare
X O
0Y

je

Priklad D.7.5. Nech
11 0
() o= ()
a) Urcte, ¢i je systém Ax = b riesitelny.

b) Néjdite vsetky x, ktoré si najblizsie k rieseniu, teda vyrieste problém najmensich stvorcov
pre tieto A a b.

c) Vypocitajte Ax pre kazdé x z b).
d) Néjdite aj jedno riesenie problému najmensich stvorcov pomocou pseudoinverzie. (Vieme,
ze
0,1 0,2
+ _ ) )
AT = (0,1 0,2> )

Je rieSenie ziskané pomocou pseudoinverzie nie¢im Specidlne?



e) Situaciu vykreslite.

Priklad D.7.6. Spravte to isté, ¢o v priklade D.7.5, pre
2 3 4
() )

1 (2 -2
R —
A _26(3 —3)‘

Priklad D.7.7. Ukézte, ze C(Pa) = C(A) pre Tubovolni A.

Mobzete pouzit:

Priklad D.7.8. Ukdite, ze I — P4 je symetrickd a idempotentna.
Priklad D.7.9. Nech

() (4 7) v

a) Vyrieste problém najmensich stvorcov ||Ax —b|| — min, teda néjdite vSetky riesenia tohto
problému. Vypocitajte aj optimalne Ax. Situdciu vykreslite.

b) To isté zopakujte pre ||[Cx — b|| — min
c) Porovnajte casti (a) a (b).
Priklad D.7.10. N4jdite projekénd maticu na rovinu

a+b
b a,beR
b

Priklad D.8.1. Odvod'te vzorec pre determinant 3 X 3 matice. (Vsimnite si, Ze je to vyrazne
zdlhavejsie ako pre 2 x 2 maticu — kvoli tomu, Ze pocet permutdcii “velmi rychlo” rastie s
rastucim n.)

Priklad D.8.2. Z definicie determinantu dokdzte, ze determinant hornej trojiholnikovej
matice je sucin prvkov na jej diagondle. Ak to neviete dokézat pre n x n maticu, skiste zacat
s dokazom pre 3 X 3 maticu.

Priklad D.9.1. Nech A € 8" a A # 0,,.,,. Ukaite, 7ze potom tr(A) > 0.

Priklad D.9.2. Ukdzte, Ze ak vsetky vlastné ¢isla matice A € S™ si nezdporné, potom
A € 8. Pomocka: mozete skusit pouzit spektralny rozklad.

Priklad D.9.3. Nech
—9/5 —12/5

A= (—12/5 9/5 )

A:(—; f)

Priklad D.9.5. Ukdzte, ze ak A = QAQT, kde A € R™" je diagondlna a Q € R™ " je
ortogonalna, potom

Vypocitajte A3,

Priklad D.9.4. Nech

Vypoéitajte A3,



a) A je symetricka,

b) stipce matice Q su vlastné vektory matice A,

c¢) diagondlne prvky matice A st prislusné vlastné hodnoty A.
(Toto je teda “opacné” tvrdenie k spektralnemu rozkladu.)

Priklad D.9.6. Ukdite, 7e ak x je vlastny vektor matice A prislichajici vlastnej hodnote
A, potom ¢x je tiez vlastny vektor A prishichajici A pre kazdé ¢ # 0.

Priklad D.9.7. Nech

a) Z definicie ukdzte, ze A € 83,
b) Z definicie ukdzte, ze A € 8% .

Priklad D.10.1. a) N4jdite singuldrny rozklad matice
1 1
A=10 4

5)

b) Néjdite A*.
Priklad D.10.2. Nech

a) Néjdite singuldrny rozklad matice A.
b) Najdite A*.
Priklad D.10.3. Nech
1 2

A=|-2 -4
3 6

a) Néjdite singuldrny rozklad matice A aj jej tizky singuldrny rozklad.
b) Overte, ze ziskané matice ozaj maji pozadované vlastnosti.

c) Néjdite A™.



