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Prehl'ad znacenia

R,N,C

RTL

Rmxn

8", 8%, 8%,

a,a, b, 5, ...
T, ...

dim (V)
{:)
I

-5 (-1, (1]

diag(dy, ..., d,)
diag(Aq, ..., Ag)
1,,1,0,,0

€;

1,1

men; J7 Omxnv O

mnoZzina realnych / prirodzenych / komplexnych ¢isel

mnozina n-rozmernych stlpcovych vektorov

mnozina m X n matic

mnozina n X n symetrickych / pozitivne semidefinitnych / pozitivne defi-
nitnych matic

¢islo

prvok vSeobecného vektorového priestoru

stlpcovy vektor

matica

-ty prvok vektora x

(1, 7)-ty prvok matice A

transpozicia matice A

inverzia / zovSeobecnend inverzia / Mooreova-Penroseova pseudoinverzia
matice A

projekénéd matica na C(A)

stlpcovy / nulovy priestor matice A

hodnost matice A

stopa matice A

determinant matice A

¢islo podmienenosti matice A

Kroneckerov / Hadamardov stéin matic A a B

dimenzia vektorového (pod)priestoru V/

skalarny sucin

norma

Frobeniova / nuklearna / £")-norma

diagonalna matica s prvkami dy, ..., d, na diagonale

blokovo diagonélna matica s maticami Ay, ..., Ay na diagonale
stlpcovy vektor jednotiek / ntl (rozmeru n x 1)

stlpcovy vektor s jednotkou na i-tom mieste a nulami viade inde
matica identity (rozmeru n x n)

matica jednotiek / nal (rozmeru m X n)

vil
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Slovensko-anglicky slovnik

Kedze viac literattury z maticovej algebry je dostupnej v anglickom ako v slovenskom jazyku,
uvadzame slovensko-anglicky slovnik zakladnych pojmov, aby sa ¢itatel vedel orientovat aj v
anglickej literatire. Poznamenajme, ze uvedené preklady nie st jediné spravne, je mozné sa
teda stretnut aj s inymi pomenovaniami danych pojmov v angli¢tine.

baza

¢islo podmienenosti
determinant
hodnost

~ plné (riadkové/stlpcova) h.

kvadraticka forma
linearne nezavisly
linearny obal
matica
— blokové
— hustéa
— idempotentna
— inverzna
— lava/prava inverzna
— ortogonélna
— pozitivne definitna
— pozitivne semidefinitna
— pseudoinverzna
— regularna
— riedka
— singularna
— Stvorcova
— zovSeobecnena inverzna
maticovy rozklad

nasobnost (vlastného ¢isla)

norma

— indukované
— nuklearna n.
nulovy priestor

problém najmensich Stvorcov

Schurov doplnok

basis
condition number
determinant
rank
— full (row/column) rank
quadratic form
linearly independent
span
matrix
— block
— dense
— idempotent
— inverse
— left /right inverse
— orthogonal
— positive definite
— non-negative definite, positive semidefinite
— pseudoinverse
— non-singular
— sparse
— singular
— square
— generalized inverse
matrix decomposition
multiplicity (of an eigenvalue)
norm
— induced
— nuclear norm, trace norm
null space
least squares problem
Schur complement

X
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singularne ¢islo singular value

singularny vektor  singular vector

singularny rozklad singular value decomposition (SVD)

— kompaktny s. r.  — compact SVD

skalarny sucin dot product (pre xTy), scalar product (pre vieobecny skal. s.)
spektralny rozklad spectral decomposition, eigendecomposition

st[pcovy priestor column space

stopa trace
vektor vector
vlastné ¢islo eigenvalue
vlastny vektor eigenvector



Predslov

V matematike, na ktorej st postavené metddy datovej analyzy, hraja matice klac¢ova rolu —
od pripravy, uskladnenia, transformacie a vizualizacie dat, cez tvorbu a vyhodnocovanie ma-
tematickych modelov, az po kategorizaciu ¢i predikciu, ktora je na tychto modeloch zaloZena.
Pri svojej praci teda prichadza statistik alebo datovy analytik neustéle vedome ¢i nevedome
do kontaktu s maticami.

Neprekvapi, ze aj moderny softvér uréeny na analyzu dat (napr. R, Matlab a SAS) je
zvatsa zalozeny na praci s maticami. Moze sa zdat, Ze prave vdaka roznym vypoctovym
prostriedkom, ktoré su bezne k dispozicii, uz nie je potrebné rozumiet principom, na ktorych
st metody datovej analytiky postavené — a teda s maticami a matematikou v8eobecne staci
spominany nevedomy kontakt. Nie je to vSak tak. Staci, aby sme sa stretli s menej Standard-
nou, “neucebnicovou” tlohou a uz musime samostatne kreativne pracovat s vyuzitim hlbsich
principov, ktoré si Casto z oblasti maticovej algebry. Aj ak méme k dispozicii vhodny soft-
vér na analyzu dat, je nevyhnutné vediet vybrat spravnu metédu z obvykle velkej ponuky,
poznat limity zvolenej metody a vediet spravne interpretovat vysledky. Pri vSetkych tychto
ulohach sa tazko zaobideme bez dostatoéného porozumenia, ako metody funguji, a teda bez
matematiky a Specidlne maticovej algebry, na ktorej sii postavené.

Tieto skripta st urcené pre Studentov Statistiky a datovej vedy, aby sa oboznamili s ma-
ticovou algebrou potrebnou v modernych metoédach analyzy dat, s dérazom na pochopenie
matematickych principov, nie na manualne numerické pocitanie s maticami. Priebezne nacrt-
neme niektoré klasické metody analyzy dat a ukadzeme rolu maticovej algebry v tychto meto-
dach, vzdy ked uZ je prislusné teoria prebrana. Ide najmé o pojmy a matematické nastroje
ako kovarianéna matica (zédkladna charakteristika mnohorozmernych dat), linearna regresia
(Statistické modelovanie), metoda hlavnych komponentov (vizualizacia dat) a viacrozmerné
normélne rozdelenie (kIi¢ovy predpoklad mnozstva metod). UkaZeme tiez pouzitie stochastic-
kych matic a vlastnych ¢isel v Markovovskych retazcoch a cez ¢islo podmienenosti sa struc¢ne
dotkneme aj numerickej stability poc¢itacovych vypoctov.

Vsetky tvrdenia su o¢islované a poéinajuc kapitolou 2 aj dokdzané (pripadne s odkazom
na dokaz v literatire), skripta teda mozu slazit ako referencia v slovenskom jazyku pre pracu
s maticami. Poznamenajme, Ze v zahrani¢nej odbornej literatire moze Citatel najst velké
mnozstvo textov o maticovej algebre, napriklad [3], [9] a [12]. Skripta st koncipované spésobom
veta-dokaz-dosledok, ¢ize st vhodné skor ako material k prednaskam, ¢i ako referencny text,
nie ako ucebnica urcend na samostidium. Numerickym algoritmom realizujicim maticové
vypocty sa v texte nevenujeme, tie st obsahom numerickej linedrnej algebry — poznamenajme
len, Ze st beznou sucastou matematickych softvérov ako Matlab a R. Citatela zaujimajuceho
sa o numericku linearnu algebru mozeme odkazat na monografiu [2].

Predpokladame, Ze ¢itatel je oboznameny so zakladmi linedrnej algebry a geometrie, tieto
poznatky st bez dokazov zhrnuté v kapitole 1. V dalsich kapitolach (2 az 4) sa venujeme
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zékladom maticovej algebry, ktoré byvaju v roznej miere pokryté v kurzoch lineédrnej algebry a
geometrie. Specialny doraz kladieme na maticové rozklady a nulové a stIpcové priestory, kedze
tie umozinuju velmi dobry vhlad do prace s maticami. Jadro skript tvoria kapitoly 6 az 11, kde
prejdeme od zovseobecnenych inverznych matic a Mooreovej-Penroseovej pseudoinverzie cez
projekéné matice az k vlastnym ¢islam (spektralny rozklad) a singularnym ¢islam (singularny
rozklad).

Bratislava, januar 2022

Mgr. Samuel Rosa, PhD.; samuel.rosa@fmph.uniba.sk

doc. Mgr. Radoslav Harman, PhD.; harman@fmph.uniba.sk
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Univerzita Komenského v Bratislave
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Kapitola 1
Zakladné pojmy linearnej algebry

V tejto kapitole uvadzame prehlad zakladnych poznatkov z linearnej algebry, ktoré by mal
Citatel poznat pre pochopenie dalsich casti textu. DokladnejSie spracovanie zékladov linearne;j
algebry a dokazy tu spominanych tvrdeni moze ¢itatel najst v uéebnici [5]. V anglickom jazyku
st zaklady lineérnej algebry a geometrie spracované v mnozstve ucebnic, napriklad v [11] a

[6].

1.1 Vektorové priestory

Poznamka 1.1. V celych skriptach sa budeme zaoberat vylu¢ne vektorovymi priestormi
definovanymi nad polom R reédlnych ¢isel. Reélne ¢isla budeme obvykle znacit symbolmi a,
b, ¢ a podobne. Prvky vSeobecného vektorového priestoru V' budeme obvykle znacit @, i/, 7 a
podobne.

Definicia 1.2 (Vektorovy priestor). MnoZina V' s operaciami s¢itanie + : V x V. — V|
(Z,9) — & + ¢ a nasobenie skalarom - : R x V.=V, (a,Z) — a - Z sa nazyva vektorovgm
priestorom, ak pre kazdé Z,y, 2 € V a pre kazdé a,b € R plati

1. 2+ (¥ + 2) = (Z+ ) + Z (asociativnost),
2. ¥4y =9+ (komutativnost),
3. existuje 0 € V, 7e Z+ 0 = & pre vietky & € V (prvok 0 nazyvame nulovyj vektor),

4. pre kazdé ¥ € V existuje —¥ € V, ze ¥ + (—%) = 0 (prvok —@ nazyvame opacny vektor
k vektoru %),
a -y (distributivnost vzhladom na s¢itanie v priestore V'),

b Z (distributivnost vzhladom na séitanie v poli R),

\]
)
YamS
(wpl
8y
S~—
I
—~

ab) - & (kompatibilita ndsobenia v R a nasobenia -) a
8. 1-7=17.

Poznamka 1.3. Symbol - pre nésobenie skalarom pouzity v predchadzajucej definicii sa kvoli
jednoduchosti ¢asto vynechava, ¢ize pre a € R a & € V piSeme namiesto a - T len af.
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Priklad 1.4. Jednym z najdolezitejsich prikladov vektorového priestoru je R™ - mnozina n-
rozmernych stlpcovijch vektorov s prvkami z R, spolu s pozlozkovym s¢itanim a Standardnym
nasobenim realnym skaldrom. Vektory v R" znac¢ime malymi hrubymi pismenami: x, y, z a
podobne. Pokiiste sa pre tento vektorovy priestor zdovodnit platnost vSetkych vlastnosti z
definicie 1.2.

Definicia 1.5 (Vektorovy podpriestor). Nech V' je vektorovy priestor. Potom () # W C V
je wektorovy podpriestor priestoru V', ak W je vektorovy priestor (pricom séitanie vo W a
nasobenie skalarom vo W st ztzenim séitania a nasobenia skaldrom vo V).

Poznamka 1.6. Vektorovy podpriestor priestoru V' sa niekedy nazyva tiez linedrny vektorovy
podpriestor priestoru V' alebo linedrny podpriestor priestoru V.

Veta 1.7 (Charakterizacia vektorového podpriestoru). Nech V' je vektorovy priestor a () #
W C V. Potom W je vektorovy podpriestor V' vtedy a len vtedy, ked W je uzavrety na
sCitanie a nasobenie skalarom, ¢ize ak pre kazdé ¥,y € W aa € Rplati t+y € W aar € W.

Poznamka 1.8. Podmienky ¥+¢y € W aax € W pre kazdé 7,y € W a a € R st ekvivalentné
s podmienkou: a1 @ + asy € W pre kazdé Z, iy € W a aq,as € R.

Priklad 1.9. Nech V je vektorovy priestor. MnoZina pozostévajtca len z vektoru 0 a samotny
priestor V' st vektorové podpriestory priestoru V', ktoré sa niekedy nazyvaju trivialne pod-
priestory. Ak §tandardnym spésobom stotoznime vektory vo vektorovom priestore R? s bodmi
v Euklidovskej rovine, tak netrividlnym vektorovym podpriestorom priestoru R? buda zodpo-
vedat vSetky priamky prechadzajice pociatkom Euklidovskej roviny. Pokuste sa formulovat
analogické tvrdenie pre vektorovy priestor R3.

Veta 1.10 (Prienik vektorovych podpriestorov). Nech {W,, }.er je neprazdny systém vektoro-
vych podpriestorov priestoru V', kde I je mnozina indexov. Potom () .; W, je tiez vektorovy
podpriestor priestoru V.

Poznamka 1.11. Poznamenajme, ze mnozina indexov I vo vete 1.10 nemusi byt kone¢na,
dokonca ani spocitatelna.

Definicia 1.12 (Najmensi vektorovy podpriestor). Nech V' je vektorovy priestor a ) £ M C
V. Najmensi vektorovy podpriestor priestoru V obsahujici M je vektorovy podpriestor S
obsahujuci M, ktory splita: ak W je vektorovy podpriestor V a M C W, tak S C W.

Veta 1.13 (Najmensi vektorovy podpriestor). Ak () # M C V, tak existuje prave jeden
najmensi vektorovy podpriestor priestoru V' obsahujtuci M. Navyse, tento podpriestor je rovny
prieniku vSetkych podpriestorov priestoru V', ktoré obsahujiu M.

Definicia 1.14 (Linearna kombinacia vektorov, linearny obal mnoziny vektorov). Nech V' je
vektorovy priestor, Z1,...,Zx € V a nech aq,...,a; € R. Potom:

1. Linedrna kombindcia vektorov I, ..., Ty s koeficientmi a4, ..., ay je vektor a;Z7 + ...+
akfk.

2. Mnozinu {a1@ + ... + axZ% | a1, ..., a; € R} vSetkych linearnych kombinacii vektorov
T1,..., T nazyvame linedrny obal vektorov 1, ..., T\ a zna¢ime ju span(Zy, ..., T).
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3. Ak vektorovy podpriestor W splia W = span(Z,..., %), potom hovorime, ze W je
generovany vektormi Ty, . .., Ty.

Veta 1.15 (Najmensi vektorovy podpriestor obsahujici mnozinu vektorov). Nech V' je vek-
torovy priestor a nech {Z,..., 7} C V. Potom najmensi vektorovy priestor obsahujici

{#1,..., %} je span(Zy, ..., T%).

Priklad 1.16. Nech x;,x € R? a nech W = span(xy,xz). Potom W = {0}, alebo W =
{cy | ¢ € R} pre nejaké y € R? alebo W = R?. Premyslite si, aké musia byt vektory xi, s,
aby sme dostali kazda z tychto troch moznosti. Pokuste sa sformulovat analogické tvrdenie
pre vektorovy priestor R3.

1.2 Linearna nezavislost, baza, dimenzia

Definicia 1.17 (Linearna zavislost a linearna nezavislost). Nech V' je vektorovy priestor a
nech 7, ...,Z € V. Potom 74, . .., T st linedrne nezdvislé, ak rovnost a1 + . .. + apTy, = 0
pre ay,...,a; € R implikuje a; = ... = a, = 0. Hovorime, Ze &1, ..., T} su linedrne zdvislé,
ak nie si linedrne nezavislé.

Poznamka 1.18. Ak vektory #,...,ZT, € V s linedrne nezavislé, tak ziaden z nich nie je
nulovy, teda ¥, # 0, ..., 2, # 0.

Veta 1.19 (Charakterizéacia linearne zavislych vektorov). Nech V' je vektorovy priestor a
nech #y,..., 7, € V st nenulové vektory. Potom Z,...,Z; su linedrne zavislé prave vtedy,
ked niektory z nich je linearnou kombinaciou tych, ¢o st napisané pred nim.

Definicia 1.20 (Kone¢ne generovany vektorovy priestor). Vektorovy priestor V' sa nazyva
konecne generovany, ak existuje koneéna mnozina {Zy,..., 7y} € V, ze V = span(zy, ..., k).

V dalsich kapitolach sa nebudeme venovat vSeobecnym priestorom, obmedzime sa na ko-
necne generované vektorové priestory.

Definicia 1.21 (Baza prlestoru) Nech V # {0} je konecne generovany vektorovy priestor.
Potom postupnost vektorov bl, . bk sa nazyva bdza priestoru V, ak spliia:

1. V= span(gl, o ,l;k),

2. by,..., b st nezavislé.

Definicia 1.22 (Saradnice). Nech V' # {6} je konecne generovany Vektorovy priestor a
bl, . bk je jeho baza. Potom suradnice vektora & € V vzhladom na bazu bl, ..., by st taka
postupnost cisel ¢1,...,cp €ER, 7e ¥ = clbl +... ckbk.

Priklad 1.23. Nech V' # {6} je konecne generovany vektorovy priestor, 51, .. l;k je jeho baza
a ¥ € V. Ukazte, Ze suradnice vektora ¥ vzhladom na dant bazu sa jedinecné. Teda ukazte, Ze
ak ¢1,...,¢, aj dy,...,dy st suradnice ¥ vzhladom na bl, .. bk, potom ¢y =dy,...,c, = dj.

Veta 1.24 (O bazach). Nech V # {6} je konecne generovany vektorovy priestor. Potom
(i) V ma bazu.
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(ii) Vsetky bazy V maju rovnaky pocet prvkov.
(ili) Kazda linearne nezavisla podmnozina vektorov z V' sa da doplnit na bazu V.

Definicia 1.25 (Dimenzia priestoru). Pocet prvkov lubovolnej bazy kone¢ne generovaného
priestoru V' # {0} sa nazyva dimenzia priestoru V, znac¢ime ju dim(V’). Dimenzia nulového
priestoru {0} je 0 a dimenzia priestoru, ktory nie je kone¢ne generovany, je oc.

Priklad 1.26. Baza priestoru R™ st napriklad vektory ey, ..., e, vyjadrujice Standardnu
suradnicovu stustavu: e; je vektor s jednotkou na i-tom mieste a nulami inde. Z toho vyplyva,
ze dimenzia R™ je n. Sturadnice vektora x € R™ vzhladom na $tandardnt stiradnicova stustavu
st potom prvky vektora x. Pre n = 2 a n = 3 né4jdite nejaku inti bazu priestoru R".

Veta 1.27 (O dimenziach). Nech V' je vektorovy priestor a Vi, V5 st jeho vektorové podpries-
tory. Potom plati:

(i) Ak V = span(zy,...,Z), potom dim(V) < k.
(ii) Ak V; C Vs, tak dim(V;) < dim(V5).
(iii) Ak Vi C V5 adim(Vy) = dim(Va), tak V) = Vs,
Veta 1.28 (Vlastnosti priestoru s dimenziou n). Nech dim (V') = n. Potom:
(i) Kazdych n + 1 vektorov z V' je linearne zavislych.
(ii) &1,...,2, € V tvoria bazu V prave vtedy, ked 71, ..., Z, st linedrne nezéavislé.

(i) Z4,...,%, € V tvoria bazu V prave vtedy, ked V' = span(¥y,...,Z,).

1.3 Skalarny stcin, norma a uhol vektorov

V tejto podkapitole V' vzdy znac¢i uvazovany vektorovy priestor.

Definicia 1.29 (Skalarny suc¢in). Skaldrny sucin na priestore V' je zobrazenie (, ) : V xV —
R, ktoré splha pre kazdé Z, 7, 7€ V aa € R:

1. (g, %) = (Z,9) (symetrickost),

2. (T+79,2) =(2,2) + (¥, 2) (distributivnost vzhladom na sucet v prvej zlozke),
3. (aZ,y) = a(Z,y) (homogénnost v prvej zlozke),

4. (Z,%) > 0, pricom (&, T) = 0 prave vtedy, ked & = 0 (kladnd definitnost).

Poznamka 1.30. Vdaka prvej vlastnosti skalarneho stucinu (symetrickosti) vyplyva z vlast-
nosti 2 a 3, ze skalarny sucin je distributivny a homogénny v kazdej zlozke. Plati teda aj

(@, 7+ 2) = (T,7) + (7, 2) a (T, a7) = al@, ).

Priklad 1.31. Medzi skaldrne stc¢iny patri napriklad beZne pouZivany (x,y) = x'y =
> xy; na R™, kde x; su prvky vektora x a y; s prvky vektora y. Overte, Ze tento skalarny
stuéin skutoéne splha vlastnosti 1-4.
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Definicia 1.32 (Norma). Norma na priestore V je zobrazenie ||.|| : V — R, ktoré spliia pre
kazdé &, y a a € R:

2
Y

L. ||aZ|| = |a| - [|Z]] (homogénnost)

2. ||Z|| > 0, pricom ||Z]| = 0 prave vtedy, ked & = 0 (kladnd definitnost),
3. 12+ 9l < 2| + |7l (trojuholnikovd nerovnost).

Veta 1.33 (Norma prisluchajuca skalarnemu sacinu). Nech (, ) je skalarny stacin. Potom
zobrazenie ||.|| definované pre kazdé & € V ako ||Z|| = (%, Z)'/? je norma.

Veta 1.34 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Nech (, ) je skalarny saéin a || . || je nim defi-
novana norma. Potom pre kazdé &,y € V plati

(@ )] < 112 - 119]]-

Priklad 1.35. Norma na R" prisltchajtca skalarnemu stcinu (x,y) = x’y je euklidovska
norma ||x|| = (321, #2)Y/2. Overte, 7e splita vlastnosti 1-3 z definicie 1.32.

Definicia 1.36 (Uhol). Nech (, ) je skalarny sucin a nech #,7 € V. Ak 7, # 0, tak uhol
medzi 7 a ¢/ je ¢ € [0, 7], ktoré splha

@
os(9) = Tl (-1

Poznamka 1.37. Uhol medzi vektormi dany vztahom (1.1) je dobre definovany. Podla
Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti totiz plati, ze (Z,9)/(||Z||||y]l) € [—1,1], pricom funkcia
cos je na intervale [0, 7] klesajucou spojitou funkciou s oborom hodnét [—1,1]. Pre kazdé
#, 7 € V teda existuje jediné ¢islo ¢ € [0, 7] splhajiice vztah (1.1).

&

1.3.1 Ortogonalnost

Definicia 1.38 (Ortogonélnost a ortonormalnost vektorov). Hovorime, Ze Z a ¢/ st ortogondlne
(kolmé), ak (Z,y) = 0; znac¢ime & L ¢. Mnozina {Z1,...,Zx} C V sa nazyva ortogondlna, ak
kazda dvojica Z;, Z; pre j # i je ortogonalna. Ak navySe plati ||Z;|| =1 pre i = 1,... k, tak
tato mnozina sa nazyva ortonormdlna.

Poznamka 1.39. Ak 7,7 # 0, tak Z L ¢ znamena, Ze uhol medzi 7 a ¥ je /2.

Veta 1.40 (Ortogonalnost a linearna nezavislost). Nech nenulové vektory 4, ..., 7, su na-
vzajom ortogonélne. Potom ¥y, ..., ¥, st linedrne nezévislé.

Poznamka 1.41. Ak by,...,b, je baza a zaroven {by,...,b,} tvoria ortogonalnu mnozinu,
hovorime, Ze by, ..., b, je ortogondlna biza. Ak navyse ||b;]| = 1 prei =1,...,n, tak by, ..., b,
je ortonormdlna bdza.
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Veta 1.42 (Gramova-Schmidtova ortogonalizacia). Nech 71, ..., &) je mnozina linearne ne-
zéavislych vektorov. Potom vektory #, ..., y; definované nasledovne:
_)1 - fl;
- o <g17 _»2> -
2 = T2 — = Y1,
(Y1, 1)
(91, 1) (42, 42) 7
k=1, o
Ye = Tk — -\ Yj>
= (G54
tvoria ortogonalnu bazu podpriestoru span(zi, ..., 2). Navyse {Z1, ...,z }, kde Z; = 4;/||4]|
pre ¢ = 1,..., k, tvoria ortonormalnu bazu tohto podpriestoru.

Poznamka 1.43. Vektor ((¢/, Z)/ (¥, ¥))y vyjadruje ortogonalnu projekciu vektora & na priamku
urc¢eni vektorom ¢. Ortogonalnym projekciam sa budeme blizsie venovat v kapitole 7. Pokuste
sa pomocou tejto poznamky pochopit Gramovu-Schmidtovu ortogonalizéciu v priestore R3.

Désledok 1.44 (Ortonormaélne bazy). Kazdy nenulovy podpriestor koneéne generovaného
priestoru méa ortonorméalnu béazu.

Definicia 1.45 (Ortogonalnost mnozin). Nech Wi, Wy C V. Potom hovorime, ze Wy a W
st navzajom ortogondlne, ak (z,y) = 0 pre kazdé & € Wy, yy € Ws; znacime Wy L W,

Veta 1.46 (O ortogonalnosti podpriestorov). Nech #y,...,Zs € V at,...,y € V. Ozna¢me
Wi = span(7y, ..., 7s) a Wy = span(#, . . ., ). Potom Wy L W, prave vtedy, ked (%, 7;) =0
pre kazdé i =1,...,s,j=1,...,t.

Dosledok 1.47 (Ortogonalnost na podpriestor). Nech &y, ..., % € V anech § € V. Oznacme
W = span(Zy, ..., 7). Potom § L W prave vtedy, ked (Z;,¢) = 0 pre kazdé i = 1,...,s.

Definicia 1.48 (Ortogonalny doplnok). Nech M je mnozina vo vektorovom priestore V.
Potom ortogondlny doplnok mnoziny M je

M+ :={FeV |FLjprekazdé jc M}.

Veta 1.49 (Vlastnosti ortogonélnych doplnkov). Nech V' je kone¢ne generovany vektorovy
priestor so skalarnym stc¢inom. Plati:

(i) Ak M C V, potom M+ je vektorovy podpriestor V.

(ii) Ak mnoZiny M a N st podmnoZinami V a M C N, potom N+ C M=+,
(iii) Ak W C V je vektorovy podpriestor, tak (W+)+ = W.
(iv) Ak W C V je vektorovy podpriestor, tak dim(W+) = dim(V) — dim(W).

Priklad 1.50. UvaZujme nenulovy vektor x € R? nim urcent priamku M; = {ax | a € R},
a jednoprvkovii mnozinu pozostavajicu iba z tohto vektoru My = {x}. Nech y € R? splia
y L x. Ukéazte, ze priamka N = {ay | a € R} je ortogonélnym doplnkom tak priamky Mj,
ako aj mnoziny My, ¢ize Mi- = N a Mj = N. Comu je rovné N+? Poznamenajme, Ze kazda
z priamok M; a N tvorf podpriestor v R?, zatial ¢o M, podpriestor netvori.

6
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1.4 LineAarne zobrazenia

Definicia 1.51 (Obraz a jadro). Nech V a W st vektorové priestory a nech f je zobrazenie
z V do W. Potom:

1. Obraz mnoziny M C V je f(M) ={y e W |32 € M : § = f(Z)} a vzor mnoZiny
NCWie f-(N)={Z eV | f(7) € N}.

2. Obraz zobrazenia f je Im(f) = f(V) a jadro zobrazenia je Ker(f) = f~'({0}), kde 0 je
nulovy vektor vo W.

Definicia 1.52 (Surjekcia, injekcia, bijekcia). Zobrazenie f: V — W je
1. surjektivne, ak f(V) =W,
2. injektivne, ak z f(Z¥) = f(y) vyplyva & = ¢/, pre [ubovolné Z,5 € V,
3. byektivne, ak je surjektivne aj injektivne.

Definicia 1.53 (Linearne zobrazenie, transforméacia). Nech V' a W sa vektorové priestory.
Potom f: V — W je linedrne zobrazenie z V do W, ak pre kazdé a,b € R a &,y € V plati

f(aZ +by) = af(T) +0f(Y).

Ak f je linearne zobrazenie z V' do V, tak hovorime, ze f je linedrna transformdcia priestoru

V.

Priklad 1.54. Jednym z najjednoduchsich prikladov linearnej transformécie je linedrna fun-
kcia f : R — R definovana predpisom f(z) = cz pre ¢ € R. Overte, Ze tato funkcia splia
definiciu linearnej transforméacie. Overte tiez, ze afinnéa funkcia f(z) = cx + d pre d # 0 nie
je linearnou transformaéciou.

Veta 1.55 (Obraz a vzor vektorového podpriestoru). Nech f : V' — W je linedrne zobrazenie.
Potom:

(i) Ak S je vektorovy podpriestor V', tak f(S) je vektorovy podpriestor W, a teda aj Im( f)
je vektorovy podpriestor .

(ii) Ak T je vektorovy podpriestor W, tak f~(T') je vektorovy podpriestor V, a teda aj
Ker(f) je vektorovy podpriestor V.

Veta 1.56 (Injektivne a surjektivne linearne zobrazenie). Linearne zobrazenie f : V — W je
(i) injektivne prave vtedy, ked Ker(f) = {0},
(i) surjektivne prave vtedy, ked Im(f) = W.

Definicia 1.57 (Linearny izomorfizmus). Zobrazenie f : V' — W nazyvame linedrny izomor-
fizmus, ak f je linearne a bijektivne. Ak pre V, W existuje linearny izomorfizmus z V' do W,
potom hovorime, ze V' a W st linedrne izomorfné.

Poznamka 1.58. Ak existuje linearny izomorfizmus z V' do W, tak existuje aj linearny
izomorfizmus z W do V.
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Poznamka 1.59. Ak st vektorové priestory V a W linedrne izomorfné, tak su tieto priestory
v istom zmysle také isté, napriklad maji rovnaktu dimenziu. Existencia izomorfizmu f medzi
V a W vyjadruje, ze W vieme ziskat preznacenim prvkov priestoru V' (bijektivnost f) tak, ze
zachovame Struktiru priestoru - nasobenie skalarom a s¢itanie (linearnost f).

Definicia 1.60 (Zlozené zobrazenie). Nech f:V — W a g : W — S st zobrazenia. Potom
znakom g o f znacime zloZené zobrazenie go f : V — S, také, ze (g o f)(Z) = g(f(Z)).

Veta 1.61 (Zlozenie linearnych zobrazeni). Nech f : V. — W a g : W — S su linearne
zobrazenia. Potom aj go f : V — S je linedrne zobrazenie. NavysSe, ak f a ¢ st linearne
izomorfizmy, tak aj g o f je linedrny izomorfizmus.

Veta 1.62 (Zakladna veta o linedrnych zobrazeniach). Nech V' a W st kone¢ne generované

vektorové priestory, pricom st dané baza 7y, ...,T, priestoru V a vektory vi,...,vy, € W.
Potom existuje jediné linedrne zobrazenie f : V. — W také, ze f(Z;) = ¥; pre kazdé i =
1,...,n. Navyse, také f splha f(a;71+...+an,Z,) = a191+. .. a, ¥y, pre lubovolné ay, ..., a, €
R.



Kapitola 2

Zakladné pojmy maticovej algebry

2.1 Matice a maticové operacie

Definicia 2.1 (Matica a jej rozmery). Nech m,n € N. Matica typu m x n je sibor realnych
¢isel usporiadanych do obdlznikovej tabulky s m riadkami a n stlpcami. Matice budeme
oznacovat velkymi hrubymi pismenami A, B, C a podobne. Ak je A matica typu m x n,
tak ¢isla m a n sa nazyvaju rozmery matice A, niekedy tiez dimenzie matice A. Mnozinu
vSetkych matic typu m x n budeme oznacovat R"*"™.

Priklad 2.2. Uvazujte nasledovné matice

. 0,6 00
A:(_1 _1>, B=|7], ¢=(-101), D=(00
5,2 00

Potom A je typu 2 x 2 a B typu 3 x 1. Ur¢te rozmery matic C a D.

Definicia 2.3 (Prvky matice). Redlne ¢isla, z ktorych pozostava matica, sa nazyvaja proky
alebo zlozky matice. Prvok matice A v i-tom riadku a j-tom stlpci budeme oznacovat (A);;.
Prvok (A);; tiez ozna¢ujeme ako prvok na (i, j)-tej pozicii. Ak m,n € N a a;; € R pre i =
L,...,maj=1,...,n, tak symbolom {a;;}i=1, m:j=1,.n, alebo skratene {a;;}, oznacujeme
maticu A typu m x n, pre ktort plati (A);; = a;;.

.....

Poznamka 2.4. Je mozné sa stretnut aj s maticami, ktorych prvky nemusia byt redlne ¢isla
(napriklad matice s prvkami z C, mnoZiny komplexnych ¢isel). V salade s definiciou 2.1 vSak
v tychto skriptach uvazujeme iba matice s redlnymi prvkami.

Poznamka 2.5. Matica je plne ur¢ena svojimi prvkami, takze pre m x n matice A a B plati
A = B vtedy a len vtedy ked (A);; = (B);; pre vietky i € {1,...,m} aje {1,...,n}.

Poznamka 2.6. Vektor x € R” je vlastne maticou typu n x 1 a jeho prvky znac¢ime

X1

T

Hovorime, Ze x je vektor rozmeru n. Riadkovy vektor y rozmeru n je maticou typu 1 X n,
y = (ylv"'7yn)'
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Definicia 2.7 (Skalarny nasobok matice, sucet matic, rozdiel matic, ndsobenie matic). Nech
A, B € R™*" C € R™¥* a ¢ € R. Potom
1. ndsobok matice A skaldrom c je matica cA € R™™ spliiajica (cA);; = c(A);; pre kazdé
i 75
2. sicet matic A a B je matica A + B € R™" spliiajica (A + B);; = (A);; + (B),; pre
kazdeé i, j,

(A — B)U = (A)” — (B)U pre kazdé i,j,

4. sucin matic A a C je matica AC € R™ ¥, ktora pre kazdé 1, j splha

n

(AC);; =Y (A)u(C)uy.

u=1

Poznamka 2.8. Scitat a od¢itat mozeme iba matice rovnakych rozmerov (hovorime, ze také
matice st konformné pre scitanie). Nasobit moZzeme iba matice, kde pocet stipcov prvej matice
je rovnaky ako pocet riadkov druhej matice (hovorime, Ze také matice su konformné pre
ndsobenie).

Poznamka 2.9. Ak ¢ € R, tak ¢ je vlastne matica typu 1 x 1. St¢in matic AC sa teda riadi
podla bodu 4 definicie 2.7 iba ak ani jedna z matic A, C nie je typu 1 x 1. V opa¢nom pripade
sa stucin matic riadi bodom 1 tejto definicie.

Veta 2.10 (Zakladna aritmetika matic). Pre zakladné operacie s maticami plati
(i) A+ (B+C) = (A + B) + C (asociativnost suctu),
(i) A+ B =B+ A (komutativnost suctu)

(iii) ¢(A + B) = cA + ¢B (distributivnost nasobenia skalarom vzhladom na sé¢itanie),

)
)

(iv) (AB)C = A(BC) (asociativnost sucinu),

(v) A(B+ C) = AB + AC (distributivnost nasobenia zlava vzhladom na s¢itanie),
)

(vi) (A 4+ B)C = AC + BC (distributivnost nasobenia sprava vzhladom na sé¢itanie),

pricom A, B, C st v jednotlivych castiach matice vhodnych rozmerov, aby boli konformné na
sCitanie, resp. nésobenie.

Dékaz. Na dokaz vlastnosti (v) predpokladajme, ze A € R™*" B, C € R™**. Potom

(AB+0)) =D AuB+ Ol =3 ((ANulBly + (A(C))

u=1

= (A)u(B)uj + > _(A)i(C)uj = (AB);; + (AC);;.

u=1

Dokaz ostatnych vlastnosti nechavame ako cvicenie. O

10
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Poznamka 2.11. Vdaka asociativnosti su¢tu matic mézeme stucet viacerych matic znacit bez
zétvoriek, napr. A+B+C = A+ (B+C) = (A+B)+ C. Podobne asociativnost maticového
st¢inu umoziiuje znacit suc¢in matic bez zatvoriek, napr. ABC = (AB)C = A(BC).

Poznamka 2.12 (Nekomutativnost su¢inu matic). Su¢in matic nie je komutativny, teda vo
vSeobecnosti neplati AB = BA. Ak matice A, B splhajt AB = BA tak hovorime, ze
komutui.

Priklad 2.13. N&ajdite dvojicu matic typu 2 x 2, ktoré komutuja a dvojicu matic typu 2 x 2,
ktoré nekomutuju.

Definicia 2.14 (Transpozicia matice). Transpozicia matice A € R™*™ je matica AT € R™™,
ktora splia (A”);; = (A);; pre kazdé i =1,...,n,j=1,...,m.

Veta 2.15 (Zakladné vlastnosti transpozicie matic). Nech A € R™" B € Rk a C € R™*",
Potom (AT)T = A, (A+C)T = AT + CT, (AB)? = BTAT.

Dékaz. Dokaz je trivialny. O]

Definicia 2.16 (Mocnina matice). Nech A € R™". Pre k € N ozna¢ujeme ako A* maticu,
ktora je vysledkom k-nasobného stacinu A --- A.

2.1.1 Specialne matice

Definicia 2.17 (étvorcova matica, symetrickd matica). Kazda maticu typu n X n nazyvame
§tvorcovd. Stvorcovii maticu A nazyvame symetrickd, ak A = AT. MnoZinu vsetkych symet-
rickych matic typu n x n znac¢ime 8".

Definicia 2.18 (Diagonélne prvky, diagonéalna matica). Prvky (A)iq,..., (A),, Stvorcovej
matice A typu n X n nazyvame diagondlne, jej ostatné prvky nazyvame mimodiagondlne.
Maticu nazyvame diagondlna, ak vSetky mimodiagonalne prvky s nulové. Diagonélnu maticu
s prvkami ayy, . .., a,, na diagonale oznacujeme diag(aiy, ..., an,)-

Definicia 2.19 (Zakladné vektory a matice). Nech k,m,n € N, 1 < k < n. Vektor rozmeru
n, ktory mé na k-tom mieste 1 a na ostatnych miestach 0 nazyvame k-ty zdkladny jednotkovy
vektor rozmeru n a oznac¢ujeme ho eg. Vektor rozmeru n, ktory ma vsetky zlozky rovné 1 (resp.
rovné 0) volame n-rozmerny vektor jednotiek (resp. n-rozmerny vektor nil) a oznacujeme
ho 1,, (resp. 0,). Maticu diag(1,...,1) typu n X n nazyvame matica identity (niekedy tiez
jednotkovd matica) a zna¢ime ju I,. Maticu typu m X n, ktord ma vsetky zlozky rovné 1
(rovné 0) volame matica jednotiek (resp. nulovd matica) a oznacujeme ju J,,xrn (resp. Opmsxn).

Poznamka 2.20. Upozornime, ze v zapise zakladného jednotkového vektoru ey nie je $pe-
cifikovana jeho dimenzia, tento zapis teda nie je formélne uplny. Vektor e; moze napriklad
vyjadrovat (0,1)T aj (0,1,0)T. Zvy&ajne je viak dimenzia vektoru ey zjavna z kontextu. V
pripadoch, ked to tak nie je, budeme dimenziu priamo Specifikovat: napr. e; € R?® znadi
(0,1,0)T.

Poznamka 2.21. Maticu J,,,, vieme zapisat ako J,,x, = 1m1£.

Poznamka 2.22. Niekedy kvoli prehladnosti (obzvlast v dokazoch tvrdeni) vynechame dolné
indexy pri matici identity a pri vektoroch a maticiach nil a jednotiek, t.j. pouzivame aj
znacCenie I, 0, 1 a J.

11
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Definicia 2.23 (Horna a dolna trojuholnikova matica). Stvorcovii maticu A nazyvame hornd
trojuholnikovd, ak (A);; = 0 pre vietky i > j a dolnd trojuholnikovd, ak (A);; = 0 pre vSetky
1< 7.

Lema 2.24 (Su¢in trojuholnikovych matic). Ak A a B st horné trojuholnikové matice rov-
nakého typu, tak aj AB je horné trojuholnikova matica.

Dékaz. Oznatme A = {a;;}, B = {b;} a A,B € R"". Prvok matice AB na (¢, j)-tom
mieste, kde 1 < 5 <@ < n, je

n i—1 n i—1 n
(AB>2J = Z aikbkj = Z aikbkj + Z aikbkj = Z Obkj + Z CLZ'kO =0.
k=1 k=1 k=i k=1 k=i

]

Priklad 2.25. Analogicky k leme 2.24 plati, Ze stuc¢in dvoch dolnych trojuholnikovych matic
rovnakého typu je opét dolna trojuholnikova matica. Dokézte toto tvrdenie.

2.2 Blokové matice

Definicia 2.26 (Submatica, hlavna submatica, vedica hlavna submatica). Submatica matice
A je matica, ktort z nej ziskame odstranenim niektorych riadkov a stipcov. Hlavnd submatica
Stvorcovej matice A je také Stvorcova submatica, ktora vznikla odstranenim riadkov a stlpcov
s tymi istymi indexmi. Vedica hlavnd submatica Stvorcovej matice A je hlavna submatica
pozostavajica z prvych k riadkov a stlpcov matice A pre nejaké k € N.

Definicia 2.27 (Blokovy zapis matice, blokova matica). Blokovy zdpis matice A € R™*" je
vyjadrenie A pomocou jej submatic v tvare

A Ap - Ay
A A.21 A.22 e 5215 (2.1)

Asl AsQ e Ast
pre nejaké s € {1,...,m}at € {1,...,n}, kde A;; si m; X n; matice, pricom > .;_, m; =m a
Z;Zl n; = n. Matice Ajy,..., Ay potom nazyvame bloky matice A. Ak maticu A vyjadrime

v blokovom zapise, tak hovorime, ze A je blokovd matica.

Poznamka 2.28. Ak blokovy zapis matice méa iba jeden riadok blokov (teda s =1 v (2.1)),
tak jednotlivé bloky niekedy oddelujeme ¢iarkami. Napriklad sa ¢asto pouziva blokovy zapis
matice A € R™*" pomocou jej stlpcov ay, ..., a, € R™, ¢ize A = (ay,...,a,).

Ak maticu vyjadrime v blokovom tvare, jej jednotlivé bloky niekedy oddelujeme horizon-
talnymi a vertikadlnymi ¢iarami, ako v nasledujicom priklade.

Priklad 2.29. Nech

11 2 3
A_|5 8 1B 2
34 55 89 144
89 55 34 21

12
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Potom submaticou matice A st napriklad matica B, ktord ziskame zmazanim tretieho riadku
a druhého stlpca, C, ktoru ziskame zmazanim prvého a tretieho riadku aj stlpca, a matica
D, ktortu ziskame odstrdnenim tretieho a stvrtého riadku aj stlpca:

1 2 3
B=|5 13 21, cz<585 31) D:(é ;)
89 34 21

Potom matice C a D st hlavné submatice A, pricom matica D je zaroven veduca hlavné
submatica. Maticu A moézeme vyjadrit v blokovom tvare napriklad ako

(1 1 2 3\ 1 1]2 3
5 8 13 21 5 8113 21
A=134 55 89 144| PO A=l 3 EeTg9 Taa
89 55 34 21 89 55|34 21

Najdite d'alsie submatice, hlavné submatice a vedtce hlavné submatice matice A.

Definicia 2.30 (Blokovo diagonalna matica). Maticu A nazyvame blokovo diagondlna, ak ju
vieme zapisat v blokovom tvare (2.1), kde s =t a A;; = 0 pre i # j, Cize

Ay, O ... 0
0 Ay, ... O
0 0 .. A,
Takuto maticu zna¢ime diag(Aqq, ..., Ag).

Definicia 2.31 (Konformnost blokovych zapisov pre sé¢itanie a nasobenie). Nech A € R™*"
je v blokovom tvare (2.1), nech B € RP*9 je v blokovom tvare

Bll B12 te Blf
o B21 B22 e BQZ (2 2)
Bii Bire -+ By

pricom B;; st typu p; x ¢;. Potom:

1. Ak k = s, ¢ =t a ak vSetky dvojice A;;, B;; st konformné pre s¢itanie (teda ak m; = p;
a n; = ¢; pre vietky i,7), tak hovorime, ze blokové zapisy A a B st konformné pre
scitanae.

2. Ak k =t a ak v8etky dvojice A;,, B,; st konformné pre nasobenie (teda ak n, = p,

pre vietky u), tak hovorime, ze blokové zapisy A a B su konformné pre ndsobenie.

Veta 2.32 (Zékladné aritmetika matic vyjadrenych v blokovom tvare). Nech A € R™*" je v
blokovom tvare (2.1) a nech B € RP*? je v blokovom tvare (2.2). Potom:

(1)

CA11 CA12 s CAlt A{l Agl R Afl
cA = Az CAp - CAQt a AT _ Ag A%; Agz
cAy cAy - cAg AT, AL ... AT

13
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(ii) Ak blokové zapisy A a B st konformné pre séitanie, tak

A 1+Byy Ap+Bi -+ A+ By
A+B— A21%‘-Bz1 A224.—B22 AQt‘f'BQt
Asl + le A52 + B32 e Ast + Bst

(iii) Ak blokové zapisy A a B st konformné pre nasobenie, tak

Cll CIQ te Cl[
AB _ '21 ‘22 .2€ 7
Csl C52 T Csf

kde Cij =3 AuBy (i=1,...,s, j=1,...,0).

Dokaz. Dokazy ¢asti (i) a (ii) st jednoduché, nechéavame ich na ¢itatela. V asti (iii) po¢itajme
prvky v bloku C;; matice C = AB. Prvok na mieste (e, f) matice C;; vznikol vynasobenim
prislusného (¢ize (mq + ...+ m;_1 + e)-teho) riadku matice A a prislusného (¢ize (¢1 + ...+
qj—1+ f)-tého) stlpca matice B. To je teda stc¢in e-teho riadku matice (Ay, ..., Ay) a f-tého
stlpca matice

By;
Rozpisanim suc¢inu po zlozkach vidime, Ze hladany prvok je

ni

(Cij)es = D _(Ai)ea(Buj)ar + -+ > _(Ait)ea(Byj)as-
=1 =1

Zaroveh prvok na pozicii (e, f) v matici A;,B,; je z definicie su¢inu matic:

(AiuBuj)ef - Z(Aiu>ed(Buj>df>
d=1
a teda (Cij)ef = ZZ:1<AiuBuj)efa ¢ize Cij = AWBUJ O

Désledok 2.33 (Nasobenie matice a vektora). Vyjadrime A € R™*" ako A = (ay,...,a,),
kde ay, ..., a, st stlpce A a nech x € R”. Potom Ax vieme podla vety 2.32 zapisat ako

Ax =ra; + ...+ z,a,.

Teda kazdy stacin Ax je linearnou kombinéciou stlpcov matice A, s koeficientami danymi
vektorom x.

Poznamka 2.34. Blokové matice prirodzene vyvstavaju v Statistickych modeloch, v ktorych
st dve alebo viaceré skupiny premennych. Také modely zodpovedaji napriklad situaciam,
ked vplyvy niektorych premennych sice v modeli musime uvazit, ale nie je nasim cielom
ich kvantifikovat (to s tzv. rusivé premenné), alebo tiez Standardnému modelu linearne;
regresie, kde tzv. konstantny ¢len (angl. intercept) hra prirodzene vynimoé¢nu rolu. Zaroven
sa so submaticami ¢asto pracuje v matematickom a Statistickom softvéri. Preto blokovym
maticiam v tychto skriptach venujeme Specialnu pozornost.

14
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2.3 Riedke matice

VoIne moézeme povedat, Ze matica je riedka (angl. sparse) ak obsahuje velké mnozstvo nil,
inak je hustd (angl. dense). Jedna z formalnych definicii riedkych matic je nasledovna:

Definicia 2.35 (Riedka matica). Nech A € R™*". Ak viac ako polovica jej prvkov st nuly,
matica A sa nazyva riedka.

Definicia 2.36 (Dolné¢, horné pasmo matice). Matica A € R™*"™ ma dolné pdsmo $irky (angl.
lower bandwith) p, ked (A); ; = 0 pre kazdé 4, j: i > j 4+ p. A € R™™ ma horné pdsmo Sirky
(angl. upper bandwith) q, ked (A);; = 0 pre kazdé 4, j: j > i +q.

Riedka matica, ktord méa dolné alebo horné netrivialne pasmo sa nazyva pismovd (angl.
band matriz) (Cize takd matica mé nuly v Tavom dolnom rohu alebo v pravom hornom rohu).

Priklad 2.37. Matica

A=

S oW
N EEN IO
oS O ot O
ot © O

ma dolné pasmo Sirky 2 a horné pasmo Sirky 1 vdaka nulovym prvkom, ktoré su vyznacené
hrubym pismom. Skonstruujte 5 x 4 maticu, ktorda mé horné pasom Sirky 2 a dolné pasmo
sirky 1.

Priklad 2.38. VSimnite si, Zze horna trojuholnikovd matica mé dolné pasmo Sirky 0. Urcte
sirky pésiem dolnej trojuholnikovej matice a diagonalnej matice.

S riedkymi maticami sa Casto stretdvame pri numerickom derivovani, resp. pri numerickom
rieSeni diferencialnych rovnic. Tiez mozu byt vystupom niektorych Statistickych metod. Déta
maji tendenciu byt riedke Specidlne ak obsahuju kategorické premenné, ktoré su kédované
pomocou pomocnych premennych (tzv. dummy premennych).

7 vypoc¢tového hladiska sa da s riedkymi maticami jednoduchsie pracovat, ked algoritmy
prispdsobime ich velkému mnoZstvu nil a nemrhame pamétou a vypoctovou kapacitou na
zbyto¢né ukladanie nul a operacie s nimi. To uz je vSsak obsahom skor vypoctovych metod
a numerickej matematiky; riedkymi maticami sa preto nebudeme dalej zaoberat. Citatel sa
viac moze docitat napriklad v [2].

2.4 Dalsie maticové operacie

Definicia 2.39 (Kroneckerov sucin). Nech A € R™*™ a B € RP*4. Potom Kroneckerov sucin
matic A = {a;;} a B sa zna¢i A ® B a je v tvare blokovej matice definovany ako

CLHB CL12B c. alnB
A 2 B— CLQ%B G/Q?B e (IQ,TLB
amiB an2B ... a,,,B

Veta 2.40 (Vlastnosti Kroneckerovho sta¢inu). Nech A, B, C, D st matice vhodnych rozme-
rov, aby prislusné sucty a suciny boli dobre definované a nech H = diag(hy, ..., hy). Potom

15
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(i) (A®B)T = AT @ BT,

(il) (H® A) = diag(A, ..., hiA),
(i) A(B+C)=A®B+A®C,
(iv)] A+B)®C=A®C+B®C,
(v) (A®B)®C=A® BxC),

(vi) (A®B)-(C®D)=(AC)® (BD).

Dékaz. Casti (i)-(v) st priamoéiare, ponechédme ich na Citatela. V dokaze (vi) uvazujme A =
{a;;} e R™™, B € RP* C = {¢;;} € R"** a D € R”*. Lava strana rovnice v Casti (vi) je

CI,HB e alnB CHD e ClSD
&21B c. CZQnB C21D c. CQSD
amB ... @B D ... ¢,D

To je podla vety 2.32 matica pozostavajica z m x s blokov velkosti p X t, pricom blok na
pozicii (4,7) (i=1,...,m, 7 =1,...,5) je

Z CLZ'kB : ijD = <Z aikckj> BD.
k=1 k=1

Prvok na pozicii (¢, j) matice AC je Y ;_, aixck;, a teda blok na (i, j)-tej pozicii matice
(AC) ® (BD) je (>_;_, aixcx;) BD. Takze lava strana rovnice sa rovna pravej. O

Definicia 2.41 (Hadamardov sucin). Hadamardov sucin (alebo pozloZkovy sicin) matic
A, B € R™" je matica typu m X n, ktord zna¢ime A ® B a je urcené predpisom

(A ©B)y; = (A)i;(B)i;.

Poznamka 2.42. Hadamardov sicin sa v teoretickej maticovej algebre pouziva zriedka. Je ale
uzitoény pri pouzivani matematického alebo Statistického softvéru zalozeného na maticiach,
ako su R a Matlab.

Definicia 2.43 (Operator vec). Zapfisme A = {a;;} € R™*" pomocou jej stlpcov ako A =

(a1,...,a,). Operdtor vec je zobrazenie vec : R™*" — R™" definované nasledovne:
a1
ay am1
a Q12
vec(A)=| .| = _
an Am2
Amn,
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Poznamka 2.44. Operator vec (z anglického vector, vektorovy zapis) umoziuje zapisat ma-
ticu typu m x n ako mn-rozmerny vektor a nésledne k nej teda pristupovat ako k vektoru.

Priklad 2.45. Nech

5 =2
N
17 1

Potom vec(A) = (1,4,2,5,3,6)T. Uréte vec(B).
Veta 2.46 (Vlastnosti vec). Operator vec mé nasledujiice vlastnosti.
(i) Nech A € R™*" ¢ € R, potom vec(cA) = c- vec(A).
(ii) Nech A,B € R™*", potom vec(A + B) = vec(A) + vec(B).
(iii) Nech a,b € R", potom vec(ba’) =a ® b.
(iv) Nech A € R™" B = (by,...,by) € R™* potom

Ab,
vec(AB) = : = diag(A, ..., A)vec(B) = (I ® A)vec(B).
Aby,

(v) Nech A € R™" B e R™* C € R* potom vec(ABC) = (CT ® A)vec(B).

Dékaz. Tvrdenia (i) a (ii) su trividlne.
(iii) Kedze ba® = (a1b, ..., a,b), tak

Cllb
vec(ba’)=| : | =a®b.
a,b
(iv) Méame
Ab,
vec(AB) = vec((Aby, ..., Aby)) = | 1 |
Aby,
pricom zaroven
Ab,
(I ® A)vec(B) = diag(A, ..., A)vec(B) = :
Ab;,
(v) Zrejme
k
B = (blv"'abk) = ije?’
j=1
a teda

k k
vec(ABC) = vec (A (Z bjel ) C) = vec (Ab,e]C)
j=1 j=1

17
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podla vlastnosti (ii). Kedze Ab; a CTe; sii vektory, tak z vlastnosti (iii) vyplyva
k k
vec(ABC) Z (CTej) ® Z (C"® A)(e; ®@by),
Jj=1 j=1

vyuzijuc vetu 2.40(vi). Opat mozeme pouzit vlastnosti (iii) a (ii), ¢im dostaneme

k k
vec(ABC) = Z(CT ® A)vec(bjel ) = (CT ® A)vec (Z bjejr> = (CT ® A)vec(B).

O

Definicia 2.47 (Operator vech). Zapisme symetricki maticu A = {a;;} € 8" pomocou jej
stlpcov ako A = (ay,...,a,) a z kazdého stlpca a; vytvorme vektor a¥ vymazanim jeho
prvkov nad diagonélou, ¢ize aj = (ai, iy14,- - - ,ani)T. Operdtor vech je zobrazenie vech:
8" — R™"*+1D/2 definované nasledovne:

Poznamka 2.48. V pripade symetrickych matic sa n(n — 1)/2 mimodiagonéalnych prvkov
opakuje, takze symetrické matice staci previest do vektorového zapisu iba pomocou n(n+1)/2
prvkov na diagonéle a pod diagonalou. Nazov operatoru vech vychadza z anglického vector-
half, vektorovéa polovica, kedZe sa pouzije iba polovica mimodiagonélnych prvkov.

Priklad 2.49. Nech
2 46 T
A=|4 3 5], B:<8 2).
6 5 9
Potom vech(A) = (2,4,6,3,5,9)7. Uréte vech(B).
Lema 2.50 (Vlastnosti operatora vech). Nech A;B € 8" a ¢ € R. Potom
(i) vech(cA) = ¢ - vech(A),
(ii) vech(A + B) = vech(A) + vech(B).
Dokaz. Tvrdenie vychadza z faktu, Ze vech(A) je podvektorom vec(A), ktory tieto vlastnosti
splia. ]
2.5 Matica ako linedrne zobrazenie

Veta 2.51 (Matica reprezentuje linearne zobrazenie). Nech A € R™*". Definujme zobrazenie
f:R" -5 R™ f(x)= Ax. Potom f je linearne zobrazenie.

Dékaz. Nech a,b € R a x,y € R". Potom f(ax + by) = A(ax + by) = aAx + bAy =
af(x)+0bf(y), cize f je podla definicie 1.53 linearne. O

18
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Veta 2.52 (Matica linearneho zobrazenia). Nech f : R" — R™ je linearne zobrazenie. Potom
existuje matica A taka, ze f(x) = Ax pre kazdé x € R™. Téato matica méa tvar

A=(fle). o flen)

a nazyva sa matica linedrneho zobrazenia f.

Dékaz. Nech x € R". Potom x = x1€1+...4+x,e,. Kedze f je linearne, tak f(x) = 1 f(e1)+
...+ z,f(e,), o je podla dosledku 2.33 totozné s Ax. O

Priklad 2.53. Nech A = diag(3,2). Potom Ax predstavuje zobrazenie, ktoré “natiahne”
prvi zlozku vektora x trojnasobne a druhii zlozku dvojnasobne. Pre x = (0,8;1,2)T je toto
zobrazenie zakreslené na obrazku 2.1a. Na obrazku 2.1b méZeme vidiet linedrne zobrazenie

toho istého vektora x pre
3 -3
A= (2. o

Transformaciu Ax pre A = (aj,a;) € R?*? modzeme vo vSeobecnosti znazornit pomocou
obrazov e; a es, C¢ize Ae; = a; a Aey, = ay. Potom x = x1€; + x2€5 sa po transformacii zmeni
na Ax = zia; + xqa;. Dostdavame teda novy vektor y = Ax, ktory ma tie isté stiradnice x; a
Ty, ale v novej baze a;, ap. Podobne zakreslite transforméciu vektora x = (1,5; —1)7 na Ax
pomocou oboch spominanych matic A.

Ax )
Ax
szez ] N
Ae,
X .
Xp€@p kg
e, X
/ Aey
X1€q xlAel
€
(a) A = diag(3,2) (b) A je dana rovnicou (2.3)

Obr. 2.1: Linearne zobrazenie Ax pre x € R2.

Veta 2.54 (ZloZenie linearnych zobrazeni a sucin matic). Nech f : R® — R™ je linearne
zobrazenie dané maticou A a ¢ : R™ — RF je linearne zobrazenie dané maticou B. Potom
matica linearneho zobrazenia go f : R® — R¥ je BA.

Dokaz. Oznaéme i-ty stlpec matice A ako a; = Ae;, i = 1,...,n. Matica zobrazenia g o f
je dané obrazmi g(f(e;)) = g(Ae;) = g(a;) = Ba; pre i = 1,...,n, kedze f(x) = Ax a
g(y) = By pre kazdé x € R" a y € R™. Teda matica zobrazenia g o f je

(Bal,...,Ban) :B(al,...,an) = BA.
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2.6 Data ako vektory a matice

Pri préaci s datami tieto zvycajne predstavuji d-rozmerné vektory, kde d je pocet meranych
vlastnosti jednotlivych objektov. Napriklad poistoviia méze mat o kazdom poistenom aute
zaznamenané jeho nosnost, hmotnost a objem motora. Potom je kazdé auto reprezentované
vektorom v R3. Udaje o n autéch st vektory xy, ..., x, € R? (vo vieobecnosti v R?), spolu mé-
7eme data zapisat v matici X = (x1,...,%,) € R¥”". Vektory xi, ..., X, € R? tiez nazyvame
datové body.

Poznamenajme, Ze v praxi sa zvycajne stretavame s maticou dat, kde jednotlivé objekty

(poistenci) st riadky a pozorované premenné su stipce, teda X, = (x1,...,x,)T € R™4,
Tato forma zaznamenania dat je pohodlné, pretoze objektov byva obvykle ovela viac ako
premennych, matematicky je v8ak prirodzenejsie pracovat s maticou X = (x1,...,%,) € R,

ktort pouzivame v tychto skriptach.

Ak chceme vykonat nejaki linedrnu transforméciu udajov, teda ich prenésobenie maticou
A € R¥? tak to lahko spravime vynéasobenim matice X. Upravené data ziskame ako X =
(X1,...,%,) = (Axy,...,Ax,) = AX. Elementarnym prikladom takej operécie je zmena
mierky jednotlivych premennych.

Napriklad ak x; € R? predstavuje vahu xﬁ“ 1-teho ¢loveka v kilogramoch a jeho vysku
xgi) v centimetroch, i = 1,...,n, tak 2,2m§i) bude jeho vaha v librach a O,39xéi) bude jeho
vyska v palcoch. Teda pre potreby britského ¢itatela mozeme data xq, ..., x, transformovat
na Axy,...,Ax,, kde A = diag(2,2;0,39). Na obrazku 2.2a st zachytené (ndhodne vygene-
rované) vahy a vysky 70 I'udi v pévodnych jednotkach a v britskych jednotkach.

Uvazujme déata o mesa¢nych prijmoch manzelskych parov reprezentované vektormi xq,...,x, €
R? (n = 70), ktorych prvé zlozka je prijem manzelky a druha zlozka prijem manzela (obidve v
eurach). Tie isté data vieme reprezentovat ako vektory Xy, ..., X,, ktorych prva zlozka je cel-
kovy prijem paru a druha zlozka ostava prijmom muza. Teda i:gi) = xgi) + xgi) a ig) = xg) pre
1=1,...,70. Takze transformaciu dat mozeme opét vyjadrit pomocou matice ako x; = Ax;,

kde
11
A= (O 1) .
Vygenerované data aj ich transformacie pre 70 parov su zakreslené na obrazku 2.2b.

Priklad 2.55. éastjzm prvym krokom analyzy dat je ich centrovanie, ¢ize taka tprava, aby
priemery dat po jednotlivych stradniciach boli nulové. Graficky to zodpovedéd posunutiu dat
tak, aby ich stred bol v pociatku stradnicovej ststavy. Ukazte, ze ked X € R¥" je matica
dat, potom X = X(I, — n7'J,xn) st centrované data (angl. centered data), teda pre ne plati
n-! 2?21(5() i = 0 pre kazdé k = 1,...,d. Priklad centrovanych dat je uvedeny na obrazku
2.3; mozeme si v8imnut, ze “stred” centrovanych dat je 0,.

Priklad 2.56. Viaceré metody analyzy dat, hlavne tie sliziace na vizualizaciu alebo na
zhlukovanie, pracuji so vzdialenostami medzi jednotlivymi datovymi bodmi. Ak x;,x; €

R? st datové body (vektory dat), potom ich vzajomna vzdialenost je d;; = [|x; — x;|| =
vV (xi — x;)T(x; — x;). Pre maticu dat X = (x1, . ..,X,) definujme maticu B = X7X € R"*",
Vsimnite si, Ze B je maticou skalarnych sa¢inov medzi vektormi xy,...,%, (tzv. Gramova

matica). Ukazte, ze plati df; = (B)y + (B);; — 2(B);;.
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(a) x1 - vaha, xo - vySka. Povodné data (b) Povodné data (kruzky): z1 - prijem Zeny,
(krazky) sa v kilogramoch a centimetroch, x9 - prijem muza. Transformované (Stvorce):
transformované ($tvorce) v librach a palcoch. x1 - prijem paru, xs - prijem muza.

Obr. 2.2: Data z kapitoly 2.6 reprezentované vektormi v R? a ich linedrne transformacie.

Maticu Stvorcov vzajomnych vzdialenosti D = {dfj} rozmeru n X n mozeme ziskat aj
priamo maticovym zapisom. Ozna¢me C = y1I kde y € R" je vektor diagondlnych prvkov
matice B. Overte, Ze potom D = C + CT — 2B. V softvéroch zaloZenych na praci s maticami
umoznuje tento vztah velmi rychly vypocet matice D Stvorcov vzajomnych vzdialenosti.

2.6.1 Vyberova kovarian¢ni matica

V Statistike ¢asto pouzivanym objektom opisujucim skumant sadu dat je wvyberovd kova-
riancénd matica S, ktorej prvky vyjadruju rozptylenost jednotlivych premennych a zévis-
losti medzi nimi. Celkovo tak vyberova kovarianéna matica reprezentuje tvar dat. Pre déata

X1,...,X, € R (n > 2) je to d x d matica, ktora ma na diagonale tzv. vijberové disperzie
(rozptyly) s3,...,s% a mimo diagonaly tzv. viberové kovariancie cyy (k, ¢ =1,...,d):
S% Cig ... Cig
2
Cl2 S5 ... Co4
S=1 . )
Cig Cog ... 85

Vyberova disperzia s? vyjadruje mieru rozptylenosti k-tej premennej (Cize k-tej zlozky
vektorov xi,...,x,), k =1,...,d, zatial ¢o vyberova kovariancia cx, medzi k-tou a ¢-tou pre-
mennou vyjadruje velkost (linedrnej) zéavislosti medzi tymito premennymi. Poznamenajme, Ze
cre = cor- Kladna vysoka (relativne voéi disperziam s? a s?) vyberova kovariancia naznacuje,
ze pri vyssich hodnotéch k-tej premennej ma /-t premenné tiez tendenciu nadobudat vyssie
hodnoty; pri nizsich nizsie. Naopak, vyrazne zaporna vyberova kovariancia znaci, zZe pri vys-
sich hodnotach jednej premennej nadobiida druhé premenna nizsie hodnoty. Nizka vyberové
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Obr. 2.3: Povodné data (vyplnené krazky) a déata vzniknuté ich centrovanim (Stvorce).

kovariancia (t.j. blizka nule, relativne vo¢i disperziam — teda v absolutnej hodnote vyrazne
mensia nez disperzie) vyjadruje, Ze medzi danymi premennymi nie je vyrazné zavislost.
Formélne je matica S dané predpisom

n

Z(Xi —X)(x; —%)", kdex = %Zzn;xz

i=1

1
n—1

S:

Vektor & € R? je wyjberovy priemer, ktorého k-ty prvok je rovny priemernej hodnote k-tej
premennej (t.j. priemernej hodnote k-tych prvkov vektorov x1,...,x,), k=1,...,d.

Priklad 2.57. Overte, ze ak data vyjadrime v matici X = (x1,...,X,), tak vyberovy priemer
vieme vypocitat ako X = n~1X1,, a vyberovii kovarian¢ni maticu ako

1 1
S = (X —x1H)(X —x1])T = (X ="' XJTpn) (X = 27X T n)”
n—1 n—1
1
= X(L, — 1 T psn) XT.

n—1

Priklad 2.58. Vyberova kovarianéné matica vypocitana z dat na obrazku 2.4a je
g _ 94 —46
—-46 3,7)°
Vidime, 7e pozorovania st skuto¢ne viac rozptylené v prvej stradnici nez v druhej (s? =
9,4 > 3,7 = s3) a tiez si moZeme vSimnut vyrazni zapornu zéavislost medzi premennymi -
ked jedna z nich je vyssia, tak druh& z nich nadobuda vo v8eobecnosti nizsie hodnoty, ¢o
potvrdzuje relativne vysoka zédpornd hodnota ci5 = —4,6. Skiste odhadnit, ako asi bude
vyzerat vyberova kovarian¢nd matica pre data na obrazku 2.4b (vyuZite, Ze na obréazkoch

2.4a a 2.4b st rovnaké rozsahy na suradnicovych osiach). Nasledne vas odhad porovnajte so
skuto¢nostou’.
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(a) Prvé data. (b) Druhé data.

Obr. 2.4: Data z prikladu 2.58.

Priklad 2.59. Interpretac¢ne jednoduchsi nez kovariancia je tzv. vygberovy korelacny koeficient
medzi k-tou a (-tou premennou definovany ako ryy = cge/+/s257. Korela¢ny koeficient nado-
buda hodnoty iba v intervale [—1, 1], pricom hodnoty blizko —1 a 1 hovoria o silnej zapornej
(kladnej) linearnej zavislosti a hodnoty blizko 0 hovoria o velmi slabej linearnej zavislosti
prislugnych premennych. Vyberovd korelacnd matica je

1 12 ... T4
T12 1 ... Tog
R =
d 724 --- 1

Ukazte, ze R sa da vyjadrit maticovym vyrazom zavislym od S. Vypocitajte tiez vyberovu
korela¢ntt maticu pre priklad 2.58.

2.7 Ulohy na precvicenie

4 8 20
A= <12 16 24> '
Uréte, s ktorymi z nasledujtcich matic sa d4 matica A nasobit a) zlava, b) sprava. Urcte tiez
rozmery vyslednych matic.

Uloha 2.1. Nech

1 -1
10 1 450

B:(é(l)g),C:Ol,D: 8761,E:g(5)
12 -2 7 21 00

1Skuto¢né hodnoty st s% = 1,02, c1o = 0,03, 53 = 1,99.
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1
-1
F=5 G=(1 2 3), H= 3 , K:( 1), L=(-1 1)

Uloha 2.2. Ukazte, Ze pre vietky A, B € R™*" plati: a) (A + B)(A — B) = A2 — B? vtedy
a len vtedy, ked matice A, B komutuja; b) ak st matice A, B, AB — BA symetrické, tak A
a B komutuju.

Uloha 2.3. Overte, Ze stucet dvoch symetrickych matic rovnakych rozmerov je symetricka
matica a ze sucin dvoch symetrickych matic, ktoré komutuji, je symetrickd matica. Naj-
dite priklad dvojice symetrickych matic rovnakych rozmerov, ktorych sti¢in nie je symetricka
matica. Overte tieZ, ze ak A € R™ " tak AAT a AT A st symetrické matice.

Uloha 2.4. Maticu A typu n x n nazyvame uplne symetrickou (angl. completely symmetric),
ak A = al,, +bJ,,«, pre nejaké a,b € R. Nahliadnite, Ze Gplne symetrickéd matica je symetricka
a ze sucet uplne symetrickych matic je Gplne symetrickd matica. Dokazte, Ze sicin tuplne
symetrickych matic je aplne symetrickd matica. Presvedcte sa, Ze tplne symetrické matice
komutuj.

Uloha 2.5. Nech A € R™*" a nech k € N. Ukazte, ze plati

In 0n><n g . In On><n
A 1, - \kA I, /)
Uloha 2.6. Nech A4, ..., A,, st 3tvorcové matice, nech k € N a ozna¢me A = diag(Ay,...,A,,).

Vypocitajte A*.

Uloha 2.7. Nech x € R", ktorého ziadna zlozka nie je nulova. Definujme y € R”, kde
yi=1/x;,i=1,...,n a tiez

A (diagT(X) x) G- (diag(y) on) |

x 1 07 0
Vypocitajte AGA.

Uloha 2.8. Nech x € R” splita 17x = 0, x’x = 1 a definujme

Vypocitajte ATA a AAT.

Uloha 2.9. Matica A € R™" sa nazyva invertovatelna, ak existuje matica A~' € R™™,
nazyvana inverzia matice A, pre ktort plati AA=! = A='A = I,,. H-maticou nazveme kazdu
maticu tvaru

1 al ¢
OTL In b b
0 ol 1

kde a,b € R", ¢ € R. Dokazte, ze H-matice tvoria grupu, ¢ize ze sucin dvoch H-matic je
H-matica a ku kazdej H-matici H existuje H-matica H™! taka, 7e HH ' = H'H =1, .
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Uloha 2.10. a) Nech

A:(g ;)) B—(3 —1 5), C:(_i D

Vypocitajte A®@ B, B® A a C® C. b) Nech D = diag(dy,...,d;) a A € R™*". Ukazte, Ze
D® A = diag(diA, ..., dpA).

Uloha 2.11. Nech

10 2 4 6
Az(iggi)aB:E)lQB
15 3 6 9

Vyjadrite vec(A) pomocou Kroneckerovho stcinu a ukdzte, ze vec(B) = (5, 1,2, 3)T®(2, 1, 3)T.

Uloha 2.12. Nech x = (—1,5,3,8,6,4,0,0)7. Najdite A € R*>* a B € R¥? také, 7e x =
vec(A) = vec(B).

Uloha* 2.13. Nech A € R™™ aj B € R™". Kolko nasobeni a s¢itani realnych éisiel je
potrebnych, aby sme vypocitali su¢in AB? Najprv sa nad touto otazkou zamyslite samostatne
a potom si vyhladajte odpoved pomocou kltucovych slov “Matrix multiplication algorithm”.
Zamyslite sa tiez nad tym, ako je mozné efektivne vypocitat A¥, kde k je velké &islo.

Uloha 2.14. Nech u = (1, 1)”, v = (1,0)”, w = (—1,2)”. Opiste alebo nakreslite nasledovné
podpriestory a urcte ich dimenzie:

a) span(u) d) span(u,w)
b) span(v)
c¢) span(u,v) e) span(u,v,w)

Uloha 2.15. Nech x = (1,0,0)7, y = (0,1,0)7, z = (1,1,0)7, w = (0,0,1)T a q = (1,1, 1)T.
Opiste alebo nakreslite nasledovné podpriestory a urcte ich dimenzie:

a) span(x) d) span(x,y,z)
b) span(x,y) e) span(x,y,w)
c) span(x,z) f) span(x,y,q)
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Kapitola 3

Stipcovy a nulovy priestor matice

3.1 Stipcovy priestor matice

Definicia 3.1 (Stipcovy priestor matice). Nech A € R™*™. Stipcovyj priestor matice A je
vektorovy podpriestor C(A) generovany stlpcami tejto matice:

C(A) = {y € R™ | existuje x € R" také, ze y = Ax}.

Poznamka 3.2. Stlpcovy priestor sa znaci C(A) podl'a anglického pomenovania column space,
niekedy sa znaci aj M(A). Je skutocne generovany stlpcami matice A, kedZe pozostéva zo
vsetkych vektorov y = Ax pre x € R", ¢ize zo vSetkych linearnych kombinéacii xja; + ... +
Tnay, kde ay, ..., a, si stipce matice a z1, ..., 2, € R. Z toho tieZ vyplyva, Ze C(A) je naozaj
vektorovy podpriestor.

Priklad 3.3. Stlpcové priestory matic z R3*" st vektorové podpriestory v R?. Si to teda:
nulovy vektor 03 (formélne presne: {03}); priamka alebo rovina prechadzajica vektorom 03;
alebo cely priestor R3. Na obrazku 3.1 st znazornené priestory C(A) a €(B) pre maticu A
s dvoma linearne nezavislymi stlpcami a;,a, € R? a pre maticu B s iba jednym stlpcom
b (ktory je tie7 linedrne nezavisly s aj,ay). Stlpcovy priestor matice (A, B) = (a;, as, b) je
potom celé¢ R3.

Uréte, ¢o musia spliiat stlpce matice A € R¥*™ aby C(A) bol postupne {03}, priamkou,
rovinou, ¢ R3. Opiste tiez vietky mozné stlpcové priestory matic z R2*" a uréte, ¢o musia
spliat matice z R?*™, aby ich stipcové priestory boli jednotlivych opisanych typov.

Veta 3.4 (Zakladna veta o inkluzii stIpcovych priestorov). Nech A € R™*" a B € R™*P.
Potom €(B) C C(A) vtedy a len vtedy, ked B = AX pre nejakid maticu X € R™*P.

Dékaz. Nech €(B) C C(A). Nech by,...,b, € R™ st stlpce matice B. KedZe by,...,b, €
C(B), ¢ize by, ..., b, € C(A), tak existuju x,...,x, € R" také, ze by = Axy,...,b, = Ax,,
¢o sa da napisat v tvare B = AX, kde X = (x1,...,X,).

Nech B = AX pre nejaka maticu X € R"*? a nech y € €(B). Potom y = Bz pre nejaké
z € RP, z ¢oho vyplyva y = (AX)z = A(Xz), takze y € C(A). KedZe y bol lubovolny prvok
stlpcového priestoru matice B, dostali sme €(B) C C(A). O
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C(B)

Obr. 3.1: Stipcové priestory matic A a B z prikladu 3.3.

3.2 Hodnost matice

Definicia 3.5 (Hodnost matice). Hodnost matice A € R™" je dimenzia priestoru C(A),
zna¢ime ju rank(A).

Poznamka 3.6. V slovenskych textoch sa na oznacenie hodnosti matice A niekedy tiez
pouziva symbol h(A).

Lema 3.7 (Rozklad matice pomocou hodnosti). Nech A € R™ " spliia A # 0,,x,,, dim(C(A)) =
¢, dim(C(AT)) = r. Potom

(i) existuje B € R™*¢ L € R také, ze A = BL;
(i) existuje K € R™*" T € R™" také, ze A = KT.

Dékaz. (i) Nech by, ..., b, je baza C(A) a definujme B = (by,...,b.). Potom C(A) = C(B)
a podla vety 3.4 existuje L € R*"™ také, ze A = BL.

(ii) Analogicky, nech ti,...,t, je baza C(AT) a definujme T = (ti,...,t,)’. Potom
C(AT) = G(TT) a podla vety 3.4 existuje X € R™™ také, ze AT = TTX, z ¢oho vyplyva
A = XTT. Dokaz ukonéime polozenim K = X' O

Poznamka 3.8 (Riadkovy priestor matice). Priestor C(AT) je generovany riadkami matice
A a preto sa nazyva tiez riadkovy priestor (angl. row space) matice A.

Veta 3.9 (O hodnosti matic A a AT). Nech A € R™*". Potom rank(A) = rank(AT).

Doékaz. Oznatme rank(A) = dim(C(A)) = ¢ a rank(A”T) = dim(C(AT)) = r. Podla lemy 3.7
existuju matice B, L, K, T spliajtce (i), (ii). Potom podla vety 3.4 plati G(A) C €(K), a
teda ¢ < dim(C(K)). Zaroveii AT = LTBT, ¢ize €(AT) C C(LT) ar < dim(C(L?)). Kedze K
ma 7 stipcov, tak ¢ < dim(C(K)) < r a L¥ ma c stlpcov, ¢ize r < dim(C(L”)) < ¢. Dostavame
c=r. [

Dosledok 3.10. Nech A € R™*™. Potom rank(A) = rank(A”) < min{m,n}.
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Veta 3.11 (BT rozklad matice). Nech A € R™ " splia A # 0,,x,, rank(A) = c. Potom
existuju B € R™*¢ a T € R také, ze A = BT. NavySe pre akékolvek matice B € R™*¢ a
T € R splihajice A = BT, plati rank(B) = rank(T) = c.

Dokaz. Existencia rozkladu vyplyva z lemy 3.7. Predpokladajme, ze A = BT pre B € R™*¢
a T € R™, Potom rank(B) < ¢, lebo B ma c stlpcov. Navyse, podla vety 3.4 plati @(A) C
C(B), a teda

¢ =rank(A) = dim(C(A)) < dim(€(B)) = rank(B) < ¢,

¢ize rank(B) = ¢. Dokaz pre hodnost T je analogicky. O

Dosledok 3.12. Ak A € R™ a rank(A) = 1, tak A vieme zapisaf ako A = uv’, kde
u € R”™ a v € R" st nenulové vektory.

Lema 3.13 (Hodnost nulovej matice). Matica A € R™*" ma nuloviit hodnost vtedy a len
vtedy, ked A = 0,,,xn.

Doékaz. Ak A = 0,,xp, tak C(A) = 0,,, a teda rank(A) = 0. Naopak, nech rank(A) = 0,
¢ize dim(€(A)) = 0, ¢o nastava podla definicie 1.25 iba ak €(A) = 0,,. Stlpcovy priestor
pozostavajuci iba z vektora 0, mé zjavne iba nulova matica. O

Veta 3.14 (O hodnosti stc¢inu matic). Nech A € R™" a B € R™*. Potom rank(AB) <
min{rank(A), rank(B)}.

Dékaz. Podla vety 3.4 vieme, ze C(AB) C C(A), a teda rank(AB) < rank(A). Analogicky
C(BTAT) C ¢(BY), a teda rank(AB) = rank(B? AT) < rank(B7”) = rank(B). O

Priklad 3.15. Néjdite matice A, B také, ze rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}. Najdite
tiez také matice A, B, Ze rank(AB) = min{rank(A), rank(B)}.

Definicia 3.16 (Plna hodnost matice, regularna matica). Ak A € R™*" a rank(A) = m,
tak hovorime, ze A ma plni riadkovi hodnost. Ak rank(A) = n, tak hovorime, ze A ma pini
stlpcovii hodnost. Ak m = n a A ma plnt stipcovii hodnost, tak hovorime, ze A je requldrna.
Ak m =n a A nemé plnu stlpcovi hodnost, tak A je singuldrna.

Poznamka 3.17. Ak Stvorcova matica A ma plnt stlpcovii hodnost (a teda ak je regularna),
hovorime skratene, ze A méa plniu hodnost.

Poznamka 3.18. Ak A je regularna, tak ma nielen plna stlpcovd, ale aj plnt riadkova
hodnost.

3.3 Stlpcovy priestor a hodnost blokovej matice

Poznamka 3.19. Stlpcovy priestor matice C = (A, B) znacime skratene C(C) = C(A, B).
Podobne rank(C) = rank(A, B).

Veta 3.20 (Stlpcovy priestor a hodnost blokovej matice). Nech A € R™*" B € R™**, Potom
(i) €(A) € €(A,B), €(B) € C(A,B),
(ii) rank(A) < rank(A,B), rank(B) < rank(A,B),
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(iii) ¢(B,A) =C(A,B), rank(B, A) = rank(A, B),

(iv) rank(A,B) < rank(A) + rank(B).
Nech A, B € R™*". Potom

(v) C(A +B) C C(A,B), rank(A + B) < rank(A,B),

(vi) rank(A + B) < rank(A) + rank(B).
Nech A € R™*" B € RP*?. Potom
(vii)

rank (‘g ]g) =rank(A) + rank(B).

Dékaz. Dokazy tvrdeni (i), (iii) st trivialne. Tvrdenie (ii) je dosledkom (i).

Na dokaz tvrdenia (iv) definujme s = rank(A), r = rank(B), A* = (aj,...,a}) a B* =
(b3,...,b}), kde af, ... ,a’ je baza C(A) a b},..., b’ je baza C(B). Potom zrejme C(A,B) =
C(A*,B*) arank(A, B) = rank(A*, B*) < r+s = rank(A) +rank(B), kedZe matica (A*, B*)
mar+4s stfpcov.

Tvrdenie (v) vyplyva z vety 3.4, kedze A + B = (A, B)(1,,1,)”. Tvrdenie (vi) vyplyva z
(v) a (iv).

Pre dokaz (vii) definujme A* a B* ako v (iv) a tiez

. (A0 (A0
(4 8) c=(0 5)

Potom zrejme C(C*) = C(C), a teda tieto matice maju aj rovnakt hodnost. Zaroven

(o ) ()= ()

nastava vtedy a len vtedy, ked A*x; = 0,, a B*xy = 0,, ¢o je prave vtedy, ked x; = 0, a
Xy = 0,, kedZe stlpce A* (a takisto B*) st linearne nezévislé. Z toho vyplyva, Ze stlpce matice
C* st linearne nezévislé, ¢ize jej hodnost je rovna poctu jej stipcov, rank(C*) = s + r. Teda
rank(C) = s + r = rank(A) + rank(B). O

Lema 3.21 (Submatica plnej hodnosti). Nech A € R™*" ma hodnost 0 < r < min{m,n}.
Nech 1 <14y < ... <1, < m st také indexy, ze riadky 71, ..., 7, matice A st linedrne nezavislé
anech 1 < j; < ... < j, < n sataké indexy, Ze stlpce ji,...,j, matice A st linearne
nezavislé. Potom matica B € R™", ktort z A ziskame odstranenim vsetkych riadkov okrem
riadkov i1, ..., 4, a vietkych stlpcov okrem stipcov ji,. .., j,, je regularna.

Dékaz. Pre jednoduchost znacenia predpokladajme, ze {iy, ..., i} = {j1, ..., 4-} ={1,...,1r},
teda ze B sa da vyjadrit ako blok Aq; v blokovom zapise

A A
A=
(A21 A22> 7

kde A;; € R™". Kedze prvych r riadkov A je linearne nezavislych a ich pocet je rovny
hodnosti €(AT), tak tvoria bazu €(AT). Cize kazdy riadok matice A sa d4 zapisat ako nejaka
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linearna kombindcia jej prvych r riadkov; existuje teda matica C € R™*", ze A = C(Aq1, A1a).
To moézeme zapisat ako
(Au Ay

AL A2 - (ean caw).

Ked ozna¢ime S € R™*" ako maticu tvorent prvymi r stlpcami matice A, tak dostavame S =
CA,,. KedZe stipce S st nezavislé, tak rank(S) = r a z vety 3.14 potom plynie rank(A;;) >
rank(S) = r. Zaroven plati rank(A;;) < r, lebo Aj; € R™". Teda rank(Aq;) = 7. O

3.4 Nulovy priestor matice

Definicia 3.22 (Nulovy priestor matice). Nulovym priestorom matice A € R™*™

mnozinu N(A) = {x € R" | Ax =0,,}.

nazyvame

Poznamka 3.23. Oznacenie N(A) vychédza z anglického nazvu null space. Nulovy priestor
matice A sa niekedy oznacuje Ker(A) a nazyva sa jadro zobrazenia definovaného maticou A,
resp. kernel A.

Lema 3.24 (Nulovy priestor je linedarny podpriestor). Pre kazdu maticu A € R™*"™ je N(A)
linedrny podpriestor priestoru R”.

Dékaz. Overme vlastnosti linearneho podpriestoru podla vety 1.7. Nech x;1,x5 € N(A) a
C1,C2 € R. Potom A(Clxl + CQXQ) = 1 AX] + o Axy = 0,., Cize c1X1 + caXo € N(A) ]

Lema 3.25 (Nulovy priestor nulovej matice). Nech A € R™ ™. Potom N(A) = R" prave
vtedy, ked A = 0,,,xn.

Dékaz. Oznatme A = (ay,...,a,),a; € R™,i=1,...,n. Nech N(A) = R". Potom Ax = 0,,
pre kazdé x € R"™. Specidlne pre e; dostavame 0,, = Ae; = a;, ¢ = 1,...,n. To spolu dava
A =0,,4n- O

Lema 3.26 (O ortogonalnosti nulového vektora). Nech z € R™. Potom z = 0,, vtedy a len
vtedy, ked y'z = 0 pre kazdé y € R™.

Dékaz. Nech y''z = 0 pre kazdé y € R"™. Potom aj z'z = 0 a z kladnej definitnosti skaldrneho
stcinu (definicia 1.29, priklad 1.31) vyplyva, ze z = 0,,. Opac¢né implikacia je zjavna. ]

Lema 3.27 (Nulovost symetrickej matice). Nech A € 8". Potom A = 0,4, prave vtedy, ked
xTAx = 0 pre kazdé x € R™.

Dokaz. Ak xTAx = 0 pre kazdé x € R™, tak to plati aj pre e;. Potom 0 = el Ae; = (A)y
pre kazdé i = 1,...,n. Ak nasledne za x zvolime e; + e; (j # i), dostavame (A); + (A);; +
(A)i; + (A)j; = 0. Kedze uz sme ukazali, ze (A); = (A);; =0, a A je symetricka, tak mame
2(A);; = 0 pre kazdé j # i. Spolu teda plati (A);; = 0 pre kazdé i,j =1,...,n, ¢ize A = 0.
Dokaz opacnej implikécie je trivialny. O

Priklad 3.28. Najdite takt nenulovii maticu A € R™*", ze xT Ax = 0 pre kazdé x € R" pre
a) n = 2, b) vieobecné n. Viete najst aj celd triedu matic spliajicich xT Ax = 0 pre kazdé
x € R™?
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3.4.1 Vztahy medzi nulovymi a stipcovymi priestormi
Pripomeiime, ze W+ znaé¢i ortogonélny doplnok podpriestoru W podla definicie 1.48.
Veta 3.29 (O vztahu medzi N(A) a €(AT)). Nech A € R™*". Potom N(A) = C(AT)*L.

Dékaz. Nech x € R". Potom x € N(A) prave vtedy, ked Ax = 0,,, ¢o podla lemy 3.26
nastéva prave vtedy, ked y? Ax = 0 pre kazdé y € R™, teda prave vtedy, ked (ATy)Tx =0
pre kazdé y € R™. KedZe mnozina vektorov ATy € R™ pre vietky y € R™ tvori priestor
C(AT), tak posledna podmienka je ekvivalentna s: (w,x) = 0 pre vietky w € C(AT), ¢o
nastéva prave vtedy, ked x € C(AT)L. O

Zakreslenie vztahu medzi N(A) a €(AT) moZeme vidiet na obrazku 3.2.

N(A4) c(a”)

Obr. 3.2: Schematické znazornenie ortogonalnosti N(A) a C(AT).

Dosledok 3.30. Nech A € R™". Potom N(AT) = C(A)+, N(A)+ = C(AT) a N(AT)+ =
C(A).

Dokaz. Druhé tvrdenie plati, kedze N(A)L = (C(AT)1)L = C(AT) (vid veta 1.49(iii)). Prvé

a tretie tvrdenie vychiddzaju zo zameny A za A”. O
Désledok 3.31. Nech A € R™*™. Potom A je regularna prave vtedy, ked N(A) = {0,}.
Priklad 3.32. Nech

3 —6
A=15 -10
7T —14

N4jdite N(A) a C(AT), a overte, 7e tieto dva priestory st na seba kolmé.

Lema 3.33 (O inklazii nulovych priestorov). Nech A € R™*™ a B € R™*. Potom C(A) C
C(B) prave vtedy, ked N(BT) C N(AT).

Dokaz. Nech C(A) C C(B). Potom podla vety 1.49 plati G(B)t C C(A)L, a teda N(BT) C
N(AT). Opacna implikicia sa dokazuje analogicky. ]

Veta 3.34 (O vztahu C(A) a C(AAT)). Nech A € R™*". Potom C(A) = C(AAT).

Dékaz. Inklizia C(AAT) C €(A) plati podla vety 3.4. Na dokaz opacnej inkluzie uvazujme
x € N(AAT), teda AATx = 0,,. Potom xT AATx = 0, ¢ize | ATx]|| = 0. Z kladnej definitnosti
normy vyplyva ATx = 0,,, takze x € N(AT). Dostavame N(AAT) C N(AT), z ¢oho vyplyva
C(A) C C(AAT) podla lemy 3.33. O
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Déosledok 3.35. Nech A € R™*". Potom
(i) C(AT) =C(ATA).
(ii) Matice A, AT, AAT a AT A maji rovnaki hodnost.

Lema 3.36 (Vztah hodnosti matice a nulového priestoru). Nech A € R™*". Potom dim(N(A))
n — rank(A).

Dokaz. Kedze N(A) = C(AT)L a N(A) C R”, tak podla vety 1.49(iv) plati dim(N(A))
n — dim(€(AT)) = n — rank(A) podla dosledku 3.35.

1

3.4.2 Hodnost kovarian¢nej matice

Pri mnohych statistickych metédach je doélezité, aby mala vyberova kovarianénd matica S
plni hodnost. Na analyzu toho, kedy je S regularna, je uzitocny jej maticovy tvar z prikladu

2.57:
1

n —

S:

: (X = ' X T ) (X =0 XT ) ?

Konstanta 1/(n — 1) nemd na hodnost vplyv, ¢ize ti moézeme zanedbat a pracovat s maticou
S = (n — 1)S. MoéZeme si véimnut, 7ze S = AA”, kde A = X — n~' XJ,xn, pricom A je
d x n matica a S je rozmerov d x d. Podla dosledku 3.35 plati rank(S) = rank(A). Takze
vyberova kovarianéna matica ma plna hodnost, ked rank(A) = d, a teda stac¢i skimat maticu
A=X-—n"XTxn=X{T, —n T pxn)

Kedze A je rozmerov d x n, tak rank(A) je nanajvys min{d, n}. Zaroven vsak plati A1, =
X(I, = n ' Jn)l, = X(1, — 1,,) = Ogxn, a teda 1, € N(A). Teda dim(N(A)) > 1, &ize
rank(A) < n — 1. Prichadzame tak k zaveru, ze aby bola vyberova kovarianéna matica plnej
hodnosti, musi platit n — 1 > d, resp. n > d + 1, teda pocet pozorovani musi byt aspon o 1
vySSi nez pocet premennych.

Priklad 3.37. Zvolte lubovolnu d x 2 maticu pozorovani X a overte, ze potom rank(S) < 1.
Viete najst aj taka nenulovi d x 2 maticu X, Ze rank(S) = 07

Poznamka 3.38. Treba si tiez uvedomit, Ze podmienka n > d + 1 je iba nutné pre plnu
hodnost kovarian¢nej matice, nie postac¢ujtuca. Pre zvolené d, n najdite takt maticu pozorovani
X, pre ktoru plati n > d+ 1, ale rank(S) < d. Aby S skuto¢ne nadobudla plnt hodnost, musi
platit d = rank(S) = rank(A), teda matica X(I, —n"'J,x,) € R¥" musi mat plnt riadkovt
hodnost. Takze S je regularna prave vtedy, ked rank(X (L, — n™'J,x,)) = d.

Prlklad 3.39. Ukazte, ze rank(X(I, — n"'J,x,)) = d nastéva prave vtedy, ked vektory
X; —X,...,X, — X su linedrne nezéavislé. Vyberova kovarianéna matica je teda reguldrna préave
Vtedy, ked’ centrované data su linearne nezavislé.

3.5 Ulohy na precvicenie

Uloha 3.1. Nech A € R™" B ¢ R™? C ¢ R™™. Ukaite, 7e a) ak C(A) C €(B) tak
C(CA) C C(CB); b) ak C(A) = €(B) tak €(CA) = C(CB).

Uloha 3.2. Nech A je Stvorcova matica. a) Dokézte, ze G(A*) C @(A) pre kazdé prirodzend
¢islo k. b) Dokaite, 7ze ak €(A?) = C(A), potom C(A*) = C(A) pre kazdé prirodzené ¢islo k.
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Uloha 3.3. Nech

0 1 0 -3 2
0 -2 0 6 2
A=1y 9 9 59
0 -4 -2 1 0

Najdite (aktukol'vek) bazu priestoru €(A). Akd méa matica A hodnost?

Uloha 3.4. Zodpovedajte otazky o typoch stlpcovych priestorov z prikladu 3.3 pomocou
hodnosti prislusnych matic. Vedeli by ste tvrdenie zovSeobecnit pre matice z R™*"? Ako vo
vSeobecnosti vyzera stlpcovy priestor matice s hodnostou r?

Uloha 3.5. Presvedcte sa, 7e rank(A; --- A;) < min{rank(A;), ... rank(A})}. (Predpokla-
dame, ze Ay, ..., Ay st matice vhodnych rozmerov.)

Uloha 3.6. Nech A € R™*™ ma hodnost r. Ukézte, Ze A sa da napisat ako stcet r matic,
ktoré maja vSetky hodnost 1. Navod: Vyuzite vetu 3.11.

Uloha 3.7. Pre vietky tvrdenia z tejto kapitoly ohladom stlpcového priestoru @(A) matice
A sformulujte analogické tvrdenie ohladom riadkového priestoru C(AT).

Uloha 3.8. Nech A € R™*". Ukazte, Ze ak je B regularna matica typu n x n (t.j. existuje
matica B™! taka, z7e BB™! = B™!B = I,,) a C je akdkolvek matica typu p x m, tak a)
C(AB) = C(A); b) C(CABBTAT) = G(CA).

Uloha 3.9. Ukazte, 7e rank(AC + BD) < rank(A,B) a rank(AC + BD) < rank(C”, D7)
pre lubovolné A € R™" B € R™* C ¢ R™? D ¢ R¥?,

Uloha 3.10. Nech A € R™*" B € R™*". Ukéite, 7e

(AAT ABT
rank

BAT BBT) = rank(ATA + B'B).

Néavod: vyjadrite Tavi aj prava stranu ako sucin blokovych matic.

Uloha 3.11. Nech X € RP*™ a A, B € R™*". Ukate, 7e a) N(A) € N(XA); b) N((AT,B")T) C
N(A); ¢) N((AT,BT)T) C N(A + B).

Uloha 3.12. Najdite aspon jeden BT-rozklad matice

2 41 0
A=1|12 7 —13
3 6 3 -3

Uloha 3.13. Pre kazdt 2 x 2 reguldrnu maticu A = {a;;} definujme funkciu

a1z + a12

T =
A(Z) a212 + ago

pre kazdé z € R take, Ze ag 2z+aqy # 0. Ukézte, Ze potom pre Iubovolné regularne A, B € R?*2
plati Tg(Ta(z)) = Tsa(z) pre kazdé z € R také, 7e asz + aga # 0 a boyTa(2) + bee # 0.
Zamyslite sa, pre¢o T definujeme pre regularne matice A. Poznamenajme, Ze funkcia Th(2)
sa pre z € C nazyva Mdbiusova transformécia.
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Kapitola 4

Inverzné matice

4.1 Systémy linearnych rovnic

Definicia 4.1 (Systém linearnych rovnic a jeho rieSenie). Systém linedrnych rovnic je ststava
rovnic v maticovom zapise AX = B, kde A € R™", B € R™** sti matice znamych koefi-
cientov a X € R™* je matica neznamych premennych. Riesenie systému rovnic AX = B je
Tubovolna matica X* typu n x k, ktora splia AX* = B.

Poznamka 4.2. Uvazujme systém rovnic

a;ry + -+ a1y = bl
11+ -+ ATy = bma
kde koeficienty a;;, b; (i =1,...,m, j =1,...,n) st pevne dané realne ¢isla a z,...,2, € R

st nezname. Takyto systém mozeme zapisat maticovo ako Ax = b, kde A = {a;;}, x € R" a
b € R™.

Systém rovnic AX = B s maticami koeficientov A € R™*" B € R™** a maticou nezna-
mych X € R™* mozeme vnimat ako k systémov rovnic s vektormi nezndmych hodnot:

Ax; =by, ..., Ax, =b, & AX =B,
kde X = (x1,...,x;) a B = (by,...,bg).

Definicia 4.3 (Homogénny a nehomogénny systém linearnych rovnic). Systém linedrnych
rovnic AX = B sa nazyva homogénny, ak B = 0. Inak sa nazyva nehomogénny.

Definicia 4.4 (Konzistentny systém linearnych rovnic). Nech A € R™*" a B € R™**, Systém
linearnych rovnic AX = B sa nazyva konzistentnsj, ak ma aspoii jedno riesenie X € R™**,

Priklad 4.5. Kazdy homogénny systém linedrnych rovnic mé rieSenie X = 0. Naproti tomu
nehomogénne systémy rovnic nemusia mat rieSenie. Overte, ze systém AX = B, kde

12 31
() e
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Veta 4.6 (Charakterizacia konzistencie systému). Kazda z nasledujicich podmienok je nutna
a postacCujuca na to, aby bol systém AX = B konzistentny.

(i

) C(B) € €(A),
(i) N(AT) € N(BT),
)

(iii) C(A,B) =C(A),
(iv) rank(A,B) = rank(A).

Dokaz. Skutocnost, ze konzistentnost systému AX = B je ekvivalentna podmienke (i), plynie
z vety 3.4 o inkluzii stlpcovych priestorov. Ekvivalencia (i) s (ii) vyplyva zo vztahu N(AT) =
C(A)*.

Dokéazeme ekvivalenciu medzi (iii) a (i). Predpokladajme C(A,B) = C(A). Z vety 3.20
vyplyva, ze vidy plati @(A) C C(A, B). Aby nastala rovnost, zjavne musi byt kazdy stipec B
linearnou kombinaciou stipcov A, a teda @(B) C C(A). Naopak, nech C(B) C C(A). Z toho
vyplyva C(A, B) = C(A), lebo kazdy stlpec B je linearnou kombinéciou stlpcov A.

Ekvivalenciu medzi (iii) a (iv) dokédzme tiez overenim oboch implikécii: najprv ak C(A, B) =
C(A), tak aj rank(A,B) = rank(A). Naopak, kedze C(A) C C(A,B), potom podla vety
1.27(iii) plati, Ze ak rank(A) = rank(A, B), tak C(A) = C(A,B). O

4.2 Inverzné matice

Definicia 4.7 (Lava a prava inverzna matica). Lavou inverznou maticou (lavou inverziou)
matice A € R™*™ nazyvame akikolvek maticu L € R"*™ splhajiucu LA = I,,. Pravd inverznd
matica (pravd inverzia) matice A je lubovolna matica R € R"*™ splhajuca AR =1,,.

Lema 4.8 (O existencii Tavej a pravej inverzie). Matica A € R™*™ m4 Tavu inverziu prave
vtedy, ked rank(A) = n, a ma prava inverziu prave vtedy, ked rank(A) = m.

Dékaz. Nech A ma pravu inverziu R. Potom z vety 3.14 plynie rank(A) > rank(AR), a
zaroven AR =1, ¢ize rank(AR) = m. Dostavame rank(A) > m. Kedze rank(A) < m, lebo
A ma m riadkov, tak rank(A) = m. Naopak uvazujme, ze rank(A) = m, ¢o nastava prave
vtedy, ked C(A) = R™ = C(I,,). Podla vety 3.4 existuje R, ze AR = I,,. Dokaz pre lava

inverziu je analogicky. O]

Dosledok 4.9. Matica A € R™*™ ma lavu aj pravu inverziu prave vtedy, ked m =n a A je
regularna.

Veta 4.10 (O skrtani sprava a zlava v maticovej rovnosti). Nech A,B € R™*" C € RP*™
D € R™? gpliajt rank(C) = m, rank(D) = n a CAD = CBD. Potom A = B.

Dokaz. Kedze rank(C) = m a rank(D) = n, tak podla lemy 4.8 ma C lavi inverziu L a D
ma pravu inverziu R. Preto

A =1,Al, =LCADR =LCBDR =1,,BI, = B.
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Definicia 4.11 (Invertovatelnost matice, inverzna matica). Nech A € R™". Ak existuje
matica B, ktora je Tavou aj pravou inverziou matice A, tak hovorime, Ze A je invertovatelnd
a B nazyvame inverznou maticou (inverziou) matice A.

Lema 4.12 (Lava a prava inverzia $tvorcovej matice). Ak A € R™™ m4 pravia inverziu R,
tak R je zaroven lavou inverziou A. Naopak, ak L je Tava inverzia A, tak L je zaroven pravou
inverziou matice A.

Dékaz. Nech A mé pravu inverziu R, potom rank(A) = n, a teda existuje jej Tava inverzia

L. Potom L =LI, =LAR=1I,R =R. [l

Veta 4.13 (Charakterizacia invertovatelnosti matice). Matica A je invertovatelna préave
vtedy, ked A je $tvorcova regularna matica. NavySe akakolvek regularna matica ma prave
jednu inverziu.

Doékaz. Prva cast tvrdenia vyplyva z dosledku 4.9. Nech B a C st dve inverzie matice A €
R™*"™. Potom C = CI,, = CAB =1,B = B. O

Poznamka 4.14. Inverznt maticu regularnej matice A zna¢ime A1,
Lema 4.15 (Zakladné vlastnosti inverzie). Nech A je invertovatelna. Potom

(i) A~!je invertovatelna a (A=)t = A,

(ii) AT je invertovatelnd a (AT)~! = (A-1)T.
Dokaz. Dokaz prvého tvrdenia je trivialny. Matica AT je invertovateln4, kedZe rank(AT) =
rank(A). Navyse AT(A™H)T = (A7TA)T = 1. O
Dosledok 4.16. Inverzna matica regularnej symetrickej matice je tiez symetrické.
Poznamka 4.17. KedZze podla lemy 4.15 pre regularnu maticu A plati (A~1)T = (AT)™,
niekedy tieto matice zna¢ime jednotne ako A=7 ¢ize A~T = (A~1)T = (AT)~L.
Veta 4.18 (Nasobenie regularnou maticou nemeni hodnost). Nech A € R™*" B € R"*",
C € R™™ a nech B a C st regularne. Potom

(i) €(AB) =C(A),

(i) C((CA)T) = CE(AT),

(iii) rank(AB) = rank(A) = rank(CA).
Dokaz. Podla vety 3.4 plati C(AB) C C(A). KedZe B je regularna, tak existuje B™! a potom
C(A) = G(ABB™') C C(AB), opit podla vety 3.4. Ukézali sme, ze C(AB) = C(A). Cast
(ii) Tahko dokéZeme pomocou (i): C((CA)T) = C(ATCT) = C(AT), kedze CT je regularna.
Tvrdenie (iii) je dosledkom predchéadzajucich dvoch tvrdeni, pricom vyuzijeme vetu 3.9. [

Dosledok 4.19. Nech A € R**". Ak A = XDY, pricom D € R™"*" je diagonalna a X, Y €
R™™ su regularne, tak hodnost A je rovna poc¢tu nenulovych diagonalnych prvkov matice D.

Dékaz. Podla vety 4.18 plati rank(A) = rank(XDY) = rank(XD) = rank(D), pricom hod-
nost diagonalnej matice je zjavne pocet nenulovych prvkov na jej diagonale. O

Priklad 4.20. Nech
4

2
A=|5 15], B_G ;)
1 2
Urcte C(A), C(AB) a overte, ze C(A) = C(AB).
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4.3 Hodnost a inverzia blokovej matice

Lema 4.21 (Regularita zakladnej blokovo trojuholnikovej matice). Nech X € R™*". Potom
matice
A“(Onm In> ? B“(X L, >

Dékaz. Matica A nie je iba blokovo horna trojuholnikova, ale aj horné trojuholnikova (v
klasickom zmysle), pricom na diagondle ma samé jednotky. Této matica ma teda linearne
nezavislé stlpce, ¢ize je reguldrna. Dokaz pre maticu B je analogicky. O]

Lema 4.22 (Hodnost blokovo hornej trojuholnikovej matice). Nech T € R"*" U € R"*,
Q € R™* a nech T je regularna. Potom

rank (O:‘Xn 8) = rank(T) + rank(Q).

st regularne.

Dékaz. Kedze T je regularna, tak existuje T—!. Lahko sa presvedéime, Ze
T U\ /L, -T'U\ (T 0
o Q/\o 1, )~ \o Q)
I, -T°'U
0 I,

je podla lemy 4.21 regularna. Podla viet 4.18 a 3.20 plati

pricom matica

rank (r(l; g) = rank (r(l; g) = rank(T) + rank(Q).

]

Veta 4.23 (Hodnost blokovej matice). Nech T € R™ ™ je regularna, nech U € R"*4 'V €
R™™ a W € R4, Potom

T U\ 1
rank (V W) =n +rank(W — VT U).

Dékaz. Vsimnime si, ze
< L, omm) (T U) _ (T U )
-vTt 1, VvV W/ 0 W-VT-'U)"’
pricom podla lemy 4.21 je matica
rank <—\}nT_1 Ofnm)
regularna. Potom mozeme pouzit vetu 4.18 a eSte raz lemu 4.22, ¢im dostavame

T U\ T U B et
rank (V W) = rank <0 W VT_1U> = rank(T) + rank(W — VT U).
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Definicia 4.24 (Schurov doplnok). Za platnosti predpokladov vety 4.23 nazyvame maticu
W — VT~'U Schurov doplnok matice T v matici

T U
V W)
Lema 4.25 (O nulovom Schurovom doplnku). Nech A € R™*™ ma hodnost r. Nech navyse
T U
(v w)
kde T € R"™*". Potom ak rank(T) = r, tak W = VT~'U.

Doékaz. Podla vety 4.23 plati r = r+rank(W—VT~!U), z ¢oho vyplyva rank(W -VT1U) =
0. Vyuzijic lemu 3.13 dostavame W — VT ~'U = 0, ¢o znaéi W = VT 1U. O

Veta 4.26 (Inverzia blokovej matice). Nech T € R™*" je regularna, nech U € R™™ V €
R™*™ a W € R™ ™, Potom matica
T U
v w)

je regularna prave vtedy, ked Q = W — VT U je reguldarna. V takom pripade navyse plati

T U\ (T '+T'UQ!VIT' -T'UQ"!
vV W/ —Q!'VT-! Q! '

Dékaz. Matica
T U
VvV W
je regularna prave vtedy, ked jej hodnost je m + n. To nastava podla vety 4.23 prave vtedy,

ked n+rank(Q) = n+m, ¢o je prave vtedy, ked Q je regularna. Tvar inverznej matice overme
priamym vypoctom:

(T U) <T—1+T—1UQ‘1VT‘1 —T—lUQ—1>

vV W —Q VT Q!

B 1+UQ'VI' - UQ VT ~UQ '+ UQ!
“\VIT ! 4+ VTTIUQ VT - WQT'VTT! —VTlUQT + WQ!

(1)

VI '+ vT'uQ 'VI ' - wQ 'VI ' =VT '+ (VT 'U-W)Q 'VT!
=VT!'-QQ 'VT'=0

ked'ze

~VTIUQ '+ WQ ' = (-VT'U+W)Q ' =QQ ' =1L
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4.4 Ortogonalne matice

Definicia 4.27 (Ortogonalna matica). Stvorcova matica Q € R™™" je ortogondlna, ak jej
stlpce st ortonormaélne, teda ak QTQ = I,.

Poznamka 4.28. Ekvivalentne mézeme definovat ako ortogonalnu maticu takt maticu Q €
R™" ktord je regularna a splita Q! = QT. Z toho vyplyva, Ze aj QQ~! = I,, a teda
QQT =1, cize aj riadky ortogonalnej matice tvoria ortonorméalny systém vektorov.

Priklad 4.29. Prikladmi ortogonalnych matic su napriklad I,,,

Q= (25 VE) m= () )

pre lubovolny uhol 6 € [0, 27). Matica Ry je tzv. maticou rotacie o uhol 6 (v smere hodinovych
ruciciek), ako vidime na obrazku 4.1a. Vynasobenim vektoru x € R? touto maticou ho oto¢ime
v smere hodinovych rué¢iciek o uhol 6. Overte tito vlastnost pre 6 = /2. Co predstavuje
matica R3? N4jdite tiez maticu rotécie o uhol 6 proti smeru hodinovych ruci¢iek a matice
preklopenia okolo jednotlivych suradnicovych osi.

x X
y
\ A/ Rey
0 [
——— =
Rex Rex
(a) Otocenie o uhol 6. (b) Zachovanie uhlov.

Obr. 4.1: Vynésobenie rota¢nou maticou Ry.

Lema 4.30 (Vlastnosti ortogonalnych matic). Medzi zakladné vlastnosti ortogonalnych matic
patri:

(i) Ak Q je ortogonélna, tak aj QT je ortogonélna.
(ii) Ak Qq,..., Qs st ortogonalne, tak aj Q- -- Qy je ortogonalna.
Dokaz. Dokaz nechdvame na citatela. O

Lema 4.31 (Ortogonalne matice zachovévaji dlzku a uhol). Nech Q € R™*™ je ortogonélna
a nech x,y € R". Potom [|Qx|| = [|x[| a (Qx, Qy) = (x,y).

Doékaz. Tvrdenia I'ahko overime priamymi vypoctami: [|Qx[]? = x'QTQx = xTx = ||x||?, a

teda aj | Qx|| = [|x||. Zaroven (Qx, Qy) = x7QTQy = xTy = (x,y). O

Poznamka 4.32. Na obrazku 4.1b moézeme vidiet, Ze vynéasobenie rotacnou maticou Ry
zachovava uhly medzi vektormi.
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Veta 4.33 (QR rozklad matice). Nech A € R™*", kde m > n, ma hodnost n. Potom existuje
ortogonalna matica Q € R™*™ a horné trojuholnikova matica R € R™*" 7Ze plati A = QR.

Doékaz. Kedze A méa plnua stlpcovit hodnost, jej stipce st linearne nezavislé, a teda pre ne
mozeme pouzit Gramovu-Schmidtovu ortogonalizéciu, pozri vetu 1.42. Cize existuju ortogo-
nalne a nenulové by, ..., b, € R™, Ze b; = a; — Zf;ll z;;b; pre j =1,...,n, ¢o sa d& zapisat
ako a; = b; + Zf;ll x; ;b;, alebo v blokovom zépise

xl,j
Tj—1,
a; = (b1 bn) 1 = Bx;,
0
0
kde x; € R” je prislusny vektor koeficientov. Spolu moéZeme pre j = 1,...,n tieto rovnice
zapisat ako A = BX, kde
a;i,ja { < j7
(X)y=4q1, i=j
0, 1> 7.

Matica X je zjavne horna trojuholnikova. Stlpce matice B sti ortogonalne; ak chceme dosiah-
nut ortonormalne stlpce, zapiSme

A = Bdiag(1/[[by], ..., 1/[[ba]]) - diag([[ba], ..., [[bn[[)X.
Potom Q = Bdiag(1/||by|,...,1/||bn||) je ortogondlna a R = diag(||b1],-..,[|bs|)X je
horné trojuholnikova. O]

Doésledok 4.34 (Uzky QR rozklad matice). Nech A € R™ ", kde m > n, ma hodnost n.
Potom existuje matica Q € R™*" s ortonormélnymi stlpcami a regularna horna trojuholnikova
matica R € R™*", Ze plati A = QR.

Dékaz. Zapisme si matice z vety 4.33 ako Q = (Q1,Q2) a
_ (R
"= (k)

kde Q; € R™™ a Ry € R™". Kedze Q je ortogonalna, tak Q; aj Q2 maju ortonormélne
stipce. KedZe R je horna trojuholnikové, tak Ry je horna trojuholnikova a R, = 0. Potom

A=QR = (Qb Qz) <I({)1> = QR

a Qp,R; su hladané matice. Matica R, je regularna, lebo na jej diagonale su podla dokazu
vety 4.33 nenulové ¢isla. O

41



Maticové algebra pre Statistiku a analyzu dat

Poznamka 4.35. KedZe ortogonalne matice reprezentuju rotécie a reflexie (preklopenia okolo
nadrovin), st kliéovym nastrojom v mnohych metédach analyzy dat, napr. v metdde hlav-
nych komponentov, faktorovej analyze, kanonickych korelacidch a spektralnom zhlukovani.
Na obréazku 4.2 je znazornen4 roticia pozorovani v R? o /3 (&iZe o 60°) v smere hodinovych
ruciciek.

S ortogonalnymi maticami sa velmi dobre pracuje (vid poznamka 4.28 a lema 4.31), preto
st pouzivané aj pri numerickych vypoctoch, ktoré softvér vykonéva pri aplikacii roznych me-
tod; najma prostrednictvom QR rozkladu. Napriklad v linedrnej regresii sa riesi tzv. problém
najmensich Stvorcov (s ktorym sa stretneme v kapitole 7), pricom pri numerickom rieseni
tohto problému sa bezne pouzivaju ortogonalne matice.

X2

Obr. 4.2: Rotécia dat o 60° okolo 05 v smere hodinovych ruciciek. Povodné data st znazornené
vyplnenymi kriizkami, transformované data st stvorce.

4.4.1 Helmertova matica

Definicia 4.36 (Helmertova matica). Helmertovou maticou nazyvame maticu H € R" ",
ktora je v tvare

(1, ..., xy)
2

CQ([L’l, —I—I,O, .. ,O)

2

2
r{+x5
03($1,$2,— 73 0, ,O)
H= 2,2, 2
ml+a:2+1'3
ca(w1, w2, 13, ——2-2,0,...,0)

eitad+. 4ol )

Tn

Cn(x1, 9,000 Ty, —
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pre nejaké x € R™, ktorého kazda zlozka je nenulové, pricom cy, ..., ¢, st konStanty zvolené
tak, aby riadky matice H mali normu 1:
1 1 1
=y = —F——F = )
X 2,7 2 2 (ai+a3)?

Lema 4.37 (Ortogonalnost Helmertovej matice). Kazda Helmertova matica je ortogonélna.

Doékaz. Ortogonalnost riadkov Helmertovej matice sa da nahliadnut z jej konstrukcie. Ich
ortonormalnost je zaru¢ena normaliza¢nymi konStantami c;. O]

Priklad 4.38. N4jdime ortogonalnu maticu, ktorej prvy riadok je nasobkom vektora (1,2, 3).
MoZeme skonstruovat prislusnt Helmertovu maticu H, kde x = (1,2,3)7:

61(17273)
H=| «(,-30 |,
63<1727_1J3r_4>
pricom

¢ = , = , C
VT4 +9 Vi i+1/d VB J1+4+25/9 V10

1 1 1 2 1 3

VIO V70 V70

je ortogonalna matica spliajica zadant podmienku. Skonstruujte Helmertovu maticu typu
4 x 4 pre x = (1,2,3,4)T.

Poznamka 4.39. Helmertova matica ndm umoznuje najst ortonorméalnu bazu vektorového
podpriestoru kolmého na zvoleny vektor x. épeciélne pre x = 1,, sa vektorové podpriestory
kolmé na x ¢asto pouzivaju v niektorych Statistickych metodach, kedze vektor samych jed-
notiek v nich hra prirodzene vynimo¢nu rolu.

4.4.2 Permutac¢né matice

Definicia 4.40 (Permutécia). Permutdcia o mnoziny {1,...,n} je bijekcia medzi {1,...,n}
a{l,...,n}.

Definicia 4.41 (Permutacna matica). Matica P € R"*" sa nazyva permutacné, ak vznikne
permutovanim riadkov (alebo stlpcov) matice identity I,,. Forméalne, o(i)-ty riadok matice P
je rovny vektoru e; (¢o je i-ty riadok matice I,,), pre nejaka permutaciu o mnoziny {1,...,n}.

Priklad 4.42. Permuta¢nou maticou je napriklad I, ale aj

P, = ., P,=|010
0010 L 0o
0100
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Je matica

w
w
I
oo o
——_ O
oo R

permutac¢nou maticou?

Poznamka 4.43. Lahko sa d4 nahliadnut, Ze pre permuta¢né matice plati:
(i) Pre n € N existuje n! roznych permutacnych matic typu n x n.
(ii) Kazda permuta¢na matica je ortogonélna.

(iii) P je permutacna matica prave vtedy, ked mé v kazdom riadku aj v kazdom stipci préave
jednu jednotku a jej ostatné prvky su nuly.

(iv) Ak A € R™™ a P € R™" je permuta¢na matica, tak AP je matica A so spermutova-
nymi stlpcami.

(v) Ak A € R™™ a P € R™" je permutacna matica, tak PA je matica A so spermutova-
nymi riadkami.

(vi) Sucin permuta¢nych matic je permutaénd matica.

4.5 Ulohy na precvicenie

Uloha 4.1. Ukazte, ze mnozina vietkych rieseni konzistentného systému je afinna. Zdévod-
nite teda, ze ak AX = B je konzistentny systém, X;,..., X su rieSenia tohto systému a
aq, ..., € R splhaju Zle a; = 1, tak aj Zle a; X; je rieSenim systému AX = B.

Uloha 4.2. Nech A = al,, + bJ,,, a,b € R, je tiplne symetricka matica (pozri priklad 2.4).
Ukazte, ze ak a # 0, b # —a/n, potom inverzia matice A je tiez uplne symetrickd matica.

Uloha 4.3. Dokaizte tvrdenie: Nech A € R™™ D € R™" st regularne matice a nech
B € R™" 3 C € R™™ su také matice, ze D™! + CA™!'B je tieZ regularna. Potom je aj
matica A + BDC regularna a plati

(A+BDC) !'=A'-A'B(D!+CA'B)'CA L (4.1)
Rovnost (4.1) sa nazyva Woodburyho formula.

Uloha 4.4. Presvedéte sa, Zze horna trojuholnikova matica je regularna prave vtedy, ked st
vSetky jej diagonélne prvky nenulové. Na zvolenej hornej trojuholnikovej matici typu 4 x 4
so vSetkymi diagonalnymi a nad-diagonélnymi prvkami nenulovymi demonstrujte, Ze inverzia
regularnej hornej trojuholnikovej matice je horna trojuholnikova matica.

Uloha 4.5. Nech A € R™ " je regularna matica, nech G € R™ " a nech p je prirodzené &slo.
Ukéazte, ze nasledovné dva vyroky su ekvivalentné: a) Pre kazdd maticu B € R™*P ma rovnica
AX = B riesenie X = GB; b) G = A~
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Uloha 4.6. Nech

10011
01011
A=1]100111
1 11320
11103

Pomocou vety 4.26 o inverzii blokovej matice alebo pomocou blokovej eliminécie ukazte, ze
A je regularna matica a najdite A71L.

Uloha 4.7. Co hovoria tvrdenia z podkapitoly 4.3 ak T, U, V., W, Q € R, teda ak jednotlivé
bloky st iba realne ¢isla? Interpretujte pomocou znameho vzorca pre determinant 2 X 2 matice.

Uloha 4.8. Pre kazdé 6 € R definujme maticu

v - (i) )

Zdovodnite algebraicky aj geometricky tvrdenie: U(a)U(B) = U(a + ) pre kazdé «, 5 € R.

Uloha 4.9. Opiste mnozinu vietkych ortogonalnych hornych trojuholnikovych matic typu
m X m.

Uloha 4.10. Najdite nejaka ortogonalnu maticu typu 3 x 3, ktorej prvy riadok je (3, %, \/Lﬁ)

0

Uloha 4.11. N4jdite nejaki ortogonalnu maticu typu 4 x 4, ktorej prvy riadok je ( —

).

-

1 g L
\/57 ) \/57
Uloha 4.12. Skonstruujte Helmertovu maticu typu n x n, ktorej prvy riadok je 17.

Uloha 4.13. Nech U € R™". Dokézte, 7e ak |Ux|| = ||x|| pre kazdé x € R", tak U je
ortogonalna. Pomadcka: mozete pouzit lemu 3.27.

Uloha 4.14. Nech Py, P, € R™ ™ st permutacné matice a nech A € R™ ™ je regularna
matica. Ukazte, Ze potom P; AP, je regularna matica a plati (P1AP,)~! = PTAIPT.

Uloha 4.15. Kol'ko obsahuje priestor R™*™ réznych permutacnych matic? Ak je m prvoéislo,
kol'ko je permutacnych matic P splhajucich P™ =1,,?

Uloha* 4.16. Kolko obsahuje priestor R™*™ permutaénych matic P splhajucich P? = I,,,?
(Ak dlohu neviete vyriesit pre vSeobecné m, vyrieste ju aspon pre m = 2,3,4.)
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Kapitola 5

Priestor matic a jeho geometria

5.1 Priestor matic
Veta 5.1 (O priestore R”*™). Mnozina R™*"™ vSetkych matic typu m X n spolu so s¢itanim
a nasobenim skaldrom tvori vektorovy priestor.

Dékaz. Pozadované vlastnosti vyplyvaju z vety 2.10; nulova matica (nulovy prvok vektorového
priestoru) je 0,,x, a opa¢na matica (opa¢ny prvok) ku matici A je —A = (—1) - A. ]

Poznamka 5.2 (Zakladné pojmy pre vektorovy priestor matic). KedZe priestor vietkych
matic typu m X n je vektorovy priestor, moézeme pouzivat terminolégiu zavedenu v kapitole
1. Menovite plati:

1. Podmnozina V' C R™*" je linearny podpriestor, ak samotné V' je vektorovy priestor.
Navyse, V' je linearny podpriestor priestoru R™*"™ vtedy a len vtedy, ked pre kazdé
A/ BeV acy,c €Rplati ciA+cBeV.

2. Vektorovij obal matic A4, ..., Ar € R™*" je mnozina
span(Aq,...,Ay) ={A € R™" | A=A + ... + Ay pre nejaké ¢y, ..., ¢, € R}
a je to zaroven najmensi linedrny podpriestor generovany tymito maticami.

3. Matice Aq,..., A, € R™*" nazyvame linedrne nezdvislé, ak rovnost ciA;+...+c A =
0,,xn Pre ci,...,c € Rimplikuje ¢ = ... = ¢ = 0.

4. Matice Ay, ..., Ay € R™*" tvoria bazu podpriestoru V', ak st nezavislé a V' = span(Ay, ...

Pocet prvkov bazy nazyvame dimenziou V.

Priklad 5.3. Ukazte, ze mnozina 8" vSetkych symetrickych matic typu n x n tvori linedrny
podpriestor v R™*™,

Priklad 5.4. Béazou priestoru R?*? st napriklad matice

o) (@) (o) (3)

Bazou podpriestoru 82 vietkych symetrickych matic typu 2 x 2 st napriklad matice

(o) (o) (1)
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Takze dim(R?*?) = 4 a dim(8?) = 3. Akt m4 vo vieobecnosti dimenziu priestor R™*" a aku
dimenziu ma §"7

Veta 5.5 (Operator vec ako linedrny izomorfizmus). Operator vec je linedrny izomorfizmus
medzi R™*™ a R™”, teda priestor matic typu m X n je linedrne izomorfny s priestorom mn-
rozmernych vektorov.

Doékaz. Vdaka vlastnostiam (i) a (ii) z vety 2.46 je vec linedrne zobrazenie (pozri defi-
niciu 1.53). Na dokaz surjektivnosti uvazme x € R™ a zapiSme ho v blokovom zapise
x = (xF, ..., xI)T kde x; € R™ pre i = 1,...,n. Potom vec((xy,...,%,)) = x. Toto zo-
brazenie je injektivne, lebo ak vec(A) = vec(B), tak zjavne (A);; = (B);; pre kazdé 4,5. O

Priklad 5.6. Zobrazme priestor matic R?*? pomocou operatoru vec ako priestor vektorov
R*, teda maticu
1 I3
(= %)

vyjadrime ako vektor x = (21, z9, 23, 74)". MnoZinu symetrickych matic 8 potom vieme vy-
jadrit ako podpriestor priestoru R?*, uréeny linedrnou rovnostou z3 = x5 (¢ize ako nadrovinu).

Ak uvazime iba matice s fixnym prvkom x4 = 0, tak priestor R**? vieme zakreslit ako R?,
a 82 moZeme zobrazit ako rovinu v tomto priestore uréent rovnicou z3 = o, ako moZeme
vidiet na obrazku 5.1. Priestor 82 teda vieme vyjadrit ako nadrovinu v R*, ktora v priestore
uré¢enom prvymi troma suradnicami mé tvar ako na obrézku 5.1, pricom okrem Tubovolne;j
hodnoty z; mézu jej body nadobudat aj Iubovolnt hodnotu z4. Kde by sa na obrazku 5.1

vyskytovala matica
2 3 9
3 0

X3 S?

Obr. 5.1: Znazornenie matic z R**? s nulovou hodnotou na pozicii (2,2) ako R? a zakreslenie
symetrickych matic 82 (s tou istou fixovanou hodnotou) ako roviny v tomto priestore.

Veta 5.7 (Operéator vech ako linearny izomorfizmus). Operator vech je lineérny izomorfizmus
medzi 8" a R™™t1/2 teda priestor symetrickych matic typu n x n je linedrne izomorfny s
priestorom n(n + 1)/2-rozmernych vektorov.
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Doékaz. 7 lemy 2.50 vyplyva, Ze vech je linedrne zobrazenie. Zaroven je injektivne, lebo ak A,
B st symetrické matice a vech(A) = vech(B), tak (A);; = (B);; pre i > j a zo symetrickosti

potom vyplyva aj (A);; = (B);; pre i < j. Na dokaz surjektivnosti uvdzme x € Rm(n+1)/2
a zapidme ho v blokovom zapise x = (x7,...,x.)7, kde x; € R",x, € R*' ... x, € RL
Potom, ak A € 8™ mé v dolnom trojuholniku prvky xy,...,x,, tak x = vech(A). ]

5.2 Stopa matice
Definicia 5.8 (Stopa matice). Stopa $tvorcovej matice A € R™*" je sucet jej diagonalnych
prvkov, znac¢ime ju tr(A) = Y (A);.

Poznamka 5.9. Znacenie tr(A) vychadza z anglického trace. V slovenskej literatire sa mo-
zeme stretnut aj so zna¢enim st(A) od slova “stopa’.

Veta 5.10 (Zakladné vlastnosti stopy). Nech A, B € R™"™ a ¢ € R. Potom tr(cA) = c-tr(A)
atr(A+B) = tr(A) +tr(B), ¢ize zobrazenie tr : R"*" — R ktoré priraduje Stvorcovej matici
jej stopu, je lineérne.

Dokaz. Dokaz nechavame na citatela. O
Poznamka 5.11. Pre kazdu A € R™*" plat{ tr(A) = tr(AT).

Veta 5.12 (O vymene poradia nasobenia v stope). Nech A € R™" B € R™™. Potom
tr(AB) = tr(BA).
Dokaz. Pocitajme

m m n n m

tr(AB) = > (AB)ii = > ) (A);(B);i =Y > (B)ji(A);; = tr(BA).

=1 i=1 j=1 7j=1 =1

Poznamka 5.13. Specidlne pre x € R dostavame tr(xx?) = tr(x7x) = x"x = ||x||?.

Poznamka 5.14. Pre sicin viacerych matic plati, Ze poradie nasobenia mozeme menit “cyk-
licky” (ak sedia rozmery), ale nie I'ubovolne. Teda napriklad pre A,;B,C € R™™ plati
tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB), ale vo vSeobecnosti neplati tr(ABC) = tr(CBA).

Dosledok 5.15. Nech A € R™" B € R™™. Potom tr(AB) = tr(BA) = tr(BTAT) =
tr(ATBT).

Lema 5.16 (Kladna definitnost stopy). Nech A € R™". Potom tr(ATA) > 0. Navyse
A = 0,,x, prave vtedy, ked tr(ATA) = 0.

Dokaz. Kedze tr(ATA) =370 | 37" (A)7;, tak tr(ATA) > 0. Nech

77
n m

0=tr(ATA)=> "> (A),

j=1 i=1

Z toho vyplyva, ze (A);; = 0 pre kazdé ¢ a j, ¢ize A = 0. Dokaz opacnej implikacie je
trivialny. O
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5.3 Geometria priestoru matic

5.3.1 Skalarny stcin a norma

Veta 5.17 (O skalarnom sucine v priestore matic). Zobrazenie (, ) : R™*"™ x R™*" — R
definované ako (A,B) = tr(ATB) pre kazdé A,B € R™*" predstavuje skalarny su¢in na
Rmxn‘

Dokaz. Overme vlastnosti skalarneho sucinu podla definicie 1.29. Symetrickost vyplyva z

dosledku 5.15. Druha a tretia vlastnost vyplyvaju z vety 5.10 a posledna vlastnost plati
podla lemy 5.16. n
Désledok 5.18. Nech A € R™". Potom ||A| = (tr(ATA))? je norma na R™*™ a uhol
medzi nenulovymi maticami A a B je o € [0, 7], kde

tr(ATB) (A, B)
cos(a) = = :
tr'/2(ATA) - 2r'2(BTB)  [|A]l - [B]
Poznamka 5.19. Skalarny sacin (A, B) = tr(A7B) na R™*" sa vzhladom na poznamku
5.11 a vetu 5.12 d4 vyjadrit aj ako (A, B) = tr(BTA) = tr(BAT) = tr(AB7”).
Priklad 5.20. Overte, ze tr(A"B) = 37", 37" | (A); ;(B);; pre kazdé A,B € R™". Teda
tr(ATB) je stucet vietkych zloziek matice A ® B, kde ® zna¢i Hadamardov stéin.

Poznamka 5.21. Dalej budeme v priestore R™*" vidy uvazovat skalarny sacin (A,B) =
tr(A"B) a prislusni normu [|A| = (tr(ATA)V? = (377, 377 (A)7)"?. Této maticova
norma sa nazyva tiez Frobeniova norma a niekedy sa preto znadi || . || p.

Poznamka 5.22. Podla prikladu 5.20 skalarny stéin (A, B) = tr(ATB) zodpoved4 beznému
skaldrnemu stcinu (x,y) = x’y na priestore R™. Presnejsie, tr(ATB) = vec(A)?vec(B),
¢ize (A, B) = (vec(A), vec(B)). Podobne teda maticova norma zodpoveda beznej euklidovske;
norme na R™: ||A|| = ||vec(A)]|, a uhol medzi dvoma maticami A a B je rovny uhlu medzi
vec(A) a vec(B).

Veta 5.23 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost pre matice). Nech A, B € R™ ", Potom tr?(ATB) <
tr(ATA)tr(BTB). Navyse rovnost nastava prave vtedy, ked B = 0,,x,, alebo A = ¢B pre ne-
jaké c € R.

Dokaz. Veta plati podla vSeobecnejsej vety 1.34, dokdzme ju ale priamo. Ak B = 0, tak
nerovnost zjavne plati v tvare 0 < 0. Mézeme predpokladat B # 0, a teda ||B|| > 0. Pre
kazdé z,y € R plati

0 <tr((zA —yB) (zA — yB)) = tr(2?ATA — 2yA"B — 2yBTA + y*B'B)

5.1
= 2%tr(ATA) — 2zytr(ATB) + 3*tr(B'B). (5:1)

Specidlne mézeme polozit z = tr'/2(BTB) a kedZe predpokladame ||B|| > 0, moZeme tieZ
polozit 3y = tr(ATB) /tr'/2(BTB). Dostavame tak

0 < tr(ATA)tr(B"B) — 2tr*(A"B) + tr*(ATB),
a teda tr’(ATB) < tr(ATA)tr(B'B).

Ak A = B, tak zjavne nastava rovnost. Naopak, aby nastala rovnost v Cauchyho-
Schwarzovej nerovnosti, musi nastat aj v nerovnosti (5.1) pre z,y zvolené vyssie. Potom z
lemy 5.16 vyplyva, ze zA — yB = 0. KedZe ||B|| > 0, tak > 0. Preto rovnost zA —yB =0
mozeme zapisat ako A = (y/x)B. O
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5.3.2 Ortogonalnost

Poznamka 5.24. KedZe (A, B) = tr(ATB) tvori skaldrny stéin na vektorovom priestore
R™ ™ tak mozeme pouzivat terminologiu tykajucu sa vektorovych priestorov so skalarnym si-
¢inom. Specialne, mnozina matic {A1, ..., A} C R™ " sa nazyva ortogondlna, ak (A;, Aj) =
0 pre kazdé i # j. Ak navyse |A;|]| =1 prei = 1,... k, tak tdto mnozina sa nazyva ortonor-
mdalna.

Lema 5.25 (Ortogonélnost a nezavislost matic). Nech mnozina nenulovych matic {Aq,..., Ay} C
R™*™ je ortogonéalna. Potom Ay, ..., Ay st linedrne nezavislé.

Dékaz. Nech z1A; + ...+ xxAr =0 pre z1,..., 2, € R. Potom (1A + ...+ Ak, A;)) =0
prei=1,...,k, ¢ize x1({A1, A;) + ...+ xp(Ay, A;) = 0, ¢iZe Specidlne z;(A;, A;) = 0. Kedze
A; #0, tak (A;, A;) #0, a teda z; = 0. Dostavame x; = ... =z, = 0. O

Poznamka 5.26. Lema 5.25 je Specidlnym pripadom vety 1.40.

Veta 5.27 (Gramova-Schmidtova ortogonalizécia matic). Nech Aj,..., Ay € R™*" je mno-
zina linearne nezavislych matic. Definujme By, ..., By nasledovne:
Bl = A17

By = A, — I1,2B1,
Bs = Az — 552,3]32 - $1,3B1,

k-1
B, =A,— ) B,

i=1

kde z;; = (A;,B;)/(B;,B;), pre kazdé i, j. Potom By, ..., By tvoria ortogonalnu bazu pod-
priestoru span(Ay, ..., Ay). NavySe Cy,...,Cy, kde C; = B;/||B;|| pre i = 1,...,k, tvoria
ortonormalnu bazu tohto podpriestoru.

Doékaz. Veta je dosledkom vety 1.42 O

Veta 5.28 (O ortonormalnej baze). Kazdy linedrny podpriestor priestoru R™*™ mé ortonor-
malnu béazu.

Doékaz. Kazdy linedrny podpriestor mé bazu A4, ..., A, a td moézeme pomocou Gramovej-
Schmidtovej ortogonalizacie transformovat na ortonormélnu bazu Cy, ..., Cy. Veta je tiez
Specialnym pripadom doésledku 1.44. O
Veta 5.29 (O suradniciach vzhladom na ortonormélnu bézu). Nech A, ..., Ay tvoria orto-

normélnu bazu linearneho podpriestoru V' C R™*". Potom pre kazda maticu A € V plati
A=(AJADA + ...+ (A A A,

Dokaz. Kedze A, ..., Ay tvoria bazu, tak existuju x1,..., 2 € R, 7e A = 21A1+.. .+ 1AL

Potom <A,A1> = 1‘1<A1,Ai> + ...+ l’k<Ak,AZ> = $1<AZ,A1> = Ty, kedze <AJ,AZ> =0 pre

j#ia(A;A;) =1.7Z toho vyplyva, ze z; = (A Ay),i=1,...,k. O
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5.4 Ulohy na precviéenie

Uloha 5.1. Nech A, ..., A, € R™*". Ukaite, 7e existujt indexy 1 < iy < ... <14, < k také,
ze Ay, ..., A; tvoria bazu priestoru span(Aq, ..., Ag).

119 °

Uloha 5.2. Presvedéte sa, ze mnozina U, vietkych hornych trojuholnikovych matic typu nxn
a mnozina £, vSetkych dolnych trojuholnikovych matic typu n x n sa linedrne podpriestory
priestoru R"*". Akt majua tieto priestory dimenziu? Charakterizujte linearny priestor D,, =
U, N L,. Akt dimenziu ma priestor D,,?

Uloha 5.3. Antisymetrickou nazyvame kazda maticu A € R™", ktora splha AT = —A. Zdo-
vodnite, preco mnozina vSetkych antisymetrickych matic typu n xn tvori linedrny podpriestor
priestoru R™*". Aka dimenziu ma tento linedrny podpriestor?

Uloha 5.4. Nech X(A) je mnozina vietkych n x n matic, ktoré komutuji s danou maticou
A € R™ " Ukazte, Ze pre kazda A € R™ " plati: K(A) # 0 a K(A) je linearny podpriestor
Rnxn.

Uloha 5.5. Dokazte, 7e ak st matice A, B, C € R™*" symetrické, tak tr(ABC) = tr(BAC).
Ukéazte, ze rovnost tr(ABC) = tr(BAC) neplati pre matice A, B, C € R" ", ak matice A, B
nekomutuji a C = (AB — BA)T.

Uloha 5.6. a) Dokazte Pytagorovu vetu pre matice, ¢ize dokazte, ze ak A, B € R™ ™ su
navzajom ortogonalne nenulové matice (t.j. skalarny sicin matic A a B je 0), tak ||A|]* +
|BJ||? = ||[A + B||?>. b) Dokazte rovnobeznikovti vetu pre matice, ¢ize dokazte, ze ak A, B €
R™" tak 2||A]|* + 2||B||* = ||[A + BJ|* + ||A — BJ|?. ¢) Dokézte polariza¢ni rovnost pre
matice, ¢ize dokézte, ze ak A, B € R™", tak (A,B) = 1(|A +B|? - |A — B|]?).

Uloha 5.7. Pomocou Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti dokézte trojuholnikovi nerovnost:
I|A + B| < ||A]| + ||B]| pre vietky A, B € R™ ™ pri¢om rovnost plati len v pripade B = 0
alebo ak A = ¢B pre nejaké ¢ € R.

Uloha 5.8. Dokézte nasledovné tvrdenie: Nech A € R™*" a b € R™. Potom ||Ab]|| < ||A]| -
|bll. Pomécka: ||(ai,...,a,) b|> =>_" (alb)? pre akékolvek vektory ay, ..., a,, b € R"™

Uloha 5.9. Dokazte kosinusovi vetu pre matice, ¢ize dokazte, ze ak A, B € R™*™ st nenulové
matice, tak ||A — BJ|?> = ||A||* + ||B|* — 2||A||||B]| cos(7), kde 7 je uhol medzi A a B.

Uloha 5.10. Nech a, b st nenulové n-rozmerné vektory. Najdite uhol medzi maticami I,,, aa”

a uhol medzi maticami aa”, bb”".

Uloha 5.11. a) Najdite nejakt ortonormélnu bazu priestoru symetrickych matic typu 2 x 2,
ktora obsahuje maticu (1,0)7(1,0). b) Najdite nejakt ortonormalnu bazu priestoru symetric-
kych matic typu 2 x 2, ktora obsahuje maticu (1/v/2)I,.
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Kapitola 6

Zovseobecnené inverzné matice

V réznych metédach na analyzu dat sa bezne stretavame s potrebou riesit systémy linear-
nych rovnic AX = B alebo Ax = b. Ak je matica A regularna, rieSenie Tahko vyjadrime
inverznou maticou. Ak vSak A reguldrna nie je (pripadne ak nie je ani $tvorcova), inverznu
maticu nemozeme pouzit. Stale vSak rieSenie konzistentného systému vieme vyjadrit maticovo
— na to slizia zovseobecnené inverzné matice. Aj ked systém nie je konzistentny, pomocou
zovseobecnenych inverzii vieme vyjadrit jeho priblizné rieSenie, ako uvidime v kapitole 7.

6.1 Zakladné vlastnosti

Definicia 6.1 (ZovSeobecnend inverzia). Zovseobecnenou inverznou maticou (zovSeobecne-
nou inverziou) matice A € R™*" nazyvame ubovolni maticu G € R"*™, pre ktoru plati
AGA = A. Ak G je zovSeobecnena inverzia matice A, zna¢ime ju A~ a mnozinu vSetkych
zovseobecnenych inverzii matice A znacime G~ (A).

Poznamka 6.2. Matica A~ teda reprezentuje Tubovolnu zov§eobecnent inverziu matice A.

Priklad 6.3. Nech

1 0
A-(122). a- o
0 0

Ukazte, ze G je zovseobecnenou inverziou matice A. Skuste najst aspon jednu zovSeobecnenu
inverziu matice Jo a najdite mnozinu G (0,,xx)-
Veta 6.4 (Zakladné vlastnosti zovseobecnenych inverzii). Nech A € R™*". Potom:
(i) Ak G € G (A), tak ¢ 'G € G (cA) pre ¢ # 0.
(ii) Ak G € G (A), tak GT € G~ (AT).
(iii) Ak m =n a A je regularna, tak G~ (A) = {A~1}.
(iv) Ak rank(A) = m, tak G € G~ (A) prave vtedy, ked G je pravou inverziou A.

(v) Ak rank(A) =n, tak G € G (A) prave vtedy, ked G je lavou inverziou A.
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Dékaz. Dokazme tvrdenie (iv). Nech G € G~ (A), potom AG = AGI = AGAR = AR =1,
kde R je lubovolna prava inverzia matice A, ktora existuje podla lemy 4.8. Rovnost AG =1
znaci, ze G je pravou inverziou A. Naopak, nech G je prava inverzia matice A. Potom
AGA = Al = A ateda G € G (A). Aj dokazy ostatnych tvrdeni si priamociare, nechavame
ich na ¢itatela. O

Poznamka 6.5. Neformalne sa daja tvrdenia (i) a (ii) vety 6.4 formulovat ako (cA)™ =
c A~ (A)T = (AT)~. Takyto zépis ale nie je korektny, kedZe zovieobecnené inverzia vo
vSeobecnosti nie je jedina. Tvrdenie (iii) vieme neformélne zapisat ako A~ = A~! v pripade,
ze A je regulérna.

Veta 6.6 (O vyjadreni zovSeobecnenej inverzie pomocou BT rozkladu). Nech 0 # A € R™*"
mé hodnost rank(A) = r a nech A = BT, kde B € R™*", T € R™" a rank(B) = rank(T) =
r. Nech L € R™" je lava inverzia matice B a R € R"*" je prava inverzia matice T. Potom

RL € G (A).
Dékaz. Overme definiciu zovSeobecnenej inverzie: A(RL)A = BTRLBT = BIIT = A. [
Poznamka 6.7. Rozklad A = BT vo vete 6.6 vzdy existuje podla vety 3.11.

Dosledok 6.8 (Existencia zovSeobecnenej inverzie). Pre kazda A € R™*" existuje aspoii
jedna zovSeobecnena inverzia A~.

Veta 6.9 (Mnozina zovseobecnenych inverzii je afinna). Nech A € R™*"™. Potom G~ (A) je
afinnd, ¢ize ak aq, ...,y st realne Cisla, ktorych sicet je 1, a Gq,..., Gy st zovSseobecnené
inverzie matice A, tak aj matica > .;_, a;G; je zovSeobecnenou inverziou matice A.

A N . . .- o . .. o .. . k
Dékaz. Dokaz je priamodiary, staci overit definiciu zovSeobecnenej inverzie pre ) ., a;Gy,
detaily nechéavame na Citatela. ]

Veta 6.10 (Symetrickd zovSeobecnend inverzia symetrickej matice). Nech A € R™" je sy-
metricka. Potom existuje symetrickda G* € G~ (A).

Dokaz. Nech G je zov8eobecnend inverzia A, teda AGA = A. KedZe A je symetricka, tak
transponovanim tejto rovnice dostaneme AGTA = A. Polozme G* = (G + G”)/2. Potom
AG*A =271 (AGA + AGTA) = A, ¢ize G* je zovSeobecnenou inverziou A. Zéaroven je G*
symetricka, kedze (G*);; = (Gji + Gy;)/2 = (G*)yprei=1,...,n,j=1,... n. O

6.2 Vztah zovSeobecnenych inverzii so systémom linear-
nych rovnic

Veta 6.11 (O vyjadreni jedného riesenia systému linedrnych rovnic pomocou zovseobecne-
nej inverzie). Nech A € R™" G € R™™ a k € N. Potom nasledujice dve tvrdenia st
ekvivalentné:

(i) GB je rieSenim systému AX = B (v premennej X) pre kazdt maticu B € R™** pre
ktori je dany systém konzistentny.

(i) G € G (A).
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Dékaz. Nech plati (i). Zapisme A = (ay,...,a,). Nech ¢ € {1,...,n} a uvazujme sys-
tém AX = By, kde B; = (a;,0,,,...,0,,) € R™* Tahko sa moZno presvedcit, ze X =

(€;,0,,...,0,) € R je riefenim tohto systému, a teda podla (i) je GB; tieZ rieSenim.
Takze AG(a;,0,,,...,0,,) = (a;,0,,,...,0,), z ¢oho vyplyva AGa; = a;. Potom AGa; =
ai,...,AGa, = a,, o mozeme zapisat ako AGA = A, ¢ize G je zovSeobecnena inverzia
matice A.

Nech plati (ii) a nech AX = B maé nejakeé riesenie X,. Potom AGB = AGAX, = AX,
B, a teda GB je riesenim AX = B.

co

Veta 6.12 (Vyjadrenie inkltzie stlpcovych priestorov pomocou zovieobecnenej inverzie).
Nech A € R™" B € R™**. Potom

(i) ak €(B) C C(A), tak B = AA™B pre aktkolvek A~ € G~ (A),

(ii) ak existuje A~ € G~(A), ktora splia B = AA~B, potom C(B) C C(A).
Dékaz. Nech C€(B) C C(A). Potom podla vety 3.4 existuje X € R"*? 7e B = AX, ateda B =
AA-AX = AA B pre aktkolvek A~. Na dokaz ¢asti (ii) predpokladajme, 7e B = AA™B
pre nejaki A~. Potom B = AX pre X = A™B, a teda veta 3.4 implikuje ¢(B) C C(A). O
Dosledok 6.13. Nech A € R™*". Potom pre kazdé x € R" plati

(i) ak x € C(A), tak x = AA~x pre akiukolvek A~ € §~(A),

(ii) ak existuje A~ € G~(A), ktora splita x = AA™x, potom x € C(A).
Doékaz. Ked vo vete 6.12 zvolime B = x, dostaneme poZadované tvrdenie. O

Désledok 6.14. Nech A € R™*". Potom C(A) = N(I,, —AA™) pre [ubovolnu A~ € G~ (A).

Dékaz. Pre Tubovolnu A~ z dosledku 6.13 plynie, ze x € C(A) prave vtedy, ked (I, —
AA7)x =0, ¢o dokazuje rovnost C(A) a N(I,, — AA™). O

Désledok 6.15 (Vyjadrenie konzistencie linedrneho systému pomocou zovSeobecnenej inver-
zie). Nech A € R™*" a B € R™**, Potom systém AX = B (v premennej X) je konzistentny
prave vtedy, ked B = AA~B pre akikolvek A~ € G~ (A).

Veta 6.16 (O vztahu medzi C(A) a C(AA™)). Nech A € R"™*". Potom C(A) = C(AA™) pre
[ubovolnia A~ € G (A).

Dokaz. 7 vety 3.4 vyplyva C(AA™) C C(A). Kedze AA~A = A, tak z tej istej vety vyplyva
aj C(A) CC(AA"). L

Désledok 6.17. Nech A € R™ ™. Potom rank(A) = rank(AA~) pre Tubovolnia A~ €
G (A).

Veta 6.18 (Charakterizacia vsetkych rieseni konzistentného systému linearnych rovnic). Nech
A c R™" B ¢ R™** Matica X* € R™ je riefenim konzistentného systému AX = B vtedy
a len vtedy, ked existujit A~ € G (A) a’ Y € R™F take, 7e X* = A"B + (I, — A"A)Y.
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Dékaz. Nech AX* = B. Potom X* mdzeme zapisat ako X* = X* — A~ (AX*—B)=A"B+
(I— A~ A)X* pre l'ubovolntt A~. Naopak, nech existujt A~ a’Y € R™* Ze X* = A"B+(I—
A-A)Y. Potom AX*=AA "B+ A(I-A"A)Y =A"AB+ (A—-A)Y = AA B. Kedze
systém je konzistentny, tak existuje Xy € R™* 7e AX, = B, ¢ize AA"B = AA~AX, =
AX, =B, a teda AX* = B. O

Dosledok 6.19. Ak A € R™ ", tak X* je rieSenim AX = 0,,,», prave vtedy, ked existuju
A= € G (A)aY € Rk také, 7e X* = (I, — A"A)Y.

Doésledok 6.20. Ak A je regularna, tak X* je rieSenim AX = B vtedy a len vtedy, ked
X*=A"1B.

Priklad 6.21. Skuste sformulovat a dokézat tvrdenie podobné dosledku 6.20 pre maticu A
s plnou stIpcovou hodnostou.

6.3 Vyjadrenie zovSeobecnenych inverzii

Veta 6.22 (Explicitné vyjadrenie vSetkych zovSeobecnenych inverzii matice A). Nech A €
R™*™ ma hodnost 0 < r < min{m,n}. Nech 1 <i; < ... <4, < m sua také indexy, ze riadky
11,...,1. matice A su linearne nezéavislé a nech 1 < j; < ... < j,. < n su také indexy, zZe
stipce j1,...,j, matice A st linedrne nezavislé. Nech P € R™ ™ je akakolvek permutacna
matica, ktorej prvych r riadkov st 1 x m vektory €], ... el . Nech Q € R™" je akékolvek
permutané matica, ktorej prvych r stipcov st ej,...,ej € R" Nech

- (B B
B=PAQ= <B21 Bzz) :

kde By; € R™". Potom By; je regularna. Navyse plati G € G~ (A) vtedy a len vtedy, ked

G=Q (6.1)

(Bl_ll — XB,;,B! — B;!'B,Y — B{!B,ZB,, B} X) p
Y Z

pre nejaké matice X € R™*(m=7) Y ¢ Rr=r)xr 7 ¢ R(r=r)x(m=7)

Dokaz. Blok Bi; matice B = PAQ je regularna matica podla lemy 3.21. Potom podla lemy
4.25 plati By = B21B1_11B12, a preto mozeme B zapisat ako

B _
o (i .

Matica H je zovSeobecnenou inverziou B préave vtedy, ked BHB = B, ¢ize ked
B\ p-1 Bi1) -1 _ (Bu\ 1
(B21> B (Bll B12) H (B21> B (Bll B12) = \B,, B (Bn B12) :

Matice
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maju podla vety 3.20 hodnost r, a teda rovnost BHB = B nastava podla vety 4.10 prave
vtedy, ked

_ B _ _
B! (B Biy)H <B;) B! = Bl

H;; Hyp
H= ,
(H21 H22>

ZapiSme

kde H;; € R"™*". Potom

Bll

B1_11 (Bll B12) H (B21) B1_11 = Hll + B1_11B12H21 —|— H12B21B1_11 + B1_11B12H22B21B1_11.

Teda BHB = B nastéva vtedy a len vtedy, ked
H11 = Bfll — BI11B12H21 — H12B21B;11 — B;11B12H22B21BI11. (62)

Kedze B = PAQ a kazda permuta¢nd matica je ortogonalna (¢ize P~ = P a Q! =
Q7), tak A = PTBQT. Potom G je zovSeobecnenou inverziou A prave vtedy, ked PTBQTGPTBQ! =
PTBQ7, ¢o je ekvivalentné s BQTGPTB = B. Cize G € G~ (A) prave vtedy, ked Q"GP” ¢
G~ (B), ¢o z definicie nastava prave vtedy, ked Q'GP = H pre nejakiti zovieobecnent in-
verziu H matice B. To je ekvivalentné s G = QHP. Ozna¢me si matice Hi; = X, Hy; = Y,
Hy, = Z a dosadme tvar (6.2) do matice H. Potom G € §~(A) prave vtedy, ked je v tvare

G=Q Y v/

(B;f — XBy,Bj; — Bi{B;,Y — B{'B,ZBy; B} X) p
¢o sme chceli dokazat. ]

Priklad 6.23. Veta 6.22 neforméalne plati aj ked » = m alebo r = n, ak matice, ktorych
niektory rozmer je nulovy, pokladdme za prazdne (neexistujtuce). Sformulujte ako by tato
veta znela korektne pre r = m(< n) a pre r = n(< m).

Poznamka 6.24. épeciélne pre X =0,Y =0 a Z = 0 dostavame vo vete 6.22, Ze

-1
G=Q (Bél 8) p

je zovseobecnenou inverziou matice A.

Priklad 6.25. Nech

-6 2 -3 -2
A = 3 -1 2 5
-3 1 -1 3

Potom rank(A) = 2 a napriklad stlpce 1 a 4 st nezavislé a riadky 1 a 3 st nezavislé. Maticu
B mozeme ziskat pomocou

P — 0 0 1 B Q - 9
01 0 0001
0100
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¢ize
—6 2 -3 =2 —6 -2 2 -3
B=PAQ=| -3 1 -1 31Q=1-3 3 1 —1
3 —1 2 5 3 5 —1 2
Potom

—6 -2
Bu- (25 3
mé plnt hodnost a jej inverzia je

]

Zovseobecnent inverziu G € G~ (A) teda vieme ziskat ako

—3/24 —2/24 0 —3/24 0 —2/24
=324 624 0], [ 0o 0o 0
G=Q1 o ofPT| o o o
0 0 0 —3/24 0 6/24

Néajdite int zovSeobecneni inverziu matice A.

Veta 6.26 (Mnozina G~ (A) ako posunuty vektorovy podpriestor). Nech A € R™*" ma
hodnost 7. Nech P, Q st Tubovolné permuta¢né matice z vety 6.22 a B = PAQ je v blokovom
tvare ako vo vete 6.22. Potom G~ (A) = G* + £, kde

-1
(F_Q(%lg)P

—XB;,B; - B/B,Y - B!B,ZB; B! X
L:{Q Y 7

X e Rrx(mfr), Y € R(nfr)xr’ 7 c R(nfr)x(mfr)}.

Navyse plati, ze G* € G~ (A) a £ je vektorovy podpriestor R™™ dimenzie nm — r?.

Dékaz. Podla vety 6.22 plati G € G~ (A) prave vtedy, ked G = G* + C, pre nejaku C € £,
¢im je prva cast vety dokézana. Matica G* je zov8eobecnenou inverziou matice A podla
poznamky 6.24. Dokaz toho, ze £ je vektorovy podpriestor, nechdme na ¢itatela (vid uloha
6.6). Dimenzia £ je rovna poctu volnych parametrov pri zapise £, teda celkovému poctu
prvkov matic X Y a Z. Teda

dim(L) =r(m —r)+ (n—7r)r+ (n—r)(m —7r) = nm — r2

Poznamka 6.27. Pod zapisom G (A) = G* + £ vo vete 6.26 rozumieme, Ze
G (A) = {G € R""™ | existuje C € £ také, ze G = G* + C}.

Spominana veta nam hovori, Ze G~ (A) (¢o je podla vety 6.9 afinnd mnozina) vieme zapisat ako
vektorovy podpriestor dimenzie nm — r? v nm-rozmernom priestore R"*™ posunuty pomocou
G* tak, Ze neprechddza maticou 0,,x,,. MnoZina §~(A) teda predstavuje (nm — r?)-rozmerni
posunuta “rovinu” v R"*™. Preto §~(A) mozeme schematicky kreslit ako rovinu posunutu z
podiatku suradnicovej ststavy (ako na obrazku 6.1D).
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Dosledok 6.28 (Pocetnost zovSeobecnenych inverzii). Nech A € R™*". Potom ak A je
Stvorcova a reguldrna, tak ma prave jednu zovSeobecnenid inverziu. Inak ma A nekonec¢ne
vela zovSeobecnenych inverzii.

Veta 6.29 (Vyjadrenie vSetkych zovSeobecnenych inverzii pomocou jednej zovSeobecnenej
inverzie). Nech A € R™*™ a nech G* € G~ (A). Potom G € G~ (A) prave vtedy, ked existuje
ZecR™ 76 G=G"+7Z - G'AZAG".

Dékaz. Nech G € G~ (A). Potom sa lahko overi, ze plati G = G* + (G — G*) — G*A(G —
G*)AG*. Staci teda polozit Z = G — G*. Naopak predpokladajme, ze G = G* + Z —
G*AZAG" pre nejaktt maticu Z € R™ ™. Overme definiciu zovSeobecnenej inverzie:

AGA = AG'A + AZA - AG'AZAG'A = A + AZA - AZA = A.

Priklad 6.30. Najdime vSetky zovSeobecnené inverzie matice

1 2
A= 3 5
-4 =7

Pomocou poznamky 6.24 sa da ziskat zovSeobecnené inverzia

« (-5 20
G = ( 3 —1 O) '
Overte, ze AG*A = A. Podla vety 6.29 su vSetky zovSeobecnené inverzie G € G~ (A) dané
ako G = G"+Z — G*AZAG*. Oznacme

a b ¢
zz(d ' f).

1 0
« « (1 0\ [fa b c
a1 (09 (0

Potom

o O O

_(a—c b—c O
S \d—f e—f 0)’

v

Clze
s e « (-5 20 c c\ _(-5+c 2+4c¢ ¢
G=G"+7Z-G'AZAG —( 3 1 0>+<f f f)_( S4f 14 f f)’

Teda
—5+c 24c c
G = R .
( 34+ f —1+f f>’c’f€ }
Poznamenajme, Ze ten isty predpis G~ (A) sme mohli ziskat aplikovanim vety 6.22. Vsimnite
si, ze G(A) je afinnd mnozina, ako vieme z vety 6.9. Najdite mnozinu §~(A) aj pomocou
vety 6.22.

o

G (A) = {G c R?*3
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6.4 Mooreova-Penroseova pseudoinverzia

Definicia 6.31 (Mooreova-Penroseova pseudoinverzia). Nech A € R™*". Potom maticu
AT € R™™ ktora splia vlastnosti

1. AATA = A (AT je zovSeobecnenou inverziou A),
2. ATAAT = A" (A je zovieobecnenou inverziou A™T),
3. (AAT)T = AAT (AAT je symetricka),
4. (ATA)T = ATA (ATA je symetrickd),
nazyvame Mooreova-Penroseova pseudoinverzia matice A.

Poznamka 6.32. Niekedy sa Mooreova-Penroseova pseudoinverzia nazyva skratene iba ako
pseudoinverzia.

Veta 6.33 (Existencia a jedine¢nost pseudoinverzie). Nech A € R™*". Potom existuje jedina
Mooreova-Penroseova pseudoinverzia A*. Ak A = 0,,,x,, tak AT = 0,,%,,. Ak 7 = rank(A) >
0, nech A = BT, kde B € R™*", T € R™" a rank(B) = rank(T) = r. Potom BTATT je
regularna a At = TT(BTATT)1BT.

Dékaz. Pre A = 0,,4, su vlastnosti 1-4 z definicie 6.31 zjavne splnené pre AT = 0,y,,.
NavySe, 2. vlastnost je splnené iba pre A = 0, lebo l'ava strana tejto rovnosti je pre A =0
vzdy nulova. Nech A # 0, potom existuje rozklad A = BT podla vety 3.11. Vsimnime si, Ze
B”B a TTY st r x r matice hodnosti r (na zaklade dosledku 3.35), ¢ize st regularne. Potom
hodnost r x 7 matice BTATT = BTBTT? je podla vety 4.18 rovna hodnosti matice BTB,
¢o je r. Teda BTATT je regularna. Polozme G* = TT(BTATT)"'B? = TT(BTBTT?)'BT.
Kedze TTT a BB st regularne, tak G* moZzeme zapisat ako G* = TZ(TTT)"1(BTB)"'BT.
Potom

AG*A =BTTY(TT") " Y(B"B) 'B'BT =BT =A

a
G*AG* =TH(TTH)'(B'B) 'B'BTT"(TT?) Y(B'B) 'B”
= T(TT")"Y(B"B)"'B" = G*.
Navyse
AG* = BTT(TT")'(B"B)'B" = B(B'B) 'B”
a

G*A = T(TTH) ' (B"B) 'B'"BT = T*(TT")'T.
Podla dosledku 4.16 st matice (BTB)™! a (TTT)~! symetrické, ¢ize aj AG* a G*A st
symetrické. Teda G* spliia vlastnosti 1-4, ¢im sme dokazali existenciu A™T.

Nech G je Tubovolna matica spliajica vlastnosti 1-4. Potom G = GAG. Pred dalsimi
Upravami najprv preskimajme vyrazy GA a AG:

GA = (GA)' = (GAG*A)" = (G*A)T(GA)" = G*'AGA = G*A
a podobne

AG = (AG)” = (AG'AG)” = (AG)T(AG*)” = AGAG" = AG".
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Teda
G =GAG = G'AG = G'AG" = G",

¢im je dokdzana jedine¢nost matice A™. n
Veta 6.34 (Zakladné vlastnosti pseudoinverzie). Nech A € R™*". Potom:
(i) Nech ¢ # 0. Potom (cA)" = ¢ tAT.
(i) (AT)* =(AN)".
(i) (AT)" = A.
(iv) Ak m =n a A je regularna, potom A" = A~1.
)

(v) Ak m =na A = diag(dy,...,d,), tak AT = diag(d;,...,d}), kde d} = 1/d; pre d; # 0
adf =0pred;=0,i=1,...,n.

(vi) Ak rank(A) =m, tak AT = AT(AAT)"L.
(vii) Ak rank(A) =n, tak AT = (ATA)"1AT.

Dékaz. Dokazy (i)-(v) st priamodiare, staci overit vlastnosti pseudoinverzie.

Pre dékaz (vi), nech rank(A) = m. Potom matica B z BT rozkladu A je regularna, a teda
podla vety 6.33 méme A+t = TT(BTATT)"'BT = TT(ATT) /(B")"'BT = TT(AT?) .
Zaroveiir AT(AAT)™! = TTBT(AT'B”)~! = T"BT(B”) " }(ATT)~! = TT(AT?)™!, ¢im sme
ukazali, ze AT = AT(AAT)™!. Dokaz (vii) je analogicky. O

Lema 6.35 (Pscudoinverzia po ortogonalnej transformécii). Nech A € R™ " a nech stipce
matice U € RP*™ st ortonormélne a stlpce matice V. € R7*" st ortonormalne. Teda UTU =
I, a VIV =1,. Potom (UAVT)T = VATUT.

Doékaz. Overme defini¢né vlastnosti pseudoinverzie. 1. UAVT (VATUT)UAV? = UAATAVT =
UAVT. 3. (UAVT(VA*UT))” = (UAA+UT)T = U(AA+)UT = UAVIVA*+U. Pri oboch
odvodeniach sme vyuzili prislusné vlastnosti (1., 3.) pseudoinverzie. Zvy$né dve vlastnosti
maju analogické dokazy. O]

Lema 6.36 (Pseudoinverzia A pomocou ATA). Nech A € R™ ", Potom matica (ATA)TAT
je pseudoinverziou matice A.

Dékaz. Oznaéme G = (ATA)TAT. Overime, Ze G splita definiéné vlastnosti pseudoinverzie.

1.AGA = A(ATA)TATA. KedZe C(AT) = C(AT A) (dosledok 3.35), tak podla zakladne;
vety o inklazii stipcovych priestorov existuje matica Z, ze AT = AT AZ. Transponovanim tejto
rovnice ziskavame A = ZTAT A a po dosadeni tak dostédvame

AGA = ZTATA(ATA)TATA = ZTATA = A,

pri¢om sme vyuzili vlastnost 1 pseudoinverzie (AT A)*.

2. GAG = (ATA)TATA(ATA)TAT = (ATA)TAT = G, vyuzZijuc vlastnost 2 matice
(ATA)T.

3. (AG)T = (A(ATA)TAT)T = A(ATA)TAT| pricom sme pouzili vlastnost, Ze symet-
rickd matica AT A ma symetrickt pseudoinverziu (désledok vety 6.34(ii)).

4. (GA)T = (ATA)TATA)T = (ATA)TAT A priamo z vlastnosti 4 matice (ATA)T. [
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Poznamka 6.37. Upozornime, Ze vyraz (AT A)~ AT zavisi na volbe (AT A)~, na rozdiel od
vyrazu A(ATA)~ AT, ktory na volbe zovSeobecnenej inverzie nezavisi. Matica (ATA)~AT
pre Tubovolni (ATA)~ teda nemusi byt pseudoinverziou matice A.

Veta 6.38 (RieSenie systému rovnic s najmensou normou pomocou pseudoinverzie). Nech
AX = B je konzistentny systém rovnic v premennej X € R™** kde A € R™*" a B € R™*¥,
Potom X, = A™B je rieSenie tohto systému, a pre kazdé rieSenie X* systému AX = B plati
|X*|| > [|X4]|. Teda ATB minimalizuje Frobeniovu normu ||X|| na mnoZine v8etkych rieseni
systému AX = B.

Dokaz. Nech X € R™** je riegenim systému AX = B. KedZe A" je zovieobecnenou inverziou
A (vlastnost 1.), tak podla vety 6.11 je ATB riesenim AX = B. Z vety 6.18 plynie, Ze
akékol'vek rieSenie systému AX = B moZno vyjadrit v tvare X = ATB + (I — ATA)Y pre
nejaké Y € R™*_ 7 toho vyplyva, Ze
IX|[* = tr (Y (I~ (ATA)") + BT (AF)")(A"B + (I- ATA)Y))
= |ATB|* + [[(I- ATA)Y|?* + 2tr(B"(A")"(I- ATA)Y).
Navyge, (ATA)? = ATAATA = ATA (porovnajte s vetou 7.5 z nasledujtcej kapitoly).
Vyuzijiic B = AX a (ATA)T = ATA, ziskavame
BYANHTI-ATA)Y =XTAT(ANTI-ATA)Y =XT(ATA)T(I-ATA)Y
=XTATAI-ATA)Y =XT"(ATA — (ATADY
= XT(ATA — ATA)Y = 0ps.
Teda ||X|* = [[AFB]* + [|(I - ATA)Y|[* > [ATBJ*. O

Dosledok 6.39. Pre k = 1 vo vete 6.38 dostavame, 7e x* = A'b je rieSenie s najmensou
euklidovskou normou konzistentného systému Ax = b.

Veta 6.40 (Zovseobecnené inverzia s najmensou normou pomocou pseudoinverzie). Nech A €
R™*"™, Potom ||A~|| > ||A™|| pre kazdt zovSeobecnent inverziu A~ matice A. Pseudoinverzia
AT je teda pre A zovSeobecnenou inverziou s najmensou Frobeniovou normou.

Dokaz. Nech G je zovSeobecnenou inverziou matice A. Podla vety 6.29 vieme G vyjadrit ako
G=A"+7Z—-ATAZAAT. Potom

IG|? = tr(GTG) = tr(((A+)T +(Z - ATAZAAT)) (AT +Z — A+AZAA+))
= |AT|2 + ||Z — ATAZAAY|? + 2tr((Z — ATAZAAT)TAY).

Zaroven plati

tr((Z — ATAZAAT)TAT) = tr(ZTAY) — tr((AAN)TZT(ATA)TAT)
= tr(ZTAT) — tr(AATZTATAAY)
= tr(ZTAT) — tr(AATZTAY)
= tr(Z"AT) —tr(ZTATAAT)
=tr(Z"A") — tr(ZTAT) =0,

pricom sme vyuzili vlastnosti 2, 3 a 4 Mooreovej-Penroseovej pseudoinverzie a vetu 5.12. Z
toho vyplyva |G| = ||AT||* + |Z — ATAZAAT|*> > ||AT|2 O
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Na obrazku 6.1a je symbolicky znazornené, ze X, = ATB ma najmensiu normu spomedzi
vSetkych rieseni konzistentného systému AX = B. Podobne obrazok 6.1b reprezentuje to, ze
A" ma najmensiu normu spomedzi vSetkych zov§eobecnenych inverzii A~.

M G~ (A)

Onxk Onxm

(a) X, = A*B ma najmensiu normu v afin- (b) AT m4 najmensiu normu v afinnej mno-
nej mnozine M = {X | AX = B}. zine G~ (A).

Obr. 6.1: Mooreova-Penroseova pseudoinverzia minimalizujica normu.

6.5 Ulohy na precvicenie

Uloha 6.1. Nech A € R™" je antisymetrickd matica (t.j. spiia AT = —A). Ukdzte, Ze
potom ak G € §7(A), tak aj —GT € G~ (A). Na zaklade tohto tvrdenia dokézte, Ze pre
kazda antisymetrickii maticu existuje jej antisymetricka zovSseobecnena inverzia.

Uloha 6.2. Nech 0 # A € R™", rank(A) = r a nech B € R™*", T € R™*" st také matice,
7e A = BT. Nech R € R™" je prava inverzia matice T. Zdovodnite, preco je BT B regularna
matica. Ukazte, Ze R(BTB) 'R’ je zovieobecnen4 inverzia matice ATA.

Uloha 6.3. Nech A € R™*" B € R"™*? a nech existuje matica H € R"*™ taka, 7 AHB = B.
Dokazte, ze potom AGB = B pre akukolvek zovSeobecnent inverziu G matice A.

Uloha 6.4. Najdite aspon dve rézne zovSeobecnené inverzie matice

3 2 6

-1 5 =2

A= 4 3 8
0 1 O

-2 -1 —4

Uloha 6.5. Opiste mnozinu vietkych zovieobecnenych inverzii G~ (A) matice

113
A‘(—1 1 1)

Uloha 6.6. Dokéite, 7e mnozina £ z vety 6.26 je vektorovy podpriestor.
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Uloha 6.7. Nech A € R™*" B € R?*" C € R™*? C(C) C C(A) a C(B”) C €(AT). Potom
matica BA~C nezavisi na volbe zovSeobecnenej inverzie A~. Dokazte.

Uloha 6.8. Nech A € R X € R™™ Y € R™". Nech navy$e X a Y st regularne a
ozna¢me B = XAY. Ukazte, Ze G je zovieobecnenou inverziou A prave vtedy, ked Y 1GX ™!
je zovseobecnenou inverziou B.

Uloha 6.9. Nech A € R™*™ anech A~ je zovieobecnena inverzia matice A. Ukazte, Ze potom
N(A) = C(I,—A~A). Navod: Vsimnite si, ze ak Ax = 0,, pre x € R", potom x = x— A~ Ax.

A ().

0,1 0,2
+ _ ) )
A _(0,1 0,2)'

Uloha 6.11. Dokazte vlastnosti (i), (ii) z vety 6.34.

Uloha 6.10. Nech

Ukazte, ze

Uloha 6.12. Ukézte, 7e ak A = diag(dy,ds), potom A+ = diag(d],dy), kde df = 1/d; ak
d; #0,ad =0akd; =0 (i = 1,2). Nasledne overte vlastnost (v) z vety 6.34.

Uloha 6.13. Ukazte, ze ak A = diag(B, C), potom At = diag(B*, C*).
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Kapitola 7

Idempotentné matice a projektory

7.1 Idempotentné matice

Definicia 7.1 (Idempotentna matica). Stvorcovit maticu A € R™*" nazyvame idempotentnd,

ak A? = A.

Priklad 7.2. Matice 0,,«,, I,, st idempotentné. Overte, Zze matica J,, idempotentna nie je a
najdite konstantu ¢ # 0 taka, ze ¢J,, je idempotentna. Ukazte tiez, Zze matice

(5 1) = (i A)

Lema 7.3 (Vlastnosti idempotentnych matic). Pre idempotentné matice plati:

st idempotentné.

(i) Jedina regularna idempotentna matica typu n x n je I,.
(i) Ak A je idempotentna, tak aj AT a T — A s idempotentné.
(iii) Ak A je idempotentn4, tak A* = A pre kazdé k =1,2,3,. ..
(iv) Kazda idempotentna matica je zovSseobecnenou inverziou seba same;j.

Dékaz. Pre dokaz ¢asti (i) predpokladajme, ze A je regularna a idempotentna. KedZze je
regularna, tak existuje A~". Potom prendsobenim rovnice A = A maticou A~" dostavame
A =1. Casti (ii)-(iv) sa Tahko overia priamym vypoétom. O

Veta 7.4 (O vztahu medzi hodnostou a stopou idempotentnej matice). Nech A je idempo-
tentna. Potom rank(A) = tr(A).

Dékaz. Nech A € R™™ je idempotentna. Ozna¢me r = rank(A). Maticu A mozeme na
zéklade vety 3.11 vyjadrit ako A = BT, kde B € R"*" a T € R™" a rank(B) = rank(T) = r.
Potom BTBT = A2 = A = BT = BI, T a podla vety 4.10 mame TB = I,. Teda tr(A) =
tr(BT) = tr(TB) = tr(I,) = r. O

Lema 7.5 (O idempotentnosti AA~ a A~A). Nech A € R™*". Potom AA~ aj A~ A st
idempotentné matice pre lubovolna A~ € G~ (A).
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Dékaz. Overme definiciu idempotentnej matice: (AA™)(AA™) = (AA"A)A~ = AA~. Do-
kaz pre A~ A je analogicky. ]

Veta 7.6 (Charakterizacia zovSeobecnenej inverzie pomocou idempotentnej matice). Nech
A € R™"™ a B € R™™™. Potom nasledujtuce dva vyroky su ekvivalentné:

(i) AB je idempotentna a rank(AB) = rank(A),
(i) Be G (A).

Dokaz. Nech AB je idempotentna a rank(AB) = rank(A). Potom dim(C(AB)) = dim(C(A)).
Podl'a vety 3.4 vieme, ze C(AB) C C(A), a preto pouzitim vety 1.27(iii) ziskame C(AB) =
C(A). Z toho opéat podla vety 3.4 vyplyva A = ABX. Potom ABA = ABABX = ABX =
A, kedze AB je idempotentna, a teda B € G~ (A).

Naopak, nech B € §7(A). Podla lemy 7.5 je AB idempotentna a podla dosledku 6.17
plati rank(AB) = rank(A). O

7.2 Projek¢né matice

7.2.1 Konstrukcia projekénej matice

Poznamka 7.7. Nech V' a W si linearne podpriestory R™ a nech y € R". Pripomenme, ze
podla definicie 1.45 plati y L V ak (y,x) = 0 pre kazdé x € V. Navyse W L V ak (z,x) =0
pre kazdé ze W ax e V.

Lema 7.8 (O ortogonalnosti stipcovych priestorov). Nech A € R™™ a B € R™**, Potom
C(A) L €(B) prave vtedy, ked ATB = 0,,s.

Dékaz. Zapisme A a B pomocou ich stlpcov A = (ay,...,a,), B = (by,...,b.), ém do-
staneme C(A) = span(ay,...,a,) a €(B) = span(by,...,bg). Potom podla vety 1.46 plati
C(A) L €(B) prave vtedy, ked alb; = 0 pre kazdé i =1,...,n,j = 1,...,k, ¢o sa da zapisaf
ako ATB = 0. O

Veta 7.9 (Zakladné veta o ortogonalnej projekcii). Nech V' C R™ je linearny podpriestor s
dim(V) = r anech y € R™. Potom existuje jednoznac¢ne urceny vektor z € V taky, ze (y—z) L
V. Ak r =0, tak z = 0,, a ak r > 0, tak z je mozné vyjadrit v tvare z = ¢c1x1 + ... + &%,
kde x1, .. .,x, je akdkol'vek ortonormalna béaza priestoru V a ¢; = (y,x;), i = 1,...,r. Navyse
plati y = z prave vtedy, ked y € V.

Dékaz. Dokaz pre r = 0 je priamodiary, kedZe vtedy V = {0,}. Nech r > 0 a nech xy, ..., x,

je ortonormélna baza V. Polozme ¢; = (y,x;), i =1,...,r, a definujme z = ¢1x; + ... + ¢, X,.
Zrejme z € V' a plati

¥y —z,x:) = (y,xi) — (2, %) = (y,%;) — <Z CjXj, Xi) = ¢ — ch<xjaxi> =¢—¢=0
j=1 j=1

vdaka tomu, Ze Xi,...,X, tvoria ortonormalnu bazu. Kedze V = span(xy,...,x,), tak z
dosledku 1.47 vyplyva (y —z) L V.
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Nech x € V' je taky vektor, ze (y —x) L V. Poé¢itajme

r

HX_Z|’2:<X_Z;X_Z> :<X_Y+y_Z7X_ZCiXi>
i=1

:<X—y,X—ZciXi>—|—<y—Z,X—ZCl~Xi>:O+0:0,
i=1

i=1

kedze (x —y) LV, (y—2z) LV a(x—>_ ¢x;) € V. Z vlastnosti normy (definicia 1.32)
vyplyva x — z = 0, ¢ize x = z, ¢im je dokazana jednoznacnost vektora z.

Na dokaz poslednej ¢asti tvrdenia uvazme, Ze zrejme ak y = z, tak y € V. Naopak, ak
y eV, taky = > . bx;, kde b = (y,x;), i = 1,...,r podla vety 5.29. Teda b; = ¢; pre
1=1,...,r, Cizey = z. O

Definicia 7.10 (Ortogonalna projekcia). Nech y € R™ a nech V' je linearny podpriestor R™.
Vektor z € R" z vety 7.9 sa nazyva ortogondlna projekcia vektora y na podpriestor V.

Definicia 7.11 (Systém normélnych rovnic). Systém
XTXb = X"y

pre X € R™** a y € R" a neznamu premenni b € R¥ nazyvame systém normdlnych rovnic.
Vseobecnejsie, systém
X'XB = X"Y

pre X € Rk a Y € R™P a neznamu premenni B € RF*P nazyvame maticovy systém
normdlnych rovnic.

Veta 7.12 (O konzistentnosti maticového systému normalnych rovnic). Pre kazdé X € R™**
a’Y € R je systém X7XB = X”Y v premennej B € R¥*? konzistentny.

Dokaz. Podla désledku 3.35 plati @(XTX) = €(XT), pricom podla vety 3.4 plati (XTY) C
C(XT). Potom veta 4.6(i) zarucuje konzistenciu uvazovaného systému. O

Veta 7.13 (Ortogonélna projekcia pomocou rieseni normélnych rovnic). Nech z je ortogo-
nalna projekcia vektora y € R™ na podpriestor V' C R" a nech X € R™** splia C(X) = V.
Potom z = Xb* pre akékol'vek riegenie b* systému X’ Xb = X”y v premennej b.

Dékaz. Podla vety 7.12 je normalny systém rovnic konzistentny. Nech b* je riesenim X7 Xb =
XTy. Potom X% (y — Xb*) = 0, ¢o znamena, 7e (y — Xb*) L C(X) = V. Navyse Xb* €

C(X) =V, a teda z jednoznacnosti ortogonalnej projekcie dostavame z = Xb*. O]

Poznamka 7.14. Veta 7.13 vysvetluje, preco sa systém X' Xb = X'y nazyva normalny.
Ak hladame b*, ktoré je ’¢o najblizsie’ k rieSeniu systému y = Xb pomocou ortogonélne;j
projekcie vektora y do C(X), tak ho ziskame ako riesenie normélnych rovnic. Tieto rovnice
teda vyjadruja, ze y — Xb* je kolmé na (teda tvori normdlu ku) C(X).

Ortogonalna projekcia dana vetou 3.4 je znézornena na obrazku 7.1a. Ortogonalna pro-

jekcia na stlpcovy priestor €(X) dana rieenim normalnych rovnic je zakreslena na obrazku
7.1b.
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(a) Projekcia z vektora y na podpriestor V. (b) Projekcia Xb* vektora y na C(X).

Obr. 7.1: Ortogonalna projekcia.

Veta 7.15 (O vyjadreni projekcie maticou). Nech X € R™* ay € R". Potom z = X(X*X)"XTy

je ortogonalna projekcia y na €(X).

Dékaz. Podla vety 6.11 je b* = (XTX)~ X'y riefenfm norméalnych rovnic. Potom z = Xb* =
X(XTX)~XTy je hladanou projekciou. O
Definicia 7.16 (Projekénd matica). Nech X € R™*. Maticu Px = X(X"X)~X" nazyvame

projekénd matica (projektor) na priestor C(X).

Lema 7.17 (Nezavislost projektoru na volbe zovSseobecnenej inverzie). Projekéna matica Px
nezavisi na volbe zovieobecnenej inverzie (X7X)~.

Doékaz. Podla vety 3.34 plati C(XT) = C(XTX), a teda pouzitim vety 3.4 dostdvame X7 =
XTXZ pre nejaki maticu Z. Potom X = ZTX"X a teda Px = ZTXTX(X"X)"X"XZ =
ZTXTXZ, ¢o je tvar, ktory nezavisi na volbe (XTX)~. O

Poznamka 7.18. Jednoznacnost projekénej matice vyplyva aj priamo z toho, ze projekcia je
jednoznac¢ne urcené zobrazenie podla vety 7.9.

Poznamka 7.19. KedZe projekciu l'ubovolného vektora y na C(X) vieme zapisat pomocou
matice Px, tak zobrazenie ortogonalnej projekcie je linearne.

Lema 7.20 (Ekvivalentné definicia projekénej matice). Nech X € R™*. Matica P € R™"
je projekénou maticou na C(X) prave vtedy, ked splia Py € €(X) a (y — Py) L €(X) pre
kazdé y € R".

Doékaz. Zrejme ak P je projektor na C(X), tak splia Py € €(X) a (y — Py) L €(X) pre
kazdé y € R™. Naopak, ak P spliia Py € €(X) a (y — Py) L €(X) pre kazdé¢ y € R", tak
Py je podla vety 7.9 jednozna¢ne uréenou projekciou y na C(X) pre kazdé y € R". Podla
poznamky 7.18 je matica projekcie uréend jednoznacne, ¢ize P je projektorom na C(X). [

Priklad 7.21. Nech y = (4,8)T a X = (3,1)T. Najdeme ortogonilnu projekciu z vektora y

T e @)s 0 (9] 0 ()
@m0 )0-0
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1(9 3
10\3 1

je projekénou maticou na C(X). Overte, ze y —z L C(X) a ze z € C(X).

pricom matica

Poznamka 7.22. Niekedy je vyhodné alebo potrebné znizit dimenziu d-rozmernych dét. To je
mozné dosiahnut projekciou dat do niektorého linearneho (afinného) podpriestoru R¢. Samoz-
rejme, cenou za pracu s takymito menejrozmernymi datami je strata istej casti informacie.
Trividlnym pripadom je ignorovanie niektorych zloziek dat (napr. ignorovanie tretej zlozky
3-rozmernych dat), ¢im vlastne projektujeme déata do podpriestoru tvoreného ostatnymi, ne-
ignorovanymi, zlozkami.

Je v8ak mozné projektovat data aj do iného menejrozmerného podpriestoru. Ak sa nam
podari najst podpriestor zvolenej dimenzie, ktory ¢o najviac vystihuje rozptylenost dat, moze
dojst iba k malej strate informécie. Poznamenajme, Ze zrejme najznamejsia metdda na hla-
danie takych podpriestorov je tzv. metdda hlavnych komponentov, ktorej sa blizsie budeme
venovat v Casti 10.2.1. Na obrazkoch 7.2a a 7.2b st zachytené projekcie dvojrozmernych dat
na zvolené priamky. Vidime, Ze povodné data vystihuji omnoho lepSie projekcie na prvom
obrazku, na rozdiel od projekcii na druhom obrazku, ktoré sa zdaju byt na vyjadrenie dat
nevhodné.

6 4 =2 o 2 4 -4 .
X1
(a) Priamka vystihujtaca povodné data. (b) Priamka nevystihujica povodné data.

Obr. 7.2: Projekcie (plné krazky) povodnych dat (prazdne kruzky) na dve rézne priamky.

7.2.2 Vlastnosti projekénej matice

Veta 7.23 (Zakladné vlastnosti projekénych matic). Nech X € R™*. Potom
(i) PxX =X,

(ii) Px = XB*, kde B* je akékol'vek riesenie systému X7 XB = X7
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(iii) PL = Px (projektor je symetrickd matica),
(iv) P% = Px (projektor je idempotentna matica),
(v) e(Px) = €(X),

(vi) rank(Px) = rank(X),

(vii) I — Px je symetricka a idempotentna,

(viii) rank(I — Px) = n — rank(X).

Dokaz. (i) Kedze kazdy stlpec x; (i = 1,...,k) matice X lezi v C(X), tak Pxx; = x;, Gize
PxX = X. Tuto vlastnost pouzijeme pri dokazoch nasledujtcich casti.

(i) Ak B* je riefenim XTXB = X7, tak z vety 6.18 ju vieme vyjadrit ako B* =
(XTX)"XT + (I— (XTX)"XTX)Y pre nejakt zovseobecnent inverziu (X7X)~ matice X7X
a nejakia Y € R¥*" a teda

XB* = X(X7X) X7 +(X-X(X"X)"X"X)Y = Px+(X—PxX)Y = Px+(X-X)Y = Px,

kedze PxX = X.

(iii) Kedze XTX je symetricka, tak podla vety 6.10 existuje jej zovSeobecnend inverzia
(XTX)~, ktord je tiez symetrickd. Preto aj matica X(X7X)~X” je symetricka.

(iv) KedZe PxX = X, tak P% = PxX(X"X) X’ = X(X"X)-X” = Px.

(v) Podla vety 3.4 plati €(X) C C(Px), kedze PxX = X. Zéaroven Px = X(XTX)~XT,
a teda podla tej istej vety dostavame C(Px) C C(X).

(vi) Tvrdenie plati podla (v).

(vii) Dokaz tohto tvrdenia je priamodiary.

(viii) Podla vety 7.4 plati rank(I — Px) = tr(I — Px). To mozeme dalej upravit na
tr(I) — tr(Px) = n — rank(Px) = n — rank(X), opét vyuzijuc vetu 7.4, O

Veta 7.24 (Projektor ako symetrickd idempotentna matica). Nech P € R™*". Potom P je
projektor na C(P) prave vtedy, ked P je symetrickd idempotentna matica.

Dokaz. Ak P je projektor, tak podla vety 7.23 je P symetrickd a idempotentna. Naopak,
nech P je symetrickd a idempotentna matica. Potom projektor na C(P) je P(PTP)"PT =
P(P?)"P = PP P = P vdaka symetrickosti a idempotentnosti P. Teda P je projektor na
e(P). O
Veta 7.25 (Vyjadrenie projektora na €(X)+ pomocou projektora na €(X)). Nech X € R™*,
Potom I, — Px je projektor na G(X)*.

Dokaz. Podla vety 7.23 je I — Px symetrickd a idempotentnd matica, teda podla vety 7.24
je I — Px projektor na C(I — Px). Potrebujeme dokazat, ze C(I — Px) = C(X)*. Z dosledku
6.14 plynie, ze C(I - Px) = N(I— (I-Px)(I—Px)") pre aktukolvek zovSeobecnent inverziu
(I—Px)~. Lenze I — Px je idempotentna a je teda zovseobecnenou inverziou sama sebe (lema
7.3), takze dostavame

CI-Px)=NI-(I-Px)I-Px))=NI-(I-Px)) =N(Px),

pricom pri druhej rovnosti sme opét pouzili idempotentnost (I — Px). Navyse ak pouzijeme
vlastnosti (iii) a (v) z vety 7.23, dostdavame N(Px) = C(P%)t = €(Px)t = €(X)+, ¢im je
dokaz uzavrety. O
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Veta 7.26 (Projektor pomocou pseudoinverzie). Nech X € R™**. Potom XX je projekénou
maticou na C(X).

Doékaz. Pomocou vlastnosti 1-3 pseudoinverzie lahko overime, Ze matica XX je symetricka
a idempotentna. Teda podla vety 7.24 je XX projektorom na C(XX™). LenZe podla vety
6.16 plati C(XX™1) = €(X), ¢im je tvrdenie dokazané. O

Definicia 7.27 (Problém najmensich Stvorcov). Problém najmensich Stvorcov pre zadané
X € R™* ay € R" je najst také b* € R¥, ktoré minimalizuje ||y —Xb||? = D7 (y; — (Xb);)?
cez vietky b € R*. Teda b* spliia ||y — Xb| > ||y — Xb*|| pre kazdé b € R*,

Poznamka 7.28. Ak b* je riesenim problému najmensgich stvorcov pre X € R™** a y € R",
tak hovorime, ze b* minimalizuje sicet stvorcov pre dané X, y.

Problém najmensich Stvorcov zodpoveda hladaniu takého b, aby Xb bolo ¢o najbliZsie
k y, teda aby sme sa dostali ¢o najblizsie k rieSeniu rovnice Xb = y. Vyraz ||y — Xb||?
vyjadruje vzdialenost danej aproximacie (vektora Xb) od y, takze sa da vnimat ako chyba
tejto aproximacie. Minimalizacia tejto chyby je aj intuitivne rozumny sposob, ako sa dostat
¢o najblizsie k vektoru y. Statistickému pohl'adu na problém najmensich $tvorcov sa budeme
venovat v podkapitole 7.2.3.

Veta 7.29 (O vzdialenosti projekcie). Nech y € R" a X € R™**. Potom pre kazdé u € €(X)
plati [[y — u|| > ||y — Pxy||. Navyse, rovnost nastéva prave vtedy, ked u = Pxy.

Dékaz. Polozme z = Pxy. Potom pre kazdé u € C(X) plati

y—2)+z-w)|P={(y—2)+(z—-u),(y—2) +(z—u))
:<y—z,y—z>+2<y—z,z—u>—|—<z—u,z—u>

ly — Pxyl|l* + 2(y — Pxy,Pxy — u) + |Pxy — u]?

ly — PxylI” + [Pxy — ul]?,

ly —ul®

kedze (Pxy —u) € €(X), a teda (y — Pxy) L (Pxy —u). Potom vdaka |Pxy — ul|*> > 0
dostavame ||y —u|* > ||y — Pxy||*

Aby nastala rovnost, musi platit |[Pxy —ul|> = 0, z ¢oho podl'a kladnej definitnosti normy
vyplyva u = Pxy. =

Poznamka 7.30. Rovnica ||y — u||* = |ly — Pxy||* + |Pxy — u||* odvodena v dokaze vety
7.29 ma priamociaru geometricku interpretaciu. Ide vlastne o Pytagorovu vetu, kde vzhladom
na vlastnosti projekcie je medzi y — Pxy a Pxy —u pravy uhol, a y — u predstavuje preponu
vzniknutého trojuholnika (vid obrazok 7.3). Z Pytagorovej vety zaroven hned dostavame, Ze
odvesna y — Pxy je nanajvys taki dlha ako prepona y — u, teda tvrdenie vety 7.29.

Désledok 7.31 (Minimalizacia sti¢tu §tvorcov pomocou projekcie). Nech y € R™ a X € R™*,
Potom b* € R* je riefenim normalnych rovnic X”Xb = XTy prave vtedy, ked je riesenim
problému najmensich stvorcov. Teda ||y — Xb||? > ||y — Xb*||? pre kazdé b € R* prave vtedy,
ked XT"Xb* = X'y.

Dokaz. Nech XTXb* = XTy. Potom podla vety 7.13 je Xb* projekciou y na €(X), cize
Xb* = Pxy. Nech b € R¥. Potom plati Xb € C(X), takze z vety 7.29 plynie, Ze ||y — Xb||*> >
ly — Xb*|*.
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Obr. 7.3: Geometrické znazornenie vety 7.29 a poznamky 7.30. Vektor p vyjadruje projekciu
Pxy, prerusované cCiary znazornuju vektory y —u, y — Pxy a Pxy — u.

Naopak, nech b* je riesenim problému najmengich stvorcov, teda splha ||y — Xbl|? >
ly — Xb*||? pre Tubovolné¢ b € R*. Potom podla vety 7.29 plati Xb* = Pxy, teda Xb* je
projekcia vektoru y na €(X). Vzhladom na vetu 7.13 potom Xb* musi spliat Xb* = Xb pre
nejaké b spliajuce XTXb = XTy. Z toho vyplyva, ze aj XTXb* = XTy. O]

Poznamka 7.32. KedZe b* v dosledku 7.31 je rieSenim normalnych rovnic, tak Xb* je pro-
jekciou y na C(X). Teda projekcia vektora y na C(X) zakreslena na obrazku 7.1b podla tohto
doésledku zaroven reprezentuje rieSenie problému najmensich $tvorcov (resp. je uréend rieSenim
b* problému najmensich Stvorcov).

Désledok 7.33 (Minimalizicia stétu §tvorcov pomocou pseudoinverzie). Nech X € R a
y € R". Ozna¢me b* = X*y. Potom |y — Xb|| > ||y — Xb*|| pre kazdé¢ b € R*.

Dékaz. Vidime, ze Xb* = XXy, pricom vsak XX je podla vety 7.26 projektor na C(X).
Teda Xb* = Pxy a podla vety 7.29 potom plati |y — Xb| > |y — Xb*|| pre Tubovolné
b € RF. O

Priklad 7.34. Nech

1 -1 1
X=11 5], y=|2
1 -3 3

Vyrieste problém najmensich §tvorcov pre dané X a y, teda ndjdite také b* € R?, Ze |y —
Xb|2 > ||y — Xb*||? pre kazdé b € R2.

Poznamka 7.35. Pokial matica X € R™* nema plnt stlpcovii hodnost rank(X) = k, tak
vzhladom na vetu 6.18 existuje nekone¢ne vel'a rieeni systému normélnych rovnic X’ Xb =
X"y, a teda aj nekonecne vela vektorov b*, ktoré riesia problém najmensich stvorcov.

Veta 7.36 (RieSenie problému najmensich $tvorcov s najmensou normou). Nech X € R™<k.
y € R" a nech b je rieSenie prislusného problému najmensich stvorcov. Potom riesenie b* =
Xty problému najmensich stvorcov splha ||b*|| < ||b]].

Dékaz. Kedze b je rieSenim problému najmensich Stvorcov, tak podla dosledku 7.31 je zaroven
riesenim normélnych rovnic X”Xb = XTy. Podla vety 6.38 potom plati ||b|| > |[b.]|, kde
b, = (XTX)"XTy. Aplikovanim lemy 6.36 dostavame (X7X)TX? = X ¢ize b, = b*, ¢im
je veta dokazana. O

72



Maticova algebra pre Statistiku a analyzu déat

Veta 7.37 (Minimalizacia stuétu Stvorcov pomocou QR rozkladu). Nech X € R™* kde
n > k, méa hodnost k£ a nech X = QR je jej tzky QR rozklad. Potom b* = R7'QTy je
rieenim problému najmensich $tvorcov miny, |y — Xb||? pre Tubovolné y € R".

Doékaz. Podla dosledku 4.34 ma Q € R™*™ ortonormalne stlpce, teda Q7Q = I,,. Dalej
R € R*** je reguldrna. Kedze X € R™* m4a hodnost k, tak rank(X?X) = rank(X) = k, a
teda XTX je regularna. Potom podla dosledku 7.31 je rieSenie problému najmensich §tvorcov:

b* = (X"X)'X"y = (R"Q'QR) 'R’Qy = (R'R) 'R"Q"y
— R—I(RT)—IRTQTy — R_IQT;Y.

O

Poznamka 7.38. RieSenie problému najmensich stvorcov pomocou vety 7.37 mé oproti “kla-
sickému” priamemu rieSeniu pomocou normélnych rovnic vyhodu v tom, Ze je numericky
stabilnejsie. Preto sa aj v praxi ¢asto pouziva prave tento spdsob rieSenia.

7.2.3 Minimaliziacia stuc¢tu Stvorcov v Statistike

Problém najmensich §tvorcov ||y — Xb||? — miny, riesime nielen, ked hladdme vektor b, ktory
je “Co najblizsie” ku rieSeniu systému y = Xb; tento systém hra vyznamnu tlohu aj v Statis-
tike. Metoda najmensich stvorcov postavena na rieSeni problému najmensich Stvorcov je jedna
z najcastejsie pouzivanych metéd odhadovania neznamych parametrov v takzvanom lineér-
nom regresnom modeli. Pre potreby tychto skript metédu najmensich Stvorcov iba struc¢ne
na¢rtneme, podrobnosti sa daji najst napriklad v [4] a [7].

Uvazujme nasledujici problém: méame namerané vysky 1078 muzov a ich otcov a snazime
sa zistit, aky je medzi nimi vztah. Tieto vysky st zobrazené na obrazku 7.4a. Data pochadzaja
z balika UsingR Statistického softvéru R [8], povodne su to data od K. Pearsona namerané v
Anglicku priblizne v roku 1900. Pokisime sa zéavislost medzi vyskami synov a ich otcov opisat
ako afinnu, ¢ize datami na obrazku prelozime priamku. Formélne, nech yy, ..., y, st vysky
Synov a i, ...,x, s prislusné vysky otcov, kde n = 1078. Potom priamka prechadzajica
vSetkymi datami by bola ur¢ena predpisom

yzzbl—f-bgfbl, Z:L,TL (71)

KedZe data zjavne nelezia na jednej priamke, tak systém (7.1) nema rieSenie: neexistuji
b, by, ktoré by spliiali vietkych n rovnic. Preto namiesto toho najdeme priamku, ktora je
“najblizsie” k nasim datam. Nakolko je priamka y(x) = by + byx vzdialend od nameranych
hodnot (z1,31)7, ..., (Zn, yn)T budeme merat si¢tom druhych mocnin (8tvorcov) vzdialenosti
medzi skutoénymi vyskami synov y; a priamkou odhadnutymi vyskami synov y(z;) = by +byz;.
Minimalizujeme teda > 1 (y; — (b1 +bax;))?, ziskame tak odhady 51, by. Tato metoda odhadu
koeficientov priamky b; a by ¢o najviac vystihujicej dané data sa nazyva metdda najmensich
Stvorcov. Priamka ziskand metodou najmensich stvorcov pre nase data je zakreslend na ob-
razku 7.4b, konkrétne hodnoty odhadov st priblizne by = 86,1 a by = 0,5, ¢ize model odhaduje,
ze ak otec bol o jeden centimeter vyssi, tak syn je v priemere vyssi o pol centimetra.
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(a) Data (b) Data aj s regresnou priamkou

Obr. 7.4: Vysky otcov a synov z podkapitoly 7.2.3. Kazdy bod na obrazku predstavuje vysku
syna na y-ovej siradnici a jeho otca na z-ovej sturadnici, obidve v centimetroch. Priamka
prechédzajica datami je dana ako y = by + 6256, kde 131, by sit odhady nezndmych parametrov
ziskané metodou najmensich Stvorcov.

Systém (7.1) mozeme zapisat vektorovo ako y = Xb, kde y = (y1,...,9n)", b = (b1, bo)T

a
1 =
x—|1 ",
1 o

a teda met6du najmensich Stvorcov vieme zapisat ako minimalizéaciu ||y — Xbl|?, ¢o je presne
problém najmensich stvorcov z definicie 7.27.

Vo vSeobecnosti moézeme rieSenim problému najmensich stvorcov ziskat odhady neznamych
koeficientov v linedrnom regresnom modeli, kde vysvetlovani premenni y; (napr. vysky synov)
modelujeme pomocou viacerych vysvetlujicich premenngch 1, ...,z (napr. vysky otcov a
vysky matiek). Dostaneme tak opét (nekonzistentny) systém rovnic y = Xb, kde y € R",
b € R* a X € R™*. Odhad koeficientov b metédou najmensich §tvorcov bude opit taky
vektor b, ktory je ¢o najblizsie rieSeniu systému y = Xb, v zmysle minimalizacie stctu
Stvorcov odchylok |ly — Xbl]|?.

Priklad 7.39. Prikladom =zlozitejSieho linearneho regresného modelu je situacia, kde pre
kazdého syna zmeriame vysku jeho otca aj matky. Potom mame model y; = by + bam; + b32;,
1 =1,...,n, kde y; je vyska i-teho syna, m; je vyska i-teho otca a z; je vyska i-tej matky.
Ako vyzera matica X vo vektorovom zépise y = Xb tohto modelu?
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7.3 Ulohy na precviéenie

Uloha 7.1. Dokézte nasledovné tvrdenie. Nech A € R™". Potom N(A) = (I, — A) vtedy
a len vtedy, ked A je idempotentnéa. Navod: Pouzite tvrdenie tlohy 6.9.

Uloha 7.2. Nech A € R™*" je idempotentné symetricka matica. Potom I, —2A je ortogonélna,
matica. Dokézte! Najdite geometricka interpretéciu ortogonélnej matice I,, — 2A pre pripad,
ze A je projektor na linearny podpriestor U C R™ (aspon pre n = 2).

Uloha 7.3. Najprv ukézte, 7e ak A € R™" B,C € R™*? a ATAB = ATAC, tak AB =
AC. Névod: Vywsite rovnost (AB — AC)T(AB — AC) = (BT — CT)(ATAB — ATAC).
Pomocou tohto tvrdenia dokazte, Ze ak A € R™*" je symetrickd matica a A% = A?, tak A je
idempotentna.

Uloha 7.4. Nech A, B st symetrické idempotentné matice, pre ktoré plati G(A) = C(B).
Potom A = B. Dokazte!

Uloha 7.5. Najdite nejaka nesymetricka idempotentna maticu typu 2 x 2.

Uloha 7.6. Najdite ortogonalny projektor na a) priamku {cl, € R" | ¢ € R}; b) rovinu
{(c,d,d)T € R® | ¢,d € R}; c) priestor C(X), kde

1 2 3

X=14 56
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Uloha 7.7. Nech vektory ui,...,u, € R"™ tvoria ortonormalnu bazu priestoru R, &ize
uj,...,u, je systém navzajom ortogonéalnych vektorov normy 1. Nech k € {1,2,...,n}.
Dokazte, ze P = Zle uw;u! je projektor na priestor C(uy,...,u;) generovany vektormi

uq, ..., 0.

Uloha 7.8. Dokazte tvrdenie: Nech X € R™? a Y € R™4, pricom C(Y) C €(X). Potom
PyPx = Py.

Uloha 7.9. Nech x € R”. a) Najdite predpis pre projektor Py zobrazujtci na priestor €(x)
generovany vektorom x. b) Ukazte, Ze {y € R? | y = P,(1,0)7 pre nejaké x € R?} je kruznica
so stredom v bode (1/2,0)” a polomerom 1/2.

Uloha 7.10. Nech X € R™*". N4jdite tvar projekénej matice na N(X).

Uloha 7.11. Nech Xy, X, € R, pricom XTX, = 0. Ukaite, Ze potom plati Px, + Px, +
(I, — Px,)(I, — Px,) = L,. Interpretujte toto tvrdenie geometricky pre n = 3.

Uloha 7.12. Nech X € R™**. Ukézte, ze matica XX je symetrické a idempotentna.

Uloha 7.13. Nech X € R™** a nech X = QR je jej uzky QR rozklad. Vyjadrite Px pomocou
matic Q a R.
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vyska otca | 169,7 | 174,2 | 185,9 | 1754 | 160,0
vyska syna | 174,2 | 170,1 | 177,4 | 173,1 | 164,6

Tabulka 7.1: Data pre ulohu 7.14.

Uloha 7.14. Zmerali sme vysky niekolkych synov a ich otcov, vysledky su v tabulke 7.1.
Vysky synov sme ulozili do vektora y a vytvorili sme maticu

1 otec;
X=]: : c RO5*2
1 otecs
kde otec; je vyska i-teho otca. Néjdite rieSenie problému najmensich stvorcov ||y — Xbl|? —

min. (Tato tloha zodpoveda hladaniu priamky syn = by + by - otec najlepsie vystihujtcej dané
data.)

76



Kapitola 8

Determinant matice

8.1 Definicia a zakladné vlastnosti determinantu

Poznamka 8.1. Pripomenme, Ze permutacia mnoziny {1,...,n} je podla definicie 4.40 bi-
jekciou medzi {1,...,n} a {1,...,n}.

Definicia 8.2 (Inverzie v permutécii a pocet inverzii). Nech ¢ je permutaciou mnoZiny
{1,...,n}. Inverzia v permutacii o je Tubovolna usporiadana dvojica (o(i),0(j)), i,j €
{1,...,n} takd, 7ze i < j a o(i) > o(j). Pocet vSetkych inverzii v permutacii o znacime

d(0).

Poznamka 8.3. Permutacia o mnoziny {1,...,n} je vlastne preusporiadanie postupnosti
1,...,n: 1 je po preusporiadani na mieste (1), 2 na mieste o(2) atd., a n je na mieste o(n).

Priklad 8.4. Uvazujme permutaciu 3, 1,2,4 mnoziny {1,2,3,4}, teda formalne o(1) = 3,
0(2) =1,0(3) =2 aoc(4) = 4. Inverziami v permutacii o su dvojice (3,1) a (3,2). Najdite
v8etky inverzie v permutéacii 5,3, 1, 2,4 mnoziny {1,2,3,4,5}.

Lema 8.5 (O pocte inverzii v permutécii). Nech o je permutaciou mnoziny {1,...,n}.
Definujme p; ako pocet ¢isel spomedzi o(k + 1),...,0(n), ktoré si mensie ako o(k), pre
k=1,...,n—1. Potom ®(c) =p1 + ...+ pn_1.

Dékaz. Tvrdenie vyplyva z toho, ze vSetky inverzie rozdelime na triedy: (i) tie, ktoré obsahuji
¢islo (1) a s nim ¢isla vyssie od o(1), (ii) tie, ktoré obsahuju o(2) a s nim ¢isla vyssie od
0(2), ..., nakoniec tie, ktoré obsahuju o(n — 1) a s nim ¢isla vyssie od o(n — 1). O

Definicia 8.6 (Determinant matice). Nech A € R"*". Potom determinant matice A je

det(A) = > (=1 A)1o0) - (Anowm), (8.1)
o—perm.
kde suma ide cez v8etky permutacie o mnoziny {1,...,n}.

Poznamka 8.7. Determinant matice A sa tiez niekedy znali |A|. Vzorec (8.1) nazyvame
Leibnizova formula pre determinant.

Poznamka 8.8. Vyraz (—1)® nadobtda hodnotu 1 ak ¢ mé parny pocet inverzii, a nado-
bida hodnotu —1 ak ¢ mé neparny pocet inverzii.
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Priklad 8.9. Ukazte, 7ze pre n = 2 dostavame v (8.1) znamy vzorec

a b
det (c d)—ad—bc.

Poznamka 8.10. Pre n = 3 plati pre determinant formula

ail aig Aas
det | aa1 a2 az3 | = ajiaxass + aj2a3as; + a13a21a32
az1 azz 33

— (a13a20a31 + 11023032 + A12a21033).

Tuato formulu je moZné si zapamétat pomocou Sarrusovho pravidla, ktoré hovori, Ze ked k
3 X 3 matici doplnime jej prvé dva stlpce:

a1 G122 a1z 1 G11 A12

|
21 (22 (23 | G21 (22 )
agy Gz 033 ' a3y (32

tak pripo¢itavame suciny trojic prvkov na “diagonalach” iducich zlava hore doprava dole, a
nésledne odpocitavame suciny trojic prvkov na opacnych “diagonalach” iducich sprava hore
dol'ava dole.

Veta 8.11 (Zéakladné vlastnosti determinantu). Nech A € R"*". Vyjadrime ju pomocou jej
stlpcov A = (ay,...,a,), kde aj,...,a, € R". Potom:

(i) det(AT) = det(A).

det(ay, ..., a5 1,cag, a1, ...,a,) = cdet(A) pre lubovolné k =1,...,.naceR.
det(cA) = ¢ det(A) pre kazdé ¢ € R.

A je singularna prave vtedy, ked det(A) = 0.

Ak matica B vznikne z A prehodenim dvojice riadkov alebo stlpcov, tak det(B) =
—det(A).

(vi) Ak matica B vznikne z A tak, Ze k niektorému riadku (stlpcu) pripoc¢itame skalarny
nasobok iného riadku (stlpca), tak det(B) = det(A).

(vii) Ak B € R™", tak det(AB) = det(A) det(B).
Dokaz. Tuto vetu uvadzame bez dokazu; dokazy jednotlivych tvrdeni Gitatel najde v [5]. O

Dosledok 8.12. Nech A € R™". Potom podla vety 8.11(vii) plati det(A*) = det(A)* pre
kazdé k € N.

Veta 8.13 (Determinant dolnej a hornej trojuholnikovej matice). Nech A € R™*" je dolna
alebo horné trojuholnikova matica. Potom det(A) = (A)11 - (A)un.

Doékaz. Dokaz vyplyva priamo z Leibnizovej formule — aby pre hornd trojuholnikova maticu
bolo (A)1,6(1), - -, (A)ne(m) nenulové, musi byt o(2) > 2,...,0(n) > n. To sa da dosiahnut
iba pre o(1) = 1,...,0(n) = n. Pre dolnu trojuholnikovii maticu to plati analogicky. O
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Dosledok 8.14. Determinant kazdej diagondlnej matice je sucin jej diagonalnych prvkov.
Specialne det(I,,) = 1.

Lema 8.15 (Determinant inverznej matice). Nech A € R™ " je regularna. Potom det(A~1) =
1/det(A).

Dokaz. Kedze AA™! =1, tak podla vety 8.11 plati det(A)det(A~") = det(IL,). Vysledny
tvar ziskame vd'aka tomu, ze det(I,) = 1 podla dosledku 8.14. O

Dosledok 8.16. Ak A € R™" je regularna, tak tvrdenie det(A*) = det(A)* z dosledku 8.12
moZzeme rozsirit na vietky k € Z. Pricom pod A™™ pre m € N rozumieme (A~1)™.

Poznamka 8.17. Nech ay, ..., a, € R" aozna¢me A = (aj,...,a,) € R"*". Potom | det(A)|
je rovny n-rozmernému objemu rovnobeznostena, ktorého jeden vrchol je v pociatku sturad-
nicovej sustavy, a vektory ai,...,a, uréuju hrany vychadzajuce z tohto vrcholu, pozri [11].
Speciélne pre n = 2 je | det(A)| rovny obsahu rovnobeznika so stranami uréenymi vektormi a;
a ag, ako je zndzornené na obrazku 8.1a. Obréazok 8.1b zachytava vztah medzi determinantom
a objemom rovnobeznostena pre n = 3.

--|det(A)]

a;
(a) n=2 (b) n=3

Obr. 8.1: Obsah rovnobeznika, resp. objem rovnobeznostena, daného zakreslenymi stlpcami
matice A je rovny | det(A)].

Priklad 8.18. Geometricka interpretacia determinantu z poznamky 8.17 dobre zodpoveda
tvrdeniam (ii), (iii), (iv) a (vi) vo vete 8.11. Napriklad ak sledujic (ii) vynasobime jeden
stlpec matice A konstantou ¢, tak sa objem prisluiného rovnobeZnostena zjavne zmeni na
c-nasobok, ¢o je v zhode s prislusnym tvrdenim. Skuste podobne interpretovat aj ostatné
spominané vlastnosti determinantu.

8.2 Laplaceov rozvoj determinantu a adjungovana matica

Definicia 8.19 (Minor, kofaktor, adjungovana matica). Nech A € R"*"™ a i,5 € {1,...,n}.
Potom maticu, ktora vznikne Skrtnutim i-teho riadku a j-teho stlpca matice A, znacime
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A;;. Minor prvku (A);; v matici A je determinant matice A;;. Kofaktor prvku (A);; je
a;j = (—1)" det(A;;) a adjungovand matica matice A je

@11 ... Op1
adj(A) = [ S

A1y ... Opp

¢ize adj(A) = {ji}ij=1

..... n-

Poznamka 8.20. Vsimnite si, ze matica adj(A) pozostava z kofaktorov «;; v “prehodenom
poradi”. Teda (adj(A));; = aj;.

Veta 8.21 (Laplaceov rozvoj determinantu). Nech A € R™" a i € {1,...,n}. Potom

n

det(A) = (A);ja;.

j=1
Dokaz. Tvrdenie dokdZzeme najprv pre i = 1. Oznacme a,(f% prvok na pozicii (k,f) v Ay; pre
k,/=1,...,n—1,7=1,...,n. Determinant A vieme vyjadrit ako

det(A) = Y (D" (A)io0) - (Anom

o—perm.
- (A)l,l Z <_1)¢(U)(A>2 o(2) (A>n o(n)
o(1)=1
+(A)z Y ()" (A)2oe) - (Adnom) +
o(1)=2
+ (A)l,n Z (_1)(1)(0) (A)Q,U(Q) T (A)n,a(n)~
o(l)=n

Preo(1) =7 (7 =1,...,n) vieme kazda (n —1)-ticu (A)z,0(2) - - - (A)no(n) Vyjadrit pomocou

matice Ay, € RM=1x(n=1) 5 prislusnej permutacie prvkov 1,...,n — 1. Oznaéme tito permu-
taciu 7;, a mame (A); () = a&)rj(l), s (Ao = afﬁl ri(n1)- KedZe o(1) = j, tak ¢islo 1

prispelo ku j — 1 inverzidm v o, ¢ize (o) = ®(7;) + j — 1. Potom moézeme zapisat

T 1 1
det(A) = (A Y (=1)*™al) al)

T —perm.
b(m2)+1 (2) 2)
+ (A)l,z Z (—1) (ma)* A 7o(1) """ Ao (n—1) ..
To—perm.
+ (A1 Z (—1)¢(ﬂ")+n_1agﬁn(1) e ag;)rn(nq)
T —Pperm.

= (A)l,l det<A11> -+ (A)LQ(—l)l det<A12> + ...+ (A)Ln(—l)nil det(Aln)

n n

= Z(A)l,j(—l)j_l det(Ag;) = > (A);(—1) det(Ayy) = > (A) 0.

Jj=1 Jj=1

80



Maticova algebra pre Statistiku a analyzu déat

Pre i > 1 zapiSme A pomocou jej riadkov ako A = (cy,...,c,)T a definujme

Potom (B);; = (A);; a By; = A;;. NavySe A vieme z B ziskat postupnymi prehodeniami
dvojic riadkov (1,2),(2,3),...,(i—1,i), a teda podla vety 8.11 plati det(A) = (—1)"! det(B).
Podl'a dokdzaného tvrdenia pre ¢ = 1 dostavame

n n

det(A) = (1) det(B) = (=1 Y (B)1;(—1)"" det(By;) = > (A);;(—1)" det(Ay),

=1 j=1
¢o sme chceli dokazat. O
Veta 8.22 (O vztahu medzi A a adj(A)). Nech A € R™". Potom A adj(A) = det(A) - IL,.

Dokaz. Nech i,k € {1,...,n}. Prvok matice A adj(A) na pozicii (i,k) je D7, (A)ian;. Z
vety 8.21 plynie, Ze pre i = k je tento vyraz rovny det(A). Pre i # k definujme maticu
B € R™*", ktora je totozna s maticou A, akurat k-ty riadok B je rovny ¢-temu riadku A.
Kedze B ma dva rovnaké riadky, tak je singularna a podla vety 8.11 je det(B) = 0. Ozna¢me
kofaktor prvku (B)y ako By, s,t = 1,...,n. Potom f;; = oy, a zaroven (B)y; = (A);; pre
j=1,...,n, ¢im ziskavame

n n

> (A)ijarg =Y (B)jBj = det(B) =0,

j=1 i=1

podla vety 8.21. Zistili sme, ze diagonalne prvky matice A adj(A) st rovné det(A) a mimo-
diagonélne prvky st rovné 0, ¢o mozeme zapisat ako A adj(A) = det(A) - I,,. O

Dosledok 8.23. Ak A € R™" je regularna, tak A~ = det(A)'adj(A).

Lema 8.24 (Inverzia trojuholnikovej matice s jednotkovou diagonalou). Nech A € R™*"
je dolna (horn4) trojuholnikovd matica s jednotkami na diagondle. Potom aj A~! je dolna
(horn4) trojuholnikova matica s jednotkami na diagonéle.

Dékaz. Tvrdenie dokdZzeme pre dolnu trojuholnikova maticu. Podla vety 8.13 je det(A) rovny
st¢inu jej diagonalnych prvkov, teda det(A) = 1, ¢ize A je regularna. Inverzna matica ma
potom podla vety 8.22 tvar A~! = (det(A))'adj(A) = adj(A). Matica A;;, ktora vznikne
odstranenim i-teho riadku aj stlpca, je opit dolna trojuholnikové s jednotkovou diagonalou,
¢ize ay; = det(Ay;) = 1. Nie je tazké sa presved¢it, ze po odstraneni j-teho riadku a i-teho
stlpca pre i < j vzniknuté matica A j; je tieZ dolna trojuholnikova, ale na diagonale méa aspon
jednu nulu. Preto pre i < j je det(Aj;) =0, ¢ize (adj(A));; = oj; = det(A ;) = 0, ¢ize adj(A)
je dolna trojuholnikova. Spolu s «a; = 1 dostavame pozadované tvrdenie. O
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8.3 Determinanty blokovych matic

Lema 8.25 (Determinanty $peciélnych blokovych matic). Nech A € R™™ B € R™™ a

C € R™*". Potom
det (g O?X”) = det (Iél Oxm> = det(A).

_ A Omxn
X (8 0.

Doékaz. Nech

Pocitajme det(X) z definicie. Zrejme, aby boli vetky ¢leny (X)15(1);-- -, (X)m4no(mn) DE-
nulové, musi platit o(m +1) = m+1,...,0(m +n) = m + n. Potom o(1),...,0(m) tvo-
ria permutéaciu {1,...,m}, ozna¢me ju 7, pricom ®(o) = ®(x), lebo prvky o(m + 1) =
m+1,...,0(m+n) =m + n neprispievaju k poc¢tu inverzii. Teda
det(X) = > (=D X)1001) + (Kmtno(msn)
o—perm.
= Z (_1)<I>(7r) (X)LT((I) t (X)m,w(m) : (X>m+1,m+1 tc (X>m+n,m+n
T—perm.
= Z (=1)®™(A) 1) - (Ao - 1--- 1 = det(A),
T—perm.
pri¢om prvéa suma ide cez vietky permutécie o mnoziny {1,...,m+n} a ostatné sumy su cez
vBetky permutéacie 7 mnoziny {1, ..., m}. Dokaz rovnosti
In 0n><m o
det <C A > = det(A)
je analogicky, nechavame ho na citatela. O

Lema 8.26 (Determinant blokovo trojuholnikovej matice). Nech T € R™*™ U € R™*" V €
R™™ "W € R™*". Potom

T Oan
vV W

T U
A= <0Wm W)

_ I, O0,xn T U
A= (onxm W ) (0% In)'

Podla vety 8.11 a lemy 8.25 dostéavame

det <OT U):det(T)det(W) a det(

xm W ) — det(T) det(W).

Dokaz. Maticu

vieme zapisat ako

- I, Opnxn T U\
det(A) = det (0nxm W ) det (Onxm In> = det(W) det(T).

Dokaz pre blokovo dolnu trojuholnikovi maticu je analogicky, nechédvame ho na ¢itatela.
Priamo ho tiez vieme skonsStruovat pomocou prave dokadzaného tvrdenia a uvedomenia si
faktu, ze transponovanie nemeni determinant. O
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Veta 8.27 (Determinant blokovej matice). Nech T € R™™ U € R™" V € R W €
R™*" pricom T je regularna. Potom

T U W VvV _
det (V W) = det (U T) = det(T) det(W — VT'U).
T U
(0 w)

T U\ [ L, Ouxn T U
V W) \VT! W-VT'U) \0,xr, L./}’
z ¢oho vyplyva

T U\ I, O T U
det (V W) = det (VT—1 W—VT—lU) det (onxm In>'

Podl'a lemy 8.25 méme

Doékaz. Maticu

vieme vyjadrit ako

Im Omxn o -1 T U _
det (VT_l W — VT_lU) =det(W — VT 'U) a det (Onxm In) = det(T),

¢ize det(A) = det(T) det(W — VT ~'U). Druht rovnost ziskame pomocou rozkladu

W V\ (W-VT'U VT !\ (I, Opum
U T) 0uxn I, u T )

]
8.4 Vandermondove matice
Definicia 8.28 (Vandermondova matica). Nech xy,...,z, € R. Vandermondova matica pre
x1,...,T, je matica V € R™" tvaru
1 ooy 22 .. 2t
V=1: : :
1 x, 22 ... ant

Poznamka 8.29. Vandermondove matice sa pouzivaji pri polynomiélnej interpolécii, t. j. pri
hladani polynomu, ktory presne prechddza danymi datami (bodmi (z;, ;) € R%, i =1,...,n).
Vsimnite si, Zze ak by sme vyriesili stistavu rovnic y = Vb v premennej b € R”, kde y € R”
a 'V je Vandermondova matica pre z1, ..., z,, tak polyném by + byx + ... + b,z" ! nadobida
v bodoch x,...,x, hodnoty y1,...,y,. Tieto matice sa tiez pouzivaji v tzv. Reedovych-
Solomonovych samoopravnych kodoch (angl. error correction codes) pre datové média.

Veta 8.30 (Determinant Vandermondovej matice). Nech z,...,z, € R a nech V,, je Van-
dermondova matica pre xq,...,x,. Potom

det(V,) =[] (= — )

1/7]6{1 7777 n}72<]
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Dékaz. Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou. Pre Vy aj V5 zjavne plati. Nech n € N.

Predpokladajme, Ze V,,_1 = [[,_;(z; —x;) pre 4,j = 1,...,n — 1. VSimnime si, Ze pre
1 -z, 0 ... 0
o 1 -z, ... 0
Tn — . . ‘ c Rnxn
0o ... A |

a D, =diag(zy — zp,...,x,—1 — z,) plati V,,T,, = A,,, kde
_ ]-n—l Dn—lvn—l
An = ( 1 ol | ) '

Z matice A,, dostaneme postupnym prehodenim dvojic riadkov (n,n—1), (n—1,n—2),...,(2,1)

maticu
1 0,
1n—1 Dn—lvn—l ’

ktorej determinant je podla vety 8.27 rovny det(D,,_1V,,_1). Z vety 8.11 plynie det(A,) =
(=1)"tdet(D,_1V,_1), a teda det(V,,) det(T,) = det(A,) = (—=1)"tdet(D,,_1) det(V,,_1).
Podla vety 8.13 mame det(T,) = 1, podla dosledku 8.14 je det(D,) = [[/5 (zi — ). S
vyuzitim indukéného predpokladu dostavame

det(V,) = (=1)"! (1:[@; — xn)> det(V,_1) = <1:[(xn — xi)> 11 (z; — ;)
3,5€{1,.

i=1 i=1 n—1}i<g
= H (x; — x;).
7”.76{17’n}’l<]

O
Poznamka 8.31. Z vety 8.30 vidime napriklad, ze ak su vSetky xi, ..., z, rozne, tak det(V)
je nenulovy, teda V je regularna. Z toho plynie, Ze pre Tubovolné y € R" existuje jednozna¢né
rieSenie b = V~ly systému y = Vb. Vzhladom na pozndmku 8.29 teda dostédvame, Ze ak
x1,...,T, SU rozne, tak pre kazdé yi,...,y, existuje jednoznaCne urceny polyném stupha
n — 1, ktory prechadza bodmi (z1,41), ..., (Tn, Yn)-

8.5 Ulohy na precvicenie

Uloha 8.1. Ukazte, 7e determinant ortogonalnej matice moze byt len 1 alebo —1. Nech
Q = (a1,q2) € R**? je ortogonalna. Najdite geometricki charakterizaciu vztahu vektorov
q1, gs, na zéklade ktorej je mozné rozhodnut, ¢i det(Q) = 1 alebo det(Q) = —1.

Uloha 8.2. Ukazte, 7e determinant idempotentnej matice moze byt len 0 alebo 1. Ukazte, 7e
ak mé idempotentna matica determinant 1, tak to nutne musi byt matica identity.

Uloha 8.3. Z definicie determinantu ukézte, ze

air a9 0 O
det az az 0O 0 — det (an G12) det (CL33 G34).

a31 32 33 aA34 Q21 A22 Q43 Q44
aq1 Q42 Q43 Q44
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Uloha 8.4. Nech T € R™™ a W € R™" st regularne matice a nech U € R™" V ¢
R™™, Pomocou vety o determinante blokovej matice ukézte, ze det(T)det(W — VT 1U) =
det(W) det(T — UW~1V).

Uloha 8.5. Pouzite tlohu 8.4 na doékaz tvrdeni: a) det(A + xx”) = det(A)(1 + x"A~'x)
pre aktkolvek regularnu maticu A € R™*" a akykol'vek vektor x € R"; b) det(L,, + CD) =
det(I,, + DC) pre akékolvek matice C € R"*™ D € R™*",

Uloha 8.6. Nech a,b € R. Dokézte, Ze determinant tiplne symetrickej matice A = aI, +b1,1%
jedet(A) = a" (a+nb). Navod: K prvému riadku matice A pripocitajte vietky zvysné riadky
a nésledne odpocitajte prvy stlpec od vsetkych zvysnych stlpcov.

Uloha 8.7. Nech A, B € R™" sii regularne matice. Dokazte, 7e adj(AB) = adj(B)adj(A).

(Toto tvrdenie plati aj bez predpokladu regularity, ale dokaz je uz komplikovanejsi.)

Uloha 8.8. Nech A,B,C € R™ " st nezavislé matice. Pre ktoré realne ¢isla k su matice
kA + B, A+ kB + C,B + kC nezavislé? (Mozete pouzit vzorec pre determinant matice typu
3 x 3 a vztah medzi nenulovym rieSenim homogénneho systému a determinantom.)

Uloha 8.9. Nech A € R**? je regularna. Ukazte, Ze potom plati A + det(A)A~"! = tr(A)I,.

Uloha* 8.10. Dokézte poznamku 8.17 pre n = 2.
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Kapitola 9

Pozitivne semidefinitné a pozitivne
definitné matice

9.1 Kvadratické formy

Definicia 9.1 (Kvadratickd forma). Nech A € 8". Potom funkcia f: R" = R, f(x) = x’ Ax
pre kazdé x € R", sa nazyva kvadratickd forma.

Poznamka 9.2. Kvadratickd forma je kvadratickou funkciou (t.j. polynémom stupiia 2),
kedze x"Ax = 37 (A)uxf +2370, . (A)iziz;.

Lema 9.3 (Jednoznac¢nost kvadratickej formy). Nech A, B € 8". Potom x’ Ax = x' Bx pre
kazdé x € R™ prave vtedy, ked A = B.

Dékaz. Zjavne ak A = B, tak aj xT Ax = xTBx pre Iubovolné x. Pre opa¢nii implikaciu si
ozna¢me C = A — B. Potom C € 8" a x’Cx = 0 pre kazdé x € R”, ¢ize C = 0,,,,, podla
lemy 3.27. Teda méme A — B = 0,,%,,, z ¢oho vyplyva A = B. O]

Poznamka 9.4. Z lemy 9.3 plynie, %e kvadraticka forma x? Ax je jednoznac¢ne charakterizo-
vand symetrickou maticou A. Maticu A nazyvame maticou kvadratickej formy xT Ax.

Definicia 9.5 (Pozitivne semidefinitna a pozitivne definitna kvadraticka forma). Nech A €
8". Potom kvadratickd forma xT Ax sa nazyva pozitivne semidefinitnd ak xT Ax > 0 pre
kazdé x € R". Kvadraticka forma xT Ax sa nazyva pozitivne definitnd ak x* Ax > 0 pre kazdé
x € R", x #0,.

Poznamka 9.6. Vsimnite si, ze kazda pozitivne definitné kvadraticka forma je zaroven po-
zitivne semidefinitnou.

Priklad 9.7. Overte, Ze x'I,,x je pozitivne semidefinitna kvadraticka forma a nasledne overte
aj, ze je pozitivne definitna. Nech D = diag(ds,...,d,), kde d; € R pre i = 1,...,n. Urcte,
pre aké prvky di,...,d, je x Dx pozitivne semidefinitné a pre aké prvky je x Dx pozitivne
definitna kvadraticka forma.

Poznamka 9.8. Nech A = diag(4,9). Potom graf kvadratickej formy x’ Ax je paraboloid s
minimom v bode x = 0y. M6Zeme ju zakreslit pomocou jej “vrstevnic” (Groviiovych mnozin)
v R?, &ize kriviek U; = {x € R? | xTAx = t}, t > 0. Tieto vrstevnice st elipsy so stredom
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v podiatku suradnicovej sustavy a s polosami v smere siradnicovych osi, ako je zakreslené
na obrazku 9.1. Na obrazku moézeme napriklad vidiet, ze U; je elipsa so stredom v bode
(0,0)T a prechadzajica bodmi (0,1/3)T, (1/2,0)" na polosiach. Takéto tvrdenie plati aj vo
vieobecnosti: grafy pozitivne definitnych kvadratickych foriem v R? st paraboloidy a ich
vrstevnice su elipsy, ako ukazeme v poznamke 10.46. Plati dokonca silnejsie tvrdenie: existuje
bijekcia medzi pozitivne definitivnymi kvadratickymi formami a Standardizovanymi elipsoidmi
(so stredom v bode 0 a “polomerom” 1, teda elipsoidmi typu Uy).

0.5

A2
0.0
I

T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

X1

Obr. 9.1: Znézornenie troviiovych mmnozin Uy, Uy, Uy a Uz kvadratickej formy zadanej v
poznamke 9.8. Sipky znézoriuja polosi elipsy U;.

9.2 Pozitivne semidefinitné a pozitivne definitné matice

Definicia 9.9 (Pozitivne semidefinitna a pozitivne definitnd matica). Symetrickd matica
A €8"je

1. pozitivne semidefinitnd ak x* Ax > 0 pre kazdé x € R",
2. pozitivne definitnd ak xT Ax > 0 pre kazdé x € R", x # 0,,.

Mnozinu vSetkych pozitivne semidefinitnych matic typu n x n znacime 8" . MnoZinu vSetkych
pozitivne definitnych matic typu n x n znacime 87 _ .

Poznamka 9.10. Symetrickd matica A je pozitivne (semi-)definitna, ak prislusna kvadraticka
forma x? Ax je pozitivne (semi-)definitna.

Poznamka 9.11. Pozitivne semidefinitné (pozitivne definitné) matice sa nazyvaja aj kladne
semidefinitné (kladne definitné).

Priklad 9.12. Nech A = J,,5 anech x € R% Potom x? Ax = 224+ 2x109+2% = (21+22)? > 0,
a teda A je pozitivne semidefinitna. Zaroven pre x = (1, —1)7 plati x’Ax = (1-1)2=0, a
teda A nie je pozitivne definitna.
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5o (2 1),

Potom x"Bx = 227 + 223 + 2122 = (31 + 22)* + 21 + 23 > 0, ¢ize aj B je pozitivne

semidefinitna. Zaroveii ak x # 0, tak aspoii jedno z z? a 23 je vicsie ako 0, a teda xIBx > 0

pre x # 0. Takze B je pozitivne definitna.
Urcte, ¢i je matica
1 -1
c=( )

pozitivne semidefinitné a ¢i je pozitivne definitna.

Lema 9.13 (O vztahu 87, a 8"). Nech n € N. Potom 87, C 8%.

Definujme

Dékaz. Nech A € 8", . Potom pre x # 0, plati x” Ax > 0, pri¢om pre x = 0,, plati x” Ax =0
pre Tubovolni maticu typu n x n. Teda x” Ax > 0 pre kazdé x € R, ¢ize A € 8. H

Lema 9.14 (Pozitivna semidefinitnost projektorov). Nech A € R"*" je symetricka a idem-
potentnd. Potom A € 8.

Dokaz. Nech x € R". Pocitajme xT Ax = xTAAx = xTATAx = (Ax)TAx = ||Ax|?* >
0. [l

Poznamka 9.15. Pripomenme, Ze matica je podla vety 7.24 projekéna prave vtedy, ked je
symetricka a idempotentna

Definicia 9.16 (LDL” rozklad). Hovorime, ze A = LDL” je LDL” rozklad matice A € 8",
ak L € R™" je doln& trojuholnikovd matica s jednotkami na diagonale a D € R™ " je
diagonalna matica.

Poznamka 9.17. Podobny LDL7 rozkladu, ale pre vieobecni A € R™ ", je LDU rozklad
A = LDU, kde L € R™" je dolna trojuholnikova s jednotkami na diagonale, U € R™*"
je horna trojuholnikova s jednotkami na diagonale a D € R™" je diagonalna matica. LDU
rozkladu sa v8ak z priestorovych dévodov v tychto skriptach nebudeme dalej venovat.

Lema 9.18 (Nula na diagonale pozitivne semidefinitnej matice). Nech A € 87 anech (A); =
0 pre nejaké ¢ € {1,...,n}. Potom (A);; = (A);; = 0 pre kazdé j = 1,...,n, teda takd matica

mé nulovy cely prislusny riadok aj stlpec.

Dékaz. Nech (A);; = 0 a nech j # i. Vezmime x € R, ktoré spliia z; < —(A);;, x; = 2(A);;
a xp = 0 pre k # i, j. Potom

= 4(A)}((A)j; + 1) 0,

lebo z; < —(A);;. Zaroven viak x” Ax > 0, lebo A je pozitivne semidefinitna. Preto x” Ax =
0, z ¢oho vyplyva (A)Z =0, ¢ize (A);; = 0, kedze (A);; + z; < 0. O

)
Veta 9.19 (LDL” rozklad pozitivne semidefinitnej matice). Pre kazda A € 8" existuje
LDL7 rozklad A = LDLT, pricom diagonalne prvky matice D st v kaZdom takom rozklade
nezaporné. Navyse, matica D je jedina a stlpce L prisluchajice nenulovym diagonalnym
prvkom matice D st tieZ uréené jednoznacne. Cize ak A = LDL” je Tubovolny LDL”
rozklad, tak D = D a stlpce L prislichajtice nenulovym prvkom D st totozné s prislusnymi
stipcami L.
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Doékaz. UkédZeme najprv, ze existuje dolna trojuholnikova matica B € R™*™ s jednotkami na
diagonéle takéa, ze BABT je diagonalna matica. To budeme dokazovat matematickou induk-
ciou. Tvrdenie zjavne plati pre 1x 1 matice. Predpokladajme, Ze plati pre kazda (n—1) x (n—1)
symetrick maticu, a vezmime A € 8" . Budeme uvazovat dva pripady:

(i) Ak (A);; = 0, potom podla lemy 9.18 je prvy riadok aj stIpec matice A nulovy, teda
A ma tvar A = diag(0, As) pre nejaka A, typu (n — 1) x (n — 1). KedZe A je symetricka a
AT = diag(0, AL), tak aj A, je symetricka. Zarovei, ak by x? Ayx < 0 pre nejaké x € R" 1,
tak (0,xT)A(0,x7)T = xTAyx < 0, ¢ize A by nemohla byt pozitivne semidefinitna. Preto
xT Ayx > 0 pre kazdé x € R"1, ¢ize A, je pozitivne semidefinitna. Potom podl'a indukéného
predpokladu existuju dolna trojuholnikova B, s jednotkami na diagonéle a diagonalna D, Ze
B,A,B! = D,. Potom pre B = diag(1, B;) plati

» (1 07\ /1 07\ /1 o'\ (0o of \ [0 of
BAB—(og2 0 A,)\o BT) = lo B.A,BT) ~ o Do)

Cize BABT je diagonalna matica, pricom B je dolna trojuholnikova matica s jednotkami na
diagonale.
(ii) Ak (A)1; # 0, zapiSme A v tvare

Potom pre

sa lahko da vypocitat, ze

r (A o’
BIA—Bl - ( 0 _A2 _ (A)l—llaaT )

¢o mozeme zapisat ako BjABT = diag((A)11, Cy), kde Cy € RDx(—1) Kedze (B;ABT)? =
B,AB?T (lebo A je symetrickd), tak podobnym argumentom ako v (i) dostavame, ze Cy €
8" Kedze A € 8", tak aj BiAB] € 8" (dokaz nechame na citatela, pozri tlohu 9.3).
Potom analogicky ako pre A, v ¢asti (i) plati, ze Cy je pozitivne semidefinitna. Teda pre
C, vzhladom na indukény predpoklad existuje dolné trojuholnikova By, € R™=Dx(=1) g jed-
notkami na diagondle a diagonalna D,, Zze BoCyBL = D,. Potom pre B = diag(1, By)B;
dostavame

r (1 07 r(1 0\ (1 0"\ [(A) 0"\ /1 0"\ [(A)n 0T
BAB_(OBQBlABlﬂBg_OBQ 0 CyJ\o B\ 0o D,)°

¢o je diagondlna matica, pric¢om v poslednom kroku sme pouzili BoCyB2Z = D,. Zarovei
plati, Ze B je dolna trojuholnikova matica (lebo je suc¢inom dvoch dolnych trojuholnikovych
matic, pozri lemu 2.24) a mé jednotky na diagonale (lebo diag(1,B,) aj By maja jednotky
na diagonale).

KedZe v kazdom pripade sme nasli diagonalnu maticu D a dolnu trojuholnikovi B s
jednotkovou diagonélou také, Ze BABT = D, tak A = B'D(B~!)?. Zaroveii, matica B!
je podla lemy 8.24 dolna trojuholnikova a méa na diagonéle tiez samé jednotky, CiZe je to
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hladana matica L. Navyse, kedze A € 87, tak aj D = BAB” € 8" (opét pozri tlohu 9.3).
Aby diagonalna matica D bola pozitivne semidefinitna, musi mat nezaporni diagonélu, ¢im
je dokaz prvej casti hotovy.

Uvedeni jedineénost LDL? rozkladu nebudeme dokazovat; dokaz moze ¢itatel najst na-
priklad v [3] (veta 14.5.5). O

Poznamka 9.20. Vsimnite si, ze matica Cy v dokaze vety 9.19 je vlastne Schurov doplnok
prvku (A);; v matici BABT.

Veta 9.21 (Choleského rozklad). Nech A € 8" ma hodnost r. Potom existuje jedind horna
trojuholnikova matica T s r kladnymi zlozkami na diagonale a s (n — r) nulovymi riadkami
taka, ze A = TTT. Navyge, ak A = LDL? je LDL” rozklad, kde D = diag(dy,...,d,),
potom T = DY2L”, kde D'/? = diag(\/dy, . .., Vd,).

Dékaz. Podla vety 9.19 existuje LDL” rozklad A = LDLT, pricom D mé4 nezédporné prvky a
je jedina. Podl'a dosledku 4.19 je r prvkov D nenulovych, ¢ize kladnych. Matica T = DYV2LT
je horna trojuholnikova so zlozkami \/di,...,+/d, na diagonéle, z ktorych je r kladnych.
Zaroven ma (n — r) nulovych riadkov, ktoré prislichaji nulovym zlozkam diagonély matice
D'/2. Maticu A moézeme vyjadrit ako A = LDY?D'2LT = TTT, takze hladany rozklad
existuje.

Na dokaz jedine¢nosti uvdzme LDL?T rozklad A = LDL” a predpokladajme, ze A =
TTT, kde T je horné trojuholnikova matica s r kladnymi zlozkami na diagonéle a s (n —r)
nulovymi riadkami. Pre jednoduchost predpokladajme ze prvych r diagondlnych zloziek T
je kladnych, a ozna¢me riadky T ako t7,... t7. Definujme D = diag((T)%,...,(T)2,) =

dlag((T)H, ...,(T)2.,0,...,0), a L nech je lubovolna dolna trojuholnikova matica s prvymi
r stlpcaml (1/(T)11)ty, ..., (1/(T),)t,. Potom DY2LT = T, teda A = TTT = LDL”. Cize
LDL? je tiez LDL” rozklad matice A. Podla vety 9.19 je D jedina a prvych r stlpcov L je
urcenych jednoznacne, €ize D = D a prvych r stlpcov L je zhodnych s prislusnymi stlpcami
L. Potom T = DY2LT = DY2L7, 7 ¢oho vyplyva, ze jedina horna trojuholnikové matica T
s 7 kladnymi zlozkami na diagonale a s (n — r) nulovymi riadkami, spliajica A = TTT, je

T = D'/2L7. O
Veta 9.22 (Zakladné vlastnosti 8 a 8" ). Nech n € N. Potom:
(i) Ak A Be€ 8}, a>0,32>0, potom oA + B € 87.

)
(i) Ak Aes? ,Be8}, a>0,32>0, potom aA + 3B € 87,
(ili) A € 87, préave vtedy, ked A € 8} a A je regularna.

(iv) A €87, prave vtedy, ked A~ € 8" .

Dokaz. V (i) plati x* (a A+ BB)x = ax? Ax+ 3x'Bx > 0 pre kazdé x € R". Podobne pre (ii)
nech x # 0,,. Potom x7 (oA + 8B)x = ax? Ax+ Bx'Bx > 0, lebo ax? Ax > 0 a fx'Bx > 0.

Pre dokaz (iii) najprv predpokladajme, ze A € 87, . Potom A € 8" podla lemy 9.13 a
teda staci dokazat uz len, Ze je regularna. Pre dokaz sporom uvazujme, ze A je singulérna, ¢ize
existuje x # 0,,, Ze Ax = 0,,. Potom xT Ax = 0, ¢o je spor s pozitivnou definitnostou. Naopak,
nech A € 8" je regularna. Potom podla vety 9.21 méme A = TTT, pricom rank(T) =
rank(A) = n podla dosledku 3.35, ¢ize T je reguldrna. Teda pre x # 0, plati x’ Ax =
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xI'TTTx = | Tx||*> > 0. KedZe x # 0,, a T je regularna, tak Tx # 0, ¢ize x' Ax = || Tx|*> >
0.

Pre (iv) nech A € 87 ,. Potom A = T'T, kde T je regularna, analogicky k (iii). Z toho
vyplyva A= = T7!T~T. Pre x # 0,, teda plati x’ A7'x = x" T T Tx = (T Tx)TTTx =
[T 7x||? > 0. Kedze TT je regularna a x # 0,, tak T-7x # 0,, ¢ize | T"7x|]* > 0.
Naopak, nech A~ € 8%,. Potom A = (A™!)~! a podla predchadzajicej implikacie plati
A=(AhHlesn,. O

Definicia 9.23 (Loewnerovo usporiadanie). Loewnerovo usporiadanie pozitivne semidefinit-
nych matic je definované nasledovne: ak A, B € 8"}, potom A = B ak A — B € 8}}.

Poznamka 9.24. Loewnerovo usporiadanie je iba ¢iastocné, teda nevieme porovnat vSetky
A, B € 8%, ako ukazuje priklad 9.25.

(YY)

Potom A — B =1, € 82, ¢ize A = B.

Nech
2 0 3 0
c=(535) 2=(52):

Potom C — D = diag(—1,1) ¢ 85 a D — C = diag(1, —1) ¢ 82, ¢iZe neplati ani A > B, ani
B > A.

Najdite priklady nediagonélnych matic A, B, C,D, ze A > B a matice C a D sa nedaju
pomocou Loewnerovho usporiadania porovnat.

Priklad 9.25. Nech

9.2.1 Pozitivna definitnost vyberovej kovarianénej matice

Skiimajme pozitivnu (semi)definitnost vyberovej kovarianénej matice S € R¥? 7z podkapitoly
2.6.1. Pripomefime, ze X = (X1, ...,X,) € R je maticou dat. Podla prikladu 2.57 vieme S
zapisat ako —5(X—n""XJ ) (X =0 XJ i) ", 2 ¢oho podla tlohy 9.5 vidime, Ze vyberové
kovarian¢na matica je vzdy pozitivne semidefinitna. To je jeden z hlavnych dévodov, preco sa
v Statistike vel'mi ¢asto pracuje s pozitivne semidefinitnymi a pozitivne definitnymi maticami.

Vyberova kovarianéna matica je potom vzhladom na vetu 9.22 pozitivne definitna prave
vtedy, ked je regularna. To nastéva podla poznamky 3.38 prave vtedy, ked ma matica X (I,, —
N T pxn) € R&™ hodnost d.

Priklad 9.26. Overte, Ze matica n~'J, ., je maticou ortogonélnej projekcie na span(1,,).

Podla prikladu 9.26 mézeme vyberova kovarianént maticu zapisat ako

! (X — XP;)(X - XP,)" = L 1X(In —Py)[X(I, - Py)]%,

n—1 n —

S —

kde Py je maticou projekcie na span(1,). Z vety 7.25 potom vyplyva, ze S = - (XP5)(XP,)?,
kde Py je projekénou maticou na 1. Teda kovarianéna matica je regularna prave vtedy, ked
rank(XPy) = d.
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Vsimnime si, ze

=N

V{PQ
XPQ = P2 = )
Vz;PQ

&

A%

kde vT,...,vT st riadky X. Cize v7 je riadkovy vektor dlzky n zachytavajici hodnoty i-te]
premennej pre jednotlivé pozorovania. Potom v P, je riadkovy vektor hodnét i-tej premen-
nej sprojektovany do podpriestoru kolmého na 1,. Takze vyberova kovariancénd matica je
pozitivne definitna prave vtedy, ked matica XPy € R¥™ pozorovani, ktorych zlozky st spro-
jektované do podpriestoru kolmého na 1,,, ma hodnost d.

7 pohladu dat maja riadky XP, priamociaru interpretaciu. Matica Py sa da totiZz spatne
zapisat ako Py =1, —n ' J s = I, — n7'1,1] a teda XPy = X — n7'X1,17 = X — x17.
Teda i-ty riadok tejto matice je vi —%;1, = (1;— Xy, ..., Tin—X;), kde x;1, . . ., ¥4, st hodnoty
i-tej premennej v jednotlivych pozorovaniach a X; je ich priemer. Takze i-ty riadok XPs je
vektorom hodnot i-tej premennej ocistenych o ich priemer, tzv. centrovanych hodnoét (pozri
priklad 2.55), lebo priemer tychto o¢istenych déat je nula. Vyberova kovarianéné matica je
teda pozitivne definitna, ak matica pozorovani, ktoré su v jednotlivych premennych ocistené
o priemery, (matica centrovanych pozorovani) XP, € R¥™ ma plni riadkovti hodnost d.

Poznamenajme, ze geometricky sa déa toto tvrdenie sformulovat nasledovne: vyberova ko-
varian¢na matica je pozitivne definitna prave vtedy, ked data nelezia v spolo¢nej afinnej
mnozine (t.j. posunutom vektorovom podpriestore), ktora ma dimenziu niz§iu ako d.

9.3 Ulohy na precvicenie

Uloha 9.1. Presved¢te sa, Ze matica

A —

=)
N
O = O

je pozitivne definitna (z definicie pozitivnej definitnosti).

T U
A= (UT W) )
kde T € R™™ U € R™"™ a W € R™", Ukazte, ze ak A je pozitivne semidefinitna, tak

aj T a W st pozitivne semidefinitné. Sformulujte a dokazte podobné tvrdenie pre pozitivnu
definitnost.

Uloha 9.2. Nech

Uloha 9.3. Nech A € 8" a B € R™™. Ukazte, e potom
(i) ak A € 8", tak BTAB € 87,
(ii) ak A € 87, arank(B) =m, tak BTAB € 87",.
Névod: v ¢asti (il) moZzete pouzit lemu 3.36.
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Uloha 9.4. Nech T v matici A z tlohy 9.2 je reguléarna, a nech tato matica A je pozitivne
semidefinitna. Ukazte, Ze potom Schurov doplnok matice T v matici A, t.j. matica S =
W —UTT~!U, je pozitivne semidefinitna matica. Navod: vyuzijic tlohu 9.3 skiimajte maticu

B7AB, kde
I, -T°'U
B N (OTLX?’)’L ITL ) '

Uloha 9.5. Nech A € R™*". Ukazte, ze ATA € 8m. Ukézte tiez, ze ATA € 8%, prave vtedy,
ked rank(A) = n. Sformulujte podobné tvrdenie pre AAT.

Uloha 9.6. Nech x, ...,x; € R" a definujme A = Zle x;x!. Ukaizte, 7e A € 8" a dokazte,
7e hodnost matice A je rovna poc¢tu najvicsej mnoziny linedrne nezavislych vektorov spomedzi
X1, ..., Xy, teda rank(A) = dim(span(xy, ..., Xx)).

Uloha 9.7. Ukazte, ze ak A = LDL” je LDL” rozklad symetrickej matice A € R™" a ak
D je diagonalna matica s kladnymi (nezapornymi) prvkami na diagonale, tak A je pozitivne
definitna (pozitivne semidefinitna).

Uloha 9.8. Nech A,B € 87 spliaju A = B. Ukdite, Ze potom det(A) > det(B) a ¢(B) C
C(A).
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Kapitola 10

Vlastné cisla a vlastné vektory

10.1 Definicie a zakladné vlastnosti

Definicia 10.1 (Vlastné ¢islo a vlastny vektor). Nech A € R™™. Ak A € R, x € R” spliiaji
x # 0, a Ax = \x, tak \ nazyvame vlastné c¢islo matice A a x nazyvame vlastny vektor
matice A. Mnozinu vSetkych vlastnych ¢isel matice A nazyvame spektrum matice A.

Poznamka 10.2. Namiesto pojmu vlastné ¢islo sa niekedy pouziva pojem vlastnd hodnota.

Poznamka 10.3. Ak Ax = Ax pre x # 0, potom hovorime, ze vlastné ¢islo A prislicha
vlastnému vektoru x, resp. ze vlastny vektor x prislicha vlastnému ¢islu \.

Poznamka 10.4. Uvazujeme iba realne vlastné ¢isla, takze niektoré zname tvrdenia o kom-
plexnych vlastnych ¢islach sa na nami uvazované vlastné ¢isla nevztahuja. Napriklad plati, ze
niektoré matice nemaju ziadne realne vlastné ¢islo, ako ukazeme v priklade 10.14, hoci kazdé
matica ma aspon jedno komplexné vlastné ¢islo.

Priklad 10.5. Rovnica Ax = Ax vyjadruje, Ze v smere vlastného vektora x predstavuje
linearne zobrazenie v — Av jednoduché natiahnutie, ¢i skratenie vektora na jeho A-nasobok.

Overte, ze matica
_ (5/4 3/4
A= (3/4 5/4)

mé vlastné ¢isla 2 a 1/2 s prislichajtucimi vlastnymi vektormi u; = (1/v/2,1/v/2)7 a uy =
(—1/4/2,1/v/2)T. Na obrazku 10.1 je znazornené natiahnutie/skratenie prislusnych vlastnych
vektorov po vynasobeni maticou A: Au; = 2u; a Auy = (1/2)us.

Lema 10.6 (O prislichajicom vlastnom ¢isle). Nech x # 0,, je vlastny vektor matice A €
R™*". Potom vektoru x prislicha jediné vlastné ¢islo A matice A, a to A = x7 Ax/||x|*.

Dékaz. Nech ) je vlastné &islo prislachajice x. Potom z Ax = A\x vyplyva x’ Ax = \x'x.
KedZe x # 0, tak x'x = ||x||> > 0, a teda jediné vlastné ¢islo prislichajice x je A =

xTAx/||x|* O

Lema 10.7 (O skalarnom nésobku vlastného vektora). Nech x je vlastny vektor matice
A € R™" prisluchajuci vlastnému ¢éislu A. Potom pre Tubovolné ¢ € R, ¢ # 0, je cx tiez
vlastny vektor matice A prislichajici vlastnému ¢islu .
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Au,

Au,

Obr. 10.1: Transformacia dana maticou A z prikladu 10.5 aplikované na jej vlastné vektory
u; a us.

Dékaz. Tahko overime, 7e cx spliia definiciu vlastného vektora: A(cx) = cAX = cA\x =
A(ex). O

Lema 10.8 (Ekvivalentné charakterizacie vlastného ¢isla). Pre A € R™" su nasledujuce
tvrdenia ekvivalentné:

(i) A je vlastné ¢islo A,

(ii)) A — AL, je singulérna,
(iii) det(A — AL,) =0.
Dokaz. Zjavne A je vlastné ¢islo prave vtedy, ked Ax — Ax = 0, ¢ize ked (A — AXI)x = 0, pre
nejaké x # 0. To je ekvivalentné s tym, ze N(A — AI) # {0}, teda podla dosledku 3.31 s tym,
ze A — M je singularna. Ekvivalencia (ii) s det(A — AI) = 0 vyplyva z vety 8.11. O
Lema 10.9 (Ekvivalentné charakterizacie vlastného vektora). Pre A € R™*" st nasledujice
tvrdenia ekvivalentné:

(i) u € R” je vlastny vektor matice A prislachajuci vlastnému ¢islu A,
(ii) u je rieSsenim homogénneho systému (A — AL, )x = 0,, v premennej X,
(iii) u e N(A — AL,).
Dokaz. Dokaz je analogicky k dokazu lemy 10.8, nechdvame ho na Citatela. O

Lema 10.10 (Stupen polynému det(A — AI,)). Pre A € R™" je vyraz det(A — AL,) poly-
némom stupha n v premennej .

Dokaz. Oznacme B = A — A\I. Z definicie determinantu méame

det(B) = > (=1)* B (Blnom),

o—perm.

kde kazdy vyraz (B); () je bud tvaru (A); — A, alebo nezavisi od A. Teda det(B) je polyno-
mom stupiia nanajvys n v premennej A, kedZe kazdy zo s¢itancov (—1)%@(B)1 51y - -+ (B).o(m)
je vzhladom na A polynémom stupia nanajvys n. Overme, ze det(B) je polynomom presne
stupna n, teda Zze koeficient pri A" nie je 0. Jediny vyraz, v ktorom vystupuje A", zodpoveda
tomu, ked kazdé (B); ,(;) je tvaru (A); — A, ¢o je vtedy, ked o(i) =i pre vietky i = 1,...,n.
Vtedy dostavame (—1)%@(B)1 51y (B)nom) = [[1=;((A)i; — ), ¢o je polyném s koeficien-
tom (—1)" pri A". Takze det(B) je skuto¢ne polynémom stupina n. O
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Definicia 10.11 (Charakteristicky polyném). Polyném det(A — AI) v premennej A nazyvame
charakteristicky polynom matice A.

Definicia 10.12 (Vlastny priestor, nasobnost vlastného ¢isla). Priestor N(A — AI) nazyvame
vlastny priestor vlastného ¢isla A, jeho dimenziu nazyvame (geometricka) ndsobnost vlastného
¢isla .

Poznamka 10.13. Okrem geometrickej nasobnosti mézeme definovat aj algebraicki ndsob-
nost vlastného ¢isla: algebraicka nasobnost vlastného ¢isla A* je nasobnost korena A = \* v
charakteristickom polynome det(A — AI). Poznamenajme, Ze geometricka a algebraickd na-
sobnost vlastného ¢isla sa mozu ligit. V tomto texte v8ak budeme pracovat iba s geometrickou
nésobnostou, ¢ize pod pojmom nasobnost vzdy myslime geometrickti nasobnost.

() e ()

Potom det(A — A\I) = (2 — A)(—1 — A). Vlastné ¢isla matice A su riesenia det(A — A\I) = 0,
¢ize A ma dve vlastné ¢isla Ay = 2 a Ay = —1, kazdé s nédsobnostou 1.

Charakteristicky polynom matice B je A + 1, a ten m4 korene iba A5 = +i, kde i je
imaginarna jednotka. TakZe B nema ziadne (realne) vlastné ¢isla. Najdite 2 x 2 maticu, ktora
mé iba jedno vlastné ¢islo, s ndsobnostou 1.

Priklad 10.14. Nech

Lema 10.15 (Vztah nulového vlastného ¢isla a nulového priestoru). Nech A € R™*"™. Nésob-
nost vlastného ¢isla A = 0 je rovnéa dimenzii N(A). Pod nésobnostou 0 “vlastného ¢isla” A
rozumieme, ze A nie je vlastné ¢islo matice A.

Dékaz. Nasobnost A =0 je dim(N(A — 0I)) = dim(N(A)). O

Désledok 10.16 (Vztah singularnosti matice a nulového vlastného ¢isla). Matica A € R™*"
je singularna prave vtedy, ked A = 0 je jej vlastné ¢islo. Ekvivalentne, A je regularna prave
vtedy, ked A = 0 nie je jej vlastné ¢&islo.

Poznamka 10.17. Niekedy je vyhodné pracovat s vlastnymi ¢islami zopakovanymi podla
nasobnosti. Napriklad vlastné ¢isla matice A = diag(3,1,5,1,3) st 3 (s nasobnostou 2), 1 (s
nasobnostou 2) a 5 (s nasobnostou 1), pricom vlastné ¢isla A zopakované podla nasobnosti
sa 3,3,1,1,5.

Lema 10.18 (Vlastné ¢isla a vektory transformécii matice A). Nech A je vlastné ¢islo matice
A € R™™ a x je k nemu prisluchajuci vlastny vektor. Potom:

(i) Pre kazdé ¢ € R je ¢ vlastné ¢islo matice cA prislichajice vlastnému vektoru x.
(ii) Pre kazdé k € N je A* vlastné ¢islo matice A* prislichajice vlastnému vektoru x.

iii) Ak A jere lllél”llﬁ, tak A 1 je vlastné ¢islo matice A 1 pl"iSll,lClla.l’]CG vlastnému vektoru
X.

Dékaz. Dokaz tvrdenia (i) je trividlny. Overme cast (ii). Rovnicu Ax = Ax prenésobime
maticou A zlava a dostaneme A?x = AAx. Prava strana tejto rovnice je rovna A\(\x), kedZe
Ax = \x. Dostavame A2x = \2x, ¢im je dokdzané tvrdenie pre k = 2. Pre vyssie hodnoty &
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sa dé tvrdenie dokdzat matematickou indukciou, resp. uvedomenim si, Ze kazdym postupnym
vynasobenim rovnice Ax = Ax zvySime na pravej strane mocninu vlastného ¢isla A.
Podobne v (iii) m6zeme rovnost Ax = Ax prenasobit maticou A, &m dostaneme x =
M Ix, ¢o sa da prepisat na A~'x = A'x. Cislom A mozeme delit, lebo podla dosledku
10.16 plati A = 0. O

Lema 10.19 (Vlastné ¢isla sa¢inu matic). Nech A € R™*™ a B € R"*™. Potom matica AB
ma rovnaké nenulové vlastné ¢isla ako matica BA, vratane nasobnosti.

Doékaz. Pocitajme charakteristické polynémy pag(A) = det(AB—AL,) = (—A)" det(—A"'AB+
L.), pea(A) = det(BA — AL,) = (=A)"det(—A"'BA + I,,). Podla tilohy 8.5 potom dosta-
vame ppa(\) = (—=A)"det(—A\"'AB + I,,,). Teda pre kazdé A # 0 plati (—=\)"pap(\) =
(=N)"pBA(N). Specialne potom maji oba tieto polynémy rovnaké nenulové korene, ¢ize A a
B maju rovnaké nenulové vlastné ¢isla.

Na dokézanie rovnosti nasobnosti nech A # 0 je vlastné ¢islo matice AB a nech x1,...,x;
st linearne nezavislé vlastné vektory AB zodpovedajuce vlastnému cislu A. Ked oznacime
X = (x1,...,X) € R™* potom ABX = AX, kedZe x; st prislusné vlastné vektory. Po-
tom BA(BX) = B(ABX) = ABX, ¢&ize stlpce matice BX st vlastné vektory matice BA
prisliuchajice vlastnému ¢islu .

Z rovnosti ABX = A\X, dostavame rank(AX) < rank(BX) podla vety 3.14. Podla tej
istej vety tiez plati rank(BX) < rank(X). Kedze A # 0, tak rank(AX) = rank(X) a teda
rank(BX) = rank(X). KedZe stlpce X st linearne nezavisl¢, tak rank(BX) = rank(X) =
k. Zaroven plati BX € R™*, &ize aj stlpce BX st linearne nezavislé. Teda ak AB ma k
line4drne nezavislych vlastnych vektorov prisluchajicich A, tak sme nasli k£ linearne nezavislych
vlastnych vektorov matice BA prislachajtcich A. Preto dim(BA — AI) > dim(AB — AI).
Podobnym postupom dostaneme dim(AB — AI) > dim(BA — M) (pomocou pozorovania, Ze
ak Y su vlastné vektory BA prisluchajice A, tak AY sua vlastné vektory AB prisluchajtce
A). Spolu teda dostavame pozadovant rovnost nasobnosti vlastného ¢isla A. n

Lema 10.20 (O nezavislosti vlastnych vektorov). Nech A € R"*™ a A\j, Ay st jej dve rozne
vlastné ¢isla. Potom ak xq,...,x; st linedrne nezavislé vlastné vektory A prislichajice A\ a
Y1, ...,¥e su linearne nezavislé vlastné vektory A prislichajice Ao, tak xi,...,Xg, y1,...,¥¢
st linearne nezavislé.

Doékaz. Oznacme X = (x1,...,xx) a Y = (y1,...,y¢). VSimnime si, Ze
AX = (Axy, ..., Axy) = M(xq, ..., xk) = M X,

a podobne AY = A\ Y. Kedze Ai, Ay st rozne, aspon jedno z nich je nenulové. Bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladajme, ze Ay # 0.

Tvrdenie dokdzeme sporom. Predpokladajme, Ze x1,...,Xg, y1, ..., y¢ st linedrne zavislé.
Existuje teda ¢ = (c7,cf)T # 0, kde ¢; € RF a c; € RY, 7e (X,Y)c = 0. Cize Xc; + Yy = 0.
Po vynéasobeni tejto rovnice maticou A zlava dostavame A1 Xc; + A Ycy = 0, teda Xc; =
—AflAQYCQ. Po dosadeni do Xc; + Ycy; = 0 dostavame Ycy = )\flAchg, z ¢oho vyplyva
Yc, = 0, kedze \; ')y # 1. Kedze stlpce Y st linearne nezévislé, dostavame ¢, = 0. Z toho
vyplyva Xc; = 0, a teda podobne aj c; = 0. To je vSak spor s ¢ # 0. O]

Veta 10.21 (Diagonalizacia). Nech A € R™*" ma n vlastnych ¢isel Ay, ..., A, (vratane nasob-
nosti). Potom A vieme zapisat ako A = SAS™!, kde A = diag(Ay,..., \n), S = (X1,...,X,)
je regularna matica a x1,...,X, si vlastné vektory prislichajice vlastnym c¢islam Ay, ..., \,.
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Doékaz. Vlastné vektory xi,...,X, vyberieme nasledovne: kazdé vlastné ¢islo ma tol'ko line-
arne nezavislych vlastnych vektorov, aka je jeho nasobnost; mame teda spolu n vlastnych
vektorov. Potom podla lemy 10.20 su tieto vlastné vektory linearne nezavislé.

Pre kazdé i = 1,...,n plati: Ax; = \;X;, ¢o mozeme spolu zapisat ako

(Axy, ..., Ax,) = (MiX1, ..o, AnXp),

teda AS = SA. KedZe x1, ..., X, si linedrne nezéavislé, tak S € R™*™ je regularna a dostavame
A =SAS L. O

Definicia 10.22 (Podobné matice). Nech A, B € R™ ™. Potom hovorime, 7ze A a B su
podobné ak existuje regularna matica X € R™*" 7e B = X 1AX.

Veta 10.23 (Vlastné ¢isla podobnych matic). Nech A, B € R™*™ si podobné. Potom A a B
maju rovnaké vlastné ¢isla, vratane nésobnosti.

Dékaz. Kedze A, B su podobné, tak existuje regularna matica X € R™" 7e B = X 'AX.
Pozrime sa na charakteristicky polyném matice B:

det(B — AXI) = det(X 'AX — AI) = det(X'AX — AX X)) = det(XH(A — A)X)
= det(X ) det(A — AI) det(X) = det(A — AI),

kde poslednti rovnost sme ziskali vdaka det(X™!') = 1/det(X). Teda A a B maji rovnaké
vlastné cisla. Este potrebujeme ukazat, ze maju rovnaké nasobnosti.

Nech A je vlastné ¢islo matice A (a teda aj B). Potom nasobnost A pre A je n —rank(A —
AI). Nasobnost A pre B je

n —rank(B — M\I) = n — rank(X 'AX — A\I) = n — rank(X ' (A — AI)X).

LenZe néasobenie regularnou maticou nemeni hodnost (veta 4.18), ¢ize nasobnost A\ pre B je
n — rank(A — AI), ¢o je rovné nasobnosti A pre A. O

10.2 Vlastné cisla a vlastné vektory symetrickych matic

Poznamka 10.24. V tejto podkapitole najprv ukidzeme, Ze kazda symetrickd matica mé aspon
jedno vlastné ¢islo. Toto tvrdenie sa zvyc¢ajne dokazuje pomocou zékladnej vety algebry, ktora
vSak pracuje s komplexnymi ¢islami, a ktorej dokaz vychadza z vyrazne netrivialnych tvrdeni
matematickej analyzy. Namiesto toho budeme sledovat argumentéciu v [3], ktora umoziuje
dokézat existenciu vlastného ¢isla symetrickej matice aj bez zakladnej vety algebry. Stale vsak
bez dokazu pouzijeme niektoré zakladné tvrdenia z matematickej analyzy.

Lema 10.25 (Vlastné vektory symetrickej matice pomocou kvadratickej funkcie). Nech A €
8". Potom:

(i) Existuja nenulové vektory x;,x, € R" také, ze

xTAx, < xT Ax < xT Ax,

T

10.1
xI'x; = xTx = xIx, (10.1)

pre kazdé x € R".
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(ii) Vektory x; a x» su vlastné vektory matice A.

Doékaz. Poznamenajme, ze bez dokazu budeme pouzivat niektoré poznatky z oblasti minima-
lizacie/maximalizacie spojitych a diferencovatelnych funkeii. Uvazujme mnozinu M = {x €
R" |xTx = 1} a funkciu f(x) = xTAx. KedZe mnoZina M je ohrani¢end a uzavreta (a
teda kompaktna) a funkcia f(x) je spojita, tak existuje maximum aj minimum funkcie f(x)
na mnozine M. Oznacme prislusny bod minima ako x; a bod maxima ako x5. Plati teda
xTAx; < xT'Ax < xTAx, pre kazdé x € M. KedZe x;,xo € M, ¢ize maju jednotkovi
normu, tak xi,xs # 0,,.

Nech x € R™. Potom x = x/vxTx patri do mnoZiny M, ¢ize plati xI Ax; < xTAx <
x2 Ax,. Po dosaden{ za x dostédvame

xT Ax
xTx

Kedze x;,%x; € M, tak x7x; = 1 a teda xT Ax; = xT Ax;/(x7x;), i = 1,2. Cize (10.2) mozeme
zapisat ako

xTAx; < < x5 Axy. (10.2)

xTAx;  xTAx  xIAx,

T S T S T ) (103)

X1 X1 x'x X5 X2

¢im sme dokazali cast (i).

V (ii) bez ujmy na v8eobecnosti tvrdenie dokdZzeme pre x;; pre x5 sta¢i vymenit minimali-
zaciu za maximalizaciu. Kedze funkcia g(x) = x Ax/(x?x) je diferencovatelna na R™\ {0, }
a kedze v bode x; # 0,, nadobuda svoje minimum, tak vektor parcialnych derivécii v bode
x1 je rovny 0,. Formalne:

9g(x)

ox
Vyuzijeme tiez nasledovné poznatky z derivovania funkcii viac premennych:
0 (ux)\ v(x)ag—(xx) - u(x)ag—(xx) oxT Ax
ox \v(x)/) v(x)? ’ ox
ktoré moze citatel najst v kapitole 15 v [3]. Ak v (10.4) dosadime A = I, dostavame
O(xTx)/0x = 2x. Spolu s (10.3) dostdvame
xI'xi(2A%x;) — xT' Ax,(2x;)
(x]x1)?

=0,.

X=X

= 2Ax pre A € 8", (10.4)

- 0n7

a teda (x7x1)Ax; = (xI Ax;)x1, z ¢oho vyplyva

xTAx,
AX1 = T

X1.

Dostali sme Ax; = \x;, kde \; = (xF Ax;)/(xTx;), pricom x; # 0,. Vektor x; je teda
vlastny vektor matice A. O
Désledok 10.26. Kazda symetrickd matica méa aspon jedno (redlne) vlastné &islo.

Veta 10.27 (Spektralny rozklad symetrickej matice). Nech A € 8". Potom existuju ortogo-
nalna matica U € R™" a diagonalna matica A € R™ " také, ze A = UAUT. Navyse plati,
7e stlpce matice U st (ortonormélne) vlastné vektory matice A a diagonalne prvky matice A
st prislusné vlastné cisla.
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Doékaz. Prvu ¢ast dokdZzeme matematickou indukciou. Pre 1 x 1 matice tvrdenie zjavne plati.
Predpokladajme teraz, ze veta plati pre kazdt maticu v §"7!, a vezmime A € 8". Podla
dosledku 10.26 existuje vlastné ¢islo A a prislusny vlastny vektor u # 0,, matice A. Kedze
nasobok vlastného vektora je tiez vlastny vektor (prislachajuci tomu istému vlastnému ¢islu),
tak mozeme predpokladat, Ze ||u|| = 1. Potom méZeme u doplnit pomocou n — 1 vektorov na
ortonormalnu bazu R”. Ulozme tieto vektory do matice V € R™*(®~1)_ Plati teda, ze matica
(u, V) je ortogonalna, ¢ize

u’ ufu u?v
L. = (VT) (w V)= (VTu VTV) ’

z ¢oho vyplyva u’V = 0!, a VIu = 0,_,. Pocitajme

u’ u’Au u’AV A0,
(VT) Al V) = <VTAu VTAV> - (on VTAV) ’

kde poslednii maticu sme dostali, lebo u’ Au = u” \u = A\u’u=1, VI Au = \Viu=0,_,
a podobne u’ AV = 07_|. Matica VAV je symetricka a typu (n — 1) x (n — 1), ¢ize podla
indukéného predpokladu existuju ortogonalna U; a diagonalna A, e VIAV = U, A, UT. Z
toho vyplyva, ze UT'VITAVU,; = A,. Definujme

1 0l
U=(u V) (On_l U{l).

Potom

raer (1 0T [u” 1 0™\ (1 0T\ /A 0T \ /1 o7
UAU<O u) \vr) 2@ Vg u,)= o ur)lo vrav) (o v,
(A 07 (x 07
~\o uTvravu,) ~ o A )

¢o je diagonalna matica, mdzeme ju oznacit A. NavySe matica U je ortogonalna, lebo sme ju
skongtruovali ako stcin dvoch ortogonalnych matic (pozri lemu 4.30) . Potom z UTAU = A
vyplyva A = UAUT.

Na dokaz druhej ¢asti si staci zapisat rovnicu A = UAU” ako AU = UA. Ked potom
oznac¢ime U = (uy,...,u,) a A = diag(\y,..., \,), tak dostavame

(Auy,...,Au,) = (\uy, ..., \uy,),
teda Au; = \w; (1 =1,...,n), ¢iZe u; st vlastné vektory a A; st prislusné vlastné ¢isla. [

Dosledok 10.28. Nech A € 8". Potom A méa n vlastnych ¢isel \i,..., A\, (po zaratani
nasobnosti) a existuje ortonorméalny systém vlastnych vektorov uy, ..., u, matice A taky, ze
u; prislacha k A\;, i =1,..., n.

Dosledok 10.29 (Spektralny rozklad vo vektorovej forme). Kazda A € 8™ sa dé zapisat v
tvare A =) ", Awgul’ kde Aq, ..., A, st viastné &isla matice A a uy, ..., u, je ortonormalny
systém prislusnych vlastnych vektorov.

Dékaz. Staci rozpisat A = UAUT pomocou vlastnych &isel a vlastnych vektorov. O
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Poznamka 10.30. Podla vety 10.27 tvoria vlastné vektory uy,...,u, symetrickej matice
A € 8" ortonormalnu bazu R™. Lubovolny vektor x € R™ mozeme teda zapisat ako x =
> ciu; pre nejaké ¢q,...,c, € R. Potom Ax = AY " cou; = >0 gAw; = Y0 N,
Ak teda vyjadrime Tubovolny vektor x v ortonormélnej baze danej vlastnymi vektormi A,
tak nasobenie maticou A je jednoduché natiahnutie, ¢i skratenie jednotlivych suradnic ¢; na
/\ici-

Uvazujme maticu A z prikladu 10.5, podla ktorej tito maticu vieme zapisat ako A =

UAU7, kde
() o (D)

Zvol'me vektor x = (—2/3,1)” /+/2. Potom ak x vyjadrime v ortogonalnej stradnicovej stistave
danej vektormi u; a uy ako x = cju;+cous, tak Ax je vektor, ktory Tahko ziskame natiahnutim
prvej suradnice ¢; na dvojnasobok (A; = 2) a skratenim druhej stradnice ¢, na polovicu
(A2 = 1/2), ako je znézornené na obrazku 10.2a.

Poznamka 10.31. Pre iny geometricky pohlad na spektralny rozklad A = UAU7T si mo-
zeme uvedomit, Ze ortogonalne matice U a UT zodpovedaji rotaciam (pripadne preklope-
niam) a diagonéalna matica A pozlozkovému natiahnutiu/stiahnutiu. Navyse, “rotacie” U a
U7 st opa¢né, lebo prislusné matice st inverzné. TakZe vynésobenie vektora x € R™ symet-
rickou maticou A € 8" vieme rozlozit do troch krokov: 1. “rotacia” maticou U7, 2. natiahnu-
tie/stiahnutie pomocou matice A, 3. spatna “rotacia” maticou U.

Pre maticu A z prikladu 10.5 zodpoveda U7 rotacii v smere hodinovych ruéiciek o /4,
teda o 45° (pozri priklad 4.29); A natiahnutiu prvej zlozky na dvojnasobok a skrateniu
druhej zlozky o polovicu; a U rotacii o 45° proti smeru hodinovych ruciciek. Pre vektor
x = (—=2/3,1)T/v/2 je toto rozlozenie transformacie Ax zakreslené na obrazku 10.2b.

45°
-~ 2, UTx

x Ax / 45
N AUTx

(a) cez vyjadrenie x v baze uy, uy (b) cez rozklad na rotaciu-natiahnutie-rotéciu

Obr. 10.2: Vyjadrenie linearnej transformécie Ax pre maticu A z prikladu 10.5 a poznamok
10.30 a 10.31 pomocou spektralneho rozkladu. (a) Stradnice vektora x v baze u;, uy st zna-
zornené pomocou prerusovanych ¢iar. Nésledne st tieto stradnice vynésobené prislusnymi
vlastnymi ¢islami, ¢im opét pomocou prerusovanych ¢iar ziskavame vektor Ax. (b) Najprv x
zrotujeme na UTx, potom stradnice vysledného vektora natiahneme/stiahneme pomocou A
na AUTx, a nakoniec zrotujeme naspit pomocou U, &m dostavame Ax = UAUTx.

Priklad 10.32. Nech A € 8" a uy,...,u, su jej ortonormalne vlastné vektory. Vyjadrite
Tubovolny vektor x € R" v baze uy,...,u,. Vyjadrite teda predpis pre ci,...,c, také, ze
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X = cquy + ... + c,u,. Viete tiez vektor siradnic ¢ vyjadrit pomocou matic A a U zo
spektralneho rozkladu A = UAU”?

Nakoniec vypoditajte suradnice vektora x z prikladu 10.5 vzhladom na bazu uy, u, tvorent
vlastnymi vektormi matice A.

Veta 10.33 (Najvicsie a najmensie vlastné ¢islo pomocou optimalizacie). Nech A € 8.

Potom

xT Ax .
max —— = Anax, Mmin =
xeR" xT'x xeR? xIx

xT Ax
- )\mina

kde A\pax je najvacsie a A\pi, je najmensie vliastné ¢islo matice A. NavySe, optimalnym rieSenim
uvedenej maximalizacnej ulohy je I'ubovolny vlastny vektor matice A prisluchajici A\, a
optimélnym rieSenim uvedenej minimaliza¢nej tlohy je Tubovolny vlastny vektor matice A
prislichajici Apy,.

Doékaz. Dokaz spravime pre Apax, pre Amin je analogicky. KedZe A je symetricka, tak ju
moZeme zapisat pomocou spektrilneho rozkladu ako A = UAU?. Potom pre Tubovolné
x € R™ plati

x'Ax x"UAU'x  yT"Ay S, Ny? > hi(ulx)?

I

xT'x xT'x xT'x xT'x xT'x
kdey = UTx, U= (uy,...,u,) a A =diag(\,...,\,). KedZe vyrazy (ulx)? st nezaporné,
tak \j(ul'x)? < Apax(u?'x)? a dostavame

T T2 T2 Ty177T T
xT Ax < Yo Amax(W; X)? Amax (07 %)? ApaxX UU'X ApaX' X )

-~ —_— - - - max-
xTx xTx xTx xTx xTx *

Pri tretej tprave si stacilo uvedomit, ze > (ulx)? je skalarny sucin vektoru UTx samého so
sebou, v stvrtej uprave sme vyuzili, ze U je ortogondlna matica.
Navyse xI AX, = A\naxX. X, pre lubovolny vlastny vektor x, prisltichajici Apay. Preto

T
x, Ax,

T - >\max7
xI'x,

¢ize X, je rieSenim maximalizacnej tlohy. O]

Poznamka 10.34. Vyraz x Ax/(xTx), kde A je symetrickd matica, sa nazyva Rayleighov
kvocient (angl. Rayleigh quotient). Plati pren dokonca silnejsie tvrdenie nez veta 10.33, ktoré
formulujeme nizsie.

Veta 10.35 (Vlastné ¢isla a vektory pomocou Rayleighovho kvocientu). Nech A € 8" a
definujme funkciu f: R™"\ {0,} — R,

xT Ax

f(x) =

xTx

Potom vlastné vektory matice A st staciondrne body funkcie f a jej funkéné hodnoty v tychto
bodoch st prislichajice vlastné ¢isla.

Doékaz. Stacionarne body st body, v ktorych je nulova derivacia, vypocitajme teda derivaciu
f pomocou (10.4):
Of(x) x"Tx(2Ax) — x" Ax(2x)

ox (xTx)?
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Tato derivacia je rovna nule ak (x'x)Ax = (x? Ax)x, teda ak

xT Ax

xTx

Ax =

X,

¢o je ekvivalentné tomu, Ze x je vlastny vektor matice A a ze prislusné vlastné cislo je
xTAx/(xTx) (vid lema 10.6). O

Poznamka 10.36. Vlastné vektory prislichajice najmensiemu a najvacsiemu vlastnému ¢islu
st (lokdlnym aj globalnym) maximom resp. minimom Rayleighovho kvocientu, ako sme videli
vo vete 10.33. Ostatné vlastné vektory si sedlovymi bodmi Rayleighovho kvocientu, teda v
niektorych smeroch sa v ich okoli zvysuje funkéna hodnota a v niektorych sa znizuje.

Lema 10.37 (Vlastné ¢isla pozitivne (semi-)definitnych matic). Ak A je vlastné ¢islo matice
A € 8%, tak A > 0. Ak X je vlastné ¢islo matice A € 8%, tak A > 0.

Doékaz. Nech )\ je vlastné ¢islo matice A a nech mu prislicha vlastny vektor x # 0,,. Podla
lemy 10.6 plati A = (x7Ax)/(||x]|?), pricom zjavne ||x[|* > 0. Pre A € 87 je x"Ax >0, a
teda aj A > 0. Pre A € 8", vyplyva A > 0 z xT Ax > 0. O

Désledok 10.38. Nech A € R™" je symetricka a nech A = UAUT je jej spektralny rozklad.
Potom ak A € 87, tak na diagonale matice A st nezaporné cisla. Ak A € 87, tak na

diagonale matice A su kladné ¢isla.

Priklad 10.39. Nech A = UAUT, kde U € R™" je ortogondlna, A = diag(\y, ..., \,),
Ai > 0 pre kazdé i = 1,...,n. Ukdzte, Ze potom A € 8. Ukazte tiez, Ze ak navySe A\; > 0 pre
kazdé 1 =1,...,n, tak A € 87 .

Podl'a lemy 10.37 a prikladu 10.39 je symetrickd matica A pozitivne semidefinitna (po-
zitivne definitnd) vtedy a len vtedy, ked vSetky jej vlastné ¢isla st nezaporné (kladné). Ina
charakterizacia pozitivnej definitnosti sa da sformulovat pomocou determinantov Tavych hor-
nych submatic matice A, nazyva sa Sylvestrovo kritérium.

Poznamka 10.40. Nech A € R"*". Potom pre k = 1,...,n pod lavou hornou submaticou
typu k x k matice A myslime submaticu, ktora vznikla z matice A zmazanim stlpcov k +
1,...,n ariadkov k + 1,...,n. Lavou hornou submaticou typu k x k matice A pre k = n je
povodna matica A.

Veta 10.41 (Sylvestrovo kritérium). Nech A € R™*" je symetrickd matica. Potom A € 8" |
prave vtedy, ked determinanty vSetkych jej Tavych hornych submatic st kladné.

Dékaz. Tuto vetu nebudeme dokazovat, jej dokaz je mozné najst v [11]. O

Pozndmka 10.42. Ako prirodzené rozsirenie vety 10.41 sa pontika zamenit 87 za 87 a
kladné determinanty za nezaporné. Také tvrdenie vSak neplati. Aj ked totiz determinanty
v8etkych Tavych hornych submatic matice A st nezaporné, tak matica A eSte nemusi byt
pozitivne semidefinitni. Ako protipriklad méZeme uvézit napriklad maticu

()
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Priklad 10.43. Pomocou Sylvestrovho kritéria ukazte, ze matica

6 -1 3
A=|-1 5 -1
3 -1 9

je pozitivne definitné.

Lema 10.44 (Vyjadrenie charakteristik symetrickej matice pomocou vlastnych ¢isel). Nech
A € 8" ma vlastné ¢isla A, ..., \, zopakované podla nasobnosti. Potom

(i) tr(A) =310 A
(i) [JA> =320 A7,
(iii) det(A) = [T, i,
(iv) rank(A) = |{i € {1,...,n} | A; # 0}].

Doékaz. VyuZijeme zapis A = UAUT, kde U je ortogondlna a A = diag(A,...,\,), podla
vety 10.27. Potom tr(A) = tr(UAUT) = tr(AUTU) = tr(A) = >, \;, vdaka vete 5.12
o vymene poradia v stope. Podobne ziskame ||A[? = tr(ATA) = tr(UAUTUAUT) =
tr(UA2UT) = tr(A*UTU) = tr(A?) = >, A2, Z vety 8.11(vii) plynie det(A) = det(UAUT) =
det(U) det(A) det(UT) = det(A) det(UUT) = det(A) det(I,) = det(A) = [[; A;. Podla lemy
3.36 a lemy 10.15 plati rank(A) = n —dim(N(A)) = n— ¢, kde ¢ je nasobnost nulového vlast-
ného ¢isla. Zaroven pocet vlastnych ¢isel (zapoé¢itanych podla nésobnosti) je podla désledku
10.28 rovny n, ¢ize n — q je pocet nenulovych vlastnych ¢isel. O

Désledok 10.45. Ak A € 87, tak det(A) > 0. Ak A € 87, tak det(A) > 0.

Poznamka 10.46. Uroviiové mnoziny (vrstevnice) U; = {x € R" | xTAx = t}, t > 0,
kvadratickej funkcie x" Ax pre A € 87, su elipsoidy s polosami v smere vlastnych vektorov
matice A, pricom dlzky tychto polosi st vt/ A1, ..., Vt/v/ A, kde A1, ..., A, st vlastné &isla
A zopakované podla nasobnosti.

Toto tvrdenie nebudeme formalne dokazovat, iba naznacime, preco plati. Uvazujme pre
jednoduchost Uj, ¢iZe rovnicu x? Ax = 1. Vyuzime spektralny rozklad A = UAUT. Potom
xT'Ax = xTUAUx = yTAy = \ii + ...+ M2, kde y = (y1,. .., yn)T = UTx. Rovnica
AMy2+. ..+ A\y2 =1 je zjavne rovnicou elipsoidu so stredom v pociatku stiradnicovej ststavy
a s polosami v smere stradnicovych osi. Dlzku i-tej polosi uréime tak, Ze polozime y; = 0 pre
j§ # i, z oho dostavame y; = £1/+/;, ¢ize dlzka i-tej polosi pre U je 1/v/A;.

Takto sme ale vyjadrili vrstevnice vzhladom na vektor y = UTx, uréeny vlastnymi vek-
tormi. Ked7e ortogonalne matice st maticami otocenia a preklopenia, zachovévajuce dlzku
vektora, tak polosi v povodnych stiradniciach majia rovnaka dlzku, ale st otocené tak, ze st v
smeroch vlastnych vektorov matice A. To moézeme nahliadnut tak, ze uvazime, kedy nastava
yi = 1/v/\ a y; = 0 pre j # i, teda kedy sa nachadzame na i-tej polosi. Kedze y = U”x, tak
riesime UTx = e;/v/\;, ¢o m4 riefenie x = Ue;/v/\; = u;/V/\;, kde u; je i-ty vlastny vektor
A. Teda i-ta polos je v smere vlastného vektora u; a jej dlzka je ||u;/v\i|| = 1/v/A;, ako sme
uz ukazali vyssie.
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Priklad 10.47. Pre maticu A z poznamky 10.5 uz pozname jej spektralny rozklad. Potom

1 2 0 + 1
xT'Ax = 5(:1:1 + X9, Ty — 931) (0 1/2) (m 1’2) — ($1 + :1:2)2 + Z(sz — [171>2

To — 1

a uroviové mnoziny tejto kvadratickej funkcie st zakreslené na obrazku 10.3. Polosi jednotli-
vych elips st v smeroch vlastnych vektorov, ¢ize v smeroch (1/v/2,1/v/2)T a (—=1/v/2,1/v/2)".
Dizka dlhsej polosi elipsy U je 1 Ve = V2, a teda tato polos je tsecka spajajica Os a
(—1,1)T. Kratsia polos spija 0y s u; /A1 = (1/2,1/2)T. Overte, ze body u;/v/A1 a uy/v/ Ay
ozaj lezia na elipse Uj.

Obr. 10.3: Znéazornenie troviiovych mnozin Uy e, Uy, Uy a Us kvadratickej formy zadanej v
priklade 10.47. Sipky znéazoriuju polosi elipsy U, ¢ize ui/v/A1 a ug/y/Ao.

10.2.1 Metoéda hlavnych komponentov

Spektralny rozklad vyberovej kovarianénej matice S (definovanej v podkapitole 2.6.1) je mozné
vyuzit na opisanie dat a redukciu dimenzie dat. Vyberova kovarianéna matica S = ﬁ(X —
N XTI pn) (X — 071X T )T € R je zjavne symetrickd a podla tlohy 9.5 je aj pozitivne
semidefinitna. Teda pre nu plati veta 10.27. Usporiadajme vlastné ¢isla (zopakované podla
nasobnosti) matice S zostupne: A; > ... > \; a pripomenme, Ze prislusné vlastné vektory
znacime uy, ..., Uy.

Najprv data vycentrujme, t.j. od kazdej zlozky odpocitajme jej vyberovy priemer: ziska-
vame X; — X, ...,X, — X (pripomenme, Ze Xi,...,X, sd Stfpce matice X, a ze X je vektor
priemerov X = n~'XJ,,). Potom teoretické vysledky o spektralnom rozklade kovarianénej
matice ndhodného vektora sa daju neformalne sformulovat tak, Ze data st najviac rozptylené v
smere prvého vlastného vektora. Nasledne druhy vlastny vektor urcuje smer najvacsej rozpty-
lenosti v ortogonalnom doplnku k prvému vlastnému vektoru. Podobne treti vlastny vektor
hovori o najvicsej rozptylenosti v ortogonalnom doplnku k podpriestoru urcéenému prvymi
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dvoma vlastnymi vektormi atd. Poznamenajme, Ze tieto vlastnosti tzko suvisia s charakte-
rizdciou vlastnych vektorov a ¢isel pomocou extremélnych a sedlovych bodov Rayleighovho
kvocientu (vid vety 10.33 a 10.35).

Toto pozorovanie je ilustrované na obrézkoch 7.2a a 7.2b z kapitoly 7 - priamka na prvom
obrazku je urcena prvym vlastnym vektorom vyberovej kovariancnej matice pre prislusné
data, zatial ¢o priamka na druhom obrazku je uréena druhym (a teda poslednym) vlastnym
vektorom tejto matice. Skuto¢ne, moézeme pozorovat, ze data st najviac rozptylené v smere
prvého vlastného vektora. Prvy vlastny vektor vyberovej kovariancnej matice sa pri takomto
pouziti nazyva prvy hlavng komponent, podobne i-ty vlastny vektor je i-ty hlavny komponent
(t=1,...,n) a metoda, ktora pouziva vlastné komponenty na opis a analyzu dat (najmé na
redukciu dimenzie) sa nazyva metéda hlavnijch komponentov. Ak x4, . .., X, st mnohorozmerné
data a snazime sa ich zachytit v menSom poc¢te rozmerov (napriklad v dvoch rozmeroch, aby
sa dali zakreslit do roviny), je metoda hlavnych komponentov prirodzenym néastrojom na
znizenie dimenzionality. Na opis, dalsiu pracu, analyzu, ¢ zakreslenie dat v takom pripade
pouzijeme déta vyjadrené v priestore prvych k£ hlavnych komponentov pre zvolené k < d.
Metodu hlavnych komponentov sme tu iba stru¢ne nacrtli, podrobnejsie sa jej venuji pokrocilé
prednasky z matematickej Statistiky.

Poznamka 10.48. Vyjadrenie vektora x; (i = 1,...,n) v siradnicovej ststave danej prvymi
k hlavnymi komponentmi uy, ..., u; znamené najdenie koeficientov cy,...,cx € R, Ze x; =
ciuy + ... + ¢ug. To sa da prepisat ako x; = Ugc, kde ¢ = (cy, ..., )T a Up = (uy, ..., u).
KedZe uy, ...,y st ortonormalne vektory, tak U} Uj, = I, ¢iZe koeficienty vieme ziskat zo
vzorca ¢ = Ulx;.

10.3 Mocnina pozitivne semidefinitnej matice

Poznamka 10.49. Nech A;,...;\, € R a nech & € N. Ozna¢me A = diag(\i,...,\,).
Potom zjavne A* = diag(\¥, ..., \F). Navyge ak vietky \; > 0, tak A~' = diag(A\[*, ..., A7 h).
V nasledujicej definicii rozsirime tento predpis na vSetky £ > 0 pre A\1,..., A, > 0 a na vSetky

keRpre A,..., A\, >0.

Definicia 10.50 (Mocnina pozitivne semidefinitnej diagonalnej matice). Nech Ay, ..., A, > 0.
Potom pre lubovolné k > 0 je k-tou mocninou diagonalnej matice A = diag(Ai, ..., \,)
matica A* = diag(\}, ..., 5). Ak Ay, ..., N\, > 0, tak pre [ubovolné k € R je k-tou mocninou
diagonalnej matice A matica A* = diag(\},... \F).

Priklad 10.51. Ukazte, ze ak A = UAU? je spektralny rozklad matice A € 87, tak AF =
UA*UT pre akékol'vek k € N.

Lema 10.52 (Inverzia pozitivne definitnej matice pomocou spektralneho rozkladu). Nech
A = UAUY je spektralny rozklad matice A € 87, . Potom A~' = UA~'U”,

Dokaz. Mame A~ = (UAUT)™! = UA'U7?| kedze U aj A si regularne, pricom U™ =
u”. O

Definicia 10.53 (Odmocninova matica pozitivne semidefinitnej matice). Nech A € 8" a
nech A = UAUT je jej spektralny rozklad. Potom odmocninovd matica AY? matice A je
A2 = UAY2UT,
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Lema 10.54 (Vlastnosti odmocninovej matice). Nech A € 87 a nech A = UAUT je jej
spektralny rozklad, kde A = diag(Aq,...,\,) a U = (uy,...,u,). Potom

(i) A2 €8, aak A €8, takaj A2 e 8",

++7

. e . ) . . \1/2 1/2 )

(ii) vlastné ¢isla matice A2 zopakované podla nasobnosti st )\1/ ey M2 avlastné vektory
k nim prislichajtce st v poradi uy, ..., u,,

(iii) AY2AY?2 = A,

Dékaz. Tvrdenie (i) plati podla prikladu 10.39. Pre (ii) zvolme lubovolné ¢ = 1,...,n a

poc¢itajme A'/?u; = UAY2UTu; = UAY?e;, kedZze uy,...,u, s ortonormalne. To vieme

alej upravit na UX\/“e; = \./“u;, ¢m je tvrdenie dokdzané. Dokaz (iii) sa Tahko spravi
dalej it na U\’ A?u,, &m je tvrdenie dokdzané. Dokaz (iii) sa lahk i
priamym vypod¢tom, nechavame ho na citatela. H

Priklad 10.55. Nech

A:@ g)

Potom jej vlastné ¢isla st A\; = 9, Ay = 1 a prislugné vlastné vektory si u; = (1/v/2,1/v/2)7,

u, = (—1/v/2,1/v/2)7. Teda

v (U6 (1)

Presvedéte sa, Ze vlastné ¢isla A2 st 3 a 1 s prislusnymi vlastnymi vektormi u; a u,. Overte
tiez, ze A1/2AY?2 = A.

Definicia 10.56 (Mocnina pozitivne semidefinitnej matice). Nech A = UAUT je spektralny
rozklad matice A € 8. Potom pre Iubovolné k£ > 0 je k-ta mocnina matice A matica
A% = UA*UT. Ak A € 87, tak pre lubovolné k € R je k-ta mocnina matice A matica
AF = UAFUT,

Poznamka 10.57. Definicia 10.56 rozsiruje vztah A*¥ = UA*UT z prikladu 10.51 a lemy
10.52 na vSetky k > 0, resp. k € R.

Veta 10.58 (Vlastnosti mocninovej matice). Nech A € 87 a nech A = UAUT je jej spek-
tralny rozklad, kde A = diag(\y,...,A,) a U = (uy,...,u,). Potom pre k > 0 plati

(i) A* e s,
(i) vlastné ¢isla matice A* zopakované podla nasobnosti st A¥, ... \F a vlastné vektory k
nim prislichajuce sa v poradi uy, ..., u,.

Ak A € 87, tak pre k € R plati
(iii) A% e 87,

(iv) vlastné ¢isla matice A* zopakované podla nasobnosti st A, ..., \F a vlastné vektory k
nim prislichajice sa v poradi uy, ..., u,,

(v) ak z > 0, tak A% = (A1) = (A*)~ L.
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Dékaz. Dokazy casti (i)-(iv) st analogické k dokazu lemy 10.54, nechavame ich na Citatela.
Pre dokaz (v) uvdzme, Ze plati A=* = UA*U7T. Zarovenr (A71)* = U(A1)*UT = UA—*U7?
podla definicie 10.56, kedze UA1UT je spektralny rozklad matice A~! (lema 10.52). Teda
A~ = (A71)% Navyse A* = UA?UT, a teda (A*)~! = U(A*)7'U7T. Zjavne (A*)~! = A7,
¢ize (A*)"! = UA*UT = A=, O

Poznamka 10.59. Vo vete 10.58 mame §pecidlne A~1/2 = UAY2UT pre A € 87,

Lema 10.60 (O stcasnej diagonalizacii). Nech A € 8", a B € 8". Potom existuji regularna
matica V € R™" a diagonalna matica D € R™*", ktoré spliaju VIAV =1, a VIBV = D.

Dokaz. Kedze A je pozitivne definitna, tak existuje A~/2. Potom matica A~1/2BA~1/2 je
symetrickd; ozna¢me teda jej spektralny rozklad ako A~Y/?BA~1Y2 = UAU”. Ak vezmeme
V = A1/2U, tak dostdvame VIAV = UTA1/2AA-V2U = UTA12AZAVZA-Y2U =
UTU =1, kedZe matica U zo spektralneho rozkladu je ortogonalna. Podobne mame VIBV =
UTA-'2BA~12U = UTUAUTU = A, kde matica A je diagonalna. Matica V je regularna,
lebo je su¢inom dvoch regularnych matic. Teda matice V a A spliiaji pozadované rovnosti. [

10.4 Viacrozmerné normalne rozdelenie

Pochopenie tejto Casti vyzaduje od ¢itatela znalost niektorych zékladnych pojmov z prav-
depodobnosti a statistiky, ako st ndhodné premenna a ndhodny vektor, hustota (nahodného
vektora), stredna hodnota, disperzia, kovariancia a normalne rozdelenie.

Medzi najcastejSie pouzivané rozdelenia v Statistike patria jednorozmerné a viacrozmerné
normaélne rozdelenia. Jednorozmerné normdlne rozdelenie so strednou hodnotou p a disperziou
02 > 0 (zna¢ime N(u,0?)) je definované svojou hustotou

flr) = e T, seR
) = e 22 | )
V2mo?

Viacrozmerné normdlne rozdelenie je zovSseobecnenim jednorozmerného, je to rozdelenie vek-
tora ndhodnych premennych X = (Xi,...,Xy)T (tzv. ndhodného vektora). Znacime X ~
Ny(p, X), kde o = (p1q, - - -, j1q) je vektor strednych hodnot ndhodnych premennych Xy, ..., Xy
a ¥ je tzv. kovarianénd matica vektora X. Pre prvky kovarian¢nej matice ¥ € R¥*? plati
(X);; = Cov(X;, X;) pre i # j a (X); = D(X;). Kovarian¢né matica teda vyjadruje rozptyle-
nosti jednotlivych zloziek nahodného vektora a miery linearnych zavislosti medzi zlozkami.
Nebudeme uvadzat formalnu definiciu viacrozmerného normalneho rozdelenia, plati vsak,
ze kazda zlozka viacrozmerného normalneho vektora X; mé jednorozmerné normalne rozdele-
nie X; ~ N(E(X;), D(X;)). Zaroven, ak X ~ Ny(p, ) a X je pozitivne definitné, tak X ma

d-rozmernu hustotu

1
1) = Grymaa )7

o~ =) T2 (x—p) /2

, xeR?

Priklad 10.61. Overte, ze pre £ € 8%, je hustota viacrozmerného normalneho rozdelenia
dobre definovana funkcia. Zdovodnite teda, ze v predpise nedochadza k odmocneniu zaporného
¢isla, deleniu nulou ani k invertovaniu singularnej matice. Zdévodnite tiez, ze f(x) > 0 pre
kazdé x € R a Ze f(x) ma maximum v bode x = p.
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Vsimnite si, ze vrstevnice f(x) = ¢ (¢ > 0) hustoty viacrozmerného normalneho rozdelenia
st uréené ako (x — p)TX 71 (x — ) = k pre nejaké k > 0, st to teda elipsoidy dané pozitivne
definitnou kvadratickou funkciou y?¥X~!y so stredom v bode p. Tvar vrstevnic je podla
poznamky 10.46 uréeny vlastnymi &slami a vlastnymi vektormi matice 7. Podobne ako
hustota jednorozmerného normalneho rozdelenia tvori “kopec” so stredom v bode p € R (vid
obréazok 10.4a), tak hustota viacrozmerného norméalneho rozdelenia tvori d-rozmerny “kopec”
so stredom v bode p € R¥. Tvar kopca je potom uréeny kvadratickou funkciou danou inverziou
kovariancnej matice 3. Na obrazku 10.4b st zobrazené vrstevnice hustoty dvojrozmerného
normalneho rozdelenia No(p, 33), kde

1 3,7 0,7
am (1), w3107 103
Poznamenajme, Ze vlastné ¢isla matice 3 st priblizne \; = 4, Ay = 2 a k nim prislichajtce
vlastné vektory st priblizne u; = (0,92;0,38)T a uy = (0,38; —0,92)7. Vsimnite si, Ze na zfs-

kanie tvaru vrstevnic hustoty rozdelenia Ny(u, ¥) nepotrebujete vdaka leme 10.18 vypocitat
»-L

0.4

0.3
I

5 g 1 Nl
2 a1 o 1 2 3 4 2 a1 o 1 2 3 4
X X1
(a) Hustota premennej X ~ N(1,1). (b) Vrstevnice hustoty X ~ Na(u,X).

Obr. 10.4: Zakreslenie hustoty jednorozmerného a dvojrozmerného normaéalneho rozdelenia.
Parametre rozdelenia No(p, ¥) v ¢asti (b) st dané v (10.5), ¢isla na krivkach reprezentuju
hodnoty, ktoré hustota na danych troviiovych mnozinach nadobuda.

Priklad 10.62. Nacrtnite troviiové mnoziny hustoty rozdelenia Ny(u, X)), kde p = 05 a

1 2
Y= ) .
5\2 6
Ako budi tieto vrstevnice vyzerat ak strednd hodnota sa zmeni na p = (—1,—1)T a kova-
riancna matica ¥ sa zachova?
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10.5 Vlastné cisla stochastickych matic

Definicia 10.63 (Lava a prava stochastickd matica). Maticu A € R™*", ktorej vetky prvky
sil nezaporné, nazyvame

1. lavd stochastickd ak sucet prvkov v kazdom z jej stlpcov je rovny 1,
2. pravd stochastickd ak sucet prvkov v kazdom z jej riadkov je rovny 1.

Poznamka 10.64. Ak A € R™ " je pravé stochastickd matica, tak splita A1, = 1,. Vektor
1, je teda vlastnym vektorom kazdej pravej stochastickej matice prislichajuci vlastnému ¢islu
1. Analogicky, ak A € R™*" je l'ava stochastickd matica, tak 1,, je vlastnym vektorom matice
AT prislichajtci vlastnému &islu 1.

Poznamka 10.65. Vlastny vektor (vlastné ¢islo) matice AT sa niekedy nazyva lavyj vlastny
vektor (lavé vlastné ¢islo) matice A.

Veta 10.66 (Perronova-Frobeniova veta). Nech A € R™*" je matica, ktorej vietky prvky sa
kladné. Potom existuje A\* > 0, ktoré spliia:

(i) A\* je vlastné ¢islo matice A aj matice AT a v oboch pripadoch ma nésobnost 1.
(ii) Ak X je vlastné ¢islo matice A alebo matice AT, tak |\ < A*.

(iii) Existuje vlastny vektor u € R™ matice A prislichajuci ku \*, ktory ma vsetky zlozky
kladné. Existuje vlastny vektor v € R™ matice AT prislachajtci ku A\*, ktory ma vietky
zlozky kladné.

(iv) Okrem vektora u (vektora v) a jeho nasobkov neexistuju iné vlastné vektory matice A
(matice AT), ktorych vietky prvky st nezaporné.

(v) Vezmime také nasobky vektorov u a v z predchadzajicich bodov, ktoré splhaji u’v = 1.
Potom limy_, A*/(A*)* = uv?.
Dékaz. Tuto vetu nebudeme dokazovat, dokaz moze Citatel najst v [10]. O

Poznamka 10.67. Perronova-Frobeniova veta v skuto¢nosti poskytuje analogické tvrdenia
aj pre matice, ktorych vSetky prvky si nezédporné (nie nutne kladné) za istych technickych
predpokladov (tieto matice musia byt neredukovatelné, angl. irreducible). Pre jednoduchost
sa v8ak v tejto podkapitole venujeme iba maticiam s kladnymi zlozkami.

10.5.1 Markovovské retazce

Markovovsky retazec opisuje vyvoj nejakého systému v case. Uvazujeme diskrétny cas, t.j.
casy t = 0,1,2,... a v kazdom Case moze skiimany systém nadobudat niektort hodnotu
z kone¢nej mnoziny stavov S. Formalne je v kazdom case t = 0,1,2,... systém opisany
nédhodnou premennou X;, ktord nadobuda hodnoty z mnoziny S. Systém je teda v kazdom
Case t opisany pravdepodobnostami nadobudnutia jednotlivych stavov P(X; =1), 7 € S.
Aby sme takyto proces mohli nazvat markovovskym retazcom, musi spliat tzv. zabidaciu
(markovouvskii) vlastnost, ktora hovori, Ze stav systému v ¢ase t zavisi iba od predchadzajuceho
stavu v ¢ase t — 1, bez ohl'adu na to, ako sa do stavu v ¢ase t — 1 systém dostal. Formalne
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P(Xt = it | Xt—l = it—la---aXl = ’Ll) = P(Xt = ’it | Xt—l = it—l) pre kazdé t = ]_,2,... a
1,...,0 €5,

Pravdepodobnost prechodu zo stavu ¢ do stavu j zna¢ime p;; (i,5 € S); budeme predpo-
kladat, ze v kazdom case st pravdepodobnosti prechodu rovnaké, teda Ze p;; nezavisi na case t,
v ktorom sa nachadzame. Pre jednoduchost budeme uvazovat mnozinu stavov S = {1,...,n}.
Potom vsetky pravdepodobnosti prechodu p;; (1 <, < n) vieme zapisat maticou prechodu
P = {p;;}ij=1.. n. Tato matica je zjavne typu n x n a vSetky jej prvky st nezaporné. Navyse,
kedZe z lubovolného stavu i v ¢ase t — 1 sa systém musi dostat do nejakého stavu j v Case t,
tak Z?Zl pij = 1, ¢ize matica prechodu je prava stochasticka.

Priklad 10.68. Uvazujme jednoduchy priklad systému bonusov pri povinnom poisteni aut.
Po vstupe do systému plati vlastnik auta Standardné poistné, ak vsak cely rok nemé ziadnu
nehodu, za nasledujici rok sa dostane do bonusovej triedy a bude platit iba znizené poistné.
Ak uZ sa v bonusovej triede nachadza, ani beznehodovy priebeh roku mu uz Ziadne dalsie
vyhody neprinesie. Naopak, ak sa vlastnik dostal do bonusovej triedy a v priebehu roka mal
nehodu, d'alsi rok bude musiet platit zédkladné poistné. Ak ma poistenec nehodu a nachadza
sa v zakladnej triede, dalsi rok v nej ostane.

Stav vlastnika auta v tomto systéme v jednotlivych rokoch mézeme opisat pomocou mar-
kovovského retazca. Mame teda dva stavy, nech 1 opisuje zdkladni triedu a 2 bonusovi
triedu. Predpokladajme, ze vodic¢ v zékladnej triede ma v kazdom roku aspon jednu nehodu s
pravdepodobnostou 0,2 (a teda beznehodovy rok s pravdepodobnostou 0,8). Takze s pravde-
podobnostou p;; = 0,2 ostane v zékladnej triede a s pravdepodobnostou p;o = 0,8 sa dostane
do bonusovej triedy. Predpokladajme tiez, ze ak sa vodi¢ nachadza v bonusovej triede, tak
tym, Ze nechce zacat platit vysSie poistné je motivovany jazdit bezpecnejsie a nehodu mé iba
s pravdepodobnostou 0,15. Potom py; = 0,15, paa = 0,85 a cela matica prechodu je

02 08
b= (0,15 0,85) ’
Stavy tohto markovovského retazca a pravdepodobnosti prechodu medzi nimi si zachytené
na obréazku 10.5a.
Pri vstupe do systému, teda v case t = 0, vieme, kde sa poistenec nachadza: v zédkladnej

triede. S akymi pravdepodobnostami sa bude nachédzat v jednotlivych triedach po roku (v
Case t = 1)7 Vedeli by ste tieto pravdepodobnosti uréit aj pre druhy rok?

Pravdepodobnosti, s akymi sa systém v Case t nachadza v jednotlivych stavoch, znac¢ime

7r§t), e ,7r7(f). Spolo¢ne ich zapisujeme v riadkovom vektore 7(t) = (7T§t) m(f)) Kedze si

to pravdepodobnosti, musia spliiat 7® > 0 (teda 7ri(t) > 0 pre kazdé i) a Z:L ) 7r() =1, c¢ize
M1 =1

1, = 1.

Systém sa v Case t moze dostat do stavu j zo stavu 1 s pravdepodobnostou p;;, zo stavu
2 s pravdepodobnostou ps; atd., az nakoniec zo stavu n s pravdepodobnostou p,;. Ak teda
chceme urcit celkovii pravdepodobnost, Ze sa systém v Case t nachadza v stave j na zaklade
predchédzajiceho ¢asu, staci spocitat pravdepodobnosti, Ze sa nachédzal v ¢ase t — 1 v jed-
notlivych stavoch 1,...,n a nasledne presiel do stavu j. Cize

(t—1)
pn] 7T ij-
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To mozeme zapisat vektorovo ako 7() = 7t-DP. Ak pozname podiatoéné rozdelenie pravde-
podobnosti 79 skimaného systému, tak rozdelenie pravdepodobnosti v ¢ase 1 je 7)) = 7(OP,
v case 2 je to 7@ = 7P = 7(OP2 a podobne v ¢ase t > 0 dostavame

0 — Opt

Vyvoj markovovského retazca je teda plne uréeny pociatoénym stavom a tymto jednoduchym
maticovym vztahom.

V priklade 10.68 je 7(® = (1,0) a 7 = (1,0)P. Vypocitajte 7 a (2. Vyvoj prav-
depodobnosti, Ze vlastnik auta je v zakladnej triede (resp. v bonusovej triede), je zachyteny
na obrazku 10.5b. Vsimnite si, Ze rozdelenie pravdepodobnosti sa pomerne rychlo ustéli na
hodnotach wit) ~ 0,16 a ﬂgt) ~ 0,84.

0,8
[=4
0,2 0,85
0,15 o |
sl
0 : 2 3 2
t

a) Krazky 1, 2 predstavuju stavy, Sipky pre- b V'Vo'ﬂ'(t) Iné Ciara aﬂ'(t) rerusovana
(a) y1,2p \ y, Sipky p yvojm’ (p 5 (P
chody medzi stavmi a ¢&isla pri Sipkach prav- ¢iara) v Case.

depodobnosti prechodu.

Obr. 10.5: Markovovsky retazec z prikladu 10.68.

Ak pravdepodobnostné rozdelenie 7 splia m = 7P, teda ak sa toto rozdelenie v marko-
vovskom retazci nemeni v ¢ase, tak hovorime, Ze je stacionarne. Vsimnite si, ze takéto roz-
delenie pravdepodobnosti je Tavym vlastnym vektorom matice P prislichajicim vlastnému
¢islu A = 1.

Veta 10.69 (Stacionérne rozdelenie markovovského retazca). Nech P je matica prechodu
markovovského retazca, ktorej vSetky prvky st kladné. Potom existuje jediné stacionarne
rozdelenie 7* tohto markovovského procesu. Rozdelenie 7* vieme ziskat ako vlastny vek-
tor zodpovedajuci najvacsiemu vlastnému ¢slu matice P7. Toto rozdelenie navyse splia
limy_,oo 7 = 7* pre Iubovolné 7(®.

Dékaz. Pre maticu P plati veta 10.66. Podl'a tejto vety méa P jediny kladny vlastny vektor (az
na prenasobenie konstantou) a prislacha vlastnému ¢éislu A\*, ktoré je najviacsie v absolitne;
hodnote. Kedze P je prava stochasticka, tak 1,, ktory méa vSetky prvky kladné, je spominany
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vlastny vektor, prislachajici vlastnému ¢islu A* = 1. Potom podla vety 10.66 existuje jediny
(aZ na prenasobenie konstantou) vlastny vektor 7* matice PT (teda I'avy vlastny vektor matice
P) spliajici 7 > 0, ktory navyse prislicha vlastnému ¢islu A* = 1. Vektor 7* uvazujeme ako
riadkovy vektor, teda 7 = 7*P. Vhodnym prenasobenim konstantou dosiahneme 7*1,, = 1,
¢ize * je hladané stacionarne rozdelenie pravdepodobnosti.

Nech 7 je po¢iatoéné rozdelenie pravdepodobnosti. Z vety 10.66 vyplyva lim,_,., P* =
1,7, a teda

lim 7® = 7 lim P! = 701, 7" = =¥,

t—o00 t—o00

kedze 701, = > | 70 =1. O

Poznamenajme, Ze podobné tvrdenie plati aj pre markovovské retazce, ktorych vsetky
pravdepodobnosti prechodu nemusia byt kladné, stac¢i ak markovovsky retazec je tzv. neroz-
loZitelny.

Vypoéitajte lim; ., 7 pre priklad 10.68 pomocou vety 10.69 a overte, ze je v zhode s
obrazkom 10.5b.

10.6 Ulohy na precvicenie

Uloha 10.1. Najdite vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A z tlohy 9.1 a na zaklade
najdeného spektra sa presvedcte, ze A je pozitivne definitna.
Uloha 10.2. Najdite spektrum matic

1 -1 10 0 -1
-1 1)’ -1 1 1 0/
Uloha 10.3. Ukazte, 7e kazdy projektor P € R™ " je pozitivne semidefinitna matica. Ukazte,
ze spektrum projektora neobsahuje iné ¢isla ako 0 a 1. Charakterizujte vlastny priestor pro-

jektora P zodpovedajuci vlastnému ¢islu 0 (ak P # I,) a vlastny priestor projektora P
zodpovedajuci vliastnému ¢islu 1 (ak P # 0,,%,,).

Uloha 10.4. Nech A je symetrickd matica typu n x n, nech A, ..., \, st jej vlastné &isla
(so zopakovanim podla nasobnosti) a nech uy, ..., u, je ortonormalny systém prislachajucich
vlastnych vektorov. UkdZe, Ze potom matica A* =3, oA 'uu? je zovieobecnena inver-
zia matice A. Presvedéte sa, ze AT spliia vlastnosti Mooreovej-Penroseovej pseudoinverzie z
definicie 6.31.

Uloha 10.5. Nech a,b € R a nech A = al,, + b1,1%" je tiplne symetricka matica. Ukazte, ze
potom je vlastnym vektorom matice A vektor 1, a tiez akykolvek vektor kolmy na 1,. Pre
maticu A néjdite vlastné ¢isla a ich nasobnosti.

Uloha 10.6. Na zaklade tlohy 10.5 urcte, pre aké a a b je A = al, + bJ,, pozitivne
semidefinitné. Pre kazdu taka dvojicu a, b najdite maticu A'/2.

Uloha 10.7. Nech A € R™" (nie nutne symetrickd) méa n vlastnych hodnot Ap,..., A\,
(vratane nasobnosti). Vyjadrite pomocou A;: (i) det(A), (ii) tr(A), (iii) ||A]>.
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25 10
A= (10 40) '
Nacrtnite troviiové mnoziny (vrstevnice) kvadratickej formy x” Ax. Viete si predstavit, ako
vyzeré kvadraticka forma x? Bx, kde

Uloha 10.8. Nech

25 10 0
B=|10 40 0|7
0 0 1

Uloha 10.9. Nech

Il
oo
O
O R O

Najdite A2,

Uloha 10.10. Nech A.B € S spliaji A > B, kde > zna¢i Loewnerovo usporiadanie.
Ukézte, ze potom Apax(A) > Anax(B), kde Apax znac¢i najvicsie vlastné ¢islo. Navod: pouzite
vetu 10.33.
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Kapitola 11

Singularny rozklad a maticové normy

11.1 Singularny rozklad

Definicia 11.1 (Diagonalna obdlznikova matica). Pod diagondlnou obdlZnikovou maticou
A € R™" rozumieme maticu, ktora splia (A);; = 0 pre vietky ¢ # j.

Poznamka 11.2. V dalsom texte budeme aj diagonalnu obdlZnikovii maticu nazyvat jedno-
ducho diagonélna matica, ked bude z kontextu zrejmé, Ze matica je obdlznikova.

Veta 11.3 (Singularny rozklad matice). Nech A € R™*"™ m4 hodnost r > 0. Potom A sa da
zapisat ako
A=UxV’",

kde U € R™™ a V € R™" st ortogonélne matice a diagonalna (obdlznikova) matica ¥ €

R™ " splia
> ( 2)1 Orx(n—r) )
Om—ryxr Otm—r)x(n—r))’

kde 3; € R™" je diagonalna matica s kladnou diagonalou.

Dékaz. Kedze matica ATA € R™" je kladne semidefinitna, existuje jej spektralny rozklad
ATA = VAVT (veta 10.27), pricom jej vlastné ¢isla st nezdporné. Oznacme

D O
~(00)
kde D je diagonalnou maticou kladnych vlastnych ¢isel matice AT A. Matica D je typu r x r,

lebo rank(ATA) = rank(A) = r, a teda AT A m4 r kladnych vlastnych ¢isel. Podobne zapi§me
aj maticu V ako V = (V1,Vy), kde V; € R™". Potom

D 0\ . orarav . (VIATAV, VIATAV,
(0 o) SA=VIAAV = (V2TATAV1 VIATAV, )

Ziskavame tak D = VIATAV, a 0 = VIATAV, = (AV,)T AV,. Z druhej rovnosti vyplyva
”AV2||2 = tr((AVQ)TAVQ) = 07 éize AV2 =0.

Ozna¢me X; = DY2aU; = AV, X! € R™*". V&imnime si, 7e UTU; = X 'VFTATAV, 2! =
DY = 271228 = 1, Preto rank(U;) = rank(UTU;) = r, a teda dim(N(UT)) =
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m — r. To znamen4, Ze existuje ortonormélna baza N(U7T) velkosti m — r. Ulozme ttto bézu
ako stlpce matice Uy € R™* ™7 potom UT U, = 0. Vytvorme U = (U, Us) a overme

U’u, U'U I 0
TYT 1 ¥1 1 Y2\ r _
U= (U;FU1 Ug’UQ) B (0 Im_r) = L.

Cize U je ortogonalna. Pocitajme:

UTAV, U{A\@)

STIVIATAV, 0
‘[]’T V — _ 1 1 1
AV = (UgAVl U AV, ) ’

N ( ulu,x, 0
kde sme okrem U; = AVIEII a AV, = 0 vyuzili este U Xy = AV121_121 = AV,. Maticu

d'alej mézeme pomocou D = VIAT AV, upravit na

T (27D 0\ (=0
UAV_(O 0o/ \0 0)°

kedze X7'D = X7'X2 = 3. Ziskavame tak Ziadany rozklad, akurat staci oznagit
(% 0
== (% 0)-
O

Definicia 11.4 (Singularny rozklad). Nech A € R™ "™ ma hodnost r > 0. Potom rozklad
A = UXVT 7 vety 11.3 nazyvame singuldrny rozklad matice A.

Désledok 11.5 (Kompaktny singularny rozklad). Nech A € R™*™ m& hodnost r > 0. Potom
A sa da zapisat ako
A=Ux V]

kde U; € R™" a V; € R™ maju ortonorméalne stipce a 3, € R™*" je diagonalna ma-
tica s kladnou diagonélou. Tento rozklad nazyvame kompaktny (redukovany, tizky) singuldrny
rozklad matice A.

Poznamka 11.6. V angli¢tine je singularny rozklad znamy pod skratkou SVD (Singular
Value Decomposition).

Poznamka 11.7. Upozornime, ze poradie vlastnych ¢isel v matici A mdzeme v spektralnom
rozklade UAUT Tubovolne menit, ak prislusnym spésobom prehodime aj stipce matice U.
Podobne mézeme menit poradie diagonélnych prvkov v matici 3; v singuldrnom rozklade
UXVT, ak rovnako prehodime aj stipce matic U a VT. Zvy¢ajne byvaju diagonalne prvky
matice 3, usporiadané od najvéicsieho po najmensi, ako uvidime v désledku 11.12.

Poznamka 11.8. V dokaze vety 11.3 sme vychadzali zo spektralneho rozkladu matice AT A.
Pripomeinime, Ze podla lemy 10.19 majt matice ATA € 87 a AAT € 87 rovnaké kladné
vlastné ¢isla. Teda ekvivalentne sme mohli vychadzat zo spektralneho rozkladu matice AAT.

Veta 11.9 (Vlastnosti singularneho rozkladu). Nech matica A € R™*™ sa da zapisat ako
A =UXVT kde U € R™™ V € R™ " su ortogonalne matice,

3, 0
== (4 o)
a X1 € R™" je diagonalna matica, ktorej vSetky diagonalne prvky st nenulové. Potom:
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(i) rank(A) = r,
" aeacv(Z 0w ( O)ur

(iii) U = AV ;X' a V, = ATU XY kde U = (U, Uy), V = (V, Vy), Uy € R™7 a
V1 6 Rn)(?".

Dokaz. V ¢asti (i) dostavame rank(A) = rank(UXVT) = rank(X) = r, kedZe nasobenie

regulédrnou maticou nement hodnost (veta 4.18). Cast (ii) sa lahko dokéZe priamym vypodtom.
Kedze V je ortogonélna, tak VI V| = I. Potom AV121_1 = U121V1TV121_1 = U12121_1 =

Uy, ¢im je dokézana prva rovnost casti (iii). Dokaz druhej rovnosti je analogicky. O

Poznamka 11.10. Veta 11.9 opisuje previazanost singuldrneho a spektralneho rozkladu.
Ozna¢me ¥, = diag(oy,...,0,), pricom budeme dodrziavat konvenciu, Ze o; st usporia-
dané zostupne, teda oy > ... > 0,. Potom &ast (ii) hovori, Ze vlastné ¢isla matice ATA st
02,...,02,0,...,0s prislusnymi vlastnymi vektormi ulozenymi v stipcoch matice V. Podobne
vlastné ¢isla matice AAT st o?,...,020,...,0 s prislusnymi vlastnymi vektormi uloZenymi
v stIpcoch matice U.

Definicia 11.11 (Singularne ¢isla, singularne vektory). Nech A € R™*" ma hodnost r.
Potom ¢&isla o1 > ... > 0, z poznamky 11.10 nazyvame singuldrne ¢éisla (singuldrne hodnoty)
matice A. Teda singularne ¢isla st odmocniny z kladnych vlastnych ¢isel matice AAT (resp.
ATA). Stipce matic U a V nazyvame singuldrne vektory, konkrétne stipce matice U st lavé
singuldrne vektory a stipce matice V st pravé singuldrne vektory.

Dosledok 11.12 (Singularny rozklad pomocou spektralneho rozkladu). Nech A € R™*" mé
hodnost 7. Nech 0 > ... > 02 > 0 = ... = 0 st vlastné ¢isla matice ATA. Potom A sa da
zapisat ako

A=UxVT,

(=0
>3 o)

(i) U € R™™ je ortogonalna matica vlastnych vektorov matice AA”, ktoré v poradi

kde

pricom ¥, = diag(oy,...,0,),

zodpovedaji vlastnym ¢islam o2, ...,020,...,0 tejto matice. V.€ R™*" je ortogonilna
matica vlastnych vektorov matice AT A, ktoré v poradi zodpovedaju vlastnym ¢islam
o2,...,02,0,...,0 tejto matice,

(i) Uy = AViS a V, = ATU,S ! kde U = (U, Uy) a V = (V1, V), Uy € R™7 o
V, e R,

Poznamka 11.13. Cast (ii) v désledku 11.12 sa da maticovo zapisat nasledovne:

2 2
AAT_U(EO1 g)UT a ATA_V(EO1 g)VT

su spektralne rozklady matic AAT a ATA.
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Poznamka 11.14. Veta 11.3 a dosledok 11.12 st formélne sformulované iba pre nehrani¢né
pripady, ¢ize pre pripady ked m # n a r je mensie od oboch tychto ¢isel. Ak pre niektoru
dvojicu parametrov nastéva rovnost, matica 3 sa nélezite zjednodusi (zmizna nulové riadky
alebo stipce), pre r = m zmizna nulové vlastné ¢isla matice AA” a pre r = n zmizni nulové
vlastné &isla matice ATA.

Singularny rozklad matice A moéZzeme manualne ziskat pomocou spektralnych rozkladov
matic ATA a AAT na zaklade dosledku 11.12.

Priklad 11.15. Néajdime singulédrny rozklad matice

111
A_<1 -1 —1)'

Budeme vychadzat z désledku 11.12, preto vypocitajme najprv spektralny rozklad matice

r (3 -1
aar (7).

Overte, Ze vlastné ¢isla AAT st \; = 4, Ay = 2, a Ze vlastné vektory st u; = (1, —1)7/v/2,
u, = (1,1)7/v/2. Vidime, 7e rank(AAT) = 2, &ize r = 2, a teda =, € R¥*2. Kedze

2
AAT =U (201 g) U7,

dostavame U = U} = (uy, uy) a 3, = diag(2, v2).
Na vypocet prislusného spektralneho rozkladu

2 00 9
ATA=[0 2 2 :V(Zol 8)VT
0 2 2
vyuzijeme najprv vztah
0 1

V,=ATUux'=(1/vV2 0
1/v2 0

Kedze V € R3*3, ostava urcit posledny vlastny vektor, ktory prislicha vlastnému &islu A = 0.
Tym je v3 = (0,1/v/2,—1/+/2)T. Skontrolujte, 7e v3 ozaj prislicha vlastnému ¢islu A = 0.
Ziskavame teda singularny rozklad

1/v2 1/\/§> (2 0 0) 0 1/v2 1/8/5

e e o V2 o)\ s

Lema 11.16 (Vlastnosti singularnych ¢isel). Nech A € R™*" ma4 singularne ¢isla oy, ..., 0, >
0, kde r = rank(A). Potom

A:UEVT:<

(i) cA ma singularne ¢isla |c|oy, ..., |c|o, pre [ubovolné ¢ # 0.
(i) ak A € R™™ je regularna, potom A~! ma singularne ¢isla o; ', ..., 0"

bl n °
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Dokaz. Pre cA plati (cA)T(cA) = (ATA), a teda jej singularne ¢isla st odmocniny z
ANp, ., AN, kde ) st viastné cisla matice AT A Dostavame teda singularne éisla |c|oy, . . ., |c|o,.
Na dokaz (ii) si podobne stac¢i uvedomit, ze (A~HTA™! = (AAT)"! pricom tato ma-

tica ma vlastné cisla A7', ..., A Y, kde ); st vlastné ¢isla matice AAT (resp. ATA). Teda

Y n
singularne ¢&isla matice A~! (odmocniny z ;') st inverzné k singuldrnym ¢islam matice A
(odmocninam z \;). O

11.1.1 Pouzitie singularneho rozkladu

Lema 11.17 (Singularny rozklad pseudoinverzie). Nech A = UX V7 je singularny rozklad
matice A a A = U; X, V7 je jej kompaktny singularny rozklad. Potom

(i) singuldrny rozklad matice AT je AT = VETUT kde pseudoinverzia X m4 tvar

-1
St = (26 8) . (11.1)
(ii) kompaktny singularny rozklad matice AT je AT = VX 'UT.

Dékaz. (i): Lema 6.35 hovorf, 7e A" = VX*U”, kde ¥F mé podla tlohy 6.13 tvar (11.1).
Tento rozklad zjavne splita vlastnosti singularneho rozkladu. Cast (ii) je désledkom ¢Easti

(i). O

Poznadmka 11.18. Lema 11.17 poskytuje metédu na konstrukciu pseudoinverznej matice:
najprv vypocitame singularny rozklad matice A, a potom z neho skonstruujeme maticu A*.

Priklad 11.19. Najdime pseudoinverziu matice

11 1
A= (1 -1 -1> '

Podla prikladu 11.15 vieme, Ze kompaktny singularny rozklad matice A je

eosar (P D6 BE )

TakZe matica A" je podla lemy 11.17

0 1 /2 1/2
. 20\ (V2 vy (]
sz o) (67 ) (v b)) = (s

Overte, ze A splia defini¢né vlastnosti pseudoinverznej matice.

Veta 11.20 (Eckartova-Youngova veta). Nech A = UXVT je singularny rozklad matice
A € R"™*" s hodnostou r > 0 a nech o7 > ... > 0, si jej singularne ¢isla. Oznac¢me

(X1 0\ yr
xou (S 0w

kde X7 = diag(oy, ..., 0x) pre zvolené k < r. Potom
A" — Al < [|B - Al

pre Tubovolni maticu B € R™*" hodnosti nanajvys k.
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Dékaz. Vetu uvadzame bez dokazu. Dokaz Citatel moze najst v 3] (veta 21.12.4). O

Maticu A teda podla vety 11.20 spomedzi v8etkych matic s danou hodnostou najlepsie
aproximuje matica A* ziskana singularnym rozkladom (z pohl'adu Frobeniovej normy).

Veta 11.20 tak ukazuje, ako sa dé& singularny rozklad pouzit na zniZenie dimenzie dat.
Ak v matici A mame ulozené data (teda ak A = X vo zvy¢ajnom znaceni), tak dostavame
A* = U,X:VT kde U, pozostava z prvych k stlpcov U a V, z prvych k stipcov V. Povodnii
m X n maticu A teda aproximujeme pomocou dvoch matic U, a V, velkosti m x kan x k a
pomocou k ¢isel oy, ..., 0. Obzvlast ak m aj n st vysoké ¢isla, mozeme tak dospiet k vyrazne;j
redukcii velkosti dat.

Napriklad ak m = 500000 a n = 10000, tak A méa 5 miliard prvkov. Ak maticu aproxi-
mujeme hodnostou 40, tak dostavame matice U, a V, velkosti 40 x 500000 a 40 x 10 000, ¢o
je spolu so 40 singularnymi ¢islami 20400 040 adajov, teda priblizne 250-krat mene;j.

Prikladom dat s vysokym poc¢tom m aj n su uzivatelské hodnotenia (napriklad filmov, ¢i
hudby). V takych pripadoch mame v matici A ulozené hodnotenia m uzivatelov o n filmoch
a je bezné stretnut sa s tisickami filmov a stovkami tisicok uzivatelov. Internetové distribu¢né
spolo¢nosti potom rieSia problém, ako na zéklade hodnoteni niektorych filmov odporucat
pouzivatelom dalsie filmy. Jednou z technik, ktoré sa pri tvorbe systémov automatizovaného
odportcania pouzivaji, je prave singularny rozklad.

11.2 Vektorové a maticové normy

11.2.1 Vektorové normy

Doteraz sme pracovali s klasickymi normami ||x|| = vxTx pre x € R" a ||A|| = (tr(ATA))'/2
pre A € R™*" (pozri kapitolu 5). Pozname v8ak aj mnohé iné normy.

Definicia 11.21 (/’-norma). Nech x € R". Potom ¢’-norma vektora x je

n 1/p
Il = (z wp) bre 1< p < oo,

i=1
Il = max (je]) pre p = oo
Poznamka 11.22. NajpouzivanejSie Specidlne pripady ¢P-normy st
(i) ¢'-norma [[x[[y = 377, |2,
(ii) (*norma ||x|ls = (31, 2?)'/? (klasicka euklidovskd norma),
(iii) ¢*°-norma [|X|| = max; |z;| (nazyvana tieZ maximova norma),

Poznamka 11.23. Norma ||x||; sa nazyva tieZ manhattanska norma alebo taxikarska norma.
Maximova norma |||/ je limitou ||x||, pre p — oo.

Napriek tomu, Ze fP-norma pre p # 2 nezodpovedé ziadnemu skalarnemu sucinu, stale
splia vlastnosti normy.

Veta 11.24 (O (P-norméch). Nech 1 < p < co. Potom P-norma |.||,, splita vlastnosti normy,
teda definiciu 1.32.
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Doékaz. 1de o klasicky vysledok z matematickej analyzy, tu ho ponechame bez dokazu. O

Definicia 11.25 (Skalarny st¢in a norma dana maticou). Nech A € 87, a x,y € R". Potom
skaldrny sucin vektorov x a y dany maticou A je

(x,y)a =x" Ay

a norma X dana maticou A je

|x||la = VXTAx.

Veta 11.26 (O skalarnom st¢ine danom maticou). Nech A € 8", a (x,y)a = x' Ay pre
kazdé x,y € R™. Potom (,)a je skalarny su¢in na R™.

Dokaz. Vlastnosti 1-3 st priamo¢iare. Na dokaz §tvrtej vlastnosti potrebujeme x? Ax > 0 pre
kazdé x € R", ¢o plati vdaka pozitivnej definitnosti A. Zaroven z pozitivnej definitnosti A
vyplyva x? Ax = 0 iba pre x = 0, ¢m je dokdzana aj druha cast 4. vlastnosti. ]

Doésledok 11.27. Nech A € 8", . Potom podla vety 1.33 je ||.||a norma na R".

) ()

Najdite a zakreslite ortogonalny doplnok vzhladom na (,)a k priamke danej vektorom x.
Najdite teda vSetky vektory y € R? také, Ze (x,y)a = 0.

Priklad 11.28. Nech

11.2.2 Projekcia vzhl'adom na skalarny sic¢in dany maticou

V niektorych metodach analyzy dat sa pracuje aj s projekciami vzhladom na skalarny sicin
(,)a dany maticou A € 8", (napriklad v istych regresnych modeloch, kde matica A charak-
terizuje “geometriu dat”). Projekcia vektora y € R™ na priestor C(X) pre X € R™** yzhladom
na skalarny saéin (,)a je definovana analogicky ako v podkapitole 7.2.

Definicia 11.29 (Projekcia vzhladom na (,)a). Nech A € 8", X € R™* a'y € R". Potom
projekcia vektora y na C(X) vzhladom na (,)a je taky vektor z € R™, ktory spliia

1. z € C(X),
2.y —z La C(X), ¢ize x’ Ay — z) = 0 pre kazdé x € C(X).

Lema 11.30 (Konzistentnost normalnych rovnic pre skaldrny saéin dany maticou). Nech
A e 8., X e R ay e R" Potom systém X" AXb = XTAy v premennej b € RF je
konzistentny.

Doékaz. Vyjadrime A = AY2A'Y2 a pripomeifime, Ze matica A'/? je tieZ symetricka. Po-
tom X"AXb = XTAy vieme zapisat ako XTAY2AY2Xb = XTAY2AY?y alebo tiez ako
XTXb = X7y, kde X = A/2X a y = AY?y. Lenze systém X7Xb = X7y je systémom nor-
malnych rovnic pre dané X a y, ¢ize je konzistentny podla vety 7.12. KedZe tento systém sme
ziskali len ako preznacenie pévodného systému, tak aj poévodny systém je konzistentny. [

Veta 11.31 (Projekcia vzhladom na (,)a). Nech A € 87,, X € R™* a y € R". Potom
projekcia z € R™ vektora y na @(X) vzhladom na skalarny suéin (,) spliia
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(i) z = Xb, kde b riesi systém rovnic X?AXb = X7 Ay;

(i) z = X(XTAX)"XTAy.
Dékaz. 7 vlastnosti 1 dostavame z = Xb pre nejaky vektor b € R¥. Z vlastnosti 2 dostavame,
7e A(y —z) je vzhladom na klasicky skaldrny stucin kolmé na €(X), teda Zze X A(y —z) = 0y
(pozri lemu 7.8). Teda XT Ay = XT Az, a po dosadeni z = Xb ziskavame X7 Ay = XTAXb.

Jedno riegenie systému XTAXb = XT Ay ziskame ako b = (XTAX) " XTAy. Teda z =

Xb = X(XTAX)"XT Ay, ¢im je dokdzané (ii). O
Lema 11.32 (Existencia a jednoznac¢nost projekcie vzhladom na (,)a). Nech A € 87,
X € R™* a y € R™. Potom projekcia vektora y na €(X) vzhladom na skalarny stéin (,)a
existuje a je jedina.

Dokaz. Hladana projekcia existuje podla vety 11.31. Nech z;,z, € R” spliaju vlastnosti 1,2
z definicie 11.29. Potom

||Z1—Z2||2A = <Z1—Z2,Z1—Z2>A = <Z1—Y+y—z2,Z1—Z2>A = <Z1_YaZl_z2>A+<y_z27Z1_Z2>A-

Zaroven plati, Ze z;,zy € C(X) podla vlastnosti 1, a teda z; — zy € C(X). NavySe, z1 —y La
C(X)ay—zy La C(X) podla vlastnosti 2. Potom (z;—y,z1—22)a = 0a (y—22,21—22)a = 0,
¢ize ||z1 — z2]|A = 0. Z kladnej definitnosti normy dostavame z; — zo = 0, teda z; = 7y, ¢im
je dokazana aj jednoznacnost projekcie. O

Poznamka 11.33. Projekciu z vety 11.31 vieme vyjadrit aj ako z = P xy, kde Py x =
X(XTAX)"XTA.

Definicia 11.34 (Projektor vzhladomna (,)a). Nech A € 87, a X € R™**. Potom projekcnd
matica (projektor) na C(X) vzhladom na skaldrny stucin (,)a je Pax = X(XTAX)"X"A.

Priklad 11.35. Dokézte, ze matica Pa x je idempotentna. Projekéné matice vzhladom na
skaldrne siuciny dané maticami vSak nemusia byt symetrické. Najdite priklad takej matice
P A x, ktora nie je symetricka.

Priklad 11.36. Pre A a x z prikladu 11.28 vypocitajte maticu P4 .

11.2.3 Maticové normy

Lema 11.37 (Vztah Frobeniovej normy a singularnych ¢isel). Nech matica A hodnosti r ma
singularne ¢isla o4, ..., 0,. Potom ||A||% =02 + ...+ o2

Dékaz. V znaceni poznamky 11.13 dostavame

»2 0 »2 0
|A]% = tr(ATA) = tr(U ( o O) UT) =tr ( o 0) =tx(2}) =D o}

Definicia 11.38 (Indukovana norma). Nech ||.|| je vektorova norma na R”. Potom maticovd
norma indukovand vektorovou normou ||| je

A
A = mae LA
P

pre kazdé A € R™*".
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Poznamka 11.39. Indukovanti maticovii normu tiez mézeme zapisat ako

Al = max [Ax].

Lema 11.40 (O indukovanej norme). Nech ||.|| je vektorova norma. Potom prislusna induko-
vané maticova norma splha vlastnosti normy.

Doékaz. Ozna¢me ||.||pr indukovant maticovi normu. Dokaz vlastnosti 1 z definicie 1.32 je
priamociary. Na dokaz vlastnosti 2 si najprv moézeme uvedomit, ze ||A|[y; > 0, lebo ||x|| > 0
pre Tubovolné x € R"™. Ostava teda dokézat druhu cast vlastnosti. Ak A # 0,,x,, potom
existuje x € R", 7ze Ax # 0, ¢ize ||[Ax|| > 0. Potom aj

A
N r&%xu > 0.

[l

Teda [|A|lx = 0 iba pre A = 0,51,
Na dokaz vlastnosti 3 pouzime tvar z poznamky 11.39:
|A+ By = Iﬁlé‘llxl (A +B)x| = IﬁlaX |Ax + Bx||

< Jax ([|Ax] +|[Bx) < max [Ax]+ max [Bx]|

= [[Allar + [Blla,
kde prva nerovnost vyplyva z trojuholnikovej nerovnosti pre vektorovii normu. ]
Poznamka 11.41. Frobeniova norma ||A||r nie je indukované ziadnou vektorovou normou.

Veta 11.42 (Maticové normy indukované ¢’-normami). Nech ||.||, je ¢’-norma. Potom fiou
indukovana maticova norma ||A||, pre A € R™*" je:

(i) [[Afly = max; [[ai]},

(11) ||A||2 = max; oy,
(iii) [[Afloo = max; [y,
kde o1,...0, st singularne ¢isla matice A, ay,...a, st jej stipce a b?,... bl st jej riadky.
Dékaz. Pre dokaz ¢asti (i) pouzime tvar z poznamky 11.39:

|A|L = max |]Ax||1 (11.2)

Kedze Ax = z1a; + ... x,a,, tak (11.2) je rovné

max |[zia; + ...+ zpan,
2 |zil=1

¢o je vzhladom na trojuholnikovii nerovnost pre vektorovii £'-normu mensie, nanajvys rovné
hodnote

gmax (aar oo fanan) = max (el + -+ fzalllan])-
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Ked oznaéime ap,, ako stlpec s najvicsou ¢!-normou, dostéavame

n
ATl < gl - ol ) = o oy D ] = o
Tuto nerovnost dosiahneme ako rovnost volbou X = €max; kde enax ma jednotku na pozicii
zodpovedajucej stlpcu ay., a nuly vSade inde. CiZe ||anax||1 je skutotne maximum, a teda
|A||1 je rovné tejto hodnote.

Dokaz casti (ii) je naro¢nejsi, dd sa ndjst napriklad v [2] (Cast 2.3.3).

Cast (iil) mozeme tiez dokazat v tvare poznamky 11.39:

_ 1) = T
[Allo = max  max (|(Ax);l)=_max  max ([bjx]).

Viimnime si, ze hodnota |bI x| je pre z; € [~1, 1] rovna nanajvys |b;1| + ... + |bjn|, kde b;x
je k-ty prvok b;. Potom

1Ale < max —max (lbja|+...+[bjnf) = max max |[b;]; = max [[bj;,
kde poslednti rovnost sme dosiahli uvedomenim si, Ze max_;<,,<1 je uz vo vyraze vlastne
zbytocné. Volbou vektora x takou, Ze z; = 1 ak bpax; > 0 a 2; = —1 ak byaxi < 0 (bmax.i
vyjadruje i-ty prvok riadku s najvii¢sou £'-normou) dosiahneme nerovnost ako rovnost, ¢ize
max;—1,.m ||bj|l1 je skutoéne hladané maximum. O
Dosledok 11.43. Nech A € R™". Potom ||A]|; = ||AT]].
Definicia 11.44 (Nukledrna norma). Nech A € R”™*" ma hodnost r a oy,...,0, su jej

singularne ¢isla. Potom nukledrna norma (angl. nuclear norm alebo tiez trace norm) matice
A je

|Ally =01+ ...+ 0.
Poznamka 11.45. Ak r = rank(A) = 0, teda ak A = 0,,x,, tak pod ||Ally =01+ ...+ 0,
rozumieme ||A|y = 0, lebo takd matica nema ziadne (nenulové) singularne ¢isla.

Lema 11.46 (O nuklearnej norme). Nukledrna norma ||y splia vlastnosti normy.

Dékaz. Nech A € R™" cec R a A =UXVT je singularny rozklad matice A. Potom podla
lemy 11.16 singularne ¢isla matice cA su |c|oy, ..., |c|o,. Z toho vyplyva 1. vlastnost normy z
definicie 1.32.

Hodnota ||A|| v je zjavne nezaporna. Navyse, iba nulova matica ma vSetky singularne ¢isla
nulové, ¢ize ||Allxy = 0 iba pre A = 0,,,x,, ¢im je dokdzana vlastnost 2.

Dokaz vlastnosti 3 je komplikovany, da sa ziskat napriklad pomocou vety IV.2.1 v [1]. O

Lema 11.47 (Alternativne vyjadrenie nuklearnej normy). Nech A € R™*"™. Potom
1Ay = tr((ATA)'?)

Dékaz. Oznacme o1, . ..,0, singularne ¢isla matice A. Potom matica AT A ma vlastné &isla
0?,...,02,0,...,0 a matica (ATA)"2 m4 podla lemy 10.54 vlastné é&isla oy,...,0,,0,...,0
(kedze 0; > 0, a teda |o;| = ;). Dokaz uzavrieme pozorovanim, ze stopa symetrickej matice

je rovné suctu jej vlastnych ¢isel. O]
Priklad 11.48. Vsimnite si, Ze predpis pre Frobeniovu normu ||Alr = (tr(ATA))Y/? a
vyjadrenie nuklearnej normy ||A|x = tr((ATA)Y2) z lemy 11.47 st vo vieobecnosti dva

rozne vyrazy. Najdite maticu A, pre ktora plati ||A||r # ||A||x, a takd maticu A, pre ktora
[Al[r = [[Allx
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11.2.4 Cislo podmienenosti

Definicia 11.49 (éislo podmienenosti). Cislo podmienenosti regularnej matice A € R™*" je
K(A) = [A]l- AT

Poznamka 11.50. Vidime, Ze ¢islo podmienenosti zavisi od zvolenej maticovej normy. Naj-
CastejSie je pouzivané Cislo podmienenosti dané normou ||A||; = max; o;. Odteraz budeme
uvazovat prave toto ¢islo podmienenosti.

Veta 11.51 (Cislo podmienenosti dané /2-normou). Nech A € R™" je regularna a oy >
... >0, > 0 st jej singularne ¢isla. Potom
o
K(A) = =
On
Dokaz. 7 definicie vidime, Ze ||A|l; = o;. Podla lemy 11.16 vieme, Ze singularne ¢isla A~!
si o', ..., 0" Najvicsie spomedzi tychto ¢isel je 0!, a teda ||All; = 0!, ¢m je dokaz

ukonceny. O]

Veta 11.52 (éislo podmienenosti a stabilita linearneho systému). Nech A € R™" je regu-

larna a b, e € R™. Potom
[A”e| bl )
max : = k(A),
b.e70m ( el |A='D

kde .|| je euklidovské norma.

Dékaz. Nech o1 > ... > o, si singularne ¢isla matice A. Mame

R (||A1e||_ Ib] >:max |A~e] b
et U Jel TATB]) T eton el vl [ATH]

Prvé maximum je z definicie rovné ||A~1|o, o je rovné o', kedZe to je najvicsie singularne
¢islo matice A~! (lema 11.16). Ozna¢me x = A~'b. Potom b = Ax, a teda

z definicie ||A||2. O

Poznamka 11.53. Cislo podmienenosti vyjadruje, ako vel mi sa méZe zmenit rieSenie rovnice
Ax = b pre regularnu A, ak sa mierne zmeni prava strana. Ozna¢me drobnt perturbaciu
pravej strany ako e € R™. Nech x = A~'b je rieSenie Ax = b a x. = A7!(b + e) je riefenie
perturbovaného systému Ax = b +e. Teda x. = A7'b+ A~'e = x + A~'e. Zmena v rieSeni
je teda 0x = A~'e a zmena v pravej strane je b = e.

Potom pomer relativnej zmeny v rieSeni oproti relativnej zmene v pravej strane je

H5XH/II5bH _ HA‘leH/HeH _ ATl bl
[ ° Pl A=t b] el [[ATD]

Cislo podmienenosti je maximum tohto vyrazu — teda vyjadruje, ako velmi sa moze rieSenie
zmenit vplyvom zmeny v pravej strane. Praca s maticou, ktora ma vysoké ¢islo podmienenosti,
moze byt teda numericky nestabilné.
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(%) + o)

Cislo podmienenosti matice A je k(A) = 19, teda zmena v pravej strane sa moze prejavit az
v 19-nasobne vicsej zmene rieSenia.

RieSenie rovnice Ax = b je priblizne x = (0,5263;0,5263)7. Ak na pravej strane uvaZzime
drobnii chybu e = (—0,02;0,01)7, tak riesenie Ax = b + e je x. = (0,3737;0,6737)7. Pomer
relativnych chyb je

Priklad 11.54. Nech

H6x||/||5b|| _ /(—0,1526)? +0,14742/\/(—0,02)2 + (0,01)2
[ * Ibll V20,5263 V2

Teda pre taktto chybu pravej strany sa rieSenie relativne zmeni az 18-krat viac.
Keby sme namiesto matice A mali maticu

10,09
B= (0,09 1 >

s Cislom podmienenosti rovnym priblizne 1,20, tak overte, Ze pri tom istom b a e by sme
dostali

~ 18,03.

Iox] b
/b
EIRE

(1)

pre nejaké ¢ € R, ze C ma véicsie ¢islo podmienenosti ako A. Nésledne vypocitajte, aka je
relativna zmena rieSenia oproti relativnej zmene pravej strany pre zvoleni C a pre b, e uréené
vyssie.

= 1,18.

Najdite tiez takt maticu C v tvare

11.3 Ulohy na precvicenie

Uloha 11.1. Néjdite singularny rozklad matice

A_:

— =
o O O
)
o O O

Uloha 11.2. Ukéite, 7e singularny rozklad kladne semidefinitnej matice A je vlastne spek-
tralnym rozkladom tejto matice. Pomaécka: skuste vychadzat z dosledku 11.12.

Uloha 11.3. Aky je vztah medzi singularnym rozkladom symetrickej matice A a jej spek-
tralnym rozkladom? Spemalne urcte vztah medzi (i) singularnymi a vlastnymi ¢islami matice
A, (ii) singularnymi a vlastnymi vektormi matice A.

Uloha 11.4. Nech A € R™" a |.|| je euklidovskd norma. Ukazte, 7e max||Ax| = oy, kde
01 je najvacsie singularne ¢islo matice A a maximum je cez vSetky vektory x € R™ také, ze
x| = 1.
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Uloha 11.5. Nech A € R™*" ma hodnost  a nech uy, ..., u,, a vi,..., Vv, st jej singularne
vektory. Definujme
0 A
B - ( N 0> |
a) Ukazte, ze vektory (u], v )T a (—u],v])? st vlastné vektory matice Bprei = 1, ..., min{m, n}.

Urcte k akym vlastnym ¢islam prislachaju. b) Demonstrujte ¢ast (a) na matici A z ulohy 11.1.

Uloha 11.6. Pomocou singularneho rozkladu najdite pseudoinverziu matice

11
a-(L)
Uloha 11.7. Nech A € R™*™ m4 hodnost r. Pomocou singularneho rozkladu vyjadrite maticu

A ako stcdet r matic hodnosti 1.

Uloha 11.8. Nech Q € R™*" je ortogonélna. Najdite vietky jej singularne ¢isla a jej singu-
larny rozklad. Pre n = 2 alebo n = 3 si zvolte ortogonalnu Q a ukéaZzte, Ze mé aspon dva rozne
singularne rozklady (lisiace sa nie iba v znamienkach singularnych vektorov).

111
A—<1 -1 —1>'

Najdite [|[Al[r, [| Al [|All2; [|Alleo a [|Ally.

Uloha 11.9. Nech

Uloha 11.10. Nech f(x) = /273 + 23 + 22125 + 322 pre x € R3. Je funkcia f(x) normou
na R3? Navod: skiste vyjadrit f(x) ako vxTAx.

Uloha 11.11. Nech A € 8% je singularna a definujme f(x,y) = x’Ay pre x,y € R".
Odvodte, ktoré vlastnosti skalarneho sucinu f(x,y) splha a ktoré nesplia.

Uloha 11.12. Nech ||| je Frobeniova norma a nech A,B € R™ ", Ukaite, Ze a) ||A||> =
S laill?, kde ay, ..., a, st riadky matice A; b) |AB]| < ||A[ - |IB||. Navod: pouzite (a) a
Cauchyho-Schwarzovu nerovnost pre a; (i-ty riadok matice A) a b; (j-ty stipec matice B).
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