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5 Charakteristické funkcie

Priklad 5.1. Nech X ~ Pois()), kde A > 0. Najdite charakteristicka funkciu ¢ x nahodnej
premennej X. Pomocou px najdite E(X) a D(X). Dalej zdovodnite tvrdenie, Ze ak Y ~
Pois(B), > 0, pricom Y je nezéavisla s X, tak X +Y ~ Pois(A+ 3). (Bez dokazu mozete
pouzit > -, i—’f = e* pre akékolvek komplexné ¢islo z.)

Priklad 5.2. Nech X ~ FExp()\). Napiste predpis pre charakteristicka funkciu ¢x nahod-
nej premennej X. Pomocou charakteristickej funkcie najdite F(X), D(X). (Mozete vyuzit

vzorce [ cos(tx)e " dr = iz a [ sin(tr)e dr = . Pomocka: a® 4% = (a-+ib)(a—ib)

pre Iubovolné a,b € R.)

Priklad 5.3. Ndhodna premennd X ma Standardizované Cauchyho rozdelenie, ak je X

spojita s hustotou f(z) = %1 ij pre vietky z € R. Mozno ukézat, ze charakteristickéi

funkcia nahodnej premennej s tymto rozdelenim je px(t) = e/l pre t € R. Dokazte, Ze ak

X1, Xo, ..., X, st nezavislé nahodné premenné so Standardizovanym Cauchyho rozdelenim,
tak aj ndhodna premenna X = % >+, X; ma standardizované Cauchyho rozdelenie.

Priklad 5.4. Nech n-rozmerny ndhodny vektor X = (X1, ..., X,,)7 ma multinomické roz-
delenie. Vieme, 7e potom X mé charakteristicka funkciu ox(t1,...,t,) = (em + ... +
e, )NV, Pomocou px dokdZte, Ze X; ma binomické rozdelenie pre kazdé i = 1,...,n. Nech
k € {1,2,...,n — 1}. Pomocou charakteristickej funkcie tiez dokazte, ze nahodny vektor
(X1 + Xo+ oo + X, Xii1, -, Xp)T ma multinomické rozdelenie.

Priklady na precvicenie

Priklad 5.5. Nech X ~ Bin(n,p), kde n € N a p € (0,1). Ukézte, ze charakteristicka
funkcia ¢ x nahodnej premennej X je (pe + 1 — p)". Pomocou px najdite E(X) a D(X).
Dokazte, ze ak XY st nezavislé ndhodné premenné, X ~ Bin(n,p), Y ~ Bin(m,p), tak
X+Y ~ Bin(n+m,p). (MoZzete bez dokazu vyuzit tvrdenie, Ze (z1+22)" = > j_ (7) 2425 7"
pre akékol'vek prirodzené n a akékolvek komplexné &isla z1, z5.)

Priklad 5.6. Nédhodna premenna X ma geometrické rozdelenie s parametrom p € (0, 1),
t.j. X je diskrétna nahodna premenna nadobudajtuca hodnoty £ = 0,1, 2, ... s pravdepodob-
nostami P[X = k] = p(1 — p)*. Najdite charakteristickii funkciu ¢x nahodnej premennej
X. Pomocou ¢x vypocitajte E(X). (Mozete pouzit tvrdenie: Pre akékolvek komplexné
cislo z, také ze |z| < 1, plati: Y - 2" =1/(1— 2).)

Priklad 5.7. Nech X ~ N(u,0?). Vieme, Ze charakteristicka funkcia X je px(t) =
eit=17*/2 Pomocou ¢y ukdite, ze F(X) = p a D(X) = o2. Pomocou ¢y sa presvedite,
ze sucet dvoch nezavislych nahodnych premennych s normalnym rozdelenim je ndhodna

premennd, ktord ma opét normaéalne rozdelenie.
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Priklad 5.8. Charakteristicka funkcia ndhodného vektora X = (X1, X»)T ma tvar

g 1
1 — 2ity

ox(t1,ty) = e 2

a) Najdite charakteristickt funkciu ndhodnej premennej Y = X; + X, a pomocou nej
vypocitajte E(Y). b) Néjdite charakteristickti funkciu nahodného vektora (U, V, W)™ kde
U:5X1+X2, V:Xl_XQ aW:X1+5X2.



