
Pŕıklady na precvičenie

Riešenia pŕıkladov sú zaṕısané vel’mi skratkovito: slúžia na kontrolu, nie na “vzorovú odpo-
ved’”.

Pŕıklad 1. Podávame 5 l’ud’om 5 druhov liekov a meriame ich tlak yi. Máme teda model
yi = τi + µ+ εi (i = 1, . . . , 5), kde τi je vplyv iteho lieku a µ je intercept.

a) Zaṕı̌ste model ako y = Xβ + ε.

b) Je τ1 − τ2 odhadnutel’né? Ak áno, vypoč́ıtajte τ̂1 − τ2.

c) Aké qT τ (pre q ∈ R5) sú odhadnutel’né? Vyjadrite q̂T τ pre odhadnutel’né qT τ .

d) Zodpovedajte a)-c) pre situáciu, ked’ každý liek podáme 2 l’ud’om, teda ked’ máme celkovo
10 merańı.

Riešenie: a) X = (I5,15), b) áno, τ̂1 − τ2 = y1 − y2, c) také, že
∑

i qi = 0, d)

X =

(
I5 15

I5 15

)
,

τ̂1 − τ2 = ȳ1−ȳ2, kde ȳi je priemer ypsilonov zodpovedajúcim meraniam, v ktorých sme podali

ity liek; q̂T τ je odhadnutel’né ak
∑

i qi = 0.

Pŕıklad 2. Nech yi = β1 + β2xi + εi (i = 1, 2, 3, 4) a Var(ε) = σ2W, kde

W =


3 2 0 0
2 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2


a xi, yi sú dané tabul’kou:

xi -2 -1 1 2
yi -2 -1 3 2

.

Vypoč́ıtajte β̂. Môžete využit’ fakt, že W vieme blokovo invertovat’:

W−1 =


1 −1 0 0
−1 3/2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1/2

 .

Riešenie: β̂ = (24/27, 31/27)T .

Pŕıklad 3. Vyjadrite gama rozdelenie v exponenciálnej triede a na základe toho určte jeho
strednú hodnotu a disperziu. Pri vhodnej parametrizácii plat́ı, že y ∼ Gama(µ, ν) ak

f(y|µ, ν) = 1

Γ(ν)

(
ν

µ

)ν

yν−1e−
yν
µ ,

pričom µ je parameter záujmu a ν je rušivý parameter.
Riešenie: φ = ν−1 (dá sa aj priamo φ = ν a upravit’ a, c), θ = −1/µ, a(φ) = φ, b(θ) =
− ln(−θ), c(y, φ) = − ln(Γ(φ−1))− φ−1 ln(φ) + (φ−1 − 1) ln(y). E(y) = µ, D(y) = µ2/ν.



Pŕıklad 4. Vyjadrite inverzné gaussovské rozdelenie v exponenciálnej triede a na základe
toho určte jeho strednú hodnotu a disperziu. Plat́ı, že y ∼ IG(µ, λ) ak

f(y|µ, ν) =
(

λ

2πy3

)1/2

exp(
−λ(y − µ)2

2µ2y
)

pričom µ je parameter záujmu a λ je rušivý parameter.
Riešenie: θ = 1/µ2, φ = λ (dá sa zobrat’ aj φ = λ−1 a upravit’ a, c), a(φ) = −2φ−1,
b(θ) = 2

√
θ,

c(y, φ) = − φ

2y
+

ln(φ)

2
− 1

2
ln(2πy3).

E(y) = µ, D(y) = µ3/λ.

Pŕıklad 5. Nájdite kanonický link pre GLM, kde yi ∼ IG(µi, λ). Vyjadrenie inverzného
gaussovského rozdelenia v exponenciálnej triede źıskate z Pŕıkladu 4.
Riešenie: g(µ) = 1/µ2, teda link: µi = 1/

√
xT
i β.

Pŕıklad 6. Nech A ∈ Rn×n je symetrická a nech f(x) = Ax a g(x) = xTAx pre x ∈ Rn.
Vypoč́ıtajte

∂f

∂xT
,

∂g

∂x
a

∂g

∂x∂xT
.

Riešenie:
∂f

∂xT
= A,

∂g

∂x
= 2Ax,

∂g

∂x∂xT
= 2A.

Pŕıklad 7. Nech A ∈ Rm×n a

f(x) =

3z21
...

3z2m

 ,

kde x ∈ Rn a z = Ax. Vypoč́ıtajte
∂f

∂xT
.

Riešenie: 6diag(Ax)A.

Pŕıklad 8. Uvažujte model
yi = ln(θxi) + εi

pre θ ∈ [1,∞), pričom merania sú dané tabul’kou:

xi 1 3
yi 2 4

.

a) Vypoč́ıtajte θ̂.

b) Situáciu vykreslite. Teda vykreslite S, y, η(θ̂), y − η(θ̂), L(θ̂) a R(θ̂).

c) Určte, či sa z modelu dá vhodnou reparametrizáciou (substitúciou v parametroch, a
pŕıpadne aj v x alebo y) spravit’ lineárny model. Ak áno, nájdite θ̂ pomocou lineárneho
modelu. Ako súviśı odpoved’ na túto otázku s obrázkom (b)?

Riešenie: a) θ̂ = exp((6 − ln 3)/2), c) Áno, pŕıslušný model je y∗i = β + εi, kde β = ln(θ) a
y∗i = yi − ln(xi). β̂ = (6− ln 3)/2 a teda θ̂ je (pochopitel’ne) rovnaká ako v (a).

Pŕıklad 9. Máme model

yi =
θ1

θ2 + xi

+ εi

a namerali sme:



xi 1 1 5 10 10
yi 7 6 4 1 3

.

Vypoč́ıtajte M(θ) a vyjadrite ju aj pomocou
∑

x∈X.
Riešenie: M(θ) = A(1, θ) +A(5, θ) +A(5, θ) +A(10, θ) +A(10, θ), kde

A(x, θ) =

[
(θ2 + x)−2 −θ1(θ2 + x)−3

−θ1(θ2 + x)−3 θ21(θ2 + x)−4.

]
Pomocou

∑
x∈X: M(θ) = A(1, θ) + 2A(5, θ) + 2A(10, θ) =

∑
x∈X n(x)A(x, θ), teda X =

{1, 5, 10}, n(1) = 1, n(5) = 2 a n(10) = 2.


