NELINEARNA ANALYZA

1. Uvop

Na zaciatok by bolo na¢im ako-tak vymedzit’, ¢im sa nelinearna analyza zaobera.
Citatel by uz mal véak mat’ dostatok skusenosti, aby vedel, ze je to dost’ tazké u
I'ubovolnej matematickej discipliny. U nelinedrnej analyzy je to o to t'azsie, ze
na rozdiel povedzme od geometrie ¢i integralneho poctu ide o disciplinu, ktord sa
ako-tak sformovala v svojej sticasnej polohe az v druhej polovici tohoto storocia.

Predsa vsak sa da povedat’, Ze nelinearna analyza sa toc¢i okolo rieSenia rovnic vo
viacrozmernych a nekonec¢norozmernych priestoroch. A ako nasvedcuje jej nazov,
pojde o rovnice nelinearne.

Presnejsie povedané, zakladnu otédzku nelinearnej analyzy mozno postavit’ takto:

Nech X, Z su kone¢no- alebo nekonectnorozmerné priestory, U C X, F : U — Z
az € Z. Ako vyzerd F~1(2)?

Ako priklad si vezmime najjednoduchsiu verziu vety o implicitnej funkcii.

Nech X = R? Z =R, (z0,%0) € R?, U je okolie bodu (xq,y0) a F : U — Z je
C"-diferencovatelna. F(xzg,yo) = 20, OF/0y(xo,y0) # 0. Potom, (volne povedané),
lokédlne v okoli bodu (xg,yp) "mozno z implicitnej rovnice F(z,y) = zp premenni
y vyjadrit’ ako jednozna¢ni C" funkciu y = ¢(z)”, t.j. lokdlne F'(z,y) = 2o plati
prave vtedy, ak y = o(z).

Velmi ¢asto mé otdzka struktiry mnoziny rieSeni rovnice F(z) = z podobu
otazky zavislosti rieSeni rovnice na parametroch. V takomto pripade je X =Y x P,
kde P chapeme ako priestor parametrov tlohy. Pytame sa na zavislost’ rieSenia od
parametrov: ak pozname rieSenie pre istii hodnotu p = pg, ¢o sa s nim stane, ak
zmenime p?

V aplikécidch rovnice spravidla predstavuju ustalené stavy nejakej dynamiky.
Napriklad moze ist’ o ty¢, na ktorej os posobime tlakom. Za priestor rieSeni mozeme
povazovat’ funkciu, ktord dlI'zkovej stradnici tyce prirad’uje jej priecnu vychylku, za
parameter mozeme vziat’ silu, ktorou tyc¢ stlacame. Pre malé hodnoty parametra
- sily, bude jedinym riesenim funkcia identicky rovna nule (a teda mald zmena
parametra neovplyvni rieSenie). Pri istej medznej hodnote parametra vsak ty¢ z
priamej polohy vyboc¢i a nie je zrejmé, na ktord stranu. Hovorime, ze pride k
vetveniu, bifurkacii rieSeni.

2. DIFERENCIALNY POCET V BANACHOVYCH PRIESTOROCH

Priklad vety o implicitnej funkcii napovedad, ze sotva bude mozné nie¢o o mnozine
rieSeni rovnice F'(x) = z povedat), ak sa nebude od nej ziadat’ nejaky stupen regu-
larity. VSeobecne povedané, ¢im reguldrnejsia (hladsia) je funkcia F', tym jemnejsie
mozu byt’ nase vypovede o Struktire mnoziny rieSeni. Pretoze vo vSeobecnosti nam
pojde o rovnice v Banachovych priestoroch, potrebujeme v nich najprv zaviest’
derivacie a naucit’ sa s nimi pracovat’.

2.1 Derivacia v smere

Kym v pripade funkcie jednej premennej je definicia derivacie bez nejasnosti a
stotoziiuje sa s diferencidlom, uz v pripade z R? do R (teda redlnej funkcie dvoch
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redlnych premennych) sa definuji prinajmenej dva pojmy, ktoré s diferencovanim
suvisia - parcialne derivacie, (iplny) diferencidl. Tieto pojmy sa zvazuji tajomnou
formulou

Tito tajomni formulu samozrejme mozno rozsirit’ na funkcie z R do R” (teda n
redlnych funkcii s m premennymi). Co vsak s funkciami na nekoneénorozmernych
priestoroch?

Pripomenme si vSak, ze parcidlne derivacie na 0f/0x;(x) je vlastne derivacia
funkcie jednej premennej, ktord vznikne zizenim funkcie f na rovnobezku s osou
x; cez bod z, teda funkcie

kde e; je i-ty jednotkovy suradnicovy vektor. Z geometrického hl'adiska vsak niet ni-
jakého dovodu privilegovat’ siradnicové osi - analogicky mozeme derivovat’ funkciu,
ktora vznikne zizenim funkcie na I'ubovolni priamku cez bod x. Vyjadrenim toho
je pojem derivacie v smere:

2.1.1. Definicia. Nech X,Y su Banachove priestory, U C X je otvorend a F :
U—Y. NechxeUahe X. Ak existuje limita

1
lim - [F(z + 9h) = F(z)],

nazyvame ju derivdciou funkcie F' v bode x v smere h a oznatujeme ju OpF(x).

2.1.2. Pozndmka. Ak X = R™, potom zrejme
Oe, F(x) = OF /0x;(x).

2.1.3. Aplikacia. Derivacie v smere hraju vyznamnu ulohu pri odvodzovani
nutnych podmienok pre lokalne extrémy redlnych funkcii na kone¢norozmernych
a Banachovych priestoroch v pritomnosti ohraniceni.

Nech F': X — R, kde X je Hilbertov priestor a nech K = {z € X :< a;,z ><
b ,i =1,...,n}, kde < .,. > je skaldrny sicin, a; € X a b; € R si dané. Nech
T € K je taky bod, ze
Potom hodnota F' zrejme nemoze klesat’ pozdl’z nijakej polpriamky cez bod z, ktora
v blizkosti bodu & lezi v mnozine K. To vedie k podmienke 0, F(Z) < 0 pre kazdé
h také, ze O F(Z) existuje a < a;,h >< 0 pre vSetky i € I(2) = {i :< a;,& >=
bi}. Ak sa starostlivo do dosledkov vyuziju tieto podmienky minima, dostane sa
spravidla formélne dostatok podmienok na jeho urcenie (kol’ko nezndmych, tolko
rovnic).

2.1.4 Cvicenia.

1. Dokazte, ze h — OpF(z) je homogénna v h.

2. Dokézte tvrdenie 2.1.3.

3. Nech F': R™ — R a nech 2z je lokdlne minimum funkcie F. Odvodte z 2.1.3
zndme nutné podmienky minima 0F/0z;(z) =0,i=1,...,m.
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4. Nech F : R™ — R a nech F' je diferencovatelna v bode x € R™. Dokazte, ze
plati
OnF(x) = 0F/0xi(x)h1 + -+ -+ OF /0y, () hm.

5. Nech f : R? — R, (x,y) — f(z,y) je diferencovatelnd. Definujme F :
C[0,1] — €10, 1] predpisom

F(e)(z) = f(x,¢(x)) (2.1)

Zobrazenie F' nazyvame Nemyckého operatorom generovanym funkciou f. Dokazte,
ze
of
mF (o) (x) = a—y(w,w(w))h(ﬂf)-

6. Dokazte, ze rovnaka formula ako v cviceni 5. plati aj vtedy, ak F' chapeme
ako zobrazenie LP[0,1] — LP[0,1], p > 1.

2.2 Gateauxov diferencial

Nech F : U — Y, kde U C X a X,Y st Banachove priestory. Predpokladajme,
ze pre x € U existuje OpF(z) pre kazdé h. Podla cvicenia 2.1.4.1. je OpF(x)
homogénnou funkciou h. Ak je navyse aditivnou funkciou h, potom je linedrna v

h.

2.2.1. Definicia. Ak je zobrazenie h — 0p, F(z) linedrne a ohrani¢ené, potom ho
nazyvame Gateauxovym diferencidlom funkcie F' v bode x a oznacujeme ho dF(x).
Gateauxov (G-) diferencidl je teda definovany predpisom

dF(z)h = 0 F(x) pre h € X (2.2)

2.2.2. Pozndmky.

1. Gateauxov diferenciél je prvkom priestoru L(X,Y’) ohrani¢enych linedrnych
operatorovz X do Y.

2. Ak je dim X < oo, netreba ohranic¢enost’ operatora h — 0, F(Z) osobitne
predpokladat’, vyplyva totiz z linearity.

3. G-diferencial budeme nazyvat’ tiez G-derivaciou a nebudeme medzi tymito
pojmami robit’ rozdiel.

4. Mystickej formule

dF (z) = 0F/0z1(x)dxy + - - - + OF Oz, (x)dxy,

mozno teraz dat’ zmysel rovnosti diferencidlov, pricom dz; chapeme ako diferencial
zobrazenia, ktoré bodu x = (21, ...,x,) € R™ priraduje jeho i-tu zlozku x;.

5. Nech FF' : U — R", U C R™ a nech F je diferencovatelna v bode x € U.
Potom matica G-diferencidlu F' v bode x je

OF1/0x1(x) ... OF1/0zn,(x)
dF(z) = .
OF,/0z1(x) ... OF,/0x,(z)

Takto mozno lavi stranu (2.2) chdpat’ ako nasobenie vektora h maticou dF(Z).



2.2.3. Cvicenia.

1. Najdite priklad spojitej funkcie R? — R!, ktord m4 v nejakom bode derivacie
vo v8etkych smeroch, nie je vSak v nom G-diferencovatelna.

2. Dokazte tvrdenia poznamok 2.2.2.4 a 2.2.2.5.

3. Za predpokladov cviceni 2.1.4.5 a 2.1.4.6 dokazte, ze F' je G-diferencovatelnd
(¢i uz ako zobrazenie C[0, 1] — C0, 1], alebo LP(0,1) — LP(0,1), p > 1) a ze plati

[dF(p)h](z) = Of /0y (x, p(x))h(x).

4. Ak je funkcia v nejakom bode G-diferencovatelna, je v nom aj spojita?

2.3. Fréchetov diferencial

Defini¢ni rovnicu (2.2) pre Gateauxov diferencidl mézeme prepisat’ aj v tvare
F(z +9Yh) = F(x) +9[dF(x)h + w(h, )] (2.3)
kde
1%13% w(h,9)=0 (2.4)

pre kazdé pevné h. Vztahy (2.3), (2.4) mozeme interpretovat’ tak, ze G-diferencidl
je najlepSou linedrnou aproximaciou (”lokalnou linearizéciou”) funkcie F' v bode x.
To umoznuje vselico usudit’ o spravani sa funkcie F' v okoli bodu x zo spravania
jej G-diferencialu. Je to dolezité preto, ze linedrne zobrazenia sa vysSetruju ovela
pohodlnejsie.

Skusenost’ vsak ukazuje, Ze tesnost’ priblizenia F' jej linearizéciou v zmysle (2.2)
- (232) nie je pre takéto tcely dostatotna. Preto sa zavddza pojem Fréchetovho
diferencialu.

2.3.1. Definicia. Nech X Y st Banachove priestory, U C X je otvorena, F :
U — Y ax € U. Hovorime, ze zobrazenie F' je Fréchetovsky diferencovatelnav
bode x, ak existuje linedrny ohraniceny operator DF'(z) (nazyvany Fréchetovym
(F-) diferencidlom) taky, ze

lim —[F(z + h) — F(z) — DF(2)h] = 0

|h|—0 ’hl
2.3.2. Pozndmky.

1. Aj v pripade Fréchetovho diferencidlu budeme alternativne pouzivat’ termin
Fréchetova (F-) derivacia. Pokial’ vynechdme privlastok, budeme vzdy mat’ na
mysli F-diferencial.

2. Diferencidl, ako sa definuje v diferencidlnom pocte je Fréchetov diferencial.

3. Ak existuje Fréchetov diferencidl, potom je rovny Géateauxovmu (a preto je
jediny). Gateauxov diferencidl je Fréchetovym vtedy, ak je konvergencia v (8.2)
rovnomernd vzhl'adom na h, splnajuce |h| < 1.

4. G-diferencial budeme dosledne znacit’ pismenom d, F-diferencidl zasa pismenomfil
D; upozornujeme vsak, ze tato konvencia nie je vSeobecne prijatda a znacCenia su
vSakovaké.

V teodrii a aplikacidch sa pracuje takmer vylucéne s F-diferencidlom. Zmysel G-di-
ferencialu je v tom, ze jeho definicia je na rozdiel od F-diferencidlu konstruktivna a
je ho mozné pocitat’ aj pri zobrazeni z nekonec¢norozmernych priestorov, ako napr. v
cviceni 2.2.3.3. Kedy je G-diferencial aj F-diferencidlom, o tom hovori nasledujica
veta:
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2.3.3. Veta. Nech X,Y su Banachove priestory , U C X otvorenda F : U — Y a
x € U. Ak F je G-diferencovatelnd a dF' je spojity v okoli V' bodu x (ako zobrazenie
V — L(X,Y)), potom F je v bode x F-diferencovatelnd.

K dokazu tejto vety nam posluzi nasledujica lema, ktori budeme aj v d’alSom
casto pouzivat’.

2.3.4. Lema (Hadamardova). Nech F spliia predpoklady vety. Ak x + Oh € U
pre 0 < ¥ < 1, potom plati

1
F(x+h)— /dF:z:+79hhd19
0

1
/de+19h )dd | h)
0

kde integrdl chdapeme ako Riemannowv.

Dokaz. Oznaéime
o(¥) = F(x + Uh).

Potom ¢ : [0,1] — Y je diferencovatelna. Podla Newtonovej-Leibnizovej formuly
plati

F(z+h) = F(z) = (1) — 9(0) = /01 o' (9)dD.
Priamo z definicif 2.1.1 a 2.2.1 vSak dostavame
©'(9) = OpF(x + 9h) = dF (z + 9h)h,
z ¢oho vyplyva (2.5). O

2.3.5 Pozndmka. Ak dimY > 1, neplati vo vSeobecnosti veta o strednej hodnote
diferencidlneho poctu - F(xz + h) — F(x) = dF(z + 9h)h nemusi platit’ pre nijaké
0 <9 < 1. Nahradzuje ju Hadamardova lema.

Dokaz vety 2.3.3. Predpoklad spojitosti dF' znaci, ze k zvolenému € > 0 existuje
d > 0 také, ze ak k € X, |k| <4, potom F(x + k) € U a plati

|dF (z + k) — dF(x)| < e
alebo, v zmysle definicie normy linearneho operatora,
|(dF(z+ k) — dF(z))h| < ¢|hl (2.6)

pre kazdé h € X.
Nech teraz |h| < §. Podla Lemy 2.3.4 a (2.6) plati

\F(z+ h) — F(z) — dF(z)h| = | /01 dF (@ + 9h)ddh — dF (z)h] =

1 1
- y/ dF(z + 9h) — dF (z)]hdd| < U (dF(x + 0h) — dF(2))[d0] |h] < e|h]
0 0

To dokazuje vetu. [
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2.3.6 Priklad. Veta 2.3.3 ndm umoznuje pocitat’ F-diferencidl zobrazenia F' na

nekonec¢norozmernom priestore v danom bode takto:

1. Vypocitame derivacie v smeroch v bodoch nejakého okolia U bodu x.

2. Overime, ze h — OpF(z) je prvkom priestoru L(X,Y") pre vietky z € U (a teda
funkcia je G-diferencovatelna v U).

3. Overime, ze G-diferencidl dF' je spojity na U.

Postup si ukazeme na pripade derivacie Nemyckého operatora z Cviceni 2.1.4.5,
2.2.3.3. Dokazeme, ze ak je funkcia f spojito diferencovatelna, potom je G-diferenciall]
jej Nemyckého operatora z C|0, 1] do C[0, 1] z Cvicenia 2.2.3.3 jeho F-diferencidlom.

Kroky 1, 2 st predmetom spominanych cviceni. Vykoname teda krok 3. Oznacmelj
| - || normu v C[0,1]. Treba dokdzat,, ze pre I'ubovolni funkciu v € C]0,1] a
Tubovolné ¢ > 0 existuje 6 > 0 také, ze ak v € C[0,1], ||u — v|| < I, potom pre
kazdé h € C[0, 1] plati

|| {%«,u(-)) - %(-,vc»] Bl < el
t.j.
of of
| {a—y (e, ula)) - a—y(x,v(w))] Mol < s @l (@)

Nerovnost’ ||[u — v|| < 0 znaél |u(x) — v(x)| < § pre kazdé x € [0,1]. Podla pred-
pokladu je 0f /0y spojitd, a teda je aj rovnomerne spojitd na kazdej kompaktnej
mnozine. Preto existuje také § > 0, ze

of
0y

(@ ulz)) = G (@ v(a))] < <
pre kazdé x € [0, 1]. Pre toto § zrejme plati aj (2.7).

2.3.7 Varovanie. Tvrdenie z Prikladu 2.3.6 vo vSeobecnosti neplati, ak F' chapeme
ako zobrazenie z L?[0,1] do L?[0,1]. D4 sa dokdzat), ze F : L?[0,1] — L?[0,1] dand
predpisom (2.1) je diferencovatelnd préve vtedy, ak f je afinnd v y, t.j.

f(z,y) = a(z) + b(z)y.

Pri vypocte derivacie mozno ¢asto vyuzit’ nasledovni vetu o derivacii kompozicie
zobrazeni.

2.3.8 Veta. Nech X,Y,Z su B-priestory a nech U C X, V C Y su otvoreng,
F:U—-Y,G:V — Z. Nech F(z) € V a nech F,G su (F-)diferencovatelné v
bode x resp. F(x). Potom funkcia G o F je (F-)diferencovatelnd v bode x a plati

D(G o F)(z) = DG(F(z))DF (x). (2.8)

Dokaz tejto vety je takmer doslovnym prepisom zodpovedajicej vety z ele-
mentarneho diferencidlneho poctu a preto ho prenechavame na citatela.



2.3.9 Cvicenia.

1. Zostrojte redlnu funkciu dvoch premennych, ktora je v nejakom bode spojita a
G-, ale nie F-diferencovatelna.

Dokézte tvrdenie z 2.3.7.

Dokézte detailne Vetu 2.3.8.

Dokazte, ze ak F' je v bode x F-diferencovatelnd, potom je v nom aj spojita.
Plati Veta 2.3.8 aj pre G-diferencialy?

Dokazte, ze ak existuje F-diferencidl, potom je jediny.

CU W

2.4. Multilinearne zobrazenia

Ako definovat’ vyssie derivéacie funkcii na Banachovych priestoroch?

V pripade funkcie jednej realnej premennej niet problémov: ak F' : X — Y
je diferencovatelnd a X = R, potom x — DF(z) je opat’ funkcia jednej redlnej
premennej a ma zmysel hovorit’ o jej derivacii. To je preto, ze priestor linedarnych
operatorov L(X,Y) je izomorfny priestoru X, ak X = R. Akondahle v8ak dim X >
1, potom to nie je pravda. Ak F : U — Y je diferencovatelna a U C X, potom
DF : U — L(X,Y). Ak chceme hovorit’ o druhej derivécii funkcie F, teda o
derivécii jej derivacie, ide o derivédciu funkcie s hodnotami v priestore L(X,Y),
teda v dplne inom priestore, nez je Y.

To je samozrejme mozné, ukazuje sa vSak uzitocnym chapat’ aj vyssie derivacie
funkcii z X do Y ako funkcie s hodnotami v tom istom priestore Y.

To je mozné takto: Ak DF . ¢ —  L(X,Y), potom
D?F(z) = D(DF)(z) € L(X,L(X,Y)). Ak P € L(X,L(X,Y)) potom pre zv-
olené h € X je Q@ = Ph € L(X,Y). Pre zvolené k € X je

Qk = (Ph)k € Y. (2.9)

Kazdé zobrazenie P € L(X, (X.Y)) teda predpisom (2.9) mé6zeme stotoznit’ s istym
zobrazenim z X X X do Y. Toto zobrazenie je zrejme bilinedrne, t.j. pri pevnej
hodnote jednej z premennych je linearne v druhej z nich.

Nie je uz t'azko si predstavit’, ze takto mozno pokracovat’ k vyssSim derivacidam.
Vedie k zobrazeniam viacerych premennych, ktoré si linearne v kazdej z nich - k
multilinearnym zobrazeniam.

Aby sme mohli pracovat’ s derivaciami vyssich radov, potrebujeme si teda ¢o-to
povedat’ o multilinedrnych zobrazeniach. Ich tedria je v mnohom analogicka tedrii
linedrnych operatorov.

2.4.1. Definicia. Nech Xi,...,X,,,Y si B-priestory. Hovorime, Ze zobrazenie
A: Xy x -+ x X, =Y je multilinedrne (presnejsie n-linedrne), ak

ATy, i1y Tty ey X)) = Xy — Y

je linedrne pre kazdé ¢ a pre kazdé pevné z1,...,T;—1,%it1,..., Tn-

Podobne, ako u linearnych zobrazeni, budeme ¢asto zatvorku za symbolom mul-
tilinearneho zobrazenia vynechavat’.
Plati
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2.4.2. Veta. Nech Xi,...,X,,Y su B-priestory a nech A: X1 x---x X,, =Y
je multilinedrne zobrazenie. Potom nasledujice tvrdenia su ekvivalentné.
(i) A je spojitd v kazdom bode v € X = X1 X -+ x X,

(1i) A je spojitd v bode 0.

(117) existuje K > 0 také, Ze

|Azy .. x| < K|z .. |2, (2.10)

pre kazdé (xq,...,z,) € X
(iv) A je diferencovatelnd v kazdom bode X a jej derivdcia je spojitou funkciou x.

Dokaz povedieme po trase (iv) = (i) = (i1) = (i) = (i), (i) A (i4i) = (iv).
Zrejme (iv) = (i) = (i7).

Dokazy ostatnych implikacii:

(id) = (iid)

Pretoze A0 =0 a A je spojita v 0, existuje § > 0 také, ze plati

|Ayr . ..yn| < Tlak|y| <dprii=1,...,n.

7 toho pre 'ubovolné z; € X;, i =1,...,n dostavame
‘ dx, dxy,
bl ) —
|1 £

(pretoze |dx;/|z;|| < d). Z multilinearity vyplyva
|Azy .. x| <0722,
teda (2.11) plati s K = 4§~ ".
Tvrdenie (i) vyplyva z nerovnosti
|A(x — 2')| < Klz1 — 2| ... |20 — 2},
ktora je bezprostrednym dosledkom (ii7).
(1) A (i13) = (iv)
Doékaz vykoname pre n = 2, jeho rozsirenie pre n > 2 je zrejmé.
Nech z,h € X.
O A(z) = 1%in%) 19_1[A(:1:1 + Ohy, 29 + Ohg) — Azq20] =
= I%IH%) 79_1[143311‘2 + ’19(Ah1£l}2 —+ Ahg.ﬁl)l) + 792Ah1h2 — A.’Elﬂfg] =

= Ahlﬂfg —+ Ahgﬂ?l.

Zobrazenie h — Ahjxo + Ahoxy je zrejme linedrne a podla (iii) aj ohranicené a
teda podla definicie G-diferencidlu je A G-diferencovatelné v bode x a plati

dA(.CE)h = Ahixo + Ahoxy (2.11)



F-diferencovatelnost’ A vyplynie z Vety 2.3.3 ak ukazeme, ze zobrazenie
A(',.TQ) + A(.Tl, ) : X1 X X2 — Y, (hl, hg) — Ahll‘g + A.Cl)lhg)

je spojité ako zobrazenie z X; x Xy do L(X,Y).
Toto zobrazenie je zrejme linedrne a teda staci dokazat’, ze je ohranicené. Podla
(1) vsak plati

|Ah1z2 + Aziho| < K(|ha|22| + [21]|he]) < 2K ([21] + [22])(|ha]| + (|h2]),
¢im je dokaz ukonceny. [
2.3.4. Definicia. Multilinedrne zobrazenie, splfiajice podmienku (2.12) (alebo
I'ubovolni z jej ekvivalentnych podmienok) nazyvame ohranicengm. Najmensiu z

konstant K, pre ktord plati (2.13) nazyvame normou zobrazenia A a oznacujeme
|A| (resp. rovnakym symbolom, akym ozna¢ujeme normu v priestore Y).

2.4.4. Pozndmky.
1. VSimnime si analégie medzi ohranicenymi multilinedrnymi formami a ohranicenymill

linedrnymi operdtormi (napr. ekvivalencia ”ohrani¢enosti” (2.13) a spojitosti, definiciulj
normy).

2. Ak Xi,...,X, su konetnorozmerné priestory, potom kazdé multilinearne
zobrazenie z X7 X --- x X, je ohranicené.
Pre dané B-priestory Xq,...,X,,Y je mnozina multilinearnych foriem z X; x

-++x X,, do'Y s normou zavedenou v Definicii 2.4.3 opat’ B-priestorom; oznacujeme
ho

L(X1,Xs,...,X,;Y). Dokaz je rovnaky ako pre priestor ohrani¢enych linearnych
operatorov, preto ho ponechavame citatelovi ako cvicenie. Rovnako ponechavame
na citatela dokaz nasledovnej vety:

2.4.5.  Veta. Priestor L(X1,...,X,;Y) je izometricky izomorfny priestoru
L(Xy, L(Xs,...(L(Xp,Y)...)).

Ak X; =Xy =--- =X, = X, oznatujeme L"(X,Y) = L(Xq,...,X;Y).
2.4.6. Definicia. Multilinedrne zobrazenie A € L™(X,Y’) nazyvame symetrickou,
ak pre I'ubovolni permutaciu o : {1,...,n} — {1,...,n} a lubovolné z4,...,z, €
X plati

AZg(1) -+ Ton) = AT1 ... Tp.
Ak Ae L"(X,Y)ax) =29 ="--=1x, € X, piSeme

Axqy ...z, = Ax"™.

2.4.6. Veta. K lubovolnej multilinedrnemu zobrazeniu A € L"(X,Y) existuje
symetrické SymA € L™(X,Y) také, Ze

(i) (SymA)z™ = Ax"™ pre kazdé v € X

(1i) |SymA| = |A| ak A je ohranicené.

Definujeme ju vzt'ahom

1
(SymA)a:‘l ey = — Z Al’a(l) -+ Tg(n) (2.12)

o permutécie

Dokaz prenechdvame citatelovi ako cvicenie.



2.4.7. Cvicenia.

1. Najdite trilinedrnu funkciu z R' x R? x R3 do R2, ktord nie je konstantna v
nijakej z premennych.

2. Urobte detailne indukény krok v zavere dokazu Vety 2.4.2.

Dokézte tvrdenie Poznamky 2.4.4.

4. Dokézte Vetu 2.4.5.
[ Navod: pouzite indukciu ]

5. Dokazte, ze zobrazenie SymA, definované vzt'ahom (2.13) splna (i), (ii) Vety. Je
to jedind symetrické zobrazenie, ktoré ich splna?
[ Navod: Ukdazte, ze

w

n

o "
— A tix; = (SymA)zxy...x
ot ... 0ty ;“ (SymA)ey....zn
6. Dokazte, ze priestor L(Xy,...,X,;Y) so zavedenou normou je Banachov.
7. Dokézte, ze pre ohrani¢ené multilinedrne zobrazenie A € L(Xy,..., X,;Y) plati

|A| = sup |Axy...xz,].
|lzs|<1

2.5 Derivacie vyssich radov

2.5.1. Definicia. Nech X,Y st B-priestory, U C X je otvorend a F' : U — Y
je diferencovatelna v kazdom x € U. Hovorime, ze F' ma druhu derivaciu v bode
x € U, ak funkcia DF : U — (X,Y) ma derivdciu v bode . Vtedy piSeme

D?F(x) = D(DF)(x).

Pripometime si, ze DF : U — L(X,Y), takze D*F(x) € L(X, L(X,Y)). Podla
Vety 2.4.5 mozeme D?F(x) chapat’ ako prvok L?(X,Y), pricom
D?F(z0)hk = D(DF(2)h) gz, k-
Pre porozumenie je uzitocné rozmysliet’ si pripad X = R™")Y = R. V takomto
pripade mézme kazdé zobrazenie A € L™ (R, R) reprezentovat’ takto:

Oznacime a;; = Ae;ej, kde {e;}}_; su bazové vektory R™. Z multilinearity pre
I'ubovolné h, k bezprostredne vyplyva

Ahk = hT Ak,

kde A na pravej strane je matica s prvkami a;;. Ak A = D?*F(2°), ij-ty prvok
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matice [D?F(z)] je

DZF(xO)eiej = D(DF(z)€;)g=n,€j =

i L (DRI e, — (DF e

~ lim 1 {Iim F(xzo +ce; +Ve;) — F(xg + cej) B
e—=0 ¢ |9—0 i)

~ lim F(ﬂ?o + 7962) — F(.CL‘()):|

¥—0 )
. 1 [OF 0 ) 0 _
= lim ~ {axz(a: +cej) — axi(:c )] =
0’F
N 8:1:18:1,3 (-CU )’
0’F
O0x;0x;

teda [D*F(x0)];; = (zY). (2.13)

7 elementarneho diferencidalneho poctu vieme, ze za istych podmienok regularity
si s poradim derivovania v (2.13) nemusime robit’ starosti, t.j. matica D*F(z) je
symetricka.

Nasledujuca veta rozSiruje tento vysledok na lI'ubovolné Banachove priestory.
Podmienky st vsak trochu iné, nez sa obvykle udavaju. V pripade X = R", Y =R,
pretoze vo vSeobecnosti diferencidl nie je urceny koneénym poctom parcidlnych
derivacii.

2.5.2. Veta. Nech F : U — Y, U C X otvorend, X,Y - B-priestory. Ak D?*F
existuje v okoli bodu x € U a v bode = je spojitd, potom je D?*F(x) symetrickd.

2.5.8. Pozndmka. Tvrdenie vety plati aj za predpokladu samotnej existencie D?F v
bode x. Dokaz je vSak zlozitejsi a pre nase uicely bude veta postacovat’ vo formulécii,
v ktorej je uvedena. V pripade X = R" mozno zamenitelnost’ druhych parcidlnych
derivacii dokazat’ za predpokladu spojitosti prvych parcidlnych derivacii v okoli
bodu x, z ¢oho vsak nevyplyva existencia 2. diferencidlu. Naopak, z jeho existencie
nevyplyva spojitost’ 1. parcidlnych derivacii v okoli bodu x.

Dokaz. Potrebujeme dokazat’, ze pre 'ubovolné h, k € X plati

lim lim ®(¢, s) = lim lim ®(s, t),

t—0 s—0 s—0t—

kde

Bt ) = é[m; + sh+ th) — F(z + sh) — F(z + th) — F()).

Nech h, k € X st také, ze D?F je spojita v kazdom bode x+sh+tk pre 0 < s < 1



a0 <t < 1. Potom dvojnasobnym pouzitim Lemy 2.3.4 dostaneme
1
B(1,1) = / (DF(2 + h + th) — DF(z + th)]kdt
0
1 p1
= / / [D?F(x + sh + tk)hkdsdt

/ / D?*F(z)hkdsdt + wy (h, k)
= D*F(z)hk + w1 (h, k),

kde

1 1
|w1(h,k)]§/ / |D2F (2 + sh + tk) — D*F(x)|dsdt|h||k]
0 0
< el|h||k], (2.14)

ak h, k si zvolené tak malé, ze
|D?F(x + sh +tk) — D*F(x)| < ¢

pre0<s<lal0<t<I.
Zamenou h za k dostaneme rovnakym postupom

®(1,1) = D*F(z)hk + wa(h, k), (2.15)
kde w(h, k) = wa(h, k)—wi(h, k) splna (2.14). Oznaé¢me A multilinedrne zobrazenie,
definované predpisom

Ahk = D*F(x)kh.
Z rovnosti (2.15) vyplyva
(D?*F(x) — A)hk = w(h, k).

Nech teraz h,k € X su l'ubovolné. Ak ¢ zvolime dost’ malé, vzhladom na (2.14)
plati
5?|(D*F(z) — A)hk| = |(D*F(z) — A)Shék| <
< |w(0h,dk)| < 6%¢
a teda
|D?F(z) — A] < e.

KedZze € bolo 'ubovolné, plati
D?F(x) = A,

¢o je tvrdenim vety. [J
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2.5.4. Veta. Nech XY, Z su B-priestory, U C X,V C Y su otvorené a nech
F:U—-V,G:V — Z. Ak D"F(x) a D"G(F(x)) existujui, potom existuje
aj D"(G o F)(z). Ak si navyse D"F, D"G spojité na U resp. V, potom je aj
D™ (G o F) spojité na U.

K dokazu budeme potrebovat’ nasledovniu lemu.

2.5.5. Lema. Nech X,Y,Z si B-priestory. Potom zobrazenie ® : L(X,Y) X
L(Y,Z) — L(X, Z) dané predpisom

®(A,B)=B-A

md derivdcie vsetkijch radov a tieto derivdcie su spojité.

Dokaz. Zobrazenie ® je zrejme ohranicené bilinearne zobrazenie a ako také je podla
Vety 2.4.2 (iv) aj diferencovatelné a jeho derivacia je spojitd. Z vyrazu (2.11) pre
derivéciu bilinedrnej funkcie vidno, ze D® : (A, B) — D®(A, B) je su¢tom dvoch
funkcii, z ktorych prva je linedarna v A a nezavisi od B a druh4 je linedrna v B a
nezévisi od A. Preto je druhy diferencidl D?® konstantny a d’alie si nulové. [

Dokaz Vety 2.5.4.. Vetu dokazeme indukciou. Pre r = 1 veta vyplyva z Vety 2.3.8.
Predpokladajme, ze veta plati pre r — 1 namiesto r. Ak G ma r-ti derivaciu v bode
F(z), potom DG ma r — 1-tu derivdciu v bode F(x). Zobrazenie

x+— DG(F(x))o DF(x) (2.16)

je teda kompoziciou r—1 razy diferencovatelného zobrazenia x — (DF(z)), DG(F (z))i
z X do L(X,Y) x L(Y,Z) a bilinedrneho zobrazenia ® : L(X,Y) x L(Y,Z) —
L(X, Z), ktoré je (r — 1)-krat diferencovatelné podla Lemy 2.5.5. Z formuly (2.8)
teda vyplyva, ze D(G o F') mé (r — 1)-t derivéciu v bode x, ¢o znaci, ze G o F' ma
r-td derivaciu v bode z. Analogicky, pouzitim indukcie dokazeme aj spojitost’ r-tej
derivacie G o F' za predpokladu spojitosti r-tych derivacii funkcii F' a G. [0

Derivacie vyssich radov sa definuji indukciou analogicky ako druhda derivacia:
D*1F(z) = D(D*F)(x). Z definicie indukciou vyplyva, ze D*F(x) je prvkom
priestoru L(X, L(X, ..., L(X,Y))...), ktory je podl'a Vety 2.3.4 izometricky izomorfnyl

kkrat
priestoru L¥(X,Y). Indukciou sa z Vety 2.5.2 odvodi, ze ak D*F existuje v okol{

bodu z a v bode x je spojitd, potom je D*F(x) symetrické.

2.5.6. Cvicenia.

1. Dokézte detailne tvrdenie o symetrii D*F(x).

2. Dokézte detailne spojitost’ D" (G o F') za predpokladu spojitosti D"G a D" F'.

3. Dokézte, ze f : R? — R je C"-diferencovatelna, potom 1iou generovany Ne-
myckého operédtor (Cvicenie 2.1.4.5) je C" ako zobrazenie z C[0,1] do C[0,1] a
plati

(D"EF(p)h")(s) = D"p(s)(h(s))"



2.6. Taylorova veta

Taylorova veta ako ju pozname z elementarneho diferencialneho poctu, plati aj v
Banachovych priestoroch. Formulacia sa takmer zhoduje s formulaciou pre realne
funkcie, koeficienty - derivéacie vSak maju zmysel multilinearnych zobrazeni.

V d’alsom budeme pouzivat’ obvykli symboliku. Ak X, Y sa B-priestory U C X
je otvorend a F' : U — X, V C U, potom pre F' € C"(V,Y) bude znacit, ze
F m& r-ta derivaciu v bodoch U a tato derivacia je spojitd vo V. C>®(V)Y) =
N,>0 C"(V,Y). Pre tplnost’ uvddzame, ze C*(V,Y’) oznac¢ujeme mnozinu analyt-
ickych funkcii V' — Y. Hoci vel'a z tedrie mozno rozsirit’ na analyticky pripad,
ponechame ho v tomto texte bokom. Preto ani neuvadzame presni definiciu ana-
lytickej funkcie vo viacrozmernom priestore. Dalej, ak p: U — R a € U, piseme
F =O0(p) v xzresp. F =o(p) vz, ak plati |F(§)| = K|p(§)| v okoli z pre nejaké
K > 0resp. F(§)/p(§) — 0 pre & — x.

2.6.1. Veta (Taylorova). Nech X,Y sid B-priestory U C X otvorend, F €
C™(U,Y). Potom pre kazdé x € U a h € X dostatocne malé plati

1

F(zx +h)=F(z)+ DF(x)h+ -+ WD”_IF(Q;)hn — 1+ R,(x,h), (2.17)
n—1)!
kde .
1
W (z, — 1—3)"D"F n — ny.
R, (z,h) (n—l)!/o (1—25) (x + sh)h™ds = O(|h|™)
Podobne plati
F(x+h)=F(z)+DF(z)h+---+ %D”F(w)h” + Ryya(x, h), (2.18)

kde

Rnp1(z, h) = o(|h]").

Dékaz. Zobrazenie t — D™F(x + th)h™ je spojité pre 0 < t < 1 a dost’ malé h. Z
Lemy 2.3.4 dostavame

1
<y Flx+h)>=< y*,F(:U)+/ DF(x + 9h)hdy >
0
1
=<y*, F(z) > +/ <y*,DF(x 4+ 9h)h > dv
0
1
=<y*, F(z) > +D/ <y*, F(x + 9h) > ddh.
0

Funkcia ¢ —< y*, F(x + 9h) > je C™ redlna funkcia jednej redlnej premen-
nej, preto ju mozeme rozvinat’ podla Taylorovej vety pre takéto funkcie. Takto
dostaneme rovnost’

<y" F(z+h) >=<y", F(x)+DF(x)h+-- -+ D" F(x)h" "+ Ry (x, h) >

1
(n—1)!
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a analogicki rovnost’ zodpovedajicu rovnosti (2.18). Pretoze rovnosti platia pre
Tubovolny linedarny funkciondl, platia aj pre ich argumenty. Tym st rovnosti (2.17) a
(2.18) dokéazané.
O

Menej zndme je obratenie Taylorovej vety, ktoré je niekedy uzitoéné. Uvadzame
ho bez dokazu.

2.6.2. Veta. Nech X,Y su B-priestory, U C X je otvorend, F' : U — 'Y a nech
op:U— LF(X,Y), k=0,1,...,n st symetrické. Pre x € U oznacme

p(x,h) =F(z+h) — Z %gpk(az)hk.
k=0 "

Predpokladajme, Ze
(1) @i su spojité na U
(2) im¢ p)—(z,0) P(§, h)/|R|" = 0 pre kaZdé x € U.
Potom F € C™(U,Y) a plati D*F = ¢ na U.
Nasledujuci priklad, ktorého vysledok pouzijeme v nasledujicej kapitole, slizi
na ilustraciu moznosti pouzitia Vety 2.6.2.

2.6.3. Priklad. Nech X je B-priestor. Potom mnozina R operdtorov L(X, X),
ktoré majui ohrani¢eny inverzny je otvorend a zobrazenie A +— A~! je na nej C*°.

Dékaz. Zvolme 0 < r < co. Nech A, B € L(X,X) anech A € R. Plati

A+B=A(I+A'B). (2.19)
Ak |B|] < 1/|A7Y, potom |[A71B| < 1 a podla zndmej vety z funkciondlnej analyzy
m4 operdtor I + A~1B ohrani¢eny inverzny; podla (2.19) m4 ohranic¢eny inverzny
operator aj A + B. Dalej plati

(A+B)'=I+A"'B)'A™! = i(—l)k(A‘lB)’“A‘l
k=0

"1
=Y er(A)B" + p(4, B),
k=0

kde
or(A) = kl(-1)F A7+
a
p(A,B)=A"" > (-1D)FAT'B)F <ATH AT BT (1R (AT B,
k=r+1 k=0
teda

p(A, B)| < [AT 2B Y JATIBIF = (1 [ATIB)) AT B
k=0

Su teda splnené predpoklady Vety 2.6.2, podla ktorej je zobrazenie A — A~1 C”.
Pretoze r bolo zvolené I'ubovolne, je tato funkcia aj C*°. [



3. Rovnomerne kontraktivne zobrazenia

3.1. Lokalna verzia Banachovej vety o pevnom bode

Banachova veta o pevnom bode kontraktivnych zobrazeni sa pre svoje bohaté ap-
likacie stala vSeobecne znamym uzitoénym nastrojom. Pri jej pouzivani sa spravidla
stava, ze zobrazenie, ktorého pevny bod chceme dokéazat’, nie je kontraktivne na
celom priestore. V takom pripade je ¢asto mozné pouzit’ postup, ktory teraz sfor-
mulujeme vo vSeobecnosti.

Nech X je B-priestor, zop € X a § > 0. Oznacime

G(zg,0) ={x: |x —xo| < d}.

3.1.1. Veta. Nech X je B-priestor a nech T : G(x9,0) — X je kontraktivne
zobrazenie s konstantou o < 1 také, Ze

’TLE() — ZL’ol < (5(1 — a).

Potom T md jeding pevny bod a tento bod lezi v G(xg,0).

Doékaz. Pre x € G(xg,0) plati

|Tx —xo| <|Tx—Txo|+ |Txo — 20| < |z — 20| + (1 — ) <9,

teda 7 : G(x9,0) — G(x0,0). Mnozina G(zo,d) je uzavretou podmnozinou Bana-
chovho priestoru X a preto je uplnym metrickym priestorom. Zobrazenie 7 zo-
brazuje G(zg, d) kontraktivne do seba a ma teda podla Banachovej vety o pevnom
bode jediny pevny bod v G(zg,d). Pretoze 7 (G(xo,9)) C G(x,6), tento pevny
bod musi lezat’ v G (o, 9).

3.1.2. Pozndmka. Zrejmé analdgia Vety 3.1.1 (so vzdialenostou namiesto normy
rozdielu) plati aj v iplnom metrickom priestore.
3.2. Princip rovnomernej kontrakcie

V tomto odseku nam péjde o zavislost’ pevného bodu na parametroch, od ktorych
zavisi kontraktivne zobrazenie. Vysledok mé& bohaté aplikacie a dajui sa z neho
odvodit uzitoéné néstroje lokdlnej nelinedrnej analyzy.

3.2.2. Definicia. Nech X je B-priestor, U C X a nech P je mnozina . Hovorime,
ze zobrazenie 7 : U x P — X je rovnomerne (vzhladom na y € P) kontraktivne,
ak existuje a < 1 také, ze

T (z,y) =T (2", y)| < afz — 2|
pre kazdé x,z’ € U a kazdé y € P.
3.2.3. Oznacenie. Ak 7T je funkciou dvoch premennych x,y, potom budeme znacit’

DxT(xa y) = DT(’ y)’

teda D, 7T (z,y) znaci derivaciu funkcie premennej = v bode (z,y) pri pevnom y;
podobny vyznam ma D,7 (z,y).
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3.2.4. Veta (princip rovnomernej kontrakcie). Nech U,V si otvorené podmnozinyf
B-priestorov X resp. P, T : U xV — X je rovnomernd kontrakcia a nech T (-,y)
md jeding pevny bod o(y) € U pre kazdé y € V. Potom plati
(i) Ak T je lipschitzovskd vzhladom nay s konstantou L a «v je konstanta rovnomernef
kontrakcie, potom ¢ je lipschitzovskd s konstantou L/(1 — ).
(ii) Ak T € C"(U x V, X) pre 0 < r < oo, potom aj p € C"(V, X); akr > 1, plati

Do(y) = (I — DT (e(y)y) "DyT (p(y), y)- (3.1)

Vsimnime si, Ze vo vete nepredpokladdme, ze obrazy 7 si obsiahnuté v U a preto
musime existenciu pevného bodu v U predpokladat’; samozrejme, ze ak existuje,
tak je jediny.

Dokaz vety.
(i) Pre y1,y2 € P plati

lp(y1) — e(y2)| = 1T (p(y1),y1) — T (¢(y2),
<|T(p(y1):y1) = T(p(y1), y2)| + [T ((y1), y2) — T (p(y2), y2)|
< Lly1 — ya| + alp(y1) — ¢(y2)],

Y1) —
Y1) —
z ¢oho vyplyva
folun) — (02| < To—lus 3ol
P = P\W2)l = 7 19— b2
(ii) Prer = 0 je dokaz podobny dokazu (i) a prenechavame ho ¢itatelovi ako cvicenie.

Najprv si ukdzeme, ze z kontraktivnosti vyplyva |D,7 (z,y)| < « pre z,y €
U x V. Naozaj, podla Vety 2.3.4 plati pre h € X

1
[DaT (@)l = [hT (2,9)] = | limy +(T (& + th,y) — T ()|
1
<lim —a|z +th — z| = alh|,
t—0 t
¢o je podla definicie normy operatora tvrdenim.

Tvrdenie (ii) dokdzeme najprv pre r = 1. Formalnym (zatial’ neodévodnenym)
derivovanim rovnosti

podla y dostavame

DT (o(y),y)De(y) + DyT (0(y),y) = Do(y);

z ¢oho vyplyva

Do(y) = (I — DT (9(y),y)) "Dy T (0(y), y) (3.2)

Pretoze |D.T (¢(y)y)| < a < 1, je podla zndmej vety o existencii inverzného
operatora vyraz na pravej strane dobre definovany a predstavuje jediného mozného
kandiddta na Dp(y). Musime vsak este dokazat’, ze je naozaj derivaciou. Pouzijeme



postup z Prikladu 2.3.6. To znamend, ze ak ozna¢ime A pravu stranu (3.2) potre-
bujeme dokazat’, ze pre kazdé h € P plati

lim [ (y + th) — o(y)] = A (33)

a ze A je spojitou funkciou y.
Pouzitim Lemy 2.3.4 dostavame

oy +th) — o(y) =T (p(y +th),y +th) — T (o(y),y)

U DT (o(y) +9(p(y +th) — p(y), y)d19] (p(y + th) — p(y))
+t / D, T (p(y + th),y + Oth)doh,

z ¢oho vyplyva

—1

-+ th) = o) =t | - [ DTt + ooty + ) - o). )]
{/0 DyT (p(y +th),y + ﬁth)dﬁ} h. (3.4)

Prava strana ma zmysel, pretoze

| / DT (o(y) + D(o(y) + th) — o(y), )]

1
< / sup | D, 7T (z,y)|dd < a < 1.
0

xelU
yeP

Pretoze podla Prikladu 2.6.3 je funkcia operdtora A — A~! spojitou na svojom
defini¢cnom obore, dostdvame (3.3) z (3.4) limitnym prechodom pre ¢ — 0.

Spojitost’ A vzhl'adom na y vyplyva z toho, Ze je kompoziciou spojitych funkecii.

Nech teraz T € C" (U, V), r > 1. Indukciou dokdzeme, ze y € C"(V).

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre r — 1 miesto r. Pravé strana (3.1) je
kompoziciou linedrnych zobrazeni y — (I — D, T (9(y),y)) ' a y — D,T(¢(y),y).
Tieto si C"~! podla indukéného predpokladu, Prikladu 2.5.5 a Vety 2.5.4. Podla
Vety 2.5.4 a Lemy 2.5.5 je C"~! aj ich kompozicia a teda aj Dy. To ale znaéi, ze
pjeC.

3.2.5. Poznamka. Plati aj analytické rozsirenie principu rovnomernej kontrakcie:
ak 7 € C¥, potom aj ¢ je C“.

3.2.6. Priklad. Diferencovatel’nd zdvislost’ riesenia diferencidlnej rovnice od po-
cratocnyjch ddt.

Standardnou ilustriciou aplikdcie Banachovej vety o pevnom bode je existenéng
veta pre diferencidlne rovnice. V tomto priklade ukazeme, ze z principu rovnomernej
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kontrakcie mozno vyt'azit’ ovel’a viac - diferencovatelni zavislost’ rieSenia od pociatocnychll
podmienok. Tato veta hra klicovi tlohu v geometrickej tedrii diferencidlnych
rovnic a jej elementarny dokaz je technicky dost’ komplikovany.

Uvazujme diferencidlnu rovnicu

dx/dt = f(t,x) (3.5)
vR™ feC"(UR", UCRxR" otvorend, r > 0 s pociatocnou podmienkou
z(1) =&, (3.6)
kde (1,€) € U. Zvolme (tg,z9) € U. Budeme sa zaujimat’ nielen o existenciu
a jednoznacnost’ riesenia rovnice (3.5), prechddzajiceho cez bod (tg,xo), ale aj o
regularitu jeho zavislosti od bodu (7, &) v okoli bodu (¢, xg).

Zvol'me otvorenti mnozinu B C U taki, 7e (tg,7¢) € B a B C U. Oznaéme

M =sup|f|, L =sup|D,f|
B B

a zvolme R,T tak malé, ze
A4LT <1 a2MT < R.

Spojitd funkcia z : [tg — T, to + T] — R™ je rieSenim rovnice (3.5), splnajicim
(3.6) (pri |7 —to] < T, —x0] < R) vtedy a len vtedy, ak riesi integralnu rovnicu

x(t) :§+/t f(s,z(s))dspreto — T <t <tg+T,

t.j. ak je pevnym bodom zobrazenia 7 : Clto — T,tg + T| — Clto — T, to + T,
daného vzt'ahom

T(r:6.7)(t) =€+ / £(s,2(s))ds, (3.7)

zavislého od parametrov ¢ a 7. Vsimnime si, ze podla Prikladu 2.3.6 je 7 C' v
x; jej C' zdvislost’ na parametroch 7 a & je zrejmd. Oznaéme xo(t) = xo. Pre
|§—.CL‘0| SR& |’7'—t0| STato—TStSto—f—Tplatf

t
1T (x0, £, 7)(¢) — 0] < 1€ — o +| / f(s,20)|ds| < R+ 2MT < 2R,
Dalej, ak z, 2’ € G(xg,4R), potom

IT(w;&T)—T(w';E,T)IS/ (s, 2(5)) = f(s,2(s))|ds

t
<L / w(s) — 2/(s)lds < 20T sup  |u(t) — /(1))
T to—T<t<to+T



Podl'a Vety 3.1.1 (s a« = 1/2, 0 = 4R) je teda 7 kontrakcia na G(xo,4R) s koe-
ficientom o = 2LT < 1/2, rovnomerne vzhladom na [§ — &) < R a |1 —to| < T.
Z Cvicenia 2.5.6.3 vyplyva, ze 7 je C" funkciou x,&,7. Podla Vety 3.2.4 exis-
tuje pre tieto hodnoty parametrov jediny pevny bod ¢(7,€) € G(xo,4R), ktory
je C" funkciou parametrov § a 7. Ekvivalentne, funkcia ¢t — ¢(&, 7)(t) je jedinym
rieSenim tlohy (3.5), (3.6) na intervale [to — T, to + T s hodnotami v mnozine
{(z — z9) < 4R}.

Pocitajme teraz derivaciu D¢y podla Vety 2.3.4. Oznatme Z(t) = ¢(&,7)(t) a
Y (t) = Dewp(€,7)(t). Z formuly (3.2) vyplyva

(I = DT (8¢, 7))Y](t) = DT (,8, 7)(2)- (3.8)

Zrejme plati
DT (2,6,7)=1d (3.9)

a podla Prikladu 2.3.6.

DT (3:€,7)(t) = / D, f(s,4(s))ds. (3.10)

Dosadenim (3.9) a (3.10) do (3.8) dostavame

Y () — / D, f(s,3(s))Y (s)ds = Id.

Derivovanim tejto rovnice podla ¢ dostdvame, ze Y (t) € L(R", R™) riesi difer-
encialnu rovnicu

V(t) = Dof(s,i(s))Y (3.11)

s pociatocnou podmienkou
Y(r)=1. (3.12)

Rovnica (3.11) sa nazyva varia¢nou rovnicou (alebo linearizéciou rovnice (3.5)
pozdlz rieSenia z. Je to linedrna neautonémna rovnica. Stlpce matice Y si jej
linedrne nezavislymi (vzhladom na (3.12)) rieSeniami, matica Y (¢) je teda funda-
mentalnou maticou rieseni rovnice (3.11).

3.2.7. Cvicenia.

1. Dokazte tvrdenie Vety 3.2.4. pre r = 0.

2. Vyjadrite D?p(y) z Vety 3.2.4. pomocou prvych a druhych derivacii 7.
[Navod: Derivujte formélne vzt'ah

Dy =D, TDyp + D, T

podla y a dosad'te za Dy z (3.1).]
3. Overte detailne diferencovatelnost’ 7 z Prikladu 3.2.6. vo vSetkych premennych.
4. Dokézte, ze z(t) = D,p(t, 7,€) je rieSenim variaénej rovnice (31.1) s pociatoénou
podmienkou z(7) = —f(7,&). Aky je vztah z a Y7
[Navod: z je rieSenim linedrnej rovnice, pre ktori je Y fundamentdlna matica
rieSent.
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5. V Priklade 3.2.6 predpokladajme, ze U = R"*! a ze Df je globédlne ohranicené.
Pouzitim Vety 3.2.4 dokézte globalnu existenciu, jednoznacnost’ a hladku zavislost’|j
rieSenia na 7, £. [Navod: Hl'adajte riesenie ako pevny bod v priestore spojitych
funkcii R — R™ s normou

|zllr = sup e HlEtola(r)),
—oo<t<oo

kde |Df| < L]
6. V nadvéaznosti na Priklad 3.2.6 pri jeho oznaceniach a predpokladoch predpok-
ladajte navyse, ze funkcia f je C" zavisla od parametra p € RP. Dokazte, ze

U’<t) = DM¢(§7 T, /J’) (t)

je rieSenim nehomogénnej linedrnej rovnice

U= Dy f(s,2(s), p)u+ D, f(s,2(s), 1)

vyhovujice podmienke u(7) = 0. Ako mézeme u vyjadrit’ pomocou Y (t)?

4. Veta o implicitnej funkcii a jej aplikacie

4.1. Vety o implicitnej a inverznej funkcii

Vetu o implicitnej funkcii mozno povazovat’ za priméarny netrivialny kvalitativny
poznatok diferencialneho poctu. Predstavuje zakladny nastroj lokalnej nelinearnej
analyzy diferencovatelnych objektov.

4.1.1. Veta (o implicitnej funkcii). Nech X,Y, Z si B-priestory, U C X, V C
Y st otvorené, F : U xV — Z je C", 0 < r < o0, (zo,y0) € U XV, F(xo,y0) =
0. Predpokladajme, Ze DyF(xo,y0) md spojity inverzny operdtor. Potom ezistuje
okolie Uy x Vi C U XV bodu (xo,yo) a funkcia f € C" (U, V1) takd, Ze f(xo) = yo
a Ze F(z,y) =0 pre (z,y) € Uy x Vi plati prdve vtedy, ak y = f(z). Dalej plati

Df(z0) = —[DyF(z0,y0)] " DaF (20, yo)- (4.1)

4.1.2. Pozndmka. Znenie vety presne zodpoveda zneniu elementarnej vety o im-
plicitnej funkcii pre redlnu funkciu dvoch premennych.

4.1.83. Pozndmka. Veta o implicitnej funkcii je prototypom tvrdeni, ktorych schému
by sme mohli vol'ne vyjadrit’ terminom ”princip linearizacie”:

Ak linearizacia v bode xg nejakého hladkého matematického objektu €2 ma vlast-
nost’ V' a tato vlastnost’ je "robustna”, potom lokalne vlastnost’ V' m4 aj samotny
objekt. Robustnostou rozumieme, ze vlastnost’ okrem objektu {2 maju aj objekty
jemu blizke vo vhodnej topoldgii.

V konkrétnom pripade Vety 4.1.1. objektom je funkcia F', vlastnostou V je
moznost’ vyjadrit' z podmienky F(z,y) = 0 y ako funkciu z. Téato vlastnost’
je (globélne) splnend pre linearizaciu F' v bode (xg,%0) (rovnica D, F(xo,yo)h +



D, F(zg,y0)k = 0 mé jednoznatné riesenie k = —[Dy F (zo,y0)] " D F (z0,yo)h ),
jej lokalne splnenie pre funkciu F' je predmetom tvrdenia vety. Robustnost’ vlast-
nosti V' je predmetom Cvicenia 4.1.8.2.
Inym vyrazom principu linearizovanej stability je napr. Veta o asymptotickej
stabilite na zéklade prvého priblizenia (¢o je iné pomenovanie linearizécie).
Princip linearizacie mé obrovsky koncepcny vyznam pre aplikacie matematiky,
pretoze podmienecne odobruje pouzivanie zjednodusenych linearizovanych modelov
nielen po kvantitativnej, ale aj po kvalitativnej stranke. Na druhej strane nas
varuje, ze v nerobustnych kritickych pripadoch (ako napr. ak D, F(zo,yo) nemé
spojity inverzny), lokdlna podoba mnoziny F(x,y) = 0 je podstatne ovplyvnena
¢lenmi vyssieho stupnia Taylorovho rozvoja funkcie F'(z,y) v bode (zq, yo)-
4.1.4. Pozndmka. Ak X,Y, Z st kone¢norozmerné priestory, podmienka invertova-

telnosti D, F'(zo,yo) je splnend prave vtedy, ak hodnost’ D, F(xo,y0) = dimY =
dim Z.

4.1.5. Pozndmka. Metéda dokazu dava odhad na velkost’ mnozin Uy, V; (Cvicenie
4.1.6.3), ktory je niekedy dolezity.

4.1.6. Poznamka. Plati aj analytickd verzia Vety o implicitnej funkcii.

Dokaz Vety 4.1.1. je motivovany myslienkou iteracného riesenia rovnice F'(z,y) =}
0 pri pevne zvolenom x Newtonovou metédou:

Zvolime (z,y) a pri rovnakom x hladdme novt iterdciu y’ tak, aby platilo

F(z,y')=0. (4.2)
Linearizdciou v bode (x,y) dostdvame z (4.2) pre y' predpis
F(z,y) + DyF(z,y)(y —y) =0,
alebo, ak D, F' je invertovatelny,

y =y~ [DyF(z,y)] ' Flz,y). (4.3)

V (4.3) nahradime premennd hodnotu D, F'(x, y) konstantnou hodnotou Dy, F'(zo, yo) i
¢im dostaneme

y' =y —[DyF(x0,50)] ' F(z,y). (4.4)
Je zrejmé, ze za predpokladov vety je y pevnym bodom pravej strany (4.4), t.j.
zobrazenia
T(ya ZE) =Yy - [DyF(CEOa yO)]_1F<x7 y)
prave vtedy, ak (z,y) je rieSenim rovnice F(z,y) = 0.

Zrejme 7 ma rovnaky stupen hladkosti ako F. Aby sme vetu dokazali, staci
teda podla Vety 3.2.4. overit’, Zze pri vhodnej vol'be okoli Uy, V; je 7 kontrakcia v
y € V1, ktord je rovnomernd vzhladom na x € Uy; formula (4.1) uz potom vyjde
formélnym derivovanim vzt'ahu F(z, f(x)) = 0 vzhladom na z.

Podl'a Lemy 2.3.4. plati pre x € Uy, y1,y2 € V

1
|T@bm—7mmxnsr/|I—DFume4Dmey+mm—ynmy—muﬁ
0

1
gM/WDﬂmw@—Dﬂmm+wm—MMM—mwx
0



kde M = |(DF(.’130,y0)_1|.
KedZze DF(z,y) je spojitou funkciou z, y, existuje okolie U; bodu x a okolie V;
bodu yo (ktoré mozeme vziat’ ako gulu G(yo, R)) také, ze pre zvolené a < 1 plati

|DF(,y') = DF(z0,y0)| < aM ™' |(DF(z0,y0)) "],

pre kazdé x,y € Uy x V;. Kedze V; sme zvolili konvexnym, patri spolu s y; a ys do
Vi aj y1 + 9(y2 — y1) pre T'ubovolné 0 < ¢ < 1. Preto pre x € Uy, y1,y2 € V; plati

|T(y1,33) - T(y%x)l < Oé|y1 - y2|'

Dalej plati
1T (yo, z) — yo| < M|F(z,y0)| <r(1—a),

ak bolo U; zvolené dost’ malé. Podla Viet 3.1.1. a 3.2.4. teda pre x € U; existuje
jediny pevny bod y = f(x) € U, ktory je C" funkciou z.

Vel'mi zavaznym dosledkom vety o implicitnej funkcii je Veta o inverznej funkcii.
Takisto ako Veta o implicitnej funkcii je rozsirenim lokalnej Vety o inverznej funkcii
pre redlne funkcie bez dodatoctnych podmienok.

4.1.7. Veta (lokdlna o inverznej funkcii). Nech X,Y si B-priestory, U C X je
otvorend, f € C"(U,Y), r >0, xg € U. Predpokladajme, Ze D f(x¢) md ohraniceny
inverzny operdtor. Potom f je lokdlny difeomorfizmus, t.j. existuje okolie W =

V x Uy bodu (f(xo),x0) a g€ C"(V,Uy) také, Ze g o f = idy, af o g = idy .
Dokaz. Pouzijeme Vetu 4.1.1. pre zobrazenie F': Y x U — Y

F(y,z) =y — f(z).

Plati F(f(zo),x0) = 0 a D,F(f(z0),z0) = —Df(x0); podla Vety 4.1.1. existuje
okolie V' bodu f(xg), okolie U C U bodu g a funkcia g : V — U taka, ze F(y,z) =0
pre (y,x) € V x U préve vtedy, ak © = g(y). Polozme U; = {z € U: f(x) e V}.
Lahko si overime, ze fog a go f si identické zobrazenia na V resp. Uj.A to je
vlastne tvrdenim vety.

4.1.8. Cvicenia.

1. Za predpokladu F' € C? vypoéitajte D? f(xg).

2. Dokéazte robustnost’ vlastnosti ” Ohranic¢eny operdtor” A : X — Y ma ohraniceny
inverzny.

3. Urobte odhad velkosti okoli Uy, V; z Vety 4.1.1. pomocou M = |(DF(xq,yo)) ™}
a modulu spojitosti DF'.

4. Ak navyse k predpokladom Vety 4.1.1 plati DZF(:UO, Yo) =0prej=0,....k<r,
potom D7 f(xg) =0 pre j =0,...,k; ak k < r, potom

DR f(20) = — [Dy F (w0, yol ! DEFYF (20, y0).

Dokazte.



4.2. Priklady pouzitia vety o implicitnej funkcii

Obsahom kapitoly je exkurzia po rozli¢nych aplikacidch vety o implicitnej funkcii
- ¢i uz v kone¢norozmernych, alebo nekone¢norozmernych priestoroch. Na zaver
si ukazeme uskalie, ktoré ¢iha pri pouzivani vety vo funkcionalnych priestoroch.
Priklady z literatiry ukazuju, ze pri nedbalom overovani predpokladov vety ho
Pahko mozno prehliadnut’.

4.2.1. Priklad. Spojitd zdvislost’ algebraicky jednoduchej vlastnej hodnoty matice
a jej vlastného vektora od jej prvkov.

Vlastny vektor nie je jednoznacnou funkciou matice (je uréeny modulo ndsobenie
nenulovou konstantou). Aby tloha dostala zmysel, budeme navyse pozadovat’, aby
mal dani (jednotkovil) normu.

Matice A : R® — R” st dané ich n? prvkami, ich mnozinu mézeme stotoznit’ s
R™.

Skutocnost’, ze A je vlastnou hodnotou A a v je jej jednotkovy vlastny vek-
tor mézeme vyjadrit’ tak, ze dvojica y = (v,\) € R"*! je nulou funkcie F =
(F1,...,Fui1): R™ — R"*!. danej predpisom

(A— M)

4.5
<wv,v>-—1 (4.5)

F(A,y)={

kde < -, - > je skaldrny sucin.

Funkcia F' je zrejme C*° funkciou svojich premennych.

Nech teda Ag je matica, ktorda ma algebraicky jednoduchid vlastni hodnotu g
s vlastnym vektorom vy, < vg,vo >= 1; plati teda F'(Ag, yo) = 0. Pouzitim Vety
4.1.1 chceme dokazat’, ze lokalne pre I'ubovolné A blizke Aq existuje jedina dvojica
y = (v, A) blizka y takd, ze plati (4.5) a této y je C*° funkciou A. K tomu ndm
staci overit’, ze

Ag— M v
DyF(Aoayo) = ( OQU(%F OO> .

je regularnou maticou, alebo ekvivalentne, ze
det DyF<A0, yo) 7A 0.
Kedze \g je jednoduchou vlastnou hodnotou, existuje reguldrna matica S = (s1, ..., s, )|

takd, ze S~tvg = e, = (0,0,...,1)T, t. j. s, = vy, C = S71AyS — \oI splia
cnj = Cjn =0 pre j =1,...,n a minor prvku c,, je # 0.

Oznacéme
~ S 0
5= < 0 1) ’

det(S~1) det D, F(Ag, yo) det S = det(S~'D, F(Ao, y0)S)

C —e,
—det(w 0 )7&0.

Plati



, kde w = (wyq,...,w,) je riadkovy vektor taky, ze w, = 2 < vg,vg ># 0 Tym je
overené, ze su splnené predpoklady Vety 4.1.1.

V prikladoch tohoto odseku sa budi vyskytovat’ aj zobrazenia na nekonénorozmernychflj
priestoroch, ktorych diferencovatelnost’ treba overovat’. Spravidla sa to robi pos-
tupom z Prikladu 2.3.6. Ten je sice priamociary, ale ¢asto dost’ zdl’havy. Prenechavamel}
ho preto na citatel'a a obmedzime sa na formalny vypocet diferencidlu a overenie
podmienky z Vety 4.1.1, ze D, F(x¢,yo) mé ohraniceny inverzny. Kedze derivaciu
zobrazenia na nekone¢norozmernom priestore nemozno reprezentovat’ kone¢nou tabulkoull
hodnot, spravidla ho treba zapisat’ ako zobrazenie, povedzme h +— DF(z)h. V
stulade s premennou zobrazenia F, podla ktorej sa derivuje, budeme premennu
zobrazenia DF'(x) spravidla oznacovat’ pridanim symbolu § k premennej. (teda
povedzme dz +— DF(z)dz. Symbol dz, atd. treba teda chépat’ chapat’ ako symbol
pre jednu premenn.

4.2.2. Priklad. Funkcia ako parameter.
Vetu 4.1.1 o implicitnej funkcii mo6zme interpretovat’ ako vypoved’ o tom, ako sa
sprava riesenie y rovnice F'(z,y) = 0 pri zmene jej vonkajsieho parametra x.
Skiimajme teraz rieSenia x rovnice

f(z) =0. (4.6)

V tejto rovnici zdanlivo nijaké parametre nevystupuju. Moze nds vSak zaujimat’, ¢o
sa s rieSeniami rovnice (4.6) stane, ak v nejakom funkciondlnom priestore zmenime
funkciu f. Takto vlastne za funkcionédlny parameter v rovnici (4.6) mozeme povazovat'Jj
samotnu funkciu f!

Dokazeme nasledovné tvrdenie:

Nech X,Y st B-priestory, U C X je otvorend a f € C*(U,Y). Nech f(zg) =0
pri zg € U. Predpokladajme ze D f(xo) ma ohraniCeny inverzny. Potom existuje
okolie W funkcie f v C1(U,Y) a okolie V bodu x( také, Ze pre kazdé g € W existuje
jediny bod ¢(g) € V taky, ze g(¢(g)) = 0; funkcia ¢ je C! funkciou g.

Aby sme tvrdenie dokazali, pouzijeme Vetu 4.1.1 na funkciu F : C1(C*(U,Y) x
U,Y), danid predpisom

F(g,x) = g(z).

Vypocitame diferencial funkcie F' v smere:
o1
a(ég,&r)F(g?x) = %E}% E[F(g + tég?'x + td.ﬁlf) - F(ga ZL’)]
1
= 7}im% 7 [g(x + tdx) + tég(x + tox) — g(z)]

= limy + g() + H(Dg(x)6 + 5y ) +olt) — g()]

t—

= Dg(x)dx + dg(x).

Zobrazenie (dg, dz) — Dg(z)dx + dg(x) je zrejme linedrne ohrani¢ené a preto pred-
stavuje dF(g,z). Overenie, ze DF(g,x) existuje, ponechdme podla dohody na
citatela.



Podl’a predpokladu plati

F(f,z0) = f(z0) =0,

tvrdenie teda vyplynie z Vety 4.1.1, ak overime, ze D, F'(f, z¢) mé inverzny spojity.
Zrejme plati
D:vF(f7 33'()) = Df(llf()),

D f(xg) vSak ma spojity inverzny operator podla predpokladu.

4.2.3. Priklad. Lokdlna existencia, jednoznacnost’ a spojitd zdvislost’ rieseni
diferencidlnej rovnice na pociatoénych ddtach.
Thto dlohu sme uz riesili v Priklade 3.2.6. pomocou principu rovnomernej kon-
trakcie. Vtipné skalovanie nam umozni riesit’ ju pomocou vety o implicitnej funkcii.
Ako v Priklade 3.2.6. hl'adajme riesenie diferencialnej rovnice

&= f(t,z,p), (4.7)
(zéavislej od parametra p), splnajice podmienku
xz(1) =¢&. (4.8)

K predpokladom o z, f, 7, & z Prikladu 3.2.6. priddme, ze f je C! funkciou pre-
mennych ¢, x, pu pre (t,x) € U a p € W, kde W je otvorenou podmnozinou Bana-
chovho priestoru P.

Ciel' dokazu z Prikladu 3.2.6. doplnime o ciel Cvicenia 3.2.7.5 - dokazat’ aj
C"-zavislost’ rieSenia od parametra .

Ak x je riesenim (40.1), (40.2) na intervale [T — o, 7+ a] a y(o) = z(ac + 1) =&,
potom y(o) splna rovnicu

dy/do = af (ao + 7,6 +y, 1) (4.9)
na intervale [—1, 1] a po¢iatoéni podmienku
y(0) =0 (4.10)
oznacime

Y ={p € C'([-1,1],R") : y(0) = 0}
Z =C(]-1,1],R"™)
X=RxUxW

a funkciu F' : X XY — Z definujeme predpisom F(«, 7,&, u,y)(0) = ' (0)—af(ao+
7, +y(o),u) pre —1 < o < 1. Zrejme y splna (4.9), (4.10) prave vtedy ak

F(a7 7-757/1’7 y) = 0' (4'11)

Pre T'ubovolné (7o, &, o) € U x W zrejme plati

F<077—07£07,u’070) = 0.
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Ak overime splnenie d’alsich predpokladov Vety 4.1.1 - C"-diferencovatelnost’ F' a
existenciu spojitého inverzného operatora k D, F (0, 79, &, ft0), z Vety 4.1.1, dostaneme]j
lokélnu (v (7,&, p) existenciu funkcie y = y(a, 7, &, 1), splnajicu rovnicu (4.11) a
jej CT-zavislost’ od «, 7, &, u. No a to znaci, ze funkcia

o) =€+9(57)

je rieSenim problému (4.7), (4.8) pre malé « (v8imnime si, ze dI'zka intervalu, na
ktorom dostaneme riesenie, je iba 2a/!).

Obmedzime sa opét’ na vypocet smerovych derivacii F' v bode (0, &y, 7o, o, 0).
Overenie splnenia podmienky existencie spojitej inverzie D, I z Vety 4.1.1. a difer-
encovatelnosti v zmysle krokov 2 a 3 z Prikladu 2.3.6 ponechame na citatela.

Plati

F(a+9a, T+ 991, & +90&, p+ 9, y + 9y) (o) — F(a, 7, &, 1, y)(0)
=y (o) + 90y () — (a + o) f((a + Vda)o + T + 9T, £ + 6

+y(0) +90y(0), p+90p) — y'(0) + af(ac + 7,6+ y(o), 1) =
=9 [(6y)' (o) — aD;f(ac + 1,& + y(o), 1u)((da)o + 67)

—aDy f(ao + 71, +y(0), 1) (0§ + dy(0))

— aDyf(ao + 7,8+ y(o), p)op — daf (ao + 7,8 + y(o), )]

+ o(9),

z coho (za predpokladu existencie DF') vyplyva

(D F(a, 7,8, p1,y) (0, 07,68, 041, 6y)] (o)
=0y'(0) — [aDyf(ao + 7,6 +y(0), 1) + flao + 7,6 + y(0), p)] da
—aDif(ao + 7,6 +y(0), p)oT — aDy f(ao + 1,& + y(o), 1) 0¢
—aD, f(ao +7,&+y(0o), p)op — aD, f(ao + 1,6 +y(o), u)oy(o).

Pre a =0, 7 = 19, £ = &y, u = po dostavame

DF<07 7—07507/1’07 O)(O7 07 07 07 (Sy)(O') = 5y/<0)7

¢o znamena

Dy F (0,70, &0, f1o,0)0y = 0y’

Tento operator ma zrejme ohraniceny inverzny zo Z — Y,

[D, F (0, 70, &0, po,0)] " '62(0) = /OU 52(19)dd.

Tym je overovanie predpokladov Vety 4.1.1 ukoncené.



4.2.4. Priklad. Periodické riesenie slabo nelinedrne;j diferencidlnej rovnice.
Uvazujme diferencialnu rovnicu

t=Ax+ef(t,x), xeR", (4.12)

kde f € C1(R™"!,R") je periodickd v t s periédou T'. Zaujima nés, ¢ rovnica (4.12)
ma periodické riesenie s peridodou T'.

Riesenie budeme hl'adat’ tak, ze sa vynasnazime najst’ bod x, cez ktory by pre
t = 0 takéto rieSenie prechddzalo. Podla formuly varidcie konstant riesenie z(t, z¢)
rovnice (4.12), prechddzajice bodom z( pri t = 0 splia integralnu rovnicu

t
l’(ty CUO) = etACEO + 5/ e(t_S)Af<87 LE(S, xﬂ))ds‘
0

(¢o si mozno priamo overit').
Riesenie z(t, z¢) je periodické s periédou T' prave vtedy, ak plati (7, z¢) = x,
alebo ekvivalentne,

T
zo = eT A2y + 6/ eT=9)Af(s, (s, 20))ds. (4.13)
0

Rovnicu (43.1) mo6zeme zapisat’ v tvare
F(e, z0) = 0, (4.14)

kde F € C'((—¢0,c0) x G,R™) je dané predpisom

T
F(e,z9) = (I — eTA):L'O — 5/ e(T_s)Af(s,x(s,xg))ds,
0

a kde 0 < g9 < oo a ohranicend otvorend oblast’ G su volené tak, aby interval
existencie riesenia z(t,z() obsahoval [0,7]. Skutocnost’, ze také G a £y mozno
zvolit’, vyplyva zo zakladnej vety o spojitej zavislosti riesenia diferencidlnej rovnice
od pociatocnych dat a parametrov.

Na hl'adanie z( pri dostatoéne malom |e| pouzijeme Vetu 4.1.1. Plat{ F'(0,0) = 0,
sta¢l nam teda overit’, ze D, F(0,0) je reguldrna matica. Plati D, F(0,0) =
I—eTA,

Ak teda det(I — eT4 # 0, ma rovnica (4.14) podla Vety 4.1.1 lokalne jediné
rieSenie. Toto rieSenie je pociatocnou podmienkou periodického riesenia s malou
amplitudou.

Vsimnime si eSte, ze podmienka

det(I — T4 0. (4.15)

je ekvivalentna podmienke eA”xy # xo pri l'ubovolnom xy # 0, t.j. podmienke, Ze
rovnica £ = Az nemd netrividlne periodické riesenie s periédou T. V reci tedrie
kmitania, "nelinearne budenie” nie je v rezonancii s vlastnym kmitanim linedrnej
rovnice r = Ax.



4.2.5. Priklad. Poincarého zobrazenie.
Predpokladajme, ze diferencidlna rovnica

= f(x), r eR"

mé periodicki trajektériu I' : & = 7(¢) s najmensou periédou T > 0. Zvolime bod
Zz € I' a vedieme cezen nadrovinu X tak, ze I' sa jej nedotyka. Intuitivne ocakavame,
ze existuje zobrazenie P otvoreného okolia U bodu Z v ¥ do X, definované takto:

P(xg) je prvy priesecnik trajektérie x(t, zg) cez bod xg € U s X.

Dokéazeme s pomocou Vety 4.1.1., ze ak f je C", r > 0, potom P je dobre
definované v C".

Nadrovina ¥ je dand rovnicou

<a,r>=0b,

kde b =< a,2 >. Predpoklad, Ze trajektéria I' sa v bode & nedotyka X je vyjadreny
vzt’ahom

< a, f(&) >#£0. (4.16)

Podl’a definicie je
PE) = (7€), &), (4.17)

kde t = 7(£) > 0 je najmensi ¢as, v ktorom z(t, &) € X, teda
< a,z(7(€),£) >=b. (4.18)

KedZze x(t, &) je C™ funkciou t a &, vzhladom na (4.17) staci dokazat’, ze 7 je lokalne
v okoli bodu (z,T) C" funkciou £. Aby sme to dokédzali, pouzijeme Vetu 4.1.1 na
implicitny vztah (4.18), ktorym je 7 definované.
Funkcia
F,1)=<a,z(1,§) > —b

je zrejme C7; d’alej plati

F,T)=<a,z(T,2) > -b=<a,z>-b=0

d
D, F(#,T) =< a, " («(T, #)) >=< a, f(2(T, 2)) >

=<a, f(&) >#0
podla predpokladu (4.16) -

Poincarého zobrazenie hra klticovi tlohu pri vySetrovani kvalitativnych vlast-
nosti (stabilita, atd.) periodickych rieseni diferencidlnych rovnic.



4.2.6. Priklad. Veta o paralelizacii (flow box theorem, teorema o vyprjamlenii).

Nech f € C"(U,R"), 0 < r < oo a nech zg € U, f(xg) # 0. Potom existuje
Cr~l.difeomorfizmus ®: V — ®(V) C R™ okolia V bodu zg € V C U taky, ze
trajektorie diferencidlnej rovnice

T = f(x) (4.19)
vo V sa zobrazenim ® zobrazia na trajektorie rovnice
=1 92=0, ..., o =0, (4.20)

teda na casti priamok
Yo = const, y, = const

Této veta hovori, ze lokalne v okoli nekritického bodu vektorového pola (= nesta-
ciondrneho bodu diferencidlnej rovnice) ma geometria jeho trajektérii jednotni a
vel'mi jednoduchu struktiru. Lokalna klasifikacia diferencialnych rovnic z hl'adiska
invariantnych vzhl'adom na zdmenu siradnic vlastnosti ich trajektérii je zaujimava
len v okoli stacionarnych bodov.

Naznac¢ime, ako tulohu riesit’ pomocou Vety 4.1.1. Pretoze detaily overovania
postupu a volby priestorov nevyzaduji oproti predchadzajicim prikladom nové
obraty, ponechavame ich na citatela.

Zostrojime zobrazenie ¥ = ®~!. Bez tjmy na vSeobecnosti predpokladdme
Lo = 0, f(.ilf()) = €1.

Zobrazenie zvolime tak, ze bude identitou na rovine z1 =0 (= y1 = 0).

Ak oznacime z(t,2%) trajektériu (4.19) cez 20 a y(t,y°) trajektériu (4.20) cez
Yo, plati

1
\Ij(yla s 7yn) = (O7y27 .- 7yn) +/(; f(\If(ﬁ,y% s 7yn))d19

Definujeme zobrazenie F : C"(I,R") x C""}I,R") — C"™ 1(I,R"), kde I je

dostatocne maly interval v R™, obsahujici 0 vo svojom vnutri.

Y1
F(f7 \I])(yla .- 7yn) = \Ij(yla .- 7yn) - (07y27' . 7yn) - 0 f(qj(ﬁvy% .- 7yn))d19

Pre f = ey plati
F(f,id) = 0.

Derivujic F' formalne dostavame

Y1
Y1

+5‘If(3/17 s 7yn) - Df<\Ij(197 Y2, ... 7yn))5\1}(197 Yy2,-.-. -, yn))dﬁ
0

(vSimnime si, ze sme museli zl'avit’ zo stupna diferencovatelnosti V),
Dy F(ey,id)0¥ = §U.

To znaci, ze Dy F'(e1,1d) je identita a ako takd m& ohrani¢eny inverzny. Dokoncenie
dokazu ponechavame na cvicenie.
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4.2.7. Priklad. Strata hladkosti.

Tymto prikladom chceme ukézat’, ze overovanie diferencovatelnosti zobrazenia
netreba brat’ na l'ahkd vahu.

K danému zobrazeniu f : R” — R"™ blizkemu identite hl'adajme zobrazenie blizke
identite také, ze go g = f.

Funkcia ¢ je rieSenim rovnice F(f,g) = 0, kde

F(f,g)=f—gogy.

Pre f = id je zrejmym rieSenim g = id. Otéazkou je, ¢i mozeme zvolit’ vhodné
funkcionalne priestory pre f a g také, aby sme mohli pouzit’ Vetu 4.1.1.
Formalnym derivovanim dostavame

DyF(f,9)(0f,09)(x) = =Dy(2)dg(x) — dg(g(x))-

Ak by sme volili g € C", potom D,F(f,g) : C" — C" !, takze D,F(id,id) =
—26g(z) zrejme nem4 inverzné zobrazenie (vzor funkcie z C™ =1 by opit' bol z C"~1).
Tomuto javu sa hovori ”strata diferencovatelnosti” a je podstatnou prekazkou
pouzitelnosti vety o implicitnej funkcii. Napriek tomu sa v matematickej literatire
najdu ”aplikacie” vety s touto chybou.

4.2.8 Cvicenia

1. V prikladoch 4.2.2, 4.2.3, 4.2.6 rozmyslite dopodrobna diferencovatelnost’ funkcie
F.

2. Zovseobecnite Priklad 4.2.4 v duchu Prikladu 4.2.2 - miesto parametra ¢ povazujtel}

za parameter samotnud funkciu f.

Zovseobecnite Priklad 4.2.4 na pripad periodickej premennej matice A(t).

Dotiahnite do konca Priklad 4.2.6

Dokazte dopodrobna existenciu matice S v priklade 4.2.1

N&jdite podmienky, za akych existuje rieSenie okrajovej tilohy

S O

u’ +[a+ef(z,u) =0

pre € dost’ malé.

4.3. Elementy teodrie bifurkacii

Vetu o implicitnej funkcii mézeme interpretovat’ aj ako vetu o zavislosti rieSenia
od parametrov:
Ak rovnica
F(z,u)=0 (4.21)

pre x, zavisla od parametra p ma pre p = g rieSenie x = xo, potom sa ”vo

vSeobecnom pripade”, t. j. ak D, F(zg, po) ma ohrani¢eny inverzny, pri blizkych
i lokélne v okoli xg situdcia velmi nezmeni - rovnica (4.21) ma nadalej jediné



rieSenie a to zavisi spojito od u. Pre aplikacie si vSak zaujimavé prave hranicné
pripady. Nech napr. v (4.21)jex € R, p € Ra F(0,u) =0pre 0 < p <1, ale
D,F(0,0) > 0, D,F(0,1) < 0. Ak F ja C!, potom pre nejaké p* € (0,1) plati
D,F(0,*) = 0 a teda pre (0, 1*) nie st splnené podmienky Vety 4.1.1. Co sa
vtedy stane s rieSeniami?
Priklad funkcie
F(x,p) =2(p—1/2)x — 23

(ktory si citatel polahky sam vysetri) ukazuje, Ze rieSenia sa v takomto bode mézu
vetvit'.

Tomuto javu sa hovori ”bifurkacia rieSeni”. Bifurkdcie maji na svedomi to, ze
sa napr. prut pri postupnom zvysovani tlaku nan pri urcitej hodnote tlaku vybodci,
alebo to, ze papier pri postupnom nahrievani odrazu vzblkne.

Pochopeniu bifurkécii sa pre ich dolezitost’ v aplikaciach - ale aj vzhl'adom na
ich vnutornu krasu - v stcasnosti venuje velkd pozornost’. V tejto kapitole urobime
mali exkurziu do ich tedrie a obozndmime sa s niektorymi jej zdkladnymi prvkami.
4.3.1. Dapunovova-Schmidtova redukcia. NechU C X =R™, Y =R", M =
RP, 0 € U anech F c C%(U, M), F(0,0) = 0. Predpokladajme, Ze podmienky Vety
4.1.1 o implicitnej funkcii nie sd splnené, t.j. A = D, F(0,0) nie je invertibilné.
Ekvivalentne mézeme povedat), ze bud dim N (A) > 0, alebo codim R(A) = n —
dimR(A) > 0.

Ozna¢ime k = dim N (A), | = codim R(4) = n —dimR(A) P : X — N(A),
QY — R(A) nejaké projekcie a pre x € X budeme pisat’ x1 = Pz, 9 = (I — P)x.
Dalej oznaéime Ay = Al(r—pyx. Lahko sa presvedcime, ze R(Ag) = R(A) a ze
existuje pravé inverzné zobrazenie K : R(A) — (I — P)X:

KAO - idl(I—P)X'

KedZze F(0,0) =0, D, F(0,0) = A, mbzeme pisat’
F(z,p) = Az + f(z, 1),

kde f € C2(U, M),
£(0,0) =0, D, f(0,0)=0. (4.22)

Kedze Az = 0 pre 1 € N(A), plati

F(x,p) = Axg + f(21 + 22, ).



Kedze Qr(a) =id a (I —Q)A =0, (4.21) plati prave vtedy, ak

0=QArs + Qf(z1 + 22, 1) = Axa + Qf (21 + T2, 1) (4.23)

a sucasne

0= —-Q)Aza+ (I - Q) f(z1 +z2, 1) = (I = Q) f (w1 + 2, ).

Ak na (4.22) aplikujeme K zl'ava, dostdvame ekvivalentni rovnicu
O(x1,x2) = 22 — KQf (21 + 22, 1) = 0. (4.24)

Z (4.22) vyplyva ®(0,0) = 0 a D,,®(0,0) = id. Podla Vety 4.2.1 mozno teda
lokélne z rovnice (4.24) vyjadrit’ x5 ako C? funkciu premennych 1, i, teda

T2 = 1/)(1'17#)

Zrejme plati
¥(0,0) = 0. (4.25)

Pretoze D,, ®(0,0) = 0 formula (4.21) dava
Dy, (0,0) = 0. (4.26)
Bod x = (z1, z2) je teda riesenim (4.21) prave vtedy, ak plati

(I = Q) f(x1 + (w1, 1), p) = 0. (4.27)

Rovnica (4.27) sa nazyva bifurkacnou rovnicoutilohy. Zmysel Lapunovovej-Schmidt-J}
ovej redukcie, ktorej je vysledkom je ten, ze tilohu vysokej dimenzie redukuje na
ulohu dimenzie [, ktora je spravidla ovel'a nizsia.

4.8.2 Pozndmka. Lapunovovu-Schmidtovu redukciu sme pre jednoduchost’ uviedli
pre konecnorozmerny pripad. Mozno ju vSak pouzit’ aj pri priestoroch X, Y neko-
necnej dimenzie, ak A je Fredholmov operdtor, t.j. dimN(A) < oo, dimR(I — Q) <
oo a R(A) je uzavrety priestor. V pripade nekonecnorozmernych priestorov ma
L — S redukcia este dramatickejsi efekt, pretoze redukuje nekone¢norozmerni ilohu
na konecnorozmerni, spravidla malej dimenzie.

4.3.3 Bifurkacia z jednoduchej vlastnej hodnoty..

Predpokladajme, ze v 4.3.1 m =n, p=1a h(A) =n—1 (t.j. 0 je algebraicky
jednoduchou vlastnou hodnotou matice A).

V takomto pripade moézeme linedrnou zamenou sturadnic v R™ dosiahnut’, ze

0 0
= (o 4);

kde Ag je reguldrna (Priklad 4.2.1, Cvicenie 4.2.8.5).



V takychto stradniciach je N(A) = {x2 =0,...,z, =0} a R(A) = {z; =0},

mozeme teda volit’

Px =1,
Qro =2 = (x2,...,2p),
Kz =12.

Zlozky x1,x zodpovedaji zlozkam xq,zs zo 4.3.1. Plati

f(xau) = KQ(:L‘,,M) = (fz(%/i)a . "7fn(x7:u))'

Funkcia 7 je teda funkciou premennych z; a p s hodnotami v priestore z; = 0. Z
(4.26) a (4.27) vyplyva

Wz, 1) = ap+ O(|lz1|* + |puf?), (4.28)

kde a = (ag,...,an) = Dﬂf(0,0).
Bifurkaénd rovnica bude mat’ tvar

O=(I-Q)f(r1+v(x1,p), 1) = fr(z1 + (21, 1), 1) =
= ap+ Bz7 + O(|ul + |z1]?) (4.29)

kde o = D, f(0,0) a 8 = DZ f(0,0) (z (4.28) a (4.22) vyplyva, ze vektor a koefi-
cienty «, f neovplyvni). Vo vseobecnom pripade, ak o # 0, podla Vety 4.1.1 mozno
z (4.29) vyjadrit’ p ako funkciu z1. Zo (4.1) a formuly pre druhid derivéciu funkcie,
danej implicitne (Cvicenie 4.1.8.1) vyplyva

p=-2a 03,

Ak aj B # 0, vyzerd teda mnozina nul funkcie F' v okoli bodu (0,0) ako parabola,
ktora je otvorend dolava alebo doprava podla toho, ¢i a3 > 0 alebo af < 0.



Ako vidno, vo ”vseobecnom pripade” pri prechode cez bod, v ktorom linearizécia
mé jednoduchi vlastnid hodnotu, dve vetvy riesenia rovnice F'(z, ) = 0 splynid a
zaniknu.

Celkove obrazok vyzera takto:

4.83.4 Priklad. Periodické riesenie slabo nelinedrnej diferencidlnej rovnice.
Ako v Priklade 4.2.4, budeme sa zaujimat’ o existenciu periodického rieSenia
diferencialnej rovnice

= Ax+e€f(t,x) x € R", (4.30)

kde f € C?(T x U,R"), U otvorené okolie O v R" je periodické v ¢ s periédou 7.
Pre jednoduchost’ polozime bez ujmy vSeobecnosti T = 27.

Predpokladajme, ze A nesplia podmienku det(e?™ — I) # 0 z Prikladu 4.2.4,
ze ma algebraicky jednoduchi dvojicu komplexne zdruzenych vlastnych hodnot +i
a ze nijakd ina jej vlastnd hodnota nie je celoc¢iselnym néasobkom i. Potom existuje
linedrna transformdcia v R"™, ktora maticu prevedie do blokovo diagonalneho tvaru

diag {J, Ao}, (4.31)

= (40)

a det(e?™4o — I) # 0. Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, Ze matica A m4
tvar (4.3.1). Rovnicu (4.30) mo6zeme potom pisat’ ako systém

kde

y=Jy+eg(t,z)
z = Aoz + €eh(t,x)

kde y € R?, z € R" 2, x = (y,2) € R", plati
Tt cost sint
e’ = . .
—sint cost

V Priklade 4.2.4 sme odvodili, Ze riesenie z(t, 2", €) rovnice (4.30), vychddzajice z
bodu z¢ = (yo, 20) pri t = 0 je periodické s periddou 27 prave vtedy, ak pre

27
F(e.z0) = (2™ — Dy + ¢ / ACT £(1 2(t, 20, ¢))dt
0



plati
F(é, ZL‘o) =0. (432)

Z A=diag{J, Ay} vyplyva
Dy, F(0,0) = diag {02x2, €™~ 1.
Plati teda

N(Dz, £(0,0)) = {(y,2) : x = 0},
R<onF(070)) = {(y,Z) ‘Y= 0} ,

a za projekcie P, L — S metédy 4.3.1 moézeme vziat’
Py,z)=y, Q=1—-P, K = (2™ — )71
V zmysle L-S metédy definujeme zy = 9 (yo, €) ako jediné riesenie rovnice
QF (¢, 0, 20) = 0,
t.j.
29 = (2™ — )7! /027T eCT=On(t (L, yo, 20, €))dt = 0. (4.33)

Vzhladom na Specidlne postavenie parametra € v (4.33) (je nim ndsobend prava
strana ako celok) plati

1/)(07 y()) =0

a teda

¥(€,y0) = €to(€; Yo),
kde g je C, ¥o(e,90) = O(|yo|). Bifurka¢nd rovnica

(I - Q)F(Evy07¢<y07 6)) =0
ma tvar

27
6/ 7= g(t, x(t, yo, et (yo, €), €))dt = 0.
0

Pre € # 0 je ekvivalentnd rovnici
27
[ ettt attun.cvntuo. . )t = o (434)
Oznacme go(t) = ¢g(t,0), G(t) = D,g(t,0), potom (4.34) mozeme prepisat’ do tvaru
27 27
/ e Ttgo(t)dt +/ e "G (t)D,,x(t,0,0)dtyo+
0 0

e/27r e 7 G(t)Dex(t,0,0)dt 4 o(|yo|) + o(e) = 0. (4.35)
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Z viet o diferencovani riesenia podla po¢iatocnych podmienok (Priklad 3.2.6, Cviceniel]
3.2.7.5) vyplyva

Dy0x<t7 07 O) = (eJta O)Ta

t
Dex(t,0,0):/ e?t=%) go(s)ds.
0

Podmienka (4.35) sa teda prepiSe do tvaru

27 27
/ e~ Ttgo(t)dt + / e~ G(t) e tdtyo+
0 0
27 t
—|—e/ e TtG(t) / e? (=) go(s)ds + o(|yo|) + o(€) = 0.
0 0

Aby mala malé rieSenie pre malé e, musi platit’

27
/ =7t go (1)t = 0. (4.36)
0
Ak dalej

2w
/ e Tt G(t)e dt
0

je reguldrna matica, potom z Vety o implicitnej funkcii dostavame, ze rovnica (4.32)
mé pre € # 0 jediné malé riesenie (yo, ¥ (yo,€)), kde

27 -
Yo = [/ e_‘”G(t)e‘”dt]
0

Toto rieSenie je pociatoétnym bodom jediného periodického riesenia s dostatocne
malou amplitidou.

1

27 t
/ e 7tG(t) / e?t=%) go(s)dse + o(e).
0 0

4.3.5 Poznamka. Podmienka (4.36) je vlastne podmienkou existencie pociatocnej
podmienky, z ktorej vychadza periodické rieSenie nehomogénnej rovnice

z2=Ax+ f(t,0)

typu ”hodnost’ rozsirenej matice stistavy rovna sa hodnosti matice linearnej sustavy
rovnic”.

4.2.6 Eulerova-Bernoulliho tyé. V tomto priklade ilustrujeme pouzitie techniky
z 4.3:1, 4.3.3 na analyzu matematického modelu tyce, ktord posobenim tlaku na jej
konce pri urcitej jeho hodnote vyboci.

Napriek tomu, zZe tlohu postavime ako nekonec¢norozmernt, nebudeme musiet’
siahnut’ po tedrii Fredholmovych operatorov (Pozn. 4.3.2), ktorti sme nepreberali.
Dévod je ten, ze operator K zo 4.3.1 dokazeme skonstruovat’ explicitne.

Predstavme si ty¢, upevnenu kl'bovo v dvoch bodoch.Na ty¢ vyvijame tlak v
smere spojnice bodov jej upevnenia.



Oznacime
x - dlzkovi stradnicu na spojnici bodov upevnenia tyce
s - dI'zkovi sdradnicu na tyci
P - vyvijany tlak
@ - lokdlny uhol, ktory zviera ty¢ so spojnicou bodov upevnenia
y - lokdlnu odchylku bodu tyce od spojnice bodov jej upevnenia

V kl'udovej polohe tyce su sily, ktoré na nu poésobia v kazdom jej bode v rovno-
vahe. Tymito silami st pruzna sila, tmerna krivosti tyce a moment sily, sposobene;j
tlakom. Podmienka ich rovnovahy je

—k:c(i—i(s) = Py(s). (4.37)

Ak zvolime dl’zku tyce za m, zapisu sa podmienky jej upevnenia v tvare
y(0) = y(m) = 0 (4.38)

Uhol ¢ a vychylka y si viazané vzt'ahom

dy/ds = sin (4.39)
Derivovanim (4.37) dostaneme
2
—k:ille = Psin g,
alebo
d*¢/ds® + N sinp = 0, (4.40)

kde parameter A\ = P/k > 0 rastie priamo timerne P, podmienky (4.38) sa prepisu
do podmienok

¥'(0) =¢'(1) =0. (4.41)

Oznacime

X = {p € C?[0,2n] : ¢'(0) = ¢'(1) = 0}
Y = CI0, 27|

Definujeme F': X x R — Y predpisom

F(p, A)(s) = ¢"(s) + Asinp(s).



Zrejme plati
F(p,\)=0 (4.42)

Prave vtedy, ak ¢ je riesenim tlohy (4.40), (4.41).
Obvyklym postupom (v zmysle Prikladu 2.3.6) mozno dokézat, ze F je C>-
diferencovatelna a plati

[Dy F' (0, N)6A|(s) = (d¢0)" (5) + Acos @(s)dp(s).

Rovnica (4.42) m4 zrejme pre kazdé X > 0 riesenie ¢ = 0, ktoré predstavuje priamu
rovnovaznu polohu tyce. Z Vety 4.1.1 vyplyva, ze z tohoto rieSenia sa mozu odvetvit’
iné rieSenia (s malymi odchylkami od priamej polohy) iba vtedy, ak D,F(0, \)
nemd ohraniceny inverzny operator. Nasim cielom teda teraz bude takéto hodnoty
A najst’.

Inverzny operdtor [D,F'(0, )] ~! (pokial existuje) prirad{ kazdému u € Y funkciu
p € X taku, ze [Dy,F(0,\)]p = u, t.j. vyhovujicu diferencidlnej rovnici

" 4+ N = u(s). (4.43)
Ako funkcia z X, ¢ spl'ia podmienky
¢'(0) =0,(1) = 0. (4.44)

Obvyklym postupom riesenia diferencidlnych rovnic (korene charakteristickej rovni-
ce — linedrne nezdvislé riesenia homogénnej rovnice — varidcia konstant) odvodime
vSeobecné rieSenie rovnice (4.43), (4.44)

©(s) = ycos s + dsin As + / sin A(s — o)u(o)do (4.45)
0
©'(8) = AM(—ysin As + § cos \s + /cos A(s — o)u(o)ds. (4.46)
0

Riesenie ¢ splna prvi z podmienok (4.44) prave vtedy, ak § = 0; aby sme mohli
splnit’ druhd z nich pri 'ubovolnej funkcii w, musi platit’ sinwA £ 0, o je prave
vtedy, ak A # 1,2,3,.... Potom riesenim (4.43) v X je
©(s) =[sin 7r)\]_1/ cos A(m — s)u(s)dssin \s
0
+/ sin(s — o)u(s)ds
0
=[sin 7r)\]_1/ cos Asu(s)dssin \s
0

—I—/O sin(s — o)u(s)ds. (4.47)

Poznamenajme, ze formule (4.47) sa hovori Greenova formula pre rieSenie okrajovej
tlohy (4.43), (4.44). Ponechavame na citatela, aby overil, ze definuje ohraniceny
operator z Y do X.



Z riesenia ¢ = 0 tlohy F(p,\) = 0 sa teda mozu odvetvovat’ nenulové riesenia
iba pre A =1,2,3,.... Preskimame situdciu pre A = 1.

Pre L — S redukciu zistime N(A) a R(A) pre A = DpF(0,1). Podla definicie
je N(A) mnozina rieSeni (homogénnej) tlohy (4.43), (4.44) pre u = 0. Kedze
pozndme vseobecné rieSenie homogénnej tilohy, ahko sa presvedéime, ze N (A) =
{~vcos s,y € R}, teda N(A) je jednorozmerny priestor.

Priestor obrazov R(A) charakterizujeme tak, ze urc¢ime

R(A) = {u: existuje riesenie rovnice " +p =u v X}.

Ako vyplyva z (4.45), (4.46), toto rieSenie je dané formulou
o(s) =~ycoss+ / sin(s — o)u(o)do; (4.48)
0

ak ¢'(7) =0, t.j. ak
/Ow cos su(s)ds (: B /07T cos(m — S)u(s)ds) —0. ?)

R(A) = {ucy : /0 " cos su(s)ds = 0}, (4.49)

Plati teda

Kazdu funkciu v € X mozeme pisat’ v tvare
u(s) = Qu(s) + u, (4.50)

kde projekcia X — R(A) dand predpisom

KedZe u nadobuda reélne ¢isla, je codim R(A) = 1; overit’ si, ze @ je projekcia,
ponechavame na citatel’a.

Ako projekciu P : X — N(A) mozeme vziat’ projekciu na prvy élen kosinového
Fourierovho rozvoja

(Pgo)(s)z% /0 cos oo (o) do cos s. (4.51)

Ak u € R(A), potom Ku mézeme definovat’ ako rieSenie rovnice (4.43), dané for-
mulou (4.48) pri v = 0, t.j.

(Ku)(s) = /05 sin(s — o)u(o)do.
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Plat{
F(o,\) = Ap+ f(p, )

kde
flo,A) =A’singp — ¢

a sin : C[0, 7] — CI0, 7] je Nemyckého operdtor funkcie sin ¢, definovany vzt'ahom
(sing)(s) = sin p(s).

Podl'a Cvicenia 2.5.6.3 plati

(sin@)(s) = sinp(s) ~ £ 4 of o]

kde || - || je norma v C?[0,1] (pripomefime (4.53) si, ze norma v C?[0, 1] je zdola
odhadnutd normou v C10, 1}).

Sledujic postup L —S metddy zo 4.3.1 rozpiseme rovnicu (4.42) na systém rovnic
(4.22), (4.23), t.j.

A(I = Plp+Qf(p,A) =0 (4.54)
(I =Q)f(p,p) = 0. (4.55)

Aplikaciou operdtora (4.52) dostavame z (4.54) ekvivalentnid rovnicu
¢+ Kof(Pe,¢,A) =0, (4.56)

kde ¢ = (I — P)p a pouzitim (nekone¢norozmernej!) vety o implicitnej funkeii
dostavame jej lokalne jednoznac¢né riesenie

@ =U(7,A?),

kde (Pg)(s) = ycosp(s) a v je Fourierov koeficient z (4.51). Z (4.53) a Cviceni
2.5.6.3, 4.1.8.4 vyplyva

Diy(0,0)=0  prej=0,1,2,

a teda
(e, A) = ollell?) + o(|X* — 1)) (4.57)

Vzhl'adom na (4.57) dostdvame dosadenim (4.56) do bifurka¢nej rovnice (4.55)

0

(I —Q) [Nsin(Py+(Pp, ) — (Po+ (P, )]

=(I = Q) [N\ [sin(Pp + 1(Pp, N)) — (Pp + 1 (Pgp, \))]
+ (A = 1)(Pp+9(Pp, \))]

=(I-Q) [)\Z(sin Py — Py) + (N2 — 1)Pg0}

+o([lel?) + o(IA* = 1).



Podl'a definicie @ a (4.53) to znaci
ay(A? = 1) + BNy’ +o(%) +o(IN* 1) =0 (4.58)

kde a = [ cos® sds > 0, f = [ cos? sds = 0, pre v # 0 je rovnica (4.58) ekviva-
lentna rovnici

g

«

D1, A%) = A —1— =X+ 0(7?) + o(|]\> = 1]) = 0.
Plati Dy=®(0,1) = 1, preto podla vety o implicitnej funkcii mézeme v okoli bodu
(0,1) vyjadrit’ A2 ako C’ funkciu 7y, A% = £(y).
Cvicenie 4.1.8.4 plati
B o

€)= 14 =" +o(7").

To znaci, ze pri A = 1 sa od priamej rovnovaznej polohy tyce odvetvia dve d’alSie
rovnovazne polohy, ktoré existuji pre A\?> > 1 a asymptoticky maji tvar sinu,
ktorého amplitida rastie kvadraticky s A\ — 1.

Podrobnejsou analyzou by sa ukazalo, zZe spominané rovnovéazne polohy st navzajom]j
symetrické (v skutocnosti jav prebieha v trojrozmernom priestore a ty¢ sa ndm
idedlne moze vychylit’ do I'ubovolnej z nekoneéného poctu radidlne symetrickych
poloh).

4.8.7 Poznamka. Analyzou rovnice, opisujicej dynamiku pruta sa da dokdzat’, ze
priama rovnovézna stabilita je stabilnd pre A2 < 1 a nestabilnd pre A > 1, kym
vychylené rovnovazne polohy st stabilné.

4.3.8 Cvicenia.

1. Dokézte detailne ohranicenost’ operatora C[0,7] — C?[0, 7], daného formulou
(4.47).

2. Vylozte detailne Pozndmku 4.3.5.

3. Vykonajte analyzu bifurkacie periodického riesenia z 4.3.4 analogicky, ako v
4.3.6 (t.j. tak, ze za priestor X vezmete namiesto priestoru R pociato¢nych
podmienok vhodny funkcionalny priestor.

4. Vykonajte analyzu bifurkdcie Bernoulliho tyce (z 4.3.6 ¢iastoéne) analogicky, ako
v 4.3.4 (t.j. tak, ze za priestor X vezmete priestor po¢iatoénych hodnét ¢(0)).



