II. DIFERENCOVATELNE VARIETY

1. Potreba diferencialneho po¢tu na mnoZinach bez linearnej struktuary

1.1. Priklad. Idealne kyvadlo. Ide o pohyb hmotného bodu na nehmotnej niti
v zvislej rovine pod vplyvom tiaze.

Nech m je hmotnost kyvadla, [ je dlzka nite, g gravitaéna konstanta.

Ak oznacime ¢ odklon kyvadla od dolnej zvislej polohy, z prvého Newtonovho
zékona dostaneme pre ¢ diferencidlnu rovnicu 2. radu

¢ = —asiny, (1.1)

kde a = g/I.
Ekvivalentne mézeme rovnicu (1.1) zapisat ako systém dvoch diferencidlnych
rovnic 1. radu:

9.0 “ . (1.2)
W = —asin p.
Zrejme  nadobuda hodnoty na jednotkovej kruznici S, kym w nadobtuda hodnoty
v R; stavovym priestorom rovnice (1.2) je teda S x R.

Kedze ide o konzervativny systém (t.j. celkovd mechanickd energia E je inte-
gralom pohybu), trajektorie rieSeni (1.2) st ¢astami hladin energie

E=T+U = konst (1.3)

kde T = fw?, U = [asingpdp = —acos ¢.
Analyzou kriviek (1.3) sa Tahko presved¢ime, ze trajektérie vyzeraju ako na
obrazku 1.1.:

Vsimnime si, Ze obrazok je periodicky vo ¢ s periédou 27 - ¢o aj musi byt,
lebo os ¢ vlastne reprezentuje kruznicu, ktora je faktorovym priestorom R pri
stotozneni x = = + 27. ”Vonkajsie” pohyby (t.j. pohyby, ktorych trajektdrie s na
obr. 1.1 reprezentované neuzavretymi vinovkami) st fakticky periodické, hoci tak
nevyzeraju.

Akosi sme dostali ” diferencialne rovnice” na S xR hoci to nie je linearny priestor.
Bolo to mozné preto, ze ”lokalne kruznica vyzera ako R”.

Na pohyb kyvadla sa mozeme pozerat aj inak - Ze ide o pohyb bodov v rovine, na
ktory okrem sily tiaze posobi aj sila v osi nite, ktora brani tomu, aby hmotny bod
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kruznicu opustil. Ak x je polohovy vektor hmotného bodu s vodorovnou zlozkou
x1 a zvislou 9, potom pohybové rovnice st

r=g—\x

oft =22
kde g je vektor (0, —g). Rozpisom do zloZiek dostaneme

fi’l = —)\231
Ty = —g — Axg (1.4)

2 2 _ 2
x] +xy=1".
Dvojnasobnym derivovanim poslednej rovnice podla ¢asu postupne dostaneme

:1:1:'31 + ZL’Q(iZz =0

T181 + To¥g + &7 + 43 = 0. (1.4)
Séitanim prvych dvoch rovnic (1.4), vynésobenych z; resp. zo dostaneme
T1X1 + Todo = —)\a:% — gxo — )\x%;
dosadenim do lavej strany z (1.4) dostaneme
(x% + $%) = )\.f% + gz + )\acg,

7 ¢oho

_ —gx + i + 3
- 5 :

A
Vsimnime si, ze druhy variant opisu kyvadla nepredpoklada vopred, ze pohyb sa
deje po kruznici, vyjde to z rovnice.

Dalej si vS§imnime, ze kym v prvom opise je kruznica objekt per se, v druhom je
vopred chapana ako podmnozina roviny.

1.2. Dvojité kyvadlo.



Podobne ako v Priklade 1.1, z Newtonovho zakona odvodime rovnice

milip1 = —maygsin @y + maog cos gy cos(p1 — p2)

malaga = —magsin pg

kde mq, mo s hmotnosti vnutorného resp. vonkajsieho hmotného bodu.
Vidime, Ze diferencidlna rovnica je na S x S' x R x R = T? x R2.

1.3. Kinetika pohybu tuhého telesa. V predchadzajicich dvoch pripadoch
nadobudal stav objektu, ktorého pohyb sme opisovali, hodnoty v mnozinéach, ktoré
mohli byt prirodzene vnorené do euklidovského priestoru. Napriklad, jednoduché
kyvadlo sa pohybovalo po kruZnici, ktorti sme si mohli prestavit ako kruznicu v
zvislej podrovine obklopujiceho nés trojrozmerného euklidovského priestoru.

Nie vzdy je to tak. Uvazujme tuhé teleso, upevnené v jednom bode. Kazda
jeho mozna poloha vznikne transforméaciou trojrozmerného euklidovského priestoru,
ktora nemeni vzdialenosti, uhly ani orientaciu a ponechava jeden bod v pokoji -
teda izometriou. Z geometrie je zndme, ze transformicia v E2 s pevnym bodom
je izometriou prave vtedy, ak je nasobenim unitdrnou maticou (t. j. maticou A
takou, ze A=! = AT) s kladnym determinantom. Mnozinu takychto matic oz-
nac¢ujeme SO(3). Ak chceme opisat dynamiku pohybu tuhého telesa, potrebujeme
diferencidlne rovnice a teda aj diferencovat na mnozine jeho poloh. Tato mnoZina
vsak nie je prirodzene vnorené do E3.

1.4. Priklad. Projektivny priestor (realny) RP(n). Je to priestor priamok
v R™"*! prechadzajtcich poéiatkom. Mozno ho chéapat ako faktorovy priestor n-
rozmernej sféry S™, vzniknutej stotoznenim protilahlych bodov.

1.5. Pohyb po hladine energie. Dynamika konzervativneho mechanického sys-
tému (t.j. systému v ktorom sa zachovava celkova mechanicka energia) sa opisuje
systémom 2n diferencidlnych rovnic pre vektor polohy ¢ = (q1,...,¢,) a vektor

hybnosti p = (p1,...,0n)

¢=DyH(q,p
1= D, (¢:p) (L5)
p=—-DyH(q,p),
kde je H Hamiltonova funkcia, alebo Hamiltonidn.
Lahko sa presvedéime, ze ak ¢(t), p(t) je riesenie (1.5), potom

LB q(t). plt)) =Dy H(a(t), p(t) Dy H (g(t), p(t)) —

dt
Dy H(q(t), p(t))DgH (q(t), p(t)) = 0.

Pohyb sa teda deje po hladindch energie H = const. Ak by sme vedeli cha-
pat systém (1.5) ako rovnicu na energetickej hladine (ktord vo vSeobecnosti nema
linedrnu Struktiaru), znizili by sme dimenziu rovnice o jednotku. Rozli¢né symetrie
v systéme casto vedd k dalsim integralom pohybu, vdaka ktorym mozno dimenziu
rovnice dalej znizovat.

1.6. Priklad.. Analogicky s m-rozmernou rovinou v R", ktora je dand n — m
linearne nezévislymi afinnymi rovnostami mozno hladkt m-rozmernt plochu chapat



ako mnozinu zadant n — m rovnostami, ktorych linearizécie (= diferencialy) st v

kazdom jej bode linearne nezavislé.
Od ”hladkej plochy” v R™ ocakavame:

e aby ”lokalne vyzerala” ako linedrny priestor

e aby v kazdom bode mala linedrny ”dotykovy priestor”, t.j. aby pre kazdé xo € M
existoval linedrny podpriestor L taky, ze ak v : [0,1] — M je diferencovatelna
krivka taka, ze v(0) = ¢, potom existuje v € L taky, ze ¥(0) = v.

e Ze na M vieme diferencovat, t.j. povedat, ¢o je diferencovatelna krivka v M, ¢o
je diferencovatelna funkcia M — R, ¢o je vektorové pole, atd.

1.7. Cvicenia.

1. V priklade 1.1 odvodte prvy variant diferencialnej rovnice kyvadla z druhého
variantu.

2. Odvodte rovnicu priestorovych kmitov jednoduchého kyvadla. Co je jeho
stavovy priestor?

3. Co je priestor poloh tuhého telesa, ktoré nie je upevnené v bode?

2. Variety v R"

V tejto kapitole uvedieme triedu podmnozin R”, ktoré spliajia nasu predstavu
o diferencovatelnych plochach z predchadzajicej kapitoly a moZzno na nich zaviest
diferencovatelnt Struktiru.

2.1. Definicia. Nech r > 1. Mnozinu M nazyvame triviglnou m-rozmernou C"
varietou v X = R", ak existuje rozklad X = Y & Z na linedrne podpriestory,
dimY = m, otvorend podmnozina V C Y a zobrazenie ¢ € C"(V, Z) také, ze

M={®(y):yeV},

kde ®(y) = y + ¢(y). Dimenziou variety M nazyvame dimenziu priestoru Y.
Oznac¢me P prirodzenu projekciu

Ply+z) =y prey€eyY, z€ Z.

Zrejme P je homeomorfizmus M — V, (a teda M ”vyzerd” ako Y). VSimnime si,
ze

®o Ply =id|y, PoV =id.
P nazveme mapou na M (¢o je velmi prirodzené a vystizné). Funkciu f : M — R
nazveme diferencovatelnou, ak je fo® : V — R diferencovatelna. Krivku~ : I — M
nazveme diferencovatelnou, ak je P o~y diferencovatelna.

V8imnime si, ze izomorfizmom ® sme diferencovatelnt Struktiru z Y preniesli
na M.

Dotykovym (tangencidlnym) priestorom k M v bode z prirodzene chapeme
priestor dotykovych vektorov v bode x k diferencovatelnym krivkdm v M, pre-
chadzajiacim cez bod x. Budeme ho oznacovat T, M.

Nech «: [0,1] — M je diferencovatelna krivka, v(0) = =.

Plati v(t) = ®(Pv(t)) = Pv(t) + p(Pv(t)) a teda

D~(0) = D(Pv)(0) + Dp(Pz)D(Pv)(0)
= D®(Pz)D(P7)(0). (2.1)



Z (2.1) je zrejmé, ze T, M je linedrny priestor dimenzie < dimY. Dékaz toho, Ze
dim 7T, M = dim Y ponechdvame ako cvicenie.

Nech m = dimY. Ak si v podpriestore Y zvolime bazy, priradi zobrazenie P
kazdému bodu x z M m-ticu ¢isel, ktoré mozeme povazovat za ”suradnice” bodu
x. Preto nazyvame P aj suradnicovym zobrazenim.

Vdaka tomu, Ze sme pomocou zobrazeni ®, P otazku diferencovatelnosti funkcie
redukovali na tito otdzku pre funkcie f o ® na linedrnom priestore, zachovavaju sa
podstatné vlastnosti mnoziny diferencovatelnych funkcii (napr. Ze je linedrna kom-
binécia a sucin diferencovatelnych funkcii je opiit diferencovatelné funkcia, atd.).

Diferencovatelnost funkcii a kriviek je lokalna vlastnost. Preto mozno diferenco-
vanie rozsirit na mnoziny, ktoré sa trividlnymi varietami lokdlne.

2.2. Definicia. Mnozinu M C X = R" nazveme C” varietou v X, ak ku kazdému
x € M existuje okolie U bodu =z v M také, ze U je trividlnou varietou v X.
Dvojice (U, P) (kde P je inverzia ® z Definicie 2.1) nazyvame lokdlnymi mapami,
ich mnozinu nazyvame atlasom.

Definiciu diferencovatelnej funkcie mézeme teraz preniest aj na diferencovatelni
varietu v zmysle Definicie 2.2.

Funkciu f : M — R nazveme teda C"-diferencovatelnou v bode x € M, ak je f
diferencovatelna ako funkcia z nejakej trividlnej variety atlasu, do ktorej x patri.

Aby tato definicia mala dobry zmysel, ziada sa, aby diferencovatelnost v zmysle
dvoch pretinajucich sa triviadlnych variet - ¢i map - bola totozna. To nam zabezpeci

2.3 Veta. 1. Ak funkcia je diferencovatelné v bode x v zmysle nejakej mapy, potom
je diferencovatelna v tomto bode v zmysle Tubovolnej inej mapy, obsahujicej x.

2. Ak M je suvisla, potom vsetky mapy maju rovnaku dimenziu, ktort nazveme
dimenziou variety M.

Dékaz. 1. Nech (Ui, Py), (U, P2) st dve mapy také, ze x € Uy N Us; oznacime
®; = (Pi|ly,)"". Nech f je diferencovatelna v bode z v zmysle (Uy, Py), t.j. fo ®;
je diferencovatelnd v bode Pj(z). Pretoze Uy, Us st otvorené v M, je aj Uy N U,
otvorena v M; plati

(f 0 @2)(P2(z)) = (f 0 1) 0 (P10 P2) 0 (Pa(x)). (2.2)

Funkcia na pravej strane (2.2) je ako kompozicia diferencovatelnych funkeii difer-
encovatelna, teda je diferencovatelnd aj funkcia na lavej strane (2.1).
2. Ak (Ul,Pl), (UQ,PQ) Pl . Ul —>Y1, P2 . U2 — Y2 sflmapya UlﬂUg 7& @, potom
P, (U1 NUy)  je otvorend v Yy
Py,(UyNUsy)  je otvorend v Y.
Plati vsak
Pl(Ul N Ug) = P1 o) (I)Q o Pg(Ul N Ug),
PQ(Ul N U2) = P2 o q)l o} Pl(Ul N U2)

Otvorené mnoziny P;(U; NUs) a Po(Uy NUs) v Y7 resp Ys st teda homeomorfné,
z ¢oho vyplyva, ze Y7 a Y5 maji rovnaka dimenziu.

Dimenzia je teda na M definovana nezavisle od mapy a je lokalne konstantna.
Z toho vyplyva, ze je konstantna na kazdej komponente stvislosti M.

Ukézeme si teraz, ze "plocha”, dana implicitne stistavou rovnic je varietou, ak
je splnend istd podmienka nedegenerovaosti rovnic.
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2.4. Veta. Nech X = R"™ anech G € C"(X,R""™), 0 < m < n. Predpokladajme,
ze 0 je regularnou hodnotou G, t.j. hodnost DG(z) je n —m ak G(z) = 0. Potom
mnozina

M ={z: G(z) =0}
je m-rozmernou C" varietou v X.

Dokaz. Oznacme G4, ...,G,_,, zlozky zobrazenia G.
Nech G(z¢) = 0. Bez Gjmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze

0G 0G
78‘17“:11 (ZL‘()) e 781:1 (ZL‘())
det e e e # 0.
—Egiil (zo) ... %%(wo)
Oznacme
Y={z:2m11=2Tmy2="-=2, =0}
Z={z:x1="--=2x,=0}.

Plati Y @ Z = X. Podla Vety o implicitnej funkecii (I.4.1) existuji okolia U bodu
vo = (To1,--yTon,0,...,0) v Y a V bodu xzg = (y0,20) v X,
20 = (0,...,0,20m+1,---,Ton) & funkcia ¢ : U — Z také, ze v €¢ M NU =
({G(y,z) =0} NU) prave vtedy, ak z = ¢(y). To znaci, ze M N U je trividlnou
varietou v X.

2.5. Priklady. KruZnica S v R? je dand rovnicou G(z1,z2) = 0, kde G(z1,72) =
22 + 1232 — 1. Ak (21, 22) € S, potom bud z; # 0, alebo x5 # 0 a plati

hod (DG(z1,22)) = hod (221, 2z2) = 1.

St teda splnené predpoklady Vety 2.4, z ¢oho vyplyva, Ze S je varietou v R? di-
menzie 1.

Varietu S mo6z‘me pokryt Styrmi mapami - trividlnymi varietami, a to (Uii, Pii),
i =1,2, kde

Uli: {(.’131:&\/1-%‘%,5(32) -1 <2 <1}, Pli(xl,xg):acl
Ui_ (j: 1 — 2 . + _
5 = x5,x2): —l < a9 <1y, Py(x1,22) = x2.

Na druhej strane, mnozina x3 — 23 = 0 nie je varietou, pretoze v okoli jej bodu

(0,0) nie je trividlnou varietou (dokaz prenechavame ako cvicenie).

Mnozina 23 + 23 = 0 je sice (nulrozmernd) varieta, ale jej dimenzia je ind, nez
by vyplyvala z Vety 2.4.
2.6. Priklad. Varieta SO(3).

PodTla prikladu 1.3 méZeme mnozinu poldh tuhého telesa, upevneného v jednom

bode stotoznit s mnozinou unitarnych 3 x3 matic, ktora sa oznacuje SO(3). Priestor
vietkych 3x3 matic je 9-rozmerny linearny priestor L(R3 R3) =~ R? a

SO(3) = {A: G(A) = 0},



kde G(A) = AAT — I.

Zobrazenie G je zobrazenim R? do 6-rozmerného priestoru symetrickych matic. Z
Vety 2.4 vyplynie, ze SO(3) je trojrozmerné varieta, ak dokazeme, Ze pre lubovolné
A € SO(3) ma DG(A) plnt hodnost 6, alebo ekvivalentne, Ze je surjektivne.

Plati

G(A+95A) = (A+95A)(A+96A)T —T = AAT — T +9(SAAT + A(GA)T) + o(0),

z ¢oho vyplyva
DG(A)6A = §AAT + A(sA)T.

Aby sme dokazali, ze DG(A) je surjektivne, treba k Tubovolnej symetrickej matici
C najst taki maticu 0 A, Ze

SAAT + A(sA)T =C.

Ak A € SO(3), potom A je zrejme reguldrna, moZzeme teda definovat A =
$C(AT)~1. Plati

1
SAAT + A(5A)T = §(C’T +C)=C,
¢im je dokaz ukonceny.

2.8. Cvicenia.
1. Dokézte, ze dim T, M = dim M.
2. Dokézte analdgiu ¢asti 1 Vety 2.3 pre krivky - diferencovatelnost krivky v difer-
encovatelnej variete nezavisi od volby méap.
3. Zistite, pre aké a, b, ¢, d st varietami v R? mnoziny
a) {(z1,72) € R? : az? + brywo + ca3 = d}
b) {(z1,22) € R? : 22 — 23 = ¢}
c) {(z1,72) € R? : 2} — 22 + 23 = ¢}.

Ak st varietou, najdite pre ne atlas.
4. Ak M ={z: G(z) = 0}, kde G je ako vo Vete 2.4, dokézte, ze

T.M = {6z : DG(x)dx = 0}.

Vysvetlite geometricky vyznam T,.G.
5. Najdite T, M pre nejaky z bodov variet z Cvicenia 3.
6. Dokazte, ze mnozina diferencovatelnych funkecii v zmysle 2.2 spliia obvyklé po-
ziadavky:
a) tvoria linearny priestor
b) ak f, g su diferencovatelné, potom aj fg je diferencovatelna.

3. Abstraktné diferencovatelné variety

3.1. Potreba zavedenia pojmu abstraktnej variety. Ako pripravny krok k
zavedeniu pojmu diferencovatelnej variety sme v predchadzajtucej kapitole zaviedli
varietu ako podmnozinu v R™. Takto napriklad vieme, Ze kruznica je varieta v
R2. Kruznicu si vSak mozeme predstavit aj ako faktorovii mnozinu R/Z, ¢o nie je



podmnozina nijakého linedrneho priestoru. Napriek tomu mame dojem (a vlastne
aj potrebu) na nej diferencovatelnt Struktiru zaviest.

V tejto kapitole ukézeme, ako mozno zaviest diferencovatelni Struktiru na mno-
zinéch, ktoré a priori nemusia byt podmnozinami R™ pre nijaké n a ukizeme, zZe
definicie st v stilade s definiciami z predchadzajtcej kapitoly ako $pecidlnym pri-
padom.

3.2. Definicia. Nech M je topologicky priestor, vyhovujtci druhej axiéme spo-
Citatelnosti. Lokdlnou mapou na M nazveme dvojicu (U, ¢), kde U je otvorena
podmnozina M a ¢ je homeomorfizmus U na otvorent podmnozinu R” pre nejaké
n. Dve mapy (Ut, ¢1), (Us, p2) nazveme C” kompatibilngmi ak je o1 005" = 0o (UrN
Us) — ¢1(U; NUsy) C"-difeomorfizmus. C"-atlasom na M nazveme pokrytie M C”
kompatibilnymi mapami.

Atlas na M definuje na M diferencovatelnt Strukttru v zmysle Kapitoly 2 -
vy¢leni z mnoziny fukcii M — R mnozinu diferencovatelnych funkcii, ktoré spliiaja
obvyklé poziadavky (Cvicenie 2.8.6).

Funkciu f : M — R nazveme diferencovatelnou v bode x € M, ak existuje mapa
(U, ) také, ze x € U a f o o~ ! je diferencovatelna v bode ().

Zobrazenie je: I — M, kde I C R je interval, nazyvame C”-diferencovatelnou
krivkou, ak pre Tubovolné t € I existuje mapa (U, ) takd, ze v(t) € U a ¢ o7 je
diferencovatelna v bode t.

Prenechdvame na citatela, aby si overil, Ze pre abstrakni varietu plati Veta 2.5
i Cvicenie 2.8.2.

Difencovatelnou $truktirou na mnozine M nazyvame mnozinu diferencovatel-
nych funkcii, spliiajicich obvyklé axiémy (Cvicenie 2.8.6). T4 ista diferencovateina
Struktira moze samozrejme byt generovana rozliénymi atlasmi. Kedy to je, zod-
povie nasledovna

3.3 Veta. Dva atlasy generuju rovnaku diferencovatelnt Struktiru prave vtedy,
ak je ich zjednotenie opit atlasom, alebo ekvivalentne, ak st vSetky mapy jedného
kompatibilné so vsetkymi mapami druhého.

Dokaz. Skutocnost, Ze atlasy s navzajom kompatibilnymi mapami definuji rovnakt
diferencovatelnt strukttru je bezprostrednym désledkom toho, ze funkcia diferen-
covatelnd v zmysle nejakej mapy je diferencovatelnd v zmysle kompatibilnej mapy.

Aby sme dokézali obratenu implikaciu, potrebujeme pre dve nekompatibilné
mapy najst funkciu M — R, ktord je diferencovatelnd v zmysle jednej, ale nie
v zmysle druhej z nich. Nech (U, ¢), (V, ) st mapy na M, dim M = n, ktoré nie s
kompatibilné. Potom existuje bod x € U taky, Ze aspon jedna z funkcii 1; o ¢!,
i =1,...,n, nie je diferencovatelnd v bode ¢(x); bez ujmy na vSeobecnosti nech
je to ¥ o p~!. Funkcia v je zrejme diferencovatelna v zmysle mapy V (pretoze
Y1 op™t 1 (V) — R™ je prirodzend projekcia y = (y1,...,Yn) — 1) ale nie v
zmysle mapy (U, ¢). Zostava dokézat, ze funkciu 11, definovani na V', mozno z
okolia bodu x rozsirit na diferencovatelnt funkciu na M.

T4 je bezprostrednym dosledkom nasledovnej lemy.

3.4. Lema. Nech f je diferencovatelns funkcia na okoli U bodu z° € M . Potom
existuju okolia Uy C Uz C U bodu 2% € M a O"-diferencovatelns funkcia f: M —
R taka, ze f = f na Uy a f je konstantna na M \ Us.

Dokaz. Oznacme © : [0,00) — R "hrbolovi” funkciu s vlastnostami



1. © je C*
2.0 =1pre0<¢<1
3. ©(&) =0 pre £ > 2.
Konstrukcia takejto funkcie je predmetom Cvicenia
Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze (U, ) je mapa. Nech ¢ > 0 je
také, ze
G(p(29),2¢) C (V).

Definujeme f predpisom

flo) = { fflif;)k@(e_l(m) = () pre @ € 1 (G(a0),2¢)

Je zrejmé, ze f ma pozadované vlastnosti.

3.5. Maximalny atlas. Medzi atlasmi a diferencovatelnymi Struktdrami nie
je jedno-jednoznac¢na korespondencia podobne, ako nie je jedno-jednoznac¢néa ko-
reSpondencia medzi topolégiami a systémami okoli, ktora ju generuje. Existuje
vsak atlas, ktory diferencovatelnej Struktiare zodpoveda jedno-jednoznacne. Je to
mazimdlny atlas, ktory definujeme, ako zjednotenie vSetkych map, kompatibilnych
s danym atlasom.

Podobne, ako v pripade topoldgie a okoli, pri nardbani s varietami plne dostacuje
pracovat s ktorymkolvek s kompatibilnych atlasov, generujtcich ti-ktoru diferen-
covatelna strukttru. Atlas mozno podla potreby rozsirovat o vhodné kompatibilné

mapy.

3.6. Priklad. Kruznica S = R/Z.
Prvkami takto chapanej kruznice st triedy ekvivalencie [t] redlnych ¢isel ¢ € R,

[t]={r:7—te€Z}.

K danej triede [t], kde ¢ je Tubovolny jej reprezentant, definujeme mapu (Ui, ¢y),

kde
U, = {[T] N —t] < %}

oi(T) =T,

Je zrejmé, ze mnoziny U; st homeomorfizmy a ze pokryvaju S. Ukazeme, ze su
kompatibilné a tym tvoria atlas.

Nech (U, ¢¢), (Us,@s) st dve mapy. Existuje k € Z také, ze |t + k — s| < 1/2.
Plati U, NUs = {[7] : [T —t| < 5 a |t +k—s| < 3},

psop, (T)=T+k pre T € o (U N Us)
¢o je zrejme C" pre Tubovolné r > 0.

Vsimnime si, Ze na rozdiel od atlasu z 2.6, tvoreného trividlnymi varietami, na
pokrytie S nam stacili 2 mapy.
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3.7. Priklad. Stereografickd projekcia.

Ukéazeme, Ze aj kruznicu, chapani ako podmnozinu R"™ mozeme pokryt dvoma
mapami. Nech S = {(z,y) : 22 + y? = 1}. Kazdému bodu (x,y) z S okrem bodu
(0,1) priradime z-ovu stradnicu ¢ prieseéniku priamky, spajajicej body (0,1) a
(x,y) s rovinou y = —1 (obr..).

Oznacme teda U = {(z,y) € S:y # 1} a p(z,y) = £ pre (z,y) € U.

Body (§,n) priamky spajajacej body (0,1) a (z,y) si uréené rovnicami £ =
te, n=141t(y —1). Ak polozime n = —1, dostaneme eliminaciou ¢ pre £ predpis

—2x
y—1

g0($,y) ={=

Je zrejmé, ze ¢ je homeomorfizmus S\{(0,1)} — R. Mapu (U, ¢) doplnime do atlasu
mapou (V, 1), ktort dostaneme z mapy (U, ¢) zdmenou y — —y. Ponechdvame na
citatela, aby si overil, ze p o ¢ ~1(€) = 4/, ¢o je C" pre Tubovolné r > 0 pre
EeR-{0}=u(UNV).
3.8. Priklad. Redlny projektivny priestor RP(n).

Mbézeme ho chapat alternativne ako mmnozinu priamok v R"*!, prechddzajicich

pociatkom (teda faktorovy priestor priestoru R"™1\ {0} tried ekvivalencie stotozne-
nia

(o, .., xn) = (x5,...,2,), ak existuje ¢ # 0 také, ze z; = cx;, i = 0,...,n),
alebo ako faktorovy priestor sféry S™ = {(zo,...,%n) : |T0|®> + -+ + |2a]? = 1}
stotoZnenia {(zg,...,x,) = (—x0,...,—2p)}.

Za mapy na RP(n) vezmeme jeho afinné podpriestory U; = {[xo, ..., x,] : x; # 0}
so zobrazeniami ¢;([zo,...,2,]) = <i—°, Lo, L xx—") Dokaz toho, ze

(Ui, ;) st kompatibilné, prenechavame na ¢itatela.

3.9. Priklad. Eulerove uhly

Klasickou mapou na SO(3) (Priklad 2.7) st Eulerove uhly: Poloha tuhého telesa,
upevneného v bode je dand polohami €], €}, e, do ktorych sa premiestnia po rade
vektory eq, ez, e3 ortonormalnej bazy (obr..):
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Toto premiestnenie moézeme reprezentovat troma uhlami:

¢ - uhlom pootocenia okolo e3 pri ktorom sa e; premiestni do norméaly n k rovine
vytvorenej vektormi ez a e5 (toto pootocenie necha es na mieste)

6 - uhlom pootocenia okolo n, pri ktorom sa e3 premiestni do ef; vzhladom na
kolmost vektorov bazy sa rovina eje; premiestni do roviny e el

¢ - uhlom pootocenia okolo €%, ktoré premiestni e; do €} a tym aj es do €.

Vsimnime si, %Ze mapa Eulerovych uhlov nemdZe pokryt nevychylentt polohu,
pretoze v tejto polohe nie je rovina egef jednoznacne definovana.

3.10. Priklad. Térus a Kleinova flasa

n-rozmerny torus T je definovany ako kartézsky sacin n kruznic, teda

T™ =S' xSt x ... xSt

-~

n krat

Moézeme si ho predstavit ako n-rozmernt kocku so stotoznenymi stenami. Atlas na
fiom mozeme vytvorit z kartézskych suéinov map na S'.

Térus T? si modzeme predstavit aj v R? ako valcovii plochu so stotoznenymi
zakladnami (obr..)

V pripade dvoch kruznic R/Z moézeme stotoznenie vykonat inak:

polozime
Vysledkom je dvojrozmernd varieta nazyvana Kleinovou flagou. Na rozdiel od T?
nie je tato varieta varietou v R3.

3.11. Priklad. Trojuholnik

Trojuholnik na prvy pohlad odporuje nasej predstave o variete ako hladkej
ploche. Skutocne, nie je varietou v R? v zmysle Kapitoly 2. UkéZzeme vsak, Ze
mu mozno dat Struktiru abstraktnej diferencovatelnej variety a to takto: Nech

M =M; U Ms U Ms, kde

M, ={(z,y): -1<zx <1, y=0}

My ={(z,y):0<2x <1, y=2-2z}

Ms={(z,y): -1 <z <0, y=2z+2}.
Oznac¢ime M;; = M; U M; U { vrchol medzi nimi} a ¢;; ortogonalnu projekciu M;;
na rovnobezku so stranou s My, k # ij a ako mapy atlasu na M vezveme dvojice
(M;j,pij). Pre i # k plati M;; N M, = M; a @;j 0 gpj_kl je kompozicia projekcie
usecky na priamku, ktora nie je na usecku kolma a inverzie k takémuto zobrazeniu,
¢o je zrejme diferencovatelné zobrazenie.
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3.12. Zobrazenia medzi varietami.

Nech M, N st C"-variety. Zobrazenie F' : M — N nazveme C"-diferencovatel-
nym v bode z € M, ak existuju mapy (U, ¢) na M, (V,1) na N také, ze x € U,
F(x) eV aoFop ! je Cr-diferencovatelné v bode ¢(z).

3.13. Poznamky.

1. Kazda varieta v R™ v zmysle Kapitoly 2 je varietou v zmysle 3.2. Naopak,
podla Whitneyovej vety o vnoreni je kazd4 varieta dimenzie n varietou v R27+1,

2. Kedy povazovat variety za rovnaké? Priklad kruznice, ktortt mézeme chapat
ako R/Z rovnako ako podmnozinu R? ukazuje, ze sa nemdzeme obmedzit na to,
aby sme za rovnaké povazovali iba variety, ktoré maju rovnaki mnozinu a rovnakt
topologickt Strukttiru. Prirodzené je povazovat za rovnaké dve C"-variety vtedy,
ak st navzajom C"-difeomorfné, t.j. ak existuje medzi nimi C"-diferencovatelné
zobrazenie, majuce inverzné, ktoré je opit C"-diferencovatelné.

To navodzuje otézku, ¢i (topologicky) rovnakt mnozinu M mozno vybavit dvoma
rozli¢nymi diferencovatelnymi Struktirami tak, aby vysledné diferencovatelné vari-
ety neboli C''-ekvivalentné. Okolo roku 1960 dokazal S. Smale, Ze toto je mozné pre
Stvorrozmernt sféru S#, dokonca Ze na S* existuje nekonecne vela neekvivalentnych
diferencovatelnych Struktur.

3.14. Cvicenia.

1. Dokazte, ze ak je f diferencovatelna v zmysle jednej mapy, potom je diferenco-
vatelna v zmysle kazdej mapy, ktord je s niou kompatibiln v zmysle 3.2.

2. Definujte atlas na kruznici R/Z, zodpovedajuci atlasu stereografickej projekcie
z 3.7.

3. Najdite atlas na T? s minimalnym po¢tom map.

4. Dokazte, ze varieta v R™ v zmysle Kapitoly 2 je abstraktnou varietou v zmysle
3.2.

5. Dokazte analégiu Vety 2.3 a Cvicenia 2.8.2 pre abstraktné variety.

6. Skonstruujte funkciu © z Lemmy 3.4.[Navod: Definujte ©(§) ako integral z
funkcie ae®€—P)e¢(€=9) 5 vhodne zvolenymi a, b, ¢, p, ¢.]

7. Dokézte, Ze trojuholnik z Prikladu 3.10 nie je varietou v R? v zmysle Kapitoly
2.

8. Dokazte, ze T™, S™ a RP(n) st kompaktné variety.

4. Podvarieta

4.1. Dve alternativy pojmu podvariety.

Podobne ako u inych struktar, potrebujeme aj v pripade variety definovat, kedy
jej podmnozina dedi Struktdru povodnej variety - podvarietu. Kym v pripade
topologického, linedrneho, a inych priestorov je tento pojem jednoznacny, v pripade
variety mame na tento pojem dve alternativy.

Podvarieta totiz podobne ako varieta mé ”lokalne” vyzerat ako otvorena podm-
nozina v R™. Rozdiel v alternativach je ten, ako chapeme slovo ”lokéalne” - ¢i v
topologii povodnej variety, alebo jej podmnoziny.

Napr. na obr. moéZzeme mnozinu N povazovat za regularny injektivny obraz
priamky. Okolie V' bodu x v N v indukovanej topoldgii je trividlnou varietou, nie
je vsak okolim v relativnej topologii.



13

4.2. Imerzna podvarieta. Nech M je C"-varieta. Podmnozina N C M sa
nazyva (C"-)imerznou podvarietou dimenzie p variety M, ak existuje C"-varieta R
a C"-regularna injekcia F': R — M také, ze N = F(R).

(Zobrazenie F' : R — M nazyvame reguldrnym, ak pre kazdé x € R existuje mapa
(U, ¢) na M amapa (V,1) na R takd, ze F(x) € U a hodnost D(¢poFotp~1)(¢p(x)) =
p.)

Atlas na N definujeme ako zjednotenie dvojic (F(U),p o F~1), kde (U, ¢) st
mapy na R. Ponechidvame na citatela, aby dokézal, Ze takto definované mapy na
N st kompatibilné.

4.3. Vnorena varieta. Podmnozina N C M C"-diferencovatelnej variety M,
dim M = m, sa nazyva vnorenou podvarietou variety M, ak ku kazdému z € N
existuje mapa (U, @) v M taka, ze z € U a (N NU) je trividlnou varietou v R™;
atlas na N definujeme v zmysle Definicie 2.2.

Prenechdvame na citatela, aby si overil, Ze takto definované mapy na N su
kompatibilné a teda N je C'"-varieta.

Veta. Vnorend podvarieta je imerznou podvarietou. Naopak, imerznd podvarieta
je vnorenou podvarietou prave vtedy, ak topologia na nej, indukovand definujicou
imerziou je totoznd s jej relativnou topoldgiou vzhladom na M.

Dokaz. Nech N je vnorenou varietou v M, dim N = n. Ozna¢ime ¢ : N — M
inklaziu N do M. Zrejme i je injekcia. Nech x € N a nech (U, ¢) je mapa na M
takd, ze € U a (N NU) je trividlna varieta v R™ (dimenzie n). Nech Y, Z, ®, P
definuju tato varietu v zmysle Definicie 2.1. Ozna¢me V. = NNU, ¢» = P o ¢|y.
Potom (V%) je mapa na N a plati

poioy ™ =po(Poyly) ' =@

(obr..)
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Kedze ® ma maximalnu hodnost n, N je imerznou varietou.

Nech teraz N C M je imerznou varietou definovanou zobrazenim F' : R — N,
dim R = n. Dokazeme najprv. ze indukovana topoldgia je vzdy silnejsSia, ako
relativna.

KedZe F je spojité, je pre kazdu otvorentt mnoZinu U C M mnoZina F~1(UNN)
otvorend a tym je mnozina UNN = FoF~1(UNN) otvoren4 v topoldgii indukovanej
F.

Nech = € N, x = F(p). Z Definicie 4.2 vyplyva, ze existuju mapy (U, p) € M
a (V,1) € P také, Zze ¢ o F o1~ je homeomorfizmus ¢(V) — (¢ o F(V)). Ak je
indukovana topoldgia totoZné s vnorenou , je mnozina F' (V') prienikom otvorenej
mnoziny z M s varietou N; bez ujmy na Vseobecnostl mozeme predpokladat F(V) =
UNN. Omatme F = poFoy™ !, F = (Fy,..., F,)T. Kedze F mé podla
predpokladu hodnost n, mdZzeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze

D((Fy, ..., F)T)(w(p)) je regularny. (4.1)

Oznacme
Y={yeR™ 1y _pt1="+=9yn =0}, Z=Y"1 any prirodzent projekciu Y &
Z —'Y. Potom (4.1) znadi, ze D(my oF)(v,ZJ(p)) je regularny. Podla vety o inverznej
funkcii (I1.4.1.7) mozeme teda okolie V' zvolif tak malé, ze existuje C"-funkcia g taka,
7e g omy o F je identita na (V).

Oznadime ® = F o g. Potome zrejme (N NU) = ®(my o F o (V). Kedze
7o Fot(V) je otvorenou podmnozinou Y, (N NU) je podla definicie 2.1 trividlnou
varietou.

4.4. Poznamka. Ak pri podvariete vynechame privlastok, budeme tym rozumiet,
ze ide o podvarietu vnorent.

4.5. Cvicenia.

1. Vnorena podvarieta variety M dimenzie n sa casto definuje ako jej podm-
nozina N, ku kazdému bodu ktorej existuje obsahujica ho mapa (U, ¢) na M, v
ktorej sa N NU zobrazi na otvorenti podmnozinu linedrneho podpriestoru priestoru
R™. Dokéazte, ze tato definicia je ekvivalentna definicii 4.3.

2. Dokazte, ze ak N je vnorenou podvarietou M vtedy a len vtedy, ak je mnozina
diferencovatelngch funkcii na N totozna s mnozinou zizeni na N diferencovatelnych
funkcii na M.

3. Dokéazte, ze varieta v R™ v zmysle Kapitoly 2 je vnorenou varietou v R" v
zmysle 4.3.

4. Ukézte, ze varieta z Cvicenia 2.8.3 ¢) je pre ¢ = 0 imerznou, ale nie vnorenou
podvarietou R2.

5. Orientacia
5.1. Definicie. Orientovanym atlasom variety nazyvame atlas, ktorého kazdé dve
mapy (U, ¢), (V, ) spliiaju

det D(p o ¢p™1)(¥(x)) > 0

pre kazdé x € U N V. Varietu nazyvame orientovatelnou, ak mé orientovany atlas.
Orientdciou variety nazyvame taka triedu orientovanych atlasov, Ze zjednotenie
kazdych dvoch atlasov z nej je opét orientovanym atlasom.
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5.2. Poznamka. Dvojrozmernt orientovant varietu si mézeme predstavit ako
dvojstrannt plochu, neorientovatelni ako jednostranni.

5.3. Cvicenia.

1. Orientovatelné varieta ma prave dve orientécie.

2. Kazda jednorozmerné varieta je orientovatelné.

3. S x R, T? su orientovatelné variety.

4. Otvoreny Mébiov list, ktory vznikne z R? faktorizdciou stotoZnenia (x,y) =
(x + 1, —y) je neorientovatelna varieta, rovnako ako Kleinova flasa.

6. Tangencialny priestor, tangencialny fibrovany priestor, vektorové
pole a diferencial zobrazenia

6.1. Tangencialny priestor. Z Kapitoly 3 vieme, ¢o je diferencovatelnd funkcia
a hladka krivka. Co je vsak diferencidlom funkcie? V zmysle ¢asti I by to malo byt
linedrne zobrazenie, ktoré kazdému smeru priraduje ¢islo - smerova derivaciu. Ak
ide o varietu v R™ v zmysle Kapitoly 2, m6Zeme smery brat z dotykového priestoru
T,.M, ktory podla 2.1 a Cvicenia 2.8.1 je linedrnym podpriestorom. Abstraktna
varieta vSak nemusi byt a priori v nijakom linedrnom priestore vnorena a preto
treba tangencidlny priestor osobitne zostrojit.

Nech M je diferencovatelnd varieta x € M a nech (U, ) je mapa na M taka, zZe
x € U a p(x) = 0. Na mnozine diferencovatelnych kriviek, vychadzajucich z bodu
x (teda diferencovatelnych zobrazeni ~ : [0,1] — M takych, ze v(0) = x) zavedieme
ekvivalenciu takto:

Y1 =2, ak (9 o71)'(0) = (v o2)(0).

Ponechavame na ¢itatela, aby si overil, ze podmienka ¢(z) = 0 nie je obmedzujica
a ze ekvivalencia nezavisi od volby mapy. Na mnozine tried ekvivalencie [7], ktort
budeme oznacovat 4(0) zavedieme linearnu struktiru predpisom

_4d
o dt

Vektor 4(0) nazveme dotykovym vektorom ku krivke v(t) v bode 0; analogicky oz-
nacime 5(t) dotykovy vektor v bode 0 ku krivke ~;, definovanej predpisom ~;(s) =
Yy(t + s).

Opéf ponechéavame na citatela, aby si overil, Ze takto definovany priestor je
linedrny. Nazveme ho tangencidlnym priestorom M v x, oznac¢ime T, M.

Pomocou mapy (U, ¢) v bode x mozeme prvky T, M reprezentovat vektormi z
R"™ takto:

Triede 4(0) priradime vektor

a171(0) + aa¥2(0) [ (a1 0 m1 + a2 0 72)] (0).

d
Xy = 5 (po)(0).
Ak {ey,...,e,} je baza a (&1,...,&,) st stradnice v tejto baze v priestore R"
obrazov zobrazenia ¢, definujeme v T, M vektory
0 d

5 = 4 7] 0.

Tieto vektory tvoria bazu v T, M (Cvicenie 6.8.1). Z toho vyplyva, dim7T, M =
dim M.
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6.2. Tangencialny fibrovany priestor. Nech M je C"-diferencovatelna varieta,
r > 2 dimenzie n. Mnozine bodov vSetkych jej tangencialnych priestorov

T™ =z e M - UTM (6.1)

mozno dat struktiaru C™~!l-diferencovatelnej variety. Tato varietu nazyvame tan-
gencialnym fibrovanym priestorom.

Atlas, definujuci CT~!-diferencovatelnt $trukttru na TM pozostdva z map
(U, @), vytvorenych z mép (U, ¢) na M takto:

U= U T:M, (6.2)
P(67) = (p(2),€), ke € = 4 (07)(0), (63

ak
dx € T,M, o0x=+(0),

a 7 je C"-krivka, vychadzajiaca z x. Topolégiu na T'M indukujeme atlasom.
Ponechavame na ¢itatela, aby si dokézal, Ze takto dostaneme atlas a ze T'M je
varieta dimenzie 2n.

6.3. Poznamky.

1. Tangencidlny fibrovany priestor sa v angli¢tine nazyva ”tangent bundle”.
Slovensky nézov sa odvodzuje od ruského (”kasatelnoje rassloennoje prostranstvo”).

2. Zjednotenia v (6.1) a (6.2) berieme ako disjunktné, t.j. Ty, M a T,,M pre
1 # xo berieme ako dva rozliéné exemplare priestoru R™. To plati aj pre pripad
variety v R"™, kde si priestory T, M mozeme predstavif ako pretinajice sa linedrne
podpriestory priestoru R™ (2.1, 2.4).

3. Z definicie (6.2), (6.3) vyplyva, ze ak (U, ) je mapa, potom TU = x(e]UTxM

je izomorfné U x R™, kde n = dim M. Vo vSeobecnosti vSsak T'M nie je izomorfné
M x R"™!

6.4. Vektorové pole a jeho integralne krivky. Nech je C"tl-varieta, r > 1.
Kanonicka projekciou 7 : TM — M definujeme predpisom

w(éx) =z ak dx € T, M.

C™- vektorovym polom nazveme C"-zobrazenie X : M — TM také, ze w o X je
identita.

Nech I C R je otvoreny interval a v : I — M je C"-zobrazenie.

Zobrazenie v nazveme integralnou krivkou vektorového pola X, ak pre vsSetky
t € I plati

() = X (7(2)). (6.4)

Inak povedané, X ((t)) je dotykovym vektorom ku krivke v v bode v(t).
Co znadi (6.3) v lokalnych stradniciach ? Nech (U, ) je mapa, y(to) € U,
(&1,...,&,) st suradnice v R™ D ¢(U) a nech

) )
X1(5)6—&+---+Xn(£)3—&
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je stradnicova reprezenticia vektora X (x) pre £ = ¢(z). Podla predpokladu st
funkcie X;(£) C"-funkciami bodu &.
Rovnost (6.4) mozeme v zmysle (6.3) prepisat do ekvivalentnej rovnosti

GPONE) = Xa(eor(t) 3o + -+ Xaly 01(0) 5

alebo rozpisané do zloziek

d
2 (P ot) = Xi((p o)1) (6.5)

Krivka v(t) je teda integralnou krivkou vektorového pola X prave vtedy, ak
jej lokdlna suradnicova reprezentacia (¢ oy)(t) je rieSenim systému diferencidlnych
rovnic (6.5). Ako désledok zakladnych viet o rieSeni diferencialnych rovnic dostéa-
vame nasledovnu vetu:

Veta. Kazdym bodom M prechddza jedind integrdlna krivka vektorového pola X a
jej hodnota v lubovolnom case t je C"-funkciou bodu, cez ktory prechddza.

Touto vetou vlastne davame zmysel diferencidlnym rovniciam z 1.1 na S, 1.2 na
T2, pohybovym rovniciam tuhého telesa (ktoré sme neuviedli). Dalej ndm veta
umoziuje redukovat dimenziu diferencidlnej rovnice na invariantné variety nizsej
dimenzie, ako si napr. hladiny energie v 1.5.

6.7. Diferencial diferencovatelného zobrazenia. Nech M je C"-varieta a
f € C"(M,R). Diferencidlom zobrazenia f v bode x € M rozumieme zobrazenie

Df(x): T, M — R,
definované vztahom p
Df(z)dx = — (f o7)(0) (6.6)

ak ox € 4(0). Ak (U, ¢) je mapa cez bod z, (6.6) a suradnicova reprezentacia dz je

551 gn

55 3€n

potom (6.6) je ekvivalentné vztahu
D(f o™ )(p(x)) = D(f oo™ )((x))d,

kde 6¢ = (0&1, .. .,0&,).

Nech N je C"-varieta. Analogicky (6.6) (s vyuzitim mapy na N, obsahujice]
f(x)) sa definuje diferencial Df(x) : T, M — Ty, N zobrazenia f € C"(M,N).
Definiciu ponechéavame ako cvicenie.

Ak F € C"(M, N) definujeme zobrazenie TF : TM — TN predpisom

F(dx) = DF(xz)éx ak 7(dx) = x.
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6.8. Cvicenia.
1. Dokazte podrobne, ze dim T, M = dim M, dim T'M = 2dim M.
2. Pre¢o je TM varieta C"1, ak M je C"?
3. Dokazte, ze mnozina map na T'M z 6.1 tvori atlas.

4. Nech (U, ) (V,¢) st 2 mapy na M také, ze x € U NV. Dokazte, ze ak
06 = (0&1,...,0&,), On = (dn1, ..., 0n;) st stradnice vektora dx € TxM v mapach
(U, ¢) resp. (V,1)), potom

on = D(¢ o ™) (p(2))8E.

5. Definujte diferencial zobrazenia pomocou lokalnych map.

6. Dokazte, ze ak M, N, P su diferencovatelné variety a: F: M — N, G: N —
P su diferencovatelné zobrazenia, potom aj G o F' je diferencovatelné a plati

D(Go F)(z) = DG(F(z))DG(z).

7. Dokézte, ze TS? # S? x R2. [Néavod: kazdé vektorové pole na S? musi mat
nulu].

8. Dokézte, ze ak M je kompaktna varieta, potom intervalom existencie kazdej
integralnej ¢iary Tubovolného vektorového pola na M je R.
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7. Kotangencialny priestor a kotangencialny fibrovany priestor

7.1. Kotangencialny priestor.
Nech M je CT-varieta, x € M. Kotangencidlnym priestorom k M v bode x
nazyvame priestor linedrnych funkcii na 7, M. Oznacujeme ho T; M.

7.2. Poznamka. Hoci kotangencidlny priestor je linedrnym priestorom rovnakej
dimenzie ako T, M robime medzi nimi rozdiel. Dévodom je, ze vektory z T, M resp.
T M sa odlisne transformuju pri zamene suradnic (Cvic¢enie 7.5.1, Kapitola 8).

7.3.. Analogicky ako v pripade tangencialneho priestoru moézeme aj kotangenc-i-
alny priestor dostat ako mnozinu tried ekvivalencie, pricom tlohu kriviek prebert
funkcie.

~Y

Veta. TXM je izomorfny (linedrnemu priestoru) tried ekvivalencie = priestoru
C"(M,R), definovaného predpisom

f=g akD(fop )(p(x)) = D(gop )(p(x)) (7.1)
kde (U, ) je mapa takd, Ze x € U. Izomorfizmus je uréeny vztahom
. d
X*(62) = (£ 02)(0), (7.2

kde dx = 4(0) a X* = [f] je triedou ekvivalencie funkcie f.

Dokaz. Ponechéavame ako cvicenie overit, ze ekvivalencia (7.1) nezavisi od volby

mapy.
Pretoze J
Z(Fem)(0)=D(fop )0 (p07)(0),
vztah (7.2) definuje zobrazenia na triedach ekvivalencie; overenie jeho linearity a
injektivnosti ponechavame ako cviéenie (7.6.3).
Dokazeme surjektivnost, t.j. Ze ku kazdému X* € T M existuje f € C"(M,R)
také, ze v mape (U, ), x € U plati

X*(6x) = D(f o™ )(po7)'(0) (7.3)

ak v(0) = zg, ¥(0) = dz.
Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme ¢(x() = 0, oznacme &1, . . ., &, strad-
nice v p(0) a dx;, i = 1,...,n zlozky vektoru dz v jeho stradnicovej reprezentacii,

0 0

Oznacme a; = X*(afé ), i=1,...,n. Potom plati

X*(0x) = a10z1 + -+ - + andxy,.
Pre x € U definujeme

f(z) = ap(x) = arpr () + -+ + anpn(2);
funkciu f rozsirime na celt varietu M ako v 3.4.
Ak ~(0) = xg, ¥(0) = dz, plati
d
= D(f o™ )(907)(0) = " (907)(0) = ardwy + -+ + andzy = X*(02).
O
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7.4. Stradnicova reprezentacia vektorov z T M. Mbzeme ju vytvorif analog-
icky ako pre T, M. Nech (U, ¢) je mapa obsahujica xg, ¢(z¢) = 0, nech eq,..., e,
je bdza v R" D p(U) a {1e1 + - - - +&pey je rozklad vektora & v tejto baze. V T, M
definujeme vektory

d&; =il
(= trieda ekvivalencie funkcie, priradujicej bodu x i-tu zlozku p(x)).

Nechéavame ako cvicenie overit, ze vektory d¢; tvoria bazu v T;M. Ak df(zo)
oznac¢ime vektor - triedu ekvivalencie funkcie f, moZzeme teda pisat

df(xo) =a1dé1 + - -+ apdé, (74)
pre vhodné koeficienty a1, ..., a,. Ponechdvame ako cvi¢enie overit si, ze plati
d _
ai = (foy b (ted)li=o,
of

je teda logické oznacit a; = Formula (7.4) tym dostava formu analogickt ako

v lineadrnych priestoroch,

0&; "

7.5. Kotangencialny fibrovany priestor. Kotangencidlny fibrovany priestor
T*M k CT-variete sa definuje ako disjunktné zjednotenie priestorov T M, C™1-
atlas a topoldgia na T* M sa vytvaraju pomocou atlasu na M analogicky, ako sa
vytvara atlas a topolégia na T M. Detaily ponechavame ako cvicenie (7.6.4).

7.6. Cvicenia. } 3 5

1. Dokézte, ze ak (U, ), (U, ) st dve mapy také, ze x € UNU a X* X* su
reprezentacie toho istého vektora z Ty M v stradniciach ¢ resp. ¢, plati

]' X

X*=[DWoyp ) (p(x)] X

2. Overte, ze ekvivalencia (7.1) je nezavisla od volby mapy.
3. Dokéazte linearitu a injektivitu zobrazenia, daného vztahom (7.3).
4. vytvorte atlas na T M.

[Navod: postupujte analogicky ako pri konstrukcii atlasu na TM.]

8. Vektorovy fibrovany priestor

8.1. Tangenciadlny a kotangencialny fibrovany priestor maju cosi spolo¢ného: st
disjunktnym zjednotenim mnoziny linedrnych priestorov, parametrizovanych bodmi
variety. Takato struktura sa zavadza abstraktne a nazyva sa vektorovy fibrovany
priestor (VFP, vector bandle).

Nech M je C"-varieta s atlasom A. C"-vektorovym fibrovanym priestorom nad
M s fibrom V = RP nazyvame C"-diferencovatelna varietu

E=J Vv,

reEM
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(disjunktné zjednotenie), kde V. st izomorfnymi képiami V. Atlas na F pozostava
z dvojic (U, @), kde
U= J V.

zeU

mnoziny U tvoria pokrytie M podmnozinami atlasu A, ¢ : J, .y Ve — ¢(U) x RP
je také, ze ¢|y, : V,; — RP je linedrny izomorfizmus,

TLop=pom,

kde 7(V,) = «x je prirodzené projekcia (6.4), 7 je prirodzena projekcia kartézskeho
suc¢inu na prvu zlozku a ¢ je stradnicové zobrazenie mapy z A, obsahujtcej U.

8.2. Rez. C"-rezom VFB E nad M nazyvame C" zobrazenie p : M — E také, ze
mop je identita. Prikladom rezu je vektorové pole (6.4).

8.3. Poznamky.

1. Tangencialny a kotangencialny fibrovany priestor suvislej variety sa V F'P so
Specificky definovanymi zobrazeniami ¢ a atlasom, pre mapy (U, ¢) ktorych plati
7(U) € A. Dalsie konkrétne modely abstraktného V F'P sa objavia v nasledujtcej
kapitole.

2. Hoci ENm~! (U) je izomorfny o(U) xV (ateda E je lokdlne trividlny), nemusi
platit, Ze E je globalne izomorfny kartézskemu stué¢inu otvorenej podmnoziny R"” s
RP. Ak je to pravda, hovorime, ze E je trividlny.

3. Definicia VFP sa obvykle uvadza v inej forme. V definicii 8.1 sme sa snazili
¢o najviac ju prisposobit konkrétnym pripadom V F'P - tangencidlnemu, kotangen-
cidlnemu a priestorom, ktoré sa budu vyskytovat v dalsich kapitoléach.

8.4. Cvicenia.

1. Konkretizujte pojmy definicie 8.1 VFP pre pripady tangencidlneho a kotangen-
cidlneho FP.

2. Tangencidlny a kotangencidlny FP st iba C™~!, hoci varieta sama je C". Ako
to ide dokopy s definiciou 8.1 7

3. Overte, ze mapy na VFP st kompatibilné.

4. Overte, ze TM a T*M st VFP.

9. Tenzory a tenzorové polia

9.1. Upratovanie. Nelinearny charakter diferencidlnych variet si vynucuje pouzi-
vanie rozliénych lokélnych stradnic a prechody medzi nimi. Paradoxne umoziuje
lepsie si uvedomit vyznam niektorych zakladnych pojmov z linedrnej tedrie, ktoré
by sa inak mohli javit ako zbyto¢né jemmnosti. Zopakujme si ich.

Nech V" je n-rozmerny linedrny priestor, t.j. linearny priestor, ktory ma prave n
linearne nezavislych vektorov. Vyberom bazy vo V™, t.j. n-tice linedrne nezavislych

vektorov eq, ..., e, urobime V" linedrne izomorfnym priestoru R” = R x --- x R
——_———
n—krat
predpisom
x— (T1,...,%n) ak z =x1e1 + -+ xn€,.

Volba bazy nam st¢asne umozni vybavit V™ Euklidovskou strukttrou, t.j. skalarnymij
siéinom. Definuje sa ako bilinearna funkcia (-,-) : V" x V" — R spliajtica

<6i,6j> = aij.
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V terminolégii diferencovatelnych variet mézeme volbu bazy chapat ako volbu
globdlnej mapy na V™.

Kazdua linearnu funkciu [ na V™ (ich mnozinu oznacujeme V™) moézeme pri
danom vybere bazy reprezentovat skaldrnym nasobenim vektoru z V"™ pevnym vek-
torom,

l(z) = (v, x). (9.1)

Priestor linearnych funkcii na V" je teda opét izomorfny priestoru R™ a jeho vektory
sa nazyvaju kovektormi. Pri zdmene bazy vo V' sa vSak reprezentacia kovektorov
transformuje inak nez vektorov z V™ (Cvicenie 9.8.2)

Linearny operator A : V™ — V"™ méZzeme chapat ako bilinedrne zobrazenie

A(z,l) = 1(Ax), (9.2)

pri danych bazach vo V™ a V" reprezentovaného maticou m x n.

Vyssie uvedené pojmy z linedrnych priestorov moZzeme prirodzene zaviest do
fibrov VFB. PretozZe v netrividlnych varietach sa nemézeme vyhnat viacerym bazam
na tom istom fibri, vypuklo sa objavuje potreba vediet, ako sa stradnicové reprezen-
tacie spominanych objektov (vektorov, kovektorov a multilinedrnych zobrazeni na
nich) transformja pri zdmene siradnic.

Osobitnu tlohu hraju tangencidlne priestory T, M a ich dudly - kotangencialne
priestory 7M. V zmysle (9.2) mozeme napriklad diferencial DF(x) zobrazenia F' :
M — N chéapat ako bilinedrnu funkciu z T, M x T, N'; dolezitt ulohu hra aj skalarny
stc¢in na 7' M, ktory mozeme chapat ako bilinearnu funkciu T, M x T, M — R.

9.2. Tenzory. V predchiddzajicom odseku sme naznacili potrebu zaoberat sa
multilinedrnymi funkciami na linedrnych priestoroch a ich duédloch. Nech V je
kone¢norozmerny vektorovy priestor. Tenzorom (k-krat kontravariantnym a [-krat
kovariantnym, alebo (k,[) - tenzorom) nazyvame multilinedrnu funkciu

T:yx---xX{xV*x-~-xV*—>R.

l krat k krat

Tenzorovym sucinom T @ T" (k,l)-tenzora T a (k’,1")-tenzora T" nazyvame (k +
k', 1+ U')-tenzor, definovany predpisom
TRT (v1,...,0,w1,..,wy, v, 0% wh wk/)
=T(vy,...,u,00, ... ,vk)T(wl, L wp,wt L .,wk/)
Ak vo V, V* zvolime duélne bazy {e;}"_,, resp. {e’ }7_1, mézeme ich bazové vektory

ei, ¢/ chapat ako (1,0)- resp. (0,1)-tenzory. Vzhladom na bilinearitu tenzora
mozeme (k,l)-tenzor T' jednoznacne definovat n'T* &islami

11,0tk _ ) pd1 Ji
i =T(€iyy- s €ip, € el).

Ak pouzijeme vo fyzike obvyklt sumac¢nt konvenciu, podla ktorej sa sumuje podia
kazdého indexu, ktory sa vo vyraze vyskytuje ako horny aj dolny, plati

T = T;ll;fe“ ® Qe Qe Ve, O+ O ey (9.4)
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Tenzor typu (m,0) alebo (0,m) nazyvame symetrickym, ak je symetricky ako
multilinedrna funkcia; antisymetrickym, ak jeho hodnota zmeni znamienko pri
neparnych permutaciach premennych; pozitivnym, ak je T'(x, ..., x) pozitivne pre
kazdé = # 0. Mmnozina symetrickych a antisymetrickych tenzorov zrejme tvori
linedrny podpriestor priestoru tenzorov s pevnym m, kym mnozina pozitivnych
tenzorov tvori kladny kuzel (t.j. je uzavretd vzhladom na linedrnu kombinaciu s
kladnymi koeficientami).

9.3. Priklady.

1. Vektor v € V definuje linearnu funkciu v* — v*(v) na V* a preto je tenzorom
typu (1,0). Z analogickych pri¢in je kovektor tenzoru typu (0,1).

2. Skalarny sté¢in na V' je tenzorom typu (0,2).

3. Zakladnym pojmom mechaniky kontinua je tenzor napdtia. Predpokadajme,
ze v kontinuu v R? je tlak 7, posobiaci na plosku velkosti AS s normélovym vek-
torom n dany vztahom

T = P(n)AS,
kde P : R?® — R3 je line4rne (obr..)

Napriklad v pripade Pascalovho zékona (tlak kvapaliny je vo vSetkych smeroch
rovnaky) je P(n) = pn, kde p je (Giselnd) hodnota tlaku.

Zobrazenie P, chapané ako (1,1) tenzor v zmysle (9.2) sa nazyva tenzorom napé-
tia.

9.4. Poznamky.

1. Tedrii tenzorov v zmysle 9.2 sa v inzinierskej literature spravidla hovori alge-
braicka teoria tenzorov. Tenzory sa zavadzaji pomocou ich siradnicovej reprezen-
tacie, pricom sa definuje, ako sa ich ”stradnice” menia pri ramene stradnic.

2. Zavedenim konkrétneho skalarneho stcinu vo V moézeme prostrednictvom
(9.1) stotoznit V* s V a tym tenzor typu (k,[) stotoznit a tenzorom typu (0, k+1).
Tomuto sa hovori ”zdvih indexov”. KedZe v prirodzenom geometrickom priestore
E3 mame skalarny stéin kanonicky dany, chapu sa tenzory v inZinierskej mechanike
kontinua (medzi nimi aj tenzor napéitia) ¢asto od pociatku ako tenzory ¢isto ko-
variantné.

9.5. Tenzorové pole. Nech M je C"*!-varieta dimenzie n. V definicii 9.1 tenzora
polozme V = T, M, V* = TxM. Kedze tenzory daného typu (k,l) (pripadne
jeho podpriestorov symetrickych tenzorov, atd) tvoria linedrny priestor, mozeme
definovat C"-vektorovy fibrovany priestor s tymto linedrnym priestorom ako fibrom.

Mapy na nich vytvorime analogicky ako v pripade tangencidlneho fibrovaného
priestoru, pomocou sturadnic tenzora (9.4). Rez takéhoto VFP nazyvame (analog-
icky k vektorovému polu) tenzorovym polom.



24

9.6. Poznamka. Teodrii tenzorovych poli sa v inzinierskej literatire ¢asto hovori
”diferencidlna tedria tenzorov”.

9.7. Priklad. Tenzor (resp. tenzorové pole) deformaécie.

Nech @ je varieta predstavujiica mechanické kontinuum v E3 a u € C?(Q, E?),
kde = + u(z) je bod, do ktorého sa premiestni bod x. Zaujima nés, ako sa tymto
premiestnenim bodov ) deformuge, t.j. ako sa zmenia vzdialenosti jeho bodov.

Nech teda z,7 € Q a l je stvorec ich vzdialenosti. Potom jeho zmena vzniknuta
premiestnenim je

Al(z,7) = ||lz +u(z) — 7 — w(@)|* - |z - 2|
=(x+ulx)—%—ul@),z+ulz) -2 —u@) —(r —T,x—T)
= 2(Az, Au(z)) + (Au(x), Au(x)),

kde Az =z — %, Au(z) = u(x) — u(Z).
Ak u je C? funkcia, plati

Al(z, %) = 2(Ax, Du(z)Az) 4+ (Du(x)Az, Du(z)Az) + O(]|Az||?)
= n(Az, Az) + O([|Az]?), (9.5)
kde
n(Azx, Ay) = (Du(z)Ax, Ay) + (Du(z) Ay, Ax) + (Du(x) Ay, Du(x)Azx). (9.6)

Vezmime teraz & = y(t), kde v je krivka v @ také, ze v(0) = 0, ¥(0) = dz.
Potom z (9.5) dostavame

7}i_r}r(l)zf_QAl(ac,7(15)) = n(dz,ox). (9.7)

Bilinearne zobrazenie n : T, M x T, M — R v (9.6) sa nazyva tenzorom deformdcie.
Je to tenzor typu (0,2).

V inzinierskej mechanike kontinua sa zavadza aj tenzor malych deformdcii za
predpokladu, ze Du(z) je malé a to tak, Ze v definicii v (9.5) sa zanedba (Du(z)Ay, Du(z)Ax),}}
ktory je v Du(z) druhého stupna.

Podla Hookovho zékona je tenzor deformacie linedrnou funkciou tenzoru napétia,
teda

n=U(T).

V zmysle (9.2) je U tenzor typu (3,1) a ako taky ma 3% = 81 stradnic. V pripade
symetrii (ako je napriklad izotropnost prostredia) sa pocet stradnic znizuje.

9.8. Cvicenia.

1. Definujte skalarny stcin na V" axiomaticky a ukazte, ze pri zvolenej baze
mozno vSetky skalarne suciny stotoznit so symetrickymi pozitivne definitnymi mati-
cami.

2. Ako sa zmenia zlozky vektoru z € V™ a zlozky kovektoru v z (9.1) pri zmene
bazy vo V"7

3. Ak A: X — Y je linearne zobrazenie a X aj Y st izomorfné V", maticova
reprezenticia zobrazenia A sa pri zmene bazy v X (alebo Y') zmeni rozli¢ne podla
toho, ¢i povazujeme X a Y za ten isty priestor alebo nie. Ako?

4. Overte formulu (9.4) pre tenzory typu (2,0), (1,1) a (0, 2).

5. Overte, ze priestor zobrazeni V™ — V™" je izomorfny priestoru bilinearnych
foriem V™ x V™ — R.
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10. Riemannova metrika a geodetické Ciary

10.1. Vzdialenosti na variete. Doteraz rozvinuta tedria diferencovatelnych va-
riet nAm neumoznuje zaviest na nich vzdialenost. Za vzdialenost dvoch bodov na
variete v E™ by sme sice mohli vziat ich vzdialenost ako bodov z E™, nie je to vSak
ono. Jednak je to neprirodzené (vzdialenost pdlov na jednotkovej S? v E? nam
skor pripada byt 7 nez 2), jednak ndm to ni¢ nehovori o vzdialenosti bodov na ab-
straktnych varietach. Prirodzenou myslienkou je postupovat tak ako pri zavadzani
diferencovatwelnej struktary: indukovat na lokalnej mape euklidovska Strukttaru
pomocou suradnicového zobrazenia. Niet vSak nijakého dovodu, aby euklidovské
struktiry, indukované rozlicnymi mapami boli rovnaké.

Cestou, ktora vedie k cielu je vziat za vychodisko vzdialenost dvoch bodov ako
dlzku ich najkratsej spojnice. Pripomenieme si, Ze ak 7 : [0,1] — E™ je diferen-
covatelna krivka, potom jej dlzka S(7) sa definuje ako limita dlzok polygénov z
useciek, spajajucich jej body ~v(t;), ak vzdialenosti bodov ¢; ida k nule.

Presnejsie, ak {t;}, je delenie intervalu [0,1], 29 =0, txy =1 a At = t;41 — t;,
potom

hm§jmzﬂ (H—mnb]h )AL + o(Af)| =

At—0

=Anwmwzéwwnwwwt (10.)

Dizku krivky podla (10.1) moZno definovat aj na veriete M - ak euklidovsky
skalarny saéin (-,-) nahradime pozitivnou symetrickou bilinedrnou funkciou na

T, M, teda tenzorom typu (0,2). Tato tivaha motivuje nasledovni definiciu:

10.2 Definicia. Nech M je C"-varieta, r > 2. Riemannovou metrikou nazyvame
C"-pole pozitivnych symetrickych bilinedrnych tenzorov typu (0,2).

Ak v :[0,1] — M je C"-krivka v M a R je Riemannova metrika, potom dizkou
S(v) krivky v rozumieme hodnotu

ﬂw=ARmmwmmw (10.2)

Poznamenajme, Ze to, ze R je (0,2) tenzorové pole znaci, ze R : TM x TM — R
je bilinedrna na T, M pre pevné z.

10.3. Existencia Riemannovej metriky. Mozno vobec na kazdej variete za-
viest Riemannovu metriku?

Lokalne mozno Riemannovu metriku na varietu preniest pomocou zobrazenia
mapy z euklidovskej Struktiry na priestore obrazov. Presnejsie, nech M je n-
rozmernd varieta (U, ¢) mapa a (-,-) skalarny saéin na E” D ¢(U). Pre x € U
definujeme R(0x,dx) = <5§, 3;), kde dz st stradnicové reprezentécie vektorov oz
v stradniciach (6.1).

Mnozinami s takto zavedenymi Riemannovymi metrikami mozeme sice pokryt
M, na prekryvoch stradnicovych okoli vSak dostaneme viacero metrik, ktoré sa
nemusia zhodovat.

Existuje vSak konstrukcia, ¢asto pouzivand v tedrii diferencovatelnych variet,
ktord umozni modifikdciou takto definovanych lokalnych metrik vytvorit globalnu
Riemannovu metriku.
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10.4. Veta o rozklade jednotky. Nech M je diferencovatelnd varieta, X C M
jej podmnozina, xg € X a nech U = {U,} je pokrytie X relativne otvorenymi
mnozinami. Potom ezistuje postupnost hladkych funkcii {©;};, nazgvanych rozklad
jednotky podriadeny pokrytiu U takad, Ze
(a) 0<O;(x)<1
(b) supp ©;(= {z : ©;(x) # 0}) je podmnoZinou niektorej z mnozin U, pre kaZdé i
a predstavuje lokdlne konecné pokrytie X.
(¢) 3,0i(x) = 1

(d) existuje ig také, Ze xo € supp O, \U#io supp ©;.

Dékaz. Oznac¢ime U, = XNW,, kde (W, o) je mapana M, W = [, Wa, {K;}52|]
rasticu postupnost kompaktnych mnozin takych, ze xg € Ko a |JK; = W.

Mnoziny ¢;(G), kde G st otvorené gule v ¢, (W,), a = «a(j), pokryvaja W.

Z gl’ll’ vyberieme koneén}'f pocet G1,...,G, tak, Ze p,(G;) pokryvaju Ky a xg €
o (Go) \ Uy ¥a ' (Gi)-

Na kazdej z takto vybratych gal vezmeme ”hrbolova funkciu” (3.4) n; tak,
aby mnoziny E; = {x : n; o po(z) = 1 v okoli x} pokryli Ko a aby platilo zg €
Eo \ U;s¢ Ei- Predpokladajme, ze sme uz takto pokryli K;_; pre nejaké j > 2.
Rovnakym spésobom (s vynimkou poziadaviek na 79) ndjdeme koneény pocet gul a
takych hrbolovych funkcii na nich, aby nosice ich ¢, !-obrazov pokryli K;\ K,_1, ale
aby pritom nepretinali W N K;_5. Ako vysledok dostaneme postupnost hrbolovych
funkcii {n;} takych, ze E; vytvaraju lokalne koneéné pokrytia W. Pre z € W
definujeme

(1) = =———.
>ini()
Kedze pre kazdé x je asporni jeden zo séitancov v menovateli, ale najviac koneény
pocet z nich nenulovych, je ©; dobre definované a diferencovatelné. Overenie toho,
7e ©; spliiaji vlastnosti (a)-(c), ponechdvame na ¢itatela cvicenie (10.16.1).

10.5. Veta. Nech M je C"-varieta xo € M a nech Ry je Riemannova matrika na
okoli bodu xy. Potom existuje Riemannova metrika R na M rovnd Ry na nejakom
okoli xy.

Dokaz. Zvolime lubovolné Riemannove metriky na R, otvorenych mnozinach {U, } ]
tvoriacich pokrytie M, pricom Uy je okolie zy a metrika na nej je R. Zostrojime
rozklad jednotky {©, -}, podla 10.4, podriadeny pokrytiu {U,} a polozime

R= Z 0, (z)R;(x)

Ponechdvame na ¢itatela, aby si overil, ze R spliia poziadavky vety (Cvicenie
10.16.2).

10.6. Poznamky.
1. Existencia Riemannovej metriky na Iubovolnej variete vyplyva aj z Whitney-

ovej vety o vnoreni. Tato cesta vSak neddva moznost s¢asti metriku predpisat, ako
v 10.5.
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2. Vsimnime si, ze aj v R" je mozné okrem metrik priestorovo homogénneho
skalarneho sucéinu generovaného bazami ako v 9.1 zaviest iné priestorovo neho-
mogénne metriky. Nie je to vobec umelé: vo fyzike je bezné, Ze okrem ”geomet-
rickej vzdialenosti” v euklidovskom priestore meriame vzdialenost v nehomogén-
nom prostredi aj rychlostou, ktorou ju vzruch toho-ktorého typu (svetlo, zvuk, ale
aj povedzme chodza) prekona. (Viac o tom v Kapitole 11).

10.7. Geodetické cCiary - definicia. Nech M je C"-Riemannova varieta. V
stilade s 10.1. definujeme vzdialenost dvoch bodov na variete ako infimum dlzok,
S() kriviek v, ktoré tieto dva body spdjaji. Ponechéavame ako vci¢enie, aby si
¢itatel overil, Ze ak je M suvisla, toto infimum je vzdy konec¢né a Ze takto definovand
vzdialenost spliia axiémy metriky.

Budeme sa vak zaujimat o to, & existuje krivka, ktora ma ttto miniméalnu dizku
(ako je priamka pre Euklidovskd metriku) a ¢o to za krivku je.

Je zrejmé, ze kazdy usek takejto krivky musi byt najkratSou krivkou, spajajiucou
jeho koncové body (Cvicenie 10.3). Preto, ak nam ide o lokélne vlastnosti takejto
krivky, mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokadat, Ze je najkratSou spojnicou
bodov v jednej mape. Suradnicovym zobrazenim moézeme celd krivku aj s metrikou
preniest do R™ (samozrejme, metrika moéze byt priestorovo nehomogénna). Po
takejto redukcii ide o nasledovnii tlohu:

Dané je Riemannova metrika R : U x R” x R” — R a body p,q € U. Predpok-
ladajme, ze 4 : [0, 1] je C"-krivka taka, ze 4(0) = p, 4(1) = q a S(¥) je minimalne
spomedzi vSetkych kriviek s takymito vlastnostami. Inak povedané,

1/2

/01 RGN (@) di < /0 1 [ROV()32(1)] " at (10.3)

pre kazdt C7-krivku spliiajiucu v(0) = p, v(1) = ¢. (R(z,dx,dy) je pre pevné
x bilnearna funkcia vektorov dz, dy, preto v silade s konvenciou v 1.2.4.6 piSeme
R(z,6x,02) = R(x)(62)?).

Oznaéme V(v,%) = R(7)%% Uloha hladania funkcie 4, spliajicej (10.3) je
tilohou varia¢ného poétu. Jeho zdkladnym vysledkom je, Ze ak 4 spliia (10.3) a
4(t) # 0, potom je rieSenim Eulerovej rovnice

DL (VY2(3(8), (1)) — L D5 (VI2(1(1), 4(1))) = 0. (10.4)

dt
Ezxtremaly tejto varia¢nej ulohy, t.j. trajektérie rieSeni Eulerovej rovnice (10.4)
nazyvame geodetickymi ciarami.®

10.8. Reparametrizacia geodetickych ¢iar. Rovnica (10.4) nie je velmi pre-
hladna. Ukézeme, Ze zamenou premennej mozeme geodetické ¢iary dostat ako
rieSenia ovela jednoduchsej rovnice.

Ciastoénym dosadenim za V' do rovnice (10.4), rozpisom do zloziek a vykonanim
derivovania zloZenej funkcie dostaneme

_ . d . _ :
V 1/2 Z D%rw/.ﬁf)ﬁ/ - 2%(‘/ 1/2 Z rijﬂYj) = 07 (105)
v J

IKee Eulerova rovnica ako rovnica 2. rdu je vlastne rovnicou na T'M, presnejie by sme mali
miesto trajektrie rieenia hovori o prirodzenej projekcii trajektrie rieenia na M.
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kde r;; st prvky symetrickej kladne definitnej matice, reprezentujtcej tenzor R
(argument ~ vynechavame). Zamenou premennej dt = V ~/2ds v (10.5) dostaneme

dv,, d d dvi
1/2 Y Yy 1/2 ¢ 5N
1% ZD% Pyt =2V dS(er ds) 0.

v J

Vykratenim V1/2 a rozderivovanim zétvorky v druhom ¢&lene dostaneme

dy,. dyy vy, dy, d?v;
ZD% T d“ o —221)W Tig d“ o +Zrijﬁ:o. (10.6)

J
Kedze matica (r;;) je kladne definitna a teda regularna, ma inverzni, ktorej prvky
oznacime p;;. Vzhladom na symetriu matice (r;;) moézeme potom rovnicu (10.6)

prepisat do tvaru
Yi = Z I ,y;)/u':Yua
JTR%

kde .
D) Z Pij [Dwrju + Dn,1vj — Dy, 7] (10.7)
J

sa nazyvaju Christoffelovymi symbolmi. Rovnicu (10.7) vektorove zapiSeme do
tvaru

¥ =UM)7, (10.8)

kde U(y) € L(R™,R™;R") je bilinedrne zobrazenie, ktorého i-t4 zlozka je dana
vztahom

[U(7)dv67]; Z | RO

Rovnica (10.8) je rovnicou druhého radu. Zo zdkladnej vety o diferencidlnych
rovniciach dostavame nasledovni vetu

Veta. Pre lubovolni dvojicup € U, v € R" ezistuje jediné riesenie rovnice (10.8)
prechddzajice bodom p a dotykajice sa v 1iom vektora v(t. j. spliajice v(0) =
d
P, g (0) =wv).
10.9. Poznamky.
1. Vsimnime si, ze (10.8) je Eulerovou rovnicou pre funkcional

/ Vds = / R(v)%%ds,

ktory sa nazyva akciou. Vysledok z 10.8. mozno teda povedat aj tak, ze extremaly
funkcionalu dizky st stc¢asne extremalami akcie. Tato skuto¢nost mé velky kon-
cepcny vyznam vo fyzike a nazyva sa Fermatov princip. Jeho désledkom je naprik-
lad to, zZe svetlo sa z bodu p do bodu g pohybuje po extremale rychlosti svojho
pohybu.

2. Dalej si v§imnime, Ze po reparametrizacii z 10.8. je geodeticka ¢iara parametri-
zovand svojou dlzkou. Inak povedané, ak premennti interpretujeme ako ¢as, potom
sa bod po geodetickej ¢iare pohybuje rovnomerne, a to rychlostou 1.

3. Hoci U(7) je bilinearnou funkciou na ¢, M x T, M, jej zlozky nie st tenzormi.
St totiz viazané na volbu stradnicového systému euklidovskej struktiry a pri jeho
zamene sa netransformuju ako tenzory.
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10.10 Spajanie bodov geodetickymi ¢iarami. Riemannova metrika generovanéll
prirodzenym skaldrnym sti¢inom mé ta vlastnost, Ze kazdymu dvoma rozli¢nymi
bodmi prechidza jedind geodetickd c¢iara. Je zrejmé, Ze tato vlastnost globalne v
fubovolnej Riemannovej variete neplati. Napriklad na guli S? prechadza dvoma pro-
tilahlymi bodmi nekoneéne mnoho geodetickych ¢iar - hlavnych kruznic. Dokézeme
v8ak, ze plati

Veta. Nech M je Riemannova varieta. Potom ku kaZdému bodu p € M existuje
jeho okolie V-C U také, Ze ku kazZdym dvom bodom p,q € V' existuje jedind geodet-
ickd ciara v U, spdjajica p a q.

Prvym krokom k dékazu je

10.11. Lema. Ku kazdému bodu p Riemannovej variety M existuje také okolie
U bodu p a také ¢islo € > 0, Ze ku kazdému tangencidlnemu vektoru v € T, M,
spliiajicemu ||v|| < € existuje jediné riesenie 7, : (—2,2) — M rovnice (10.8) také,
ze

70(0) = p, 0 (0) = v;
Yo(t) je O~ funkcia p,v,t a plati ve, (t) = v, (ct).

Dokaz. Zo zakladnej vety o diferencidlnych rovniciach vyplyva, ze pre kazdé v €
T,M, ||v|| <2 existuje €, > 0 také, ze v;(t) existuje na (—e,,€,) pre ¥ z nejakého
okolia v. Pretoze gula ||v]| <2 v T, M je kompaktnd, mozno z tychto okoli vybrat
jej kone¢né pokrytie. Z toho vyplyva, ze existuje € > 0 také, ze vSetky rieSenia -,
s ||v]| < 2 existuji na intervale (—e, €). VSimnime si, ze ak 7(¢) je rieSenim rovnice
(10.8) pre geodetické Giary, potom aj y(ct) je rieSenim pre kazdé ¢ # 0. Ak 7 = t,
plati totiz
dy/dt = cdy/dr, d*y/dt* = c2d*vy/dT?,

a teda

20 _ &y

¢ d7'2 - dtQ U(,Y)(d’y/dt)Q

= U(3)(dyfdr)e?,
d?y v\’
a2 = U0) (%) ~

Dalej plati Z—ZU(O) = %%(v) = 1u. Ak polozime ¢ = 2/e, potom ako ddsledok

dostavame, ze rieSenia 7, s poc¢iato¢nou podmienkou ||v|| < € budu existovat na
(—2,2). Pre ||v|| < € totiz plati

Yo (t) = You/e <§t> -

Pretoze ||2v/e|| < 2, rieSenie 75,/ (5t) existuje na intervale (—e,€), v,(t) teda
existuje na (2,2). O

10.12. Exponencialne zobrazenie a dokoncenie dokazu Vety 10.10. Ak ¢
je ako v 10.11, pre ||v|| < € definujeme

exp,,(v) = 1(1).
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Z homogenity (Lemma 10.11) vyplyva

Yo(t) = exp,(tv).

Z vety 10.10 vyplyva, ze zobrazenie

U(p,v) = (p,exp,(v))

je C" v okoli bodu (p,0).
Zrejme plati ¥(p,0) = (p,p). Dalej plati

D\IJ(p,O)z( ! 0 )

Dyexp,(v) D,exp,(v)
Ak je D,exp,(v) regularny operdtor, potom je regularny aj operator DV¥(p,0).
Ak to je pravda, je podla vety o inverznej funkcii ¥ v okoli bodu (p,0) lokalny
difeomorfizmus. To znadi, ze ku kazdej dvojici (p,€) s € dost blizkym p existuje v
také, Ze exp,(v) = ¢. A to je tvrdenie vety.
Zostéva teda dokazat, ze D, exp,(v) je regularny operétor.
Rovnicu (10.8) zapiseme ako systém diferencialnych rovnic 1. radu

) (10.9)

Potom exp, (v) je z-ovou zlozkou zobrazenia

@(p,v) = (2(1),y(1))
kde (z(t),y(t)) je rieSenim (10.9) s poéiato¢nou podmienkou z(0) = p, y(0) = v.

Plati
o p—l—f1 y(t)dt
(I)(p, ) - <U . %fol R_l(x(to))DR(fL'(t))y2(t)dt)

Z diferencovatelnosti rieSenia vzhladom na pociato¢né podmienky vyplyva ||y(t)|| =
O(|[v]]) pre 0 < ¢ < 1, preto

t
ly(®)l = v + / O(lv]2)dt = v + O([o]]?):
z toho vyplyva
1
exp, (1) = p + / o+ O(|o]?)] dt = p+ v + O(Ju]?),
0

a teda
D, exp,(v)]y=0 = I.
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10.13. Najkratsia spojnica dvoch bodov. Vysledok z 10.10 eSte neznamena,

ze pre dva dostatocne blizke body je geodeticka ¢iara ich najkratSou spojnicou.
Uzavriet dokaz tejto skuto4nosti by bolo mozné dvoma spoésobmi:

- dokézat, Ze geodeticka ¢iara spliia postacujice podmienky pre minimum

- dokézat, ze najkratsia spojnica dvoch bodov existuje.

Naznacime myslienku druhej cesty dokazu, v ktorej je vsak medzera. Najprv
dokazeme nasledujticu vetu.

Veta. Nech R je Riemannova metrika na R™ a nech p,q € R™. K danému L > 0
ezistuje krivka 4 : [0,1] — R", spdjajica body p,q, ktord md najmensiu diZku
spomedzi véetkych lipschitzovskijch kriviek ~ : [0,1] — R™ s Lipschitzovskou kons-
tantou L, spajajucich p,q.

Co nam dava tato veta v kontexte tilohy 10.7 ?

Lipschitzovskéa funkcia je absolitne spojité, teda skoro vSade diferencovatelna.
Z variacného poctu je zname, ze Eulerova rovnica je nutnou podmienkou minima
aj v takejto triede funkcii, ak je podintegralna funkcia diferencovatelna. Nech teda
M je Riemannova varieta, p € M a U C V st okolia bodu p také ze v zmysle Vety
10.10 je kazdy bod ¢ € V v U spojeny s bodom p jedinou geodetickou ¢iarou. Ak
okolie V' bodu p urobime dost malym, potom najkratsSia spojnica bodov p, ¢ zrejme
nemdze opustit U. Ak by sme vedeli zarucit, Ze jej derivacia je (aspoti skoro vsade)
nenulové (a teda V je pozdlZ nej pre skoro vSetky ¢ diferencovatelnd) musela by
byt geodetickou ¢iarou a ta je podla Vety 10.10 jedind - a to bez ohladu na L.
Dostavame teda

10.14 Désledok. Nech M je Riemannova metrika, p € M. Potom existuju okolia
V' C U bodu p také, ze pre kazdé q € V jedina geodeticka c¢iara v U, spajajuca p a
g ma najkratsiu dizku spomedzi vsetkych hladkych kriviek v U spajajtcich p a g.
Medzera v dvahe je v tom, Ze dokaz Vety 10.13 nam nenulovost derivdcie spojnice
minimdlnej dizky nezaruci. V tomto momente neviem tito medzeru preklenit.

10.15 Do6kaz Vety 10.13. Veta 10.13 patri skor do varia¢ného poctu, preto dokaz
uvedieme iba v hrubych rysoch.

Oznac¢ime X, priestor lipschitzovskych kriviek [0,1] — R™, spéjajucich p a g,
S(vy) = fol (R(v(t))%(t))"/2dt dlzku krivky . Nech {v,} je postupnost z X, taka,
ze S(vn) — inf,ex, S(7). Potom {%,} je ohranifend postupnost v L?(0,1) a {v,}
je rovnomerne ohranicené a rovnomerne spojita. Mozno teda bez ujmy na vsSeobec-
nosti predpokladat, Ze existuju funkcie v € X, y € L2[0,1] také, ze v, — ~
rovnomerne a vy, — y slabo. KedZe prava strana rovnosti

W(t)=p +/0 An(s)ds (10.9)

je pre kazdé t ohranidenym linedrnym funkcionalom na L2(0,t), mozno v (10.9)
urobit limitny prechod, z ktorého vyplyva y = 4 a sucasne |y| < L.
Plati

1 1
/ (R(va)32)2dt — / (R(y)3%)"/2dt < I + I,
0 0
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kde
1
. / (RO — (R()32)Y2|dt
1
< / (| R(1) — R()|L?)dt — 0, (10.10)
0
w(8) = sup {|€/? — | €. 2 0.J¢ —n| < 5} =0
pre d — 0 a

1 1
I = / (R(7)32)"/2dt — / (R(7)3%)dt.

Funkciondl y +— fol(R('y(t))y2(t))1/2dt, L?(0,1) — R je zrejme spojity; dokazme,
7e je konvexny. K tomu sta¢i dokazaf, ze zobrazenie y — (y” Ry)'/? je konvexné

pre lubovolnt kladne definitni symetricki maticu R. Pre takato maticu R vSak
existuje kladne definitna symetricka matica R'/? taka, ze (R'/?)? = R a teda plati

y" Ry = (y" R'2R?y)'/? = (RY?y, R'?y)1/2 = | RY?y)|,

zobrazenie y —7 Ry je teda konvexné ako kompozicia linedrneho zobrazenia y
R'/2y a konvexnej normy.

Vo funkcionalnej analyze sa dokazuje, zZe spojity konvexny funkcional je slabo
polospojity zdola, t.j. pre Tubovolni slabo konvergentni postupnost jeho hodnota v
limitnom bode nepresahuje dolnt limitu jeho hodnot v ¢lenoch slabo konvergentne;j
postupnosti. V nasom pripade to znaci

1 1
/ (R(7)¥)Y2dt < lim inf [ (R(v)%2)'/?dt. (10.11)
0

n—oo 0

Tvrdenie vety je bezprostrednym désledkom (10.10) a (10.11).

10.16. Cvicenia.

1. Dokézte, ze funkcie ©; z dokazu Vety 10.4 spliiaji poziadavky (a) - (d) vety.

2. Dokazte, ze ak M je stvisla Riemannova varieta, potom infimum dizok kriviek,
spajajtcich jej dané dva body, spliia axiémy pre metriku.

3. Dokazte, ze kazdy usek najkratsej hladkej spojnice dvoch bodov na Riemannovej
variete je najkratsou hladkou spojnicou koncovych bodov tseku

4. Nech U je otvorend podmnozina Riemmannovej variety M a p € U. Potom

existuje okolie V' bodu p také, ze najkrat$ia spojnica Iubovolnych dvoch bodov
zVdlezivU.

11. Stvislosti s klasickou mechanikou

Cielom tejto kapitoly je dat predstavu o tom, ako méze tedria diferencovatelnych
variet prispiet k porozumeniu napr. mechanickych pohybov. KedZe materiil daleko
presahuje moznosti rozsahu textu, viacero vysledkov a argumentov je uvedenych iba
naznakovo.
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11.1 Princip najmensej akcie. Galileov a Fermatov princip.. Podla 2.
Newtonovho zakona je sila, posobiaca na hmotny bod x rovna st¢inu hmotnosti a
zrychlenia. Plati teda

mi = F, (11.1)

kde = € R? je poloha bodu, m jeho hmotnost a F sila, ktord na bod posobi. Tento
zédkon ma zmysel aj pre x € R" v pripade n > 3 - x vtedy reprezentuje nie polohu
jedného bodu, ale napr. polohy viacerych bodov, atd.
Ak ide o konzervativny pohyb, je sila F' funkciou iba polohy a je uréend poten-
cialom U (x) predpisom
ou
o ().

Lahko sa presved¢ime, Ze rovnica (11.2) je Eulerovou rovnicou pre varia¢ni tlohu
minimalizacie akcie

F(z) = (11.2)

/L(a:, &)dt — min,
kde Lagrangidn tlohy L je dany formulou
L(z,&) =T(&) — U(x)

aT (i) = i2/2 je kinetickd energia. Plati teda princip najmensej akcie: pohyb v po-
tenciadlovom silovom poli sa kona po extremdlach akcie. Bezprostrednym vypoctom
sa mozeme presvedéit. ze pohyb zachovava celkovii mechanicki energiu H = T+ U
- preto sa nazyva konzervativnym.

Pri absencii sily F' (U = const) st extremélami priamky a pohyb po nich je
rovnomerny, ¢o je Galileov princip.

Kinetickd energia je vlastne tenzorové pole Riemannovej metriky, generovanej
prirodzenym skaldrnym stc¢inom geometrickej priestorovo homogénnej a izotropnej
euklidovskej struktary E™.

Vo fyzike vSak maju zmysel aj tlohy, v ktorych sa prirodzend Riemannova
metrika Euklidovského priestoru nahradi inou Riemannovou metrikou, ktorej vzdi-
alenost nie je ani priestorovo homogénna ani izotropna. Po geodetickych ¢iarach
Riemannovej metriky, opisujtcej vlastnosti prostredia sa §iri napriklad svetlo. Kedze}]
podla 10.8 st extremaly akcie stcasne extremalami dizky, dostavame Fermatov
princip: svetlo sa Siri tak, ze kazdy bod na svojej trajektorii dosiahne v najkratSom
moznom case.

11.2. Pohyb po variete. D’Alembertov princip virtualnych posunuti. MozZnost]
zavedenia Riemannovej metriky ndm umoziuje formulovat princip najmensej ak-
cie s obmedzeniami tak, ze ako kinetickd energia sa vezme vhodnd Riemannova
metrika.

Tato mySlienka musi byt samozrejme v stilade s tym, ked varieta M je prirodzene
podmnozinou geometrického priestoru moznych poléh E™.

Ak je pohyb v takomto pripade viazany na varietu M, musi to byt vzhladom
na Galileiho princip désledkom sil vizby. Od sily vizby je prirodzené pozadovat,
aby sama v nepritomnosti inych sil pohyb po variete nespdsobila. Tato podmienka
je splnena, ak sila P je kolméa na vSetky smery, v ktorych sa bod po variete moze
pohybovat, t.j.

P 1 ox pre vsetky ox € T, M. (11.3)
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Tato podmienka sa nazyva d’Alambertov princip virtudlnych posunuti. Jeho alter-
nativna formulécia znie, Ze praca sily vizby pri lubovolnom virtualnom posunuti je
nulova.

Ak M ={z:G(x) =0}, G:R"™ — R je hladka a 0 je jej regularny bod,
mozno podmienku (11.3) ekvivalentne prepisat do tvaru

(P, éx) = 0 pre kazdé dx také, ze DG(x)dz = 0. (11.4)

To je ale podmienka riesitelnosti (hodnost matice rozsirenej rovna sa hodnosti mat-
ice stustavy) systému rovnic

P = [DG(z)]" A (11.5)

Rovnica (11.5) geometricky znaéi, Ze P musi byt prvkom lineadrneho priestoru,
vytvoreného bazou priestoru kolmych vektorov na 71, M.

Pohyb na variete G(x) = 0 bez pritomnosti inych nez vizbovych sil je teda v
zmysle Newtonovho zakona opisany rovnicou

mi = [DG(x)]" A (11.6)

kde na urcenie A je k dispozicii dalsia rovnica G(z) = 0. V8imnime si, ze (11.5) je
Eulerovou rovnicou pre funkcional

/ {meQ - G(a:))\] dt.

K tlohe pohybu na variete mozeme alternativne pristupovat takto:
Ak neviazany pohyb v E™ sa kona po extremalach akcie, potom, viazany na
variete G(x) = 0 by sa mal diat po extremalach varia¢nej tulohy

[

pri véizbe G(x) = 0. Eulerova-Lagrangeova rovnica pre tato tlohu je (11.5), teda
obidva pristupy su v sulade.

11.3. Integraly pohybu a Noetherovej princip. Nech M je Riemannova
varieta a L je tenzorové pole typu (0,2). Lagrangeovou rovnicou pre L nazyvame
Eulerovu rovnicu pre extremalu funkciondlu [ Ldt.

V lokélnych stradniciach bude mat tato rovnica tvar

D,L — %DiL =0 (6z = (z,2))

Integralom vektorového pola nazyvame funkciu, ktora je konStantné na jeho inte-
gralnych ciarach. Hovorime, ze integral je netrividlny, ak nie je konstantny.

Nasledujicu definiciu uvedieme pre jednoduchost v lokalnych stradniciach.

Hovorime, ze Lagrangeova funkcia L(q, §) je invariantnd vzhladom na transfor-
maciu h : M — M, ak plati

L(h(q), DM(q)q) = L(q, ).
Ako priklad vezmime Lagrangian
L= (41 +d +d3) — Ulee, a);

ktory je invariantny vzhladom na Iubovolny posun

hﬁ(Ql?QQaQ?}) = (Q1 + 57(127%)-
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Veta (E. Noetherova). Nech L je invariantny vzhladom na difeomorfizmy h® z
hladkého jednoparametrického systému transformdcii {h® : © € R} a plati h° = id.
Potom Lagrangeova rovnica pre L mad netrividlny integradl

dh®

I(q,q) = DiL—e

le=o0-

Dokaz. 7 invariantnosti L vyplyva

0 = Do L(h®(q(t)), Dh®(q(t))§(t))

= Do L(h®(q(t)), %he(q(t))) =

(v dalsom vynechédvame argumenty)

= D,LDh® + D;LD;Deh® =

— D,LDh® + %(DQLDh@) — %(DQL)Dhe

d d
— (D,L — —D;LYDh® — —(D;LDh®).

Pretoze ¢ je extremala pri © = 0, pre © = 0 plati

d
D,L — %DQL =0, a teda aj
d
—(D4LDR®) = 0.
dt( q )

O

11.4. Pohyb tuhého telesa a topologicka klasifikacia dvojrozmernych va-
riet.

Konfiguracnym priestorom (t.j. priestorom poldh) tuhého telesa je SO(3)) (Prik-
lad 2.6). Pohybové rovnice pre pohyb tuhého telesa sa dostant ako limitny pripad
pohybovych rovnic pre koneény pocet hmotnych bodov s vézbami. Je to pohyb po
variete, danej rovnicami

|x; — x;||* = const , ||xo = const,

kde x;,7 = 0,..., N je polohovy vektor i-tého bodu, xy je polohovy vektor upev-
neného bodu. Lagrangian pohybu je

L=Y mi =Y Nijlxi = x5]% = Aollxol* (11.7)

ihj

Lagrangian (11.7) je invariantny vzhladom na transforméacie nasobenia maticami z
SO(3), pretoze tieto nasobenia zachovévaju dlzku.

Limitny prechod pre N — oo, ktorym sa dostant rovnice pohybu v SO(3), je
dost zlozity a vynechéavame ho. Dolezité je, Ze sa pri nom zachova invariantnost
Lagrangianu vzhladom na nasobenie maticami z SO(3).
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Specidlnymi pripadmi matic z SO(3) st matice ota¢ania podla osi z, ¥, 2,

0 0 0
=10 cos® sin®
0 —sin® cos®
(analogicky h?, h®) ktoré tvoria grupu. Kaizdej z tychto troch grip otodeni zod-
poveda podla Noetherovej vety integral pohybu I,,1,,I. (st to zlozky momentov
zotrvacnosti). Kedze ide o konzervativny pohyb, dalsim integralom je energia H.
G - rozmerny stavovy priestor sa takto rozpadd na 4- parametricky systém
mnozin
EC = {Ix = Cl,Iy = CZ,IZ = C3, H = 64}

(c = (c1,co,c3,c4)).

Podla Sardovej vety st skoro vSetky hodnoty vektora ¢ regularnymi hodnotami.
Pre takéto hodnoty ¢ je mnozina . kompaktnou orientovatelnou dvojrozmernou
varietou.

Trajektorie skoro vsetkych pohybov st teda integralnymi c¢iarami vektorovych
poli na kompaktnych orientovatelnych dvojrozmernych varietach (dalej KO DV).

Vysledky diferencidlnej topoldgie davaja klasifikiaciu takychto variet podla ich
génusu (rodu). Geometricky si mozno kazdt KO DV predstavit ako sféru S? s
prilepenymi uchami, ktorych pocet je génus. Varieta génusu 0 je teda S?, varieta
génusu 1 je T2.

Invariantom tejto klasifikacie je Eulerova charakteristika, pomocou ktorej mozno
dokazat, Ze jedinou KO DV, na ktorej existuje vektorové pole bez nuly je T2. Na
druhej strane, v pripade volného pohybu (U = const) je pre ¢4 > 0 zrejmé, ze
pohyb na KO DV ) nemd stacionarny bod. Trajektériami pohybu na KO DV
pre ¢4 > 0 st teda integralne ¢iary vektorového pola na T? bez kritickych bodov.

D4 sa ukézaft, Ze vhodnou transforméciou mozno takéto vektorové pole na T? =
R/Z x R/Z pretransformovat na tvar

p1 =wi(ca), 2 =wa(ca).
PodTla toho, ¢i si wq,wsy sudelitelné alebo nie st bud vSetky pohyby periodické s

rovnakou periédou, alebo je trajektoria kazdého z pohybov skoro periodicka a husto
pokryva T2.



