10.

11.

12.

CVICENIA ZO STOCHASTICKYCH METOD OPERACNEJ ANALYZY

I.TEORIA HROMADNEJ OBSLUHY

. N4ajdite najmenej tri priklady systémov hromadnej obsluhy, odliSujizce sa v as-

ponl jednom z nasledovnych charakteristik: pocet obsluznych liniek, obmedzenia
na dlzku frontu, priority
Dokazte, ze plati

P(A[B,C) = P((A|B)|C)

Alternativy

- MnozZina stavov: koneénd — spocitatelnd — kontinuélna

- Proces markovovsky — nemarkovovsky

- homogénny — nehomogénny

- s Casom diskrétnym — spojitym
umoznuju celkove 24 moznosti. Najdite priklady procesov na ¢o najviac, ale
aspon Stvrtiny (teda 6) z nich.

Vypocitajte limitné stacionarne rozlozenie pre Markovov refazec s diskrétnym

¢asom, dvoma stavmi a prechodovou maticou

=i i) o= (R 1R)

Dokéazte, ze priestor /1 je uplny

. Dokézte, ze linearny operator A = {a;;};; na l; je ohraniceny prave vtedy, ak

sup; > ; ajj < 00

Dokéazte, ze ohraniceny linedrny v operator v [ je spojitym zobrazenim
Dokéazte, ze mnozina bodov e;, ¢ = 1,2,..., kde e; je postupnost ktorej i-ty
prvok je 1 a ostatné st nulové, je ohranicena, uzavreta, ale nie kompaktna
Dokazte, ze operator v [; s maticou

zobrazuje (konvexny ohranifeny) simplex 0 < z; <1, >-°° x; = 1 do seba, ale
nema pevny bod.
Markovov retazec so spojitym ¢asom a nekoneénou mnozinu stavov mé intenzity
prechodov
0 pre 7 <1

— Aprej=1
% = Apre j=i+1"
Oprejg>t1+1

Vypocéitaje jeho maticu prechodovych pravdepodobnosti P(t).
Ndvod: napiste diferencidlne rovnice pre P(t) a pokiste sa ndjst ich riesenie
Dokéazte, ze v ndhodnom retazci tilohy hromadnej obsluhy M/M/1 /00 st vSetky
stavy navzdjom dosiahnutelné.
Odvodte formulu pre priemerny pocet zakaznikov v tlohe M/M/1/cc.
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Informacie na informacnej telefénnej linke s priemernym trvanim 1 min maja ex-
ponencialne rozlozenie, zdujem o informaécie je Poissonovsky rozlozeny s priemer-
nym poc¢tom 30 za hodinu. Informécia stoji 50 hal/sec., polovica odmietnutych
o informéciu opit nepoziada. Aké priemerné straty mé informacné kanceléria v
désledku odmietnutia zdkaznikov? Ak prevadzka dalsej linky stoji 100 Sk/hod.,
oplati sa prevadzkovat ju?

Do odchodu vlaku zostavaju 3 minuty a v rade pred okienkom na listky st predo
mnou dvaja zakaznici. Rozlozenie doby obsluhy zakaznika je exponencidlne s
priemerom 15 sekdnd, ¢as, potrebny na nastipenie do vlaku je 2 minaty. Aka
je pravdepodobnost, ze vlak stihnem?

V cakérni u lekara je 5 miest na sedenie. V okamihu méjho prichodu st vsetky
obsadené a dalsi traja pacienti stoja. Doba stravend pacientom u lekara je ex-
ponecnidlne rozlozena s priemernou hodnotou 5 minat. Méj zdravotny stav mi
nedovoluje stat viac, ako 15 minat. Aka je pravdepodobnost, Ze si do tejto doby
budem moct sadniat?

Do malej trafiky pana Markova sa zmesti 5 zdkaznikov. V ustalenom Marko-
vovskom rezime prichddza do nej v priemere 10 zadkaznikov za hodinu, obsluha
jedného zdkaznika trva v priemere 5 minat. Sused si ide do trafiky kupit Minus
0.7 dni a rozhodujuc sa, ¢i si ma nasadit ¢apicu, riesi nasledovné otazky: a) Aka
je pravdepodobnost, Ze bude ¢akat pred trafikou? b) Aka bude priemerna doba,
stravena pred trafikou?

Pre dané pociato¢né pravdepodobnosti pg(0), p1(0) poctov zdkaznikov v systéme
hromadnej obsluhy M/M/1/1 vypo¢itaje ich hodnoty v Case t.

Urobte analyzu systému hromadnej obsluhy M/M/1/1 (bez ¢akania) v ustalenom
rezime: vypocitajte a) pravdepodobnosti pg, p1 poc¢tov zédkaznikov v systéme, b)
priemerny pocet odmietnutych zakaznikov.

Pre systém M /M /1/n odvodte charakteristiky &,y

Majitel malej non-stop ¢erpacej stanice ma priestor na 3 ¢akajice auté , dalsie
autd nemoOzu na ceste stat. V priemere mu chodi 20 zékaznikov za hodinu,
obsluha trva v priemere 2 minuty a zisk z jedného zakaznika je v priemere 1
koruna. M4 moZnost prenajat si od mesta priestor na parkovanie dalSieho auta,
prendjom by ho stdl 500 kortn mesacne. Oplati sa mu to? (predpokladd sa
ustaleny Poissonovsky prichod zdkaznikov a exponencidlny zakon rozdelenia doby
obsluhy)

Odvodte formuly pre P(W > w) a E(W) v tlohe M /M /n /.

Obsluha zékaznika v kadernictve mé exponencidlne rozlozenie s primernou dobou
10 min., zakaznici prichddzaji ndhodne Poissonovsky s priemerom 6 za hodinu.
Aké je pravdeopodobnost, Ze z troch kaderni¢ok moze jedna vziat telefonicki
rezervaciu bez toho, aby prerusila obsluhu?

V c¢akarni aradu, v ktorom vybavuju stranky dve referentky su tri stolicky. Doba
vybavovania stranky mé exponencialne rozlozenie s priemerom 6 mintt, stranky
prichddzaji nédhodne Poissonovsky v priemere 10 za hodinu. Ak prichodzia
stranka najde v ¢akarni 4 cakajuce stranky, akd je pravdepodobnost, Ze bude
stat viac ako 5 minat?

Cestovnd kanceldria s dvoma pracovnickami vybavujucimi stranky sprijemnuje
cakanie zdkaznikov tym, ze im pontka kdvu. V priemere kazdy druhy prichodzi
zakaznik, ktory njde vo fronte aspon jedného ¢akajiceho ponuku (raz) vyuzije.
Ak zékaznici prichddzaji ndhodne Poissonovsky s priemerom 10 za hodinu a cas
obsluhy je ndhodny s exponecnidlnym rozloZenim s priemerom 6 mintt,kolko kav
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sa v priemere minie za hodinu?

vynechané

Na poste su tri okienka na prijem listov. Prad zakaznikov je Poissonovsky s
priemerom 2 za minutu, doba obsluhy je exponencidlne rozlozena s priemerom
1 minata. Kolko ¢asu v hodine zostane v priemere pracovnickam za okienkami,
aby si upravili make up?

Prichod vozov na hranicu je Poissonovsky s priemerom 1 voz za minatu, dlzka
kontroly méa exponencialne rozdelenie s priemerom 40 sekind. Ak pred hrani¢nou
kontrolou c¢akaju vo fronte viac nez tri vozy, blokuju vyjazd opa¢nym smerom.
Ak4 je priemerna hodnota casti doby, pocas ktorej je vyjazd blokovany, ak kon-
trolu vykonava a) jeden b) dvaja pracovnici

Nahodny prichod cestujucich k predajni cestovnych listkov je Poissonov s prieme-
rom 30 za hodinu, doba, za ktorti automat vyda cestovny listok mé exponencidlne
rozlozenie s priemerom 1 mintta. Exponencidlne je i rozlozenie doby vydaja
listka predavadom. Kolkonasobne rychlejsi by musel predavac¢ byt, aby sa sam
vyrovnal dvom automatom v tom zmysle, ze by cestujici v priemere kupovanim
listku (vratane ¢akania) nestravil viac ¢asu ako v pripade paralelnej obsluhy
dvoma automatmi?

Sprava letiska sa rozhoduje, ¢i upratovaciu ¢atu vybavi jednym vykonnym, alebo
dvoma menej vykonnymi vysavaémi. Na cistenie prichddzaja cate Poissonovsky
v priemere 4 lietadld za hodinu, doba Cdistenia lietadla mé& exponencialne ro-
zlozenie s priemerom 10 mintt vykonnejSim resp. 15 mintt menej vykonnym
vysavacom. Prevadzka vykonnejsieho vysavaca vyjde na 500 korin za hodinu,
menej vykonného na 300 kortn za hodinu. Prestoj lietadla stoji 100 kortn za
hodinu. Ako sa rozhodne sprava letisk, aby minimalizovala celkové néklady?
Pre tlohu M/M/n/n odvodte formuly pre pravdepodobnosti py, pravdepodob-
nost odmietnutia zédkaznika a priemrny pocet obsadenych liniek

Taxisluzba ma na stanovisku jeden taxik. Dopyt zadkaznikov je opisany Pois-
sonovym procesom s priemernym poc¢tom 5 za hodinu, doba obsluhy ma ex-
ponenicalne rozdelenie s priemerom 10 minat. Zakaznik, ktory nenajde na
stanovisku taxik zvoli iny sposob dopravy. Ak prestoj taxika predstavuje nak-
lady 60 Sk za hodinu a priemerny zisk z jedného zakaznika je 20 Sk, oplati sa
pridat jeden taxik?

Odvodte formulu pre pj v tlohe M/D/1/c0

Dokéazte formulu pre F(w) = P(W < w) a E(w) v tlohe M/D/1/oco (velmi
pracna)

Po trati chodia Poissonovsky ndhodne nékladné vlaky v priemere raz za 10 mint.
V stanici Popudinské Moc¢idlany musia zastat na rovnaka dobu 5 minit, pocas
ktorej je navestidlo pred stanicou v polohe STOP. Aké priemerné zdrzanie vlakov
ma za nasledok tato zastavka?

Prievoznik Charon prevaza cez rieku Styx do Hadesu po jednom grécke dusicky,
odchéadzajice zo sveta ndhodne Poissonovsky s priemerom 2 za hodinu. Prevoz
a navrat mu trvaju po 10 minat. Aka je pravdepodobnost, Ze prichodzia dusicka
najde na brehu nejaku ¢akat?

Osobné bezpecnostnéa kontrola jedného cestujiceho na letisku trva v priemere 1
minatu, chodi cez nu v priemere 120 cestujicich za hodinu, hodinové néklady
na prevadzku jedného kontrolného stanoviska st 1000 Sk. Cakanie cestujtcich
vedie k stratdm ( napr. za meskanie lietadiel), ktoré s vy¢islené na 30 Sk na
cestujuceho a mintatu. Kolko kontrolnych stanovisk mé letisko predvadzkovat?
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Predpoklada sa ustaleny Poissonovsky prichod zédkaznikov a exponencidlny zakon
rozdelenia doby obsluhy. (je to dost pocitania, navrhujem pouZit Mathematicu,
Matlab alebo nieco podobné)

II. TEORIA ZASOB

Ak v deterministickej llohe zasob k fixnym nakladom na jednu dodavku pridame
néklady na dodavku iimerné jej objemu, ako sa zmenia jej vysledky v pripade
a) nepripustného deficitu

b) strat na deficite, imernych jeho objemu a trvania?

V deterministickej tilohe tedrie zasob vypiste predpis pre urcenie optiméalneho
objemu dodavky Q v pripade Ze cena za dodavku je kcy ak (K—1)Qo < Q < kQo
(Qo predstavuje napr. velkost kontajnera, ktorym sa dodévka prepravuje).
Ukéazte, ze v pripade ndkladov na deficit, imernych jeho mnozstvu nemusi opti-
mum existovat a vysvetlite tento paradox.

Najdite optimalne @) a S v deterministickej tilohe s deficitom v pripade, ze nak-
lady na deficit st imerné poctu jeho vyskytov.

Misiarska vyroba mé moznost objednat odvoz odpadu do kafilérie smetnymi
nadobami s objemom 100 1, alebo kontajnermi s objemom 500 1; ich odvoz stoji
200 resp. 500 Sk. Premerna produkcia odpadu je 1000 1 tyzdenne, cena za jeho
skladovanie je 10 Sk 100 1 a den. Aky sposob pravidelného odvozu odpadu zvoli
mésiarstvo, aby minimalizovalo celkové naklady na jeho skladovanie a odvoz?
Stavba spotrebtiva v priemere 500 kg piesku za hodinu a dovaza ho nakladiakom
s kapacitou 3t. Skladovanie piesku na stavbe ju vyjde na a)100 b) 200 Sk za
hodinu a tonu, jedna cesta nakladiaku na 1000 Sk a prestoj pre nedostatok piesku
na 500 Sk/hod. Ak bude minimalizovat sucet nékladov a strat, aka cast casu
bude bez piesku?

Podnik dovéala material, ktorého spotrebtva 1 tonu za rok. Na jeho dopravu ma
k dispozicii LIAZ ( s kapacitou 5 ton) a Aviu (s kapacitou 1/2 tony). Néklady na
cestu vozidiel pre material st 2000 kortn na LIAZ a 1000 korin na Aviu. Cena
skladovania materidlu je 1000 kortin za tonu materidlu za rok, materidl nesmie
na sklade chybat. Ktorym vozidlom a kolko materidlu bude podnik dovazat, aby
minimalizoval celkové néklady?

Obchod dovéaza tovar, ktorého spotrebiiva 1 tonu za mesiac. Na jeho dopravu ma
k dispozicii LIAZ ( s kapacitou 3 tony) a Aviu (s kapacitou 1 tony). Naklady na
cestu vozidiel pre material st 2000 kortn na LIAZ a 1000 kortin na Aviu. Cena
skladovania materialu je 700 kortin za tonu materidlu za mesiac, tovar nesmie
na sklade chybat. Ktorym vozidlom a kolko tovaru bude obchod dovazat, aby
minimalizoval celkové néklady?

Skladovanie odpadu z (nepretrzitej) vyroby, produkujicej 100 1 odpadu denne
stoji 10 Sk za liter a den. jeden odvoz odpadu stoji 100 Sk (bez ohladu na
jeho mnozstvo). Kapacita nadrze na skladovanie je 40 1, ak je nadrz plna, treba
zastavit vyrobu, ¢o vyrobcu stoji 100 Sk (pri kazdom zastaveni). Ak chce vyrobca
minimalizovat celkové néklady na skladovanie a odvoz odpadu, ako ¢asto a v
akych mnozstvach bude odpad odvazat a) ak sa zastavenie vyroby nepripusta b)
ak sa pripusta.

Skladovanie odpadu z nepretrzitej vyroby, produkujicej 100 1 odpadu denne
stoji 10 Sk za liter a den, jeden odvoz odpadu stoji 100 Sk bez ohladu na jeho
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mnozstvo. Kapacita nadrze na skladovanie je 50 1; ak je nadrz plné, treba zastavit

vyrobu, ¢o vyrobcu stoji 50 Sk pri kazdom zastaveni plus 50 Sk za kazda hodinu

prestoja. Ak chce vyrobca minimalizovat celkové ndklady na skladovanie a odvoz
odpadu, ako ¢asto a v akych mnozstvach bude odpad odvazat?

Sklad objednava pravidelne tovar dopravovany kamiénmi v nadrziach, ktoré sa v

sklade ihned vyprazdinuja. Tovar sa spotrebtiva rovhomerne v mnozstve 2 nadrze

za tyzden. Naklady na skladovanie st 120 Sk za napln jednej nadrze a tyzden.

Néklady na dopravu st 100 Sk za kamién bez ohladu na dopravované mnozZstvo

plus 50 Sk za kazdt dopravovani nadrz. Kamioén odvezie najviac 4 nadrze.

Aké mnozstvo tovaru a v akych casovych intervaloch mé sklad objednévat, aby

minimalizoval celkové naklady na skladovanie a dopravu?

Pozndmka: Pripista sa objednat aj mnoZtvo nezopodvedajice celej nddrzi.

Nemocnica objednava krv skupiny 0 z oblastného skladu v mnozstvach 100 1, jej

priemerna roc¢na spotreba je normaéalne rozlozena s priemerom 520 1 a standard-

nou odchylkou 43.26. Kazda objednévka predstavuje fixny naklad 200 korun a

vybavi sa za 5 dni, skladovanie 11 krvi stoji 25 kortin ro¢ne. Ak nemocnica nema

krv na sklade, musi si ju urychlene zadovazit, ¢o ju stoji 500 Sk za liter. Ak
objednava pri trovni zdsob, ktoré jej zabezpecia, ze s 90% pravdepodobnostou

nimi pokryje potrebu, aké budu jej ocakavané celkové naklady na dodavku a

skladovanie krve? Oplati sa jej zniZit pozadovani pravdepodobnost zabezpece-

nia potreby zo skladovych zasob na 85%7

Opravoviia objednava nahradné diely v baleniach po 100 kusov. Priemerna

spotreba za rok je 1200 kusov, fixné naklady na jednu dodavku st 100 kortun

za balenie za rok. Naklady na skladovanie si 100 kortn za balenie za rok,
straty v pripade nedostatku ndhradnych dielov st 1 koruna za jeden diel a jeden

denn (st teda timerné objemu deficitu a jeho trvaniu). Aké mnozstvo baleni a v

akej frekvencii bude opravoviia objednavat, aby minimalizovala celkové naklady?

Zdovodnite svoj zaver.

Pozndmka: Ndkladova funkcia je konvexnou funkciou objemu doddvky a deficitu

Non-stop motorest na dialnici predava hamburgery, na ktoré dovaza mé&so ako

polotvar z blizkeho mestecka. Na jeden hamburger spotrebuje 200 g polotovaru,

dopyt po hamburgeroch je normélne rozlozeny s priemerom 200 a disperziou 50

za 24 hodin. Zisk na jednom hamburgeri je 20 kortin, ndklady na skladovanie 1

kg polotvaru stoja 100 kortiin denne. Jedna objednavka predstavuje fixny naklad

300 kortn a realizuje sa za jednu hodinu. Zakaznik, ktory nedostane v motoreste

hamburger, pokracuje v ceste k dalSiemu.

a) Motorest objednava polotovar na 100 hamburgerov, ak mu klesne zasoba polo-
tovaru na 10 hamburgerov. Aké su jeho celkové ocakavané naklady vratane
straty na zisku?

b) Je pre Motorest vyhodnejsie dopliiat polotovar pravidelne dva razy denne na
uroven 20 kg?

Priekupnik vykupuje pouzité surfy za priemerni cenu 100 dendrov. Kapacita
priekupnikovho skladu je 10 surfov, skladovanie predstavuje pre neho naklady
50 denarov mesacne na surf. Ponuky na predaj i zaujem o ktipu st exponencialne
rozdelené s priemerom 450 resp. 500 surfov mesac¢ne. Ak sa nepocita so stratami
v désledku odmietnutia zakaznika, ak(i marzu si mé priekupnik nasadit na jeden
surf, aby netratil?
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Dopyt po tovare je ndhodne rozlozeny. Predava¢ nakupuje tovar za a korun za
jednotku, predéava za b korin za jednotku, prebyto¢ného tovaru sa zbavuje za c
kortin za jednotku. Ukéazte, ze tloha maximalizacie jeho ocakavaného zisku je
ekvivalentna jednozrazovej tlohe z prednasky a vyjadrite r, ¢ pomocou a, b.
lubo objednéva na sobotu chlieb, dopyt po ktorom ma normaéalne rozdelenie s
priemerom 50 kg a smeodajnou odchylkou 10 kg. Na kile predaného chleba ma
zisk 5 kg, kym nepredany chlieb predédva Pavlovi na skrmenie so stratou 10 kg.
Kolko objedna chleba?

Dopyt po parkoch, ktory hasi¢i ocakévaji na svojom béle je rovnomerne ro-
zlozeny v intervale [100,150]. Na jednom predanom parku maju zisk 5 korun, na
jednom nepredanom stratu 7 korun. Kolko parkov objednaji, aby maximalizo-
vali svoj zisk?

Simon ide na ptt predavat Misom vyrobené suveniry. Kupuje ich od Misa za 20
Sk/kus, predava za 25 Sk/kus. Nepredané suveniry mu MiSo odoberie naspit za
poloviéntu cenu pre dalsi predaj. Ak je dopyt po suveniroch rovnomerne rozlozeny
v intervale [200,300], kolko ich Simon kiipi od Misa, aby maximalizoval svoj zisk?
Dopyt po vinohranikovom bur¢iaku je rovnomerne rozlozeny v intervale [10 1, 20
1]. Burciak predava za 50 Sk/1, nepredany ma hodnotu 5 Sk/1. Na druhej strane,
naklady na dokvasenie buré¢iaku do vina st 10 Sk/1 a za liter vina utfzi 40 Sk.
Kolko litrov vinneho kvasu sa vinohradnik rozhodne predévat ako buréiak?
Banka vyrovnava denne hotovost v poboc¢ke na hodnotu z. Priemerny denny
dopyt klientov po hotovosti v Sk je rovnomerne rozloZeny v intervale [0, 10°].
Na nevyuzitej hotovosti ma banka dennu stratu 0.5% z jej hodnoty. Na druhej
strane, ak mé hotovosti nedostatok, musi objednat jej mimoriadny dovoz, ktory
stoji 1000 Sk bez ohladu na jeho objem. Urc¢ite, aké velké mé banka volit z, aby
minimalizovala svoje priemerné straty.

Opravoviia objednéva z velkoskladu 3 druhy ndhradnych dielov, ktorych prie-
merna rocna spotreba je 30, 40, 50 jednotiek, objem jednej jednotky je 0.1, 0.3
a 0.2 m3. Dovaza ich Aviou, ktora nalozi do 2 m3. Cena skladovania prvého
z ndhradnych dielov je 200 kortn, dalsich dvoch 100 korin za jednotku a rok,
fixna cena jednej objednavky je 500 kortin. Vypocitaje optimalnu dizku cyklu a
velkost objednévky.

Opravovnia objednéva iba treti z ndhradnych dielov. Pri jednej objednavke moze
Aviu poslat aj viac razy, kazda dalsia otocka stoji 250 kortin. Vypodcitajte opti-
malnu dizku cyklu a velkost objednavky.

Opravovnia spotrebiiva 300 nahradnych dielov mesacne a dovaza ich v v kon-
tajneroch s kapacitou 100 dielov. Skladovanie jedného dielu stoji 10 Sk/mesiac,
jeden dovoz stoji 200 Sk + 100 Sk za kazdy (aj prvy!) kontajner. Ako ¢asto a aké
mnozstva dielov bude opravovaiia dovazat, aby minimalizovala svoje naklady?



