STOCHASTICKE MODELY OPERACNEJ ANALYZY

1. Uvop

1.1. Priklad (P. Kluvanek)

Za sociku patrila traf Praha - Cierna nad Tisou k najfrekventovanej$im na svete.
Isla 1iou prevazna ¢ast nasho obchodu s nasim dominantnym obchodnym partnerom
- ZSSR. Casto prichadzalo k meskaniu a prestojom vlakov a snahou bolo zvyso-
vat priepustnost trate. Z prevadzkovych dévodov prichddzalo v ktorejsi stanici k
zdrzaniu vlakov v priemere (povedzme) o 2 minuty. Vlakov chodilo v priemere
(povedzme) 20 za hodinu (a teda 1 za 3 mintty). Prefo teda vznikali zdrzania a
dlhé prestoje pred stanicou? Vrchnost ustdila, Ze pri¢inou bol neschopny personal.
Mala pravdu?

Matematici z vtedajsej VSD sa na vec pozreli blizsie a spodéitali, Ze naopak,
personal dosahuje vysledky blizke idedlnej priepustnosti. Preco, dozvieme sa z
jednej z tedrii, ktoré su sucastami tohoto predmetu. Zatial len tolko, Ze vlaky
nechodili rovnomerne jeden za tri minaty a ich zdrzanie v stanici tak isto nemuselo
byt rovnaké. ..

1.2. Terminologia

Priklad vlakov a stanice je jednym z mnohych, ktoré sa spolo¢ne nazyvaja tlo-
hami tedrie hromadnej obsluhy (inak zvanej tedriou frontov, po anglicky queu-
ing theory, po rusky teoria massovogo obsluzivania). Ich spoloénym rysom je, ze
zadkaznici (v nasom pripade vlaky) ¢akaja v jednom alebo viacerych frontoch na ob-
sluhu v obsluznej linke (v nasom pripade v stanici). Obsluznu linku spolu s frontom
nazyvame systémom.

Iné priklady:

zakaznik obsluznd linka  obsluha
telef. ticastnik centrala spojenie
navstevnik banky okienko vybavenie
pacient lekar vySetrenie
kupujuci pokladna ucet
hlados stol jedenie
rmef pocitac vypocet

1.3. Formulacia uloh

Spoloénym rysom je, Ze zédkaznici prichddzaji na obsluhu a ak je linka (resp.
linky) obsadena (-é), ¢akaju vo fronte. Pritom st bud prichody, alebo doba obsluhy
(alebo najcastejsie obidvoje) ndhodné.

Rozdiely mézu byt v pocte liniek (jedna - stanica, viacero - pokladne), rezimov
¢akania (neobmedzend alebo obmedzené dlzka frontu - napr. nulova pri obsadenej
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telefénnej linke), prioritach (kto prv pride, ten prv melie, ale aj naopak - polotovary,
¢akajuce na spracovanie na hromade).

Otazky, ktoré si tedria kladie:
- zostane front ohraniceny, alebo bude trvalo rast
- priemerné dizka frontu
- oCakavany cas straveny v systéme resp. vo fronte
- vyuzitelnost liniek

- kolko zékaznikov zostane neobsluzenych (v pripade ohrani¢eného frontu)?

Nadstavbou tychto zékladnych otézok su otazky optimalizacne: aké su straty,
zapri¢inené odchodom zékaznikov zo systému bez obslizenia, straty v doésledku
Cakania (vlastnych zamestnancov), optimalny pocet liniek ...

1.4. Exponencialne rozlozenie

Ako modelovat ,ndhodné prichody”, ,nahodni dobu obsluhy”?

Abstraktne uvazujme ,udalosti rovnakého typu”, opakujuce sa v ¢ase (prichod
zdkaznikov, dobu obsluhy, prichod elektricky, nehoda na F1, ...). Protipélom de-
terministickych udalosti (spln mesiaca, prichod elektricky) st udalosti, ktoré siu
navzajom celkom nezavislé (padnutie 0 v rulete, tah esa v kartach, nehoda v F1, )
a to, kedy udalost nastane v budiicnosti nezavisi od tohho, kedy nastala posledny
raz v minulosti. Tato podmienku nepliiaji celom napriklad zemetrasenia, alebo
chripkova pandémia: Pravdpodobnost ich vyskytu v budticnosti narasta s dizkou
doby, kotra uplynula od ich posledného vyskytu.

Spolu s nezavislostou udalosti predpokladdme, Ze podmienky sa v ¢ase nemenia
(napr. karty zamieSsame po kazdom tahu) a oznacime pg(t) pravdepodobnost toho,
7e udalost nenastane v ¢asovom intervale dizky ¢. Zrejme plati

po(0) =1 (1.1)
po(t+s) =po(t)po(s), t,s>0 (1.2)

- udalost nenastane v intervale dlzky ¢ + s prave vtedy, ak nenastane na intervale
dlzky t, ani na intervale dizky s a tieto udalosti st podla predpokladu nezavislé.

K predpokladu nezévislosti a nemennosti zakonitosti v ¢ase (homogénnosti) do-
plnime technicky predpoklad, ze funkcia pg je spojita. Potom plati

Veta. Nech pg : [0,00) — R* je spojitd klesajiica nezdpornd funkcia, splriajica
(1.1), (1.2). Potom plati

po(t) =e M (1.3)
pre nejaké A > 0.

Dokaz. Oznadime

A= —lInpy(l).
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Potom z (1.2) postupne vyplyva

po(k) = po(1)...po(1)
—_——

k razy
po(l) = ?0(1/71) .. .po(l/nz
po(1/n) = po(1)*/"
po(0) = [()]F =

To znadi, ze (1.3) plati pre ¢t > 0 racionalne; z predpokladanej spojitosti pg vyplyva,
ze (1.3) plati aj pre vSetky ¢ > 0 reélne.

Pozndmka. 1. Pravdepodobnost toho, Ze v intervale dizky ¢ nastane aspoii jedna

udalost, je
1—po(t) =1—e M, (1.4)

Inak povedané, je to pravdepodobnost toho, Ze dizka intervalu 7 medzi dvoma po
sebe nasledujicimi udalostami je < ¢, a teda distribu¢né funkcia ndhodnej premen-
nej 7. Jej priemernd hodnota je

E = R — 1 — —AT d —_—= — R — _ATd
(1) /0 TdT( e "T)dr /0 TdTe T
o0 o0 1
= — |:7_e_>\7—j|0 +/ e_ATd’T — X.
0

To znaéi, 7e 1/\ ma vyznam priemernej dlzky intervalu medzi dvoma udalostami;
parameter A ma teda vyznam priemerného poctu udalosti za jednotku intervalu..

2. V tedrii hromadnej obsluhy sa doba obsluhy c¢asto modeluje ako ndhodna
premennd s exponencialnym rozlozenim. Hoci takto modelujeme aj prichody zéa-
kaznikov do systému, na opis dynamiky ich pohybu vo fronte to nestaci - potre-
bujeme poznaft ich pocet ako funkciu ¢asu, ozna¢ime ju X (t). Pre kazdé ¢ je X(t)
nahodnou premennou, nadobudajicou celé nezaporné c¢isla. Ako uz je zname z
inych predmetov (Finanéna matematika II, Casové rady), systém nahodnych pre-
mennych parametrizovanych ¢asom sa nazyva ndhodnym procesom.

2. MARKOVOVE RETAZCE

2.1. Nahodny proces a ndhodny retazec

Nech X (¢) je systém ndhodnych premennych, zavislych od parametra ¢, ktory
nadobtida hodnoty z T'= R, RT, Z, Z*, alebo ich podmnozin.

Pre nase ucely budeme ndhodny proces povazovat za dany zloZzenymi pravde-
podobnostami

P(X(t1) € Ay,..., X(tn) € A) t1,...,tp €T.

Vseobecna tedria ndhodnych procesov je zlozita; aby sme sa vyhli komplikacidm,
budeme predpokladat, Ze realizicie X (¢) st spojité sprava.
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Nahodny proces nazyvame homogénnym, ak plati

P(X(t1) € A1, X(t2) € Az,..., X(ln) € Ap)
= P(X(t1+T) € Al,X(t2+T) € AQ,...,X(tn+7') € An),
pre lubovolné 7 také, ze t1,t1 +7,...,tn,t, +7 € T. My sa v tomto texte budeme
zaoberat iba homogénnymi procesmi.
Nahodné premenné, vyskytujice sa v THO predstavujua vzdy zakaznikov a preto

budt nadobudat stavy z konecnej alebo zo spocitatelnej mnoziny. Nahodny proces
ich vyvoja v ¢ase bude sa teda opisovat zloZzenymi pravdepodobnostami

{P(X(t1) =j1,.. ., X(tn) =jn) €L, t1,.. ., t, €T, j1,....Jn €ZT}
Procesy s konec¢nou alebo spocitatelnou mnozinou hodnot nazyvame aj retazcami.

2.2. Retazce s nezavislymi prirastkami a Markovova vlastnost

Predpoklady o postupnosti udalosti z 1.4. hovoria, ze pocty ich vyskytu v dis-
junktnych intervaloch st navzadjom nezavislé a ich pocty v intervaloch rovnakej
dlzky nezéavisia od polohy tfchto intervalov na realnej osi. Znaéi to, ze mozeme defi-
novat ndhodny retazec X (t) so spocitatelnou mnozinou hodnét ako pocet udalosti,
ktoré nastant v intervale dlzky ¢ (rovnako, ako v fubovolnom konkrétnom intervale
[7,7+t], 7 € R]. Predpoklady 1.4 hovoria, ze pre t >t > to > --- > t, plati

P (X(t) - X(tl) - ’Ll‘X(tl) - X(tg) - ’ig, ey X(tn_l) - X(tn) - Zn)
=P(X(t) — X(t1) =141). (2.1)
O retazcoch, spliiajicich (2.1) hovorime, Ze st to refazce s nezdvislymi prirastkami.
Poznamenajme, ze Wienerov proces z predmetu Financ¢né matematika II je proces
s nezdvislymi prirastkami, kym v predmete Casové rad sa studuji procesy, ktoré
nezavislé prirastky mat nemusia.

Ukézeme, ze kazdy proces s nezavislymi prirastkami mé Markovovu vlastnost,
t.j. ze prekazdé nat>t; >--->1t,a1,J1,...,J, plati

P(X(t) =X (t1) = j1, ..., X(tn) = jn) = P(X(t) = i| X (t1) = j1)- (2.2)
K tomu pouzijeme nasledovnii lemu, ktorej dokaz ponechdvame ako cvicenie.
Lema.
P(A[B,C) = P((A|B)|C).
Jej viacnasobnym pouzitim dostavame
P(X(t) =i|X(t1) = j1,---, X(tn) = Jn)
=P(X(t)— X(t1) =i — 71| X(t1) — X(t2) = j1 — j2,- - -
X(tn—l) - X(tn) - jn—l _jna X(tl) - .71)
X(tn-1) = X(tn) = Jn—1 — JnlX(t1) = j1)
=P(X (1) = X(t1) =i — j1| X (t1) = j1) = P(X(t) = i| X (t1) = jr)-

Nahodny refazec s Markovovou vlastnostou sa nazyva Markovovskym retazcom.
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Priklady. Markovove retazce resp. procesy: MyS v bludisku (homogénny retazec
s konefnou mnozinou stavov), po¢ty Iudi na zastéavke elektricky, Wienerov pro-
ces, teplota vzduchu merana v hodinovych intervaloch (nehomogénny), v rovnaka
hodinu v rozliénych diioch (v dost dlhom obdobi homogénny). Ako ukazovatelov
"kreditného rizika” institicie sa pouziva pouziva jej prislusnost k ratingovej triede.
Prislusnost sa povazuje z Markovov refazec s ratingovymi triedami ako stavmi.
Nemarkovovské procesy: Krokodil v bludisku (homogénny, koneénd mnozina sta-
vov).

Vsimnime si, Zze Markovov retazec je tuplne opisany pravdepodobnostami
P(X(t) = i) a podmienenymi pravdepdodobnostami
P(X(tl) = Zl‘X(tQ) = ’ig), t1 > to. Naozaj, pret; >ty >--->1, plati

Opakovanim tejto upravy pre P(X (t2) = i2,..., X(t,) = i,) atd. napokon dosta-
neme

PX(t) = i1,..., X (tn) = in)
—P(X(t1) = i1|X (£2) = in) ... P(X(tn_1) = in_1|X (tn) = in)P(X (tn) = Xn).

2.3. Markovove retazce s diskrétnym éasom a koneénou mnoZinou
stavov

Ak je mnozina stavov retazca konefna, méZzeme ich bez ujmy na vSeobecnosti
oznacit ¢islami 0,1,...,n.

Pre Markovov refazec X (t) so stavmi {0,...,n} a T = Z* oznacme p;(t) =
P(X(t) = 1), p(t) = (po(t),...,pn(t)). Z 2.2 vyplyva, ze X(t) je Giplne opisany
pravdepodobnostami p;(0) = P(X(0) = j) a podmienenymi pravdepodobnostami

pi;j(t) =P(X(t+1)=jX(t)=1), teT, 0<i,j<n. (2.3)
Kedze sa obmedzujeme na homogénne retazce, plati p;;(t) = p;;(t+7) pre lubovolné

T prirodzené, preto p;;(t) nezévisia od ¢ , mézeme ho teda vypustit. KedZe pre pevné
i je {pij }}j—o pravdepodobnostné rozloZenie, plati

n
0<pi; <1, sz'j =1 (2.4)
j=0

Znalost pravdepodobnosti p;; a p;(t) nAm umoziiuje vyjadrit pravdepodobnosti
Dj (t + 1)

pi(t+1) = pi(t)pi (2.5)
i=0

alebo v maticovom tvare
p(t+1) =p(t)P, (2.6)



6 STOCHASTICKE MODELY OPERACNEJ ANALYZY

kde
P = (pij)Zj:o (2.7)

spliia vzfahy (2.4). Maticiam, ktoré ich spliiaji, hovorime stochastické.
Z pravidiel o podmienenych pravdepodobnostiach dostavame

P(X(t+2) =1i|X(t) Zpykpkz

a pre pevné t = to dalej

pi(to +2) Zpkz Zpgkpg to),

v maticovom zapise
p(to +2) = p(to)P?;

indukciou dostavame pre kazdé celé t > £

p(t) = p(to)P* .

Znadi to, ze Casovy vyvoj rozlozeni pravdepodobnosti p(t) je riadeny linedrnym
diskrétnym dynamickgm systémom. (Na rozdiel od jeho zépisu v predmete DDR
zapisujeme vektory ako riadkové a maticou P sa nésobi sprava).

Specifikom systému je, Ze zobrazuje simplex

pi>0, Y pi=1

do seba. Vyplyva to bezprostredne z (2.4).

Ako v tedrii dynamickych systémov, aj v teérii MR sa skiima asymptotické spra-
vanie pravdepodobnosti. Dolezité je zistit, ¢i pravdepodobnostné rozlozenie p(t)
konverguje k nejakému (nevyhnutne) pravdepodobnostnému rozloZeniu m, ktoré
predstavuje rozlozenie ,ustalenych” pravdepodobnosti. K tomu nasledovné po-
znamky:

1. Ak 7 je také rozlozenie, Ze

lim p(t) =,
t—o0
potom nevyhnutne plati
m =mnP. (2.8)

Inak povedané, 7 je lavym vlastnym vektorom P s vlastnou hodnotou 1 a pevnym
bodom linedrneho dynamického systému (2.6).

2. Pre Iubovolny vektor v plati
n
>3 el < Z [oi pr Il
7=0 =0 1=0
Ak oznacime |v] = Y " |v;], znadi to, ze
[vP[ < [v]

a teda P nemdze mat vlastnt hodnotu > 1.
Plati



STOCHASTICKE MODELY OPERACNEJ ANALYZY 7

Veta. Ezistuje pravdepodobnostné rozloZenie 7, spliajiice (2.8). Ak si pre niektoré
r > 0 vsetky prvky matice P" kladné, potom w je jediné a pre lubovolné pravde-
podobnostne rozloZenie p plati

tlim pP! =7 (2.9)

Doékaz. Simplex p; > 0, > p; = 1 je konvexny a kompaktny a matica P ho zobrazuje
do seba. Podla Brouwerovej vety o pevnom bode mé v simplexe pevny bod , pre
ktory zrejme plati (2.8). Sporom ukazeme, Ze je jediny.

Predpokladajme, Ze by existovalo pravdepodobnostné rozlozenie 7 # m , spliia-
juce (2.8), teda ze by 7 bolo vlastnym vektorom vlastnej hodnoty 1. Potom by pre
kazdy bod priamky {7 + a7 : « € R} platilo (2.6). Zvolme « tak, Ze m + a7 je na
hranici simplexa (2.3), teda aspon jedna z jeho zloziek je nulova. Ak ma P" vSetky
prvky kladné, st aj vSetky zlozky vektora

(m+am)P" =7+ ar

kladné, ¢o je v spore s volbou a.

Z Perronovej vety o kladnych maticiach vyplyva, ze vSetky ostatné vlastné hod-
noty A maju absolatne hodnoty < 1. Ak si vSetky vlastné hodnoty navzajom
rozli¢né, vyplyva z teérie DDR

pP! = 711t + Zvi)\f — T,

(kde v; je vlastny vektor vlastnej hodnoty \;) pre t — oo.

Dokaz konvergencie pre pripad viacnasobnych vlastnych hodnét je o nieco zlozi-
tejsi.
Pozndmky. 1. Vetu mozno dokazat aj pri slabsich predpokladoch.

2. Pravdepodobnostné rozlozenie m nazyvame stacionarnym, ¢o je v sulade s
terminolégiou DDR.

3. Vsimnite si, Ze pre i-ty riadok matice P¥ plati [Pk]Z = ¢,PF, kde ¢;
(0,...,1,0,...,0) (1 je na i-tom mieste) je pravdepodobnostné rozloZenie istoty,
sa nachadzame v stave ¢ . Z toho podla Vety vyplyva

N<
@

lim [PkL =7

k—oo
nezavisle od i.

2.4. Priestor [

Pravdepodobnostné rozlozenia Markovovho refazca so spocéitatelnou mnozinou
hodnét (za ktort bez ujmy na vSeobecnosti budeme brat mnozinu {0,1,...}) sa
postupnosti {pg, p1, ...}, splhajtce vztahy

0<p;i<1, > p=L (2.10)
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St teda prvkami priestoru postupnosti {zg, 1, s, ...}, spliajtcich

oo
Z || < oo.
i=0

Ak sucet a nasobenie konStantou v tomto priestore zavedieme ako sucet resp.
nasobenie po ¢lenoch, tvori mnozina takychto postupnosti (nekoneénorozmerny)
priestor, ktory oznacujeme ;. V tomto priestore mozeme zaviest normu predpisom

oo

o[ =) Jail.

1=0

Lahko sa presvedéime, Ze takto zavedend norma ma nasledovné vlastnosti:

a) |z| >0, |x| =0 vtedy a len vtedy, ak z =0

b) |ax| = |al|z| pre kazdé a € R

c) lz+y| < |zl + [yl
Ak zavedieme vzdialenost d(x,y) = | —y|, potom sa priamociaro mozeme presved-
¢it, ze d je metrika a metricky priestor takto definovany je uplny. Vo vSeobecnosti
sa Uplnému linedrnemu priestoru s metrikou definovanou normou hovori Bana-
chov priestor. Matematickej analyze v Banachovych (a vSeobecnejsich ) linearnych
priestoroch sa venuje rozsiahla matematickd disciplina, funkcionalna analyza. My
sa v tomto texte obmedzime iba na najnevyhnutnejsie skutocnosti a konkrétny
pripad priestoru (.

Linedrnym operatorom A : [y — [; nazyvame linedrne zobrazenie (t.j. plati)

(ax + By)A = awA + ByA,
ktoré je ohranicené, t.j. existuje konstanta a taka, ze
|z A| < alz|
pre vSetky x € [;. Najmensiu z tychto konstant oznacime |A|; plati

|A| = sup |zA]|.

|z|=1

Podobne, ako v konec¢norozmernom priestore, oznacme e; taky prvok z [y, ktory
ma ¢-ta zlozku rovna jednej a ostatné nulové. Operator A je zrejme jednoznacne
dany nekonecnou maticou cisel, kde a;; je j-ta zlozka prvku e; A. Po tejto definicii
mozeme zobrazenie A zapisat ako sucin matice A s vektorom (v obidvoch pri-
padoch so spocitatelnym poc¢tom zloziek) podla analogickych pravidiel, ako v pri-
pade kone¢norozmernom.

Nasledovné tvrdenia sa daji priamociaro odvodit:

1. Operator A je ohraniceny prave vtedy, ak
sup Z la;;| < oo
b

2. Operator je spojitou funkciou



STOCHASTICKE MODELY OPERACNEJ ANALYZY 9

3. Matica kompozicie AB operatorov A, B je suc¢inom ich matic (pri nasobeni,
analogickom nésobeniu matic v kone¢norozmernom pripade)

4. Derivaciu #(t) funkcie z(t), ¢ € R s hodnotami v I; definujeme analogic-
ky ako pre funkcie s konecnorozmernymi hodnotami. Nech A je operator.
Potom diferencialna rovnica

T =zxA

m4 jedné rieSenie, spliajice x(tg) = 2° pre lubovolné tq € R, 2° € I.
Dokaz mozno urobit pomocou Banachovej vety o pevnom bode rovnako,
ako v konecnorozmernom pripade.

Doteraz sme uvadzali analyzu [; s konecnorozmernymi linedrnymi priestormi. Je
vSak jeden podstatny rozdiel: ohraniGend mnoZina v [; nemusi byt kompaktna.
Dal$im rozdielom je, Ze linedrne zobrazenie nemusi byt nevyhnutne aj spojité.

2.5. Markovove retazce s diskrétnym ¢asom a spodéitatelnou mnoZinou
stavov

Pravdepodobnostné rozlozenia na mnozine spocitatelnych stavov mozeme podla
2.3 chéapat ako prvky l;. Ak definujeme podmienené pravdepodobnosti p;; rovnako
ako v 2.2, potom platia vztahy (2.3) - (2.7) s tym, Ze n zamenime za oo a P mé
vyznam ohrani¢eného linedrneho operatora l; — [;.

Predpoklady limitnej vety z 2.2. nestacia na jej rozsirenie v nekonecnorozmer-
nom pripade. Dovodom je, ze Schauderova veta, ktora je rozsirenim Brouwerovej
vety o pevnom bode na nekonecnorozmerné priestory, vyzaduje okrem konvexnosti
mnoziny aj kompaktnost jej obrazu.

Prikladom moze slazit matica

Veta z 2.2. plati za zlozitejSich predpokladov, ktoré vyzaduja zaviest dalSie
pojmy a preto ju nebudeme formulovat.

2.6. Markovove refazce so spojitym ¢asom

PodTla 2.1 je homogénny Markovov retazec X (t) so spojitym ¢asom zadany pod-
mienenymi pravdepodobnostami

pij(T) = P(X(t+7) = j|X(¢) = 1),

ktoré st nezavislé od t a splhaja vztahy
n
0 <pi(r) <1, D pij(r) =1 (2.11)
j=0

(kde n je konecné alebo nekone¢né podla poctu stavov refazca). Matica pod-
mienenych pravdepodobnosti

P(7) = {pij(7)}i;
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definuje (ohrani¢eny) linedrny operator na R™, resp. .
Z elementarnych vlastnosti podmienenych pravdepodobnosti vyplyva pre Tubo-
volné t,s > 0

> pin(t)pr;(s) = pij(t + 5)
k

¢o znaci
P(t+s) =P(t)P(s). (2.12)
Dalej zrejme plati
P(0)=1. (2.13)

Vztahy (2.12), (2.13) pripominaja vlastnosti prenosovej fundamentélnej matice au-
tonémnej diferencialnej rovnice

dp
— = pQ. (2.14)

Otéazkou je, ¢i musi existovat operator @) ze P(t) je jeho prenosovym operatorom.
Plati

Veta. Ak P(t),t > 0 zdvisi spojite na t a md vlastnosti (2.12), (2.13), potom
ezistuji q;; € [—00, 00| také, Ze plati

1 .,

lim =pyj(t) = a5  prei# ] (2.15)
. opa(t) -1
lim === = Gii- (2.16)

Hodnoty g¢;; st pre ¢ # j vzdy konecné, kym pre ¢ = j mozu byt v pripade
nekonec¢nej mnoziny stavov aj nekonecné.

V pripade, Ze ¢;; st konefné a konvergencia v (2.15) a (2.16) je rovnomerna
vzhladom na zlozku (¢o je v pripade koneénej mnoziny stavov splnené vzdy), vy-
plyva z (2.15) a (2.16) najprv

d B (t+h)—P(t) P(h)—1
S P(t) = lim Y =P(t) lim =P@)Q, —
d . P{+h) -P@lt) . P(h)-I B
P (t) = lim Y = lim ————P(t) = QP(t). 0.15)

Rovniciam (2.17), (2.18) sa hovori Chapmanove-Kolmogorovove rovnice pre retazce.

V pripade, Ze ¢;; si nekone¢né, mozno rovnici (2.16) tiez dat zmysel, vychadza
to vSak nad ramec tohoto textu.

Cisla ¢ij sa nazyvaju intenzitami prechodu medzi stavmi.

Ak je zndme pravdepodobnostné rozlozenie p(0), potom pre rozloZenie p(t) pro-
cesu X (t) plati
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a teda
p(1) = POP()Q = p(1)Q. (219)

Stacionarnym nazveme také rozloZenie 7, pre ktoré z p(0) = 7w vyplyva p(t) =7
pre kazdé t > 0. Zrejme pren musi platit d/dip(t) = 0, teda

7Q = 0. (2.20)

Rovnako, ako pri MR s diskrétnym ¢asom nas zaujimaja limitné vlastnosti retaz-
cov. Veta o existencii limitného rozlozenia méa v pripade MR s nekonecnym poc¢tom
stavov o niec¢o jednoduchsie predpoklady, nez v pripade diskrétneho casu. Plati

Veta. Ak md MR so spojitym casom staciondrne rozloZenie, vsetky jeho stavy si
navzdjom dosiahnutelné a jeho intenzity prechodu si koneéné, potom existuje jediné
pravdepodobnostné rozloZenie m, spliiajice (2.20) a pre vsetky pravdepodobnostné
rozloZenia p(t) = p(0)P(t) plati

tlim p(t) =m. (2.21)

Stav j nazyvame dosiahnutelnym zo stavu ¢, ak plati p;;(t) > 0, pre nejaké ¢.
Podobne, ako v pripade diskrétneho ¢asu, je (2.21) ekvivalentné vztahu

lim pi;(t) = 7
Y iy (1) =7
pre Tubovolné i.

2.7. Poissonov proces

Nech X (t) je bodovy proces, t.i. ma zmysel vyskytu nejakej ndhodnej premenne;j
udalosti v intervale dizky ¢t. V zmysle nasej dohody predpokladdme, Ze udalosti
st na sebe nezdvislé a proces je homogénny; ozna¢me p;(t) pravdepodobnost, Ze
v intervale [0,¢) nastalo i udalosti. Predpokladajme dalej, Ze priemerny pocet
vyskytov udalosti za cas t je A\t a navyse

1.
p1(7) = AT+ o(7) (2.22)

Z p; (1) = o(7) (2.23)

pre 7 — 0.
Predpoklad 2 nazyvame predpokladom ordinalnosti procesu.
Z (1.4) vyplyva
po(t) = e . (2.24)
Kedze p;;(t) = P(X(t) = j|X(0) = i) = p;—i(t), z (2.22), (2.24) a Vety 2.26

<

vyplyva, Ze intenzity procesu splinaju

Gii = —NGit1=A a ¢; =0 prej#ii+1 (2.25)
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a podla (2.19) pre pravdepodobnost p;(t) plati

Po(t) = —Apo(t) (2.26)
pi(t) = =Api(t) + Api—1(t) prei > 0;

dalej zrejme plati po(0) = 1, p;(0) = 0 pre i > 0.
Postupnym rieSenim rovnic (2.26), (2.27) pri tychto pociatoénych podmienkach
dostavame

po(t) = e (2.28)

e pre ¢ > 0. (2.29)

Vztah (2.29) vyplyva podla principu matematickej indukcie z nasledovného vypoc-
tu:

t i—1
(1) = o=, A=) AT s
pi(t) =e pZ(O)—i—/O e (i—l)!e ds

t i—1 ‘
As)* At)"

:e—)\t/ (S) ds = ( ) €_>\t.

o (i—1)! il
Pre kazdé t je rozlozenie {po(t), pi(t), ...} Poissonovo, preto tomuto procesu hovo-

rime Poissonov proces.
Vsimnime si, ze plati

po(0) =1 pi(0)=0 pre k > 0,
P0(0) = =\, p1(0) = A, p:(0) =0 pre i > 1 (2.30)

a ak p(0) = 1, potom
pij(t) = P(X(t) = j|X(0) = i) = P(X(t) = j —i[X(0) = 0) = p;—(£)-

Spétny vypocet priemerného poctu udalosti za jednotku casu dava

Oznaéme teraz ry(t) pravdepodobnost toho, Ze v intervale dizky ¢ nastane najviac
k udalosti. Zrejme plati

k i
Tk(t) _ e—At Z (At) )

7!
i=0

Rozlozenie t — 1 — ri(t) je Erlangovo s parametrami A, k.
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3. TEORIA HROMADNEJ OBSLUHY

3.1. Kendallova klasifikacia

Ulohy teérie hromadnej obsluhy vykazuji velkl rozmanitost. Pre ich zakladné
rozliSenie sa pouziva symbolika zavedend jednym z priekopnikov tedrie D.G. Kendal-
lom. Typ tlohy sa oznacuje symbolom

X/Y/n,

kde

X znaci typ ndhodného procesu prichodu zakaznikov
Y znadi zakon rozloZenia dizky doby obsluhy
n znaci pocet obsluznych miest.

Niekedy sa ako stvrty symbol v Kendallovej symbolike priddva maximéalny pocet
zékaznikov v systéme m, teda

X/Y/n/m.

My budeme za X,Y pripustat symboly
M - Poissonov proces resp. exponencialne rozlozenie doby obsluhy
D - deterministické prichody resp. konstantnti dobu obsluhy.
Za n budeme pripustat prirodzené ¢isla a za m prirodzené ¢isla a oo (v pripade
neobmedzeného frontu).
Iné moznosti rozlozeni, ktoré sa dosadzuju za X, alebo Y, st

E - Erlangovo rozlozenie

K - x? rozlozenie

G - vSeobecné rozlozZenie.
Kendallova klasifikdcia nepostihuje dalSie mozné odlisnosti, ako frontové rezimy, ¢i
priority.

3.2. Systém M /M/1/c0

V zmysle Kendallovej klasifikacie predpokladame, ze prichody zakaznikov st
opisané Poissonovym procesom a dlzka doby obsluhy je exponencialne rozlozené
s priemernou dobou obsluhy 1/u. Znaéi to, Ze ak sa systém nevyprazdni, je
pocet obsluzenych za jednotku casu opisany taktiez Poissonovym procesom, a to s
priemerom /.

Ozna¢me X (t) ndhodny pocet zdkaznikov v systéme pi(t) = P(X(t) = k),
pik(h) = P(X(t+ h) = k| X (t) = i) Nasim cielom je odvodit diferencialne rovnice
pre pi(t).Plati

dpr .\ _ 4

ar (t) :%pk(t + h)|h=0

=S ik = 3 pi(0)p0) (3.1)
1=0 =0

Aby sme koeficienty pri p; () vy¢islili, sta¢i ndm poznat hodnoty p;x(h) s presnostou
o(h). V tom nam pomoze
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Lemma. Pravdpodobnost vyskytu viac ako jednej udalosti typu prichod/odchod na
intervale dizky h je o(h)

Dokaz. Pre dva a viac prichodov za nepritomnosti odchodov je tvrdenie Lemy
bezprostrednym doésledkom predpokladu 2 odseku 2.7. Pre odchody je iivaha trocha
zlozitejsia, treba totiz vziat do vahy, Ze systém sa moze vyprazdnit a tym aj ob-
sluzna linka prestat pracovat. Presnejsie povedané, ak X(t) = k potom je za
nepritomnosti prichodov nemozné, aby zo systému odislo viac, ako k zdkaznikov;
pravdepodobnost > k poc¢tu odchodov je teda 0, ¢o je o(h). Pre pocet odchodov
1 < @ < k sa systém nevyprazdni, mozeme teda pouzit rovnaku uvahu, ako v
pripade prichodov.

Zostava pripad, Ze sa na intervale vyskytne aspon jeden prichod spolu s aspon
jednym odchodom. Pravdepodobnost takejto udalosti je zloZenou pravdepodob-
nostou pravdepodobnosti vyskytu prichodu 1 —e~*" a a vyskytu odchodu 1 —e~#".
KedZe prichody a odchody st nezavislé, je zlozena pravdepodobnost ich stéinom,
teda (1 — e~ *)(1 — e~#"). Tvrdenie Lemy vyplyva z toho, Ze

d _ _
11— e (1~ e amo =0,
¢o sa overi priamociarym vypoctom. [J

Z Lemy a (2.22), (2.23) vyplyva

Pi,i+1(0) = A, pir(0) = 0 pre vSetky k > i+ 1,
d

= %(e_khe_“hﬂh:o =—X—,Pii—1(0) = p, pir(0) =0

pre k<i—1la>0,
P00(0) = =\, pox(0) = 0 pre k£ < 0. (3.2)

Pii (0)

S ohladom na (3.2) déva (3.1) pre pi(t) diferencidlne rovnice

Po = —Apo + up1

Pk = Ape—1 = (1t + A)p + pprs1 pre k>0, (3.3)
alebo v operatorovej forme
p = pQ
kde @ je trojdiagonéalna matica
—A A 0 0 0
I T TR A 0 0
@= 0 A0

Systém (3.3) sa da riesit, ale nebudeme to robit. V tedrii sa totiz spravidla pocita
s tym, ze systém pracuje v dlhodobo ustalenych podmienkach a mozno teda pred-
pokladat, Ze pravdepodobnosti sa ustéalili na svojich limitnych stacionarnych hod-
notach. Tieto podla 2.6 existuju a st jediné, pretoze intenzity retazca st koneéné
a vsetky stavy st navzajom dosiahnutelné (ddkaz ako cvicenie). Dalej podla 2.6
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vsetky pravdepodobnosti p(t) k staciondrnym konverguju. Ak oznacime (pg, p1,--.)
stacionarne pravdepodobnosti z (2.9) a (3.3) (alebo ak polozime derivécie v (3.3)
rovnymi 0), dostaneme

—Apo + pp1 =0 (3.4)
Apk—1+ (=t — N)pr + ppr+1 =0 pre k> 0. '
Polozime z = —Apy + pupr+1. Potom (3.4) mdZzeme prepisat do tvaru
20 = 0
zr— 2,1 =0 prek >0,
z ¢oho vyplyva
2z =0 pre vsetky k, (3.5)
a teda
A k
Pk+1 = ;pk = PPk; Pk = P Do,
kde p = A/u nazyvame intenzitou prevadzky.
Aby postupnost © = (pg, p1,...) bola z l;, musi zrejme platit p < 1, t.j.
A< p, (3.6)
a aby 7 bolo pravdepodobnostnym rozlozenim, musi platit
1=> pr=poy p'= (3.7)
k=0 k=0
Z (3.5) vyplyva
po=1-p,  pr=(1-p)" (3.8)

Hodnoty pi predstavuja pravdepodobnosti, zZe v systéme je v ustalenom rezime
k zdkaznikov. Mozno z nich vypocitat dalsie zaujimavé charakteristiky.

Pravdepodobnost, Ze vo fronte je k zakaznikov, je zrejme po+ p1 pre k = 0, pri1
pre k > 0.

Priemerny pocet zdkaznikov v systéme je

/{—kak— (1—0p Z T, (3.9)
k=0
a jeho variancia je
- 2 P’ P
k Pk — = 3.10
2 T T Ty (310

Priemerny pocet zakaznikov vo fronte je

Y= Z kpr+1 = po Z kpttt =
k=0 k=0
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Vsimnime si, ze

Vypocet rozlozenia pravdepodobnosti doby ¢akania vo fronte je o nieco zlozitejsi.
Ozna¢me W}, (ndhodntt) dobu ¢akania zdkaznika, ktory je v okamihu prichodu k—ty
vo fronte. Zékaznik ¢aké vo fronte dobu > w prave vtedy, ak na intervale dlzky w
nastalo 0 < 57 < k — 1 udalosti ,,bol obslizeny zakaznik”, ¢o je Poissonov proces s
priemernym poc¢tom udalosti p za jednotku casu. Podla 2.7 teda plati

k— 1
(Wk>

7=0 ‘7'

Zakon rozlozenia doby ¢akania W lIubovolného zékaznika bude

PW >w)= Zka(W"’ > w) = Z(l — p)pFe Hw
k=1 k=1

=(1-pe Y (“Tf'))] pj+1L

[e.¢]

J
=e ’“"pZup 2 = e
7=0

—(p—A)w

Jj=0

:pe

(samozrejme, P(W =0) = py = 1 — p). Strednd hodnota ¢akania je

E(W) = /000 wi [1 — pe_(“_A)w} dw

— /Ooo wld [t aw = -, [we=w]

0 w—=

Celkova doba R stravend v systéme sa od doby cakania vo fronte lisi iba o dobu
obsluhy, teda plati

P(R > w) = Zka(WkH > w) = e~ N
k=0
B(R) = (1 — )"
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Doteraz odvodené charakteristiky st zaujimavé pre zakaznika. Pre prevadzko-
vatela s zaujimavé dalSie charakteristiky, a to

- priemerna doba vyuzitia linky

- priemerny pocet zastaveni linky.

Linka je vyuzita, ak je v systéme aspon jeden zakaznik, ¢oho pravdepodobnost
je 1 —po(t) = p. To je aj priemerna doba jej vyuzitia za jednotku ¢asu.

K tomu, aby sme vypocitali priemerny pocet zastaveni, vypocitame najprv
pravdepodobnost nepretrzitej ¢innosti linky ako funkcie doby.

Ozna¢me X (t) modifikaciu procesu X (t), spo¢ivajicu v tom, Ze ak pocet zékaz-
nikov v systéme klesne na nulu, obsluzné linka skon¢i ¢innost. Inak povedané, ak
X(to) = 0, potom X (t) = 0 pre t > to. To znadi, ze Ch.-K. diferencidlne rovnice
(3.3) sa zmenia na

Po(t) = +pp (1)
Pr(t) = —(u+ N)pr(t) + ppa(t) (3.11)
Pr(t) = Mor—1(t) — (1 + NP (t) + pprrr (2).

Linka za¢ne ¢innost vtedy, ak je v systéme 1 zédkaznik, teda p1(0) = 1; ak X (t) = 0,
znadi to, ze prerusenie jej ¢innosti nastalo pre nejaké 0 < t' < ¢t. To znadi, ze po(t)
je distribu¢né funkcia pravedpodobnosti ndhodnej doby nepretrzitej ¢innosti linky.
Na jej vypocet treba najst rieSenie rovnic (3.11), ¢o je rovnako ako rieSenie rovnic
(3.3) zlozité a nebudeme ho robit. Uvedieme iba, Ze strednd hodnota nepretrzitej
doby obsluhy je

/(1= A).

Medzi intervalmi obsluhy st intervaly, pocas ktorych do systému nepride novy
zékaznik. Ich strednd dlzka je 1/\. To znaéi, Ze za jednotku ¢asu bude v priemere

linka
1 | _ 1% - N
Gty = (m) ==

razy odstavena.

Priklad. Do stani¢nej pokladnice prichddza v priemere 1 zdkaznik za 2 mintuty,
obluha trva v priemere 1 minttu, t.j 4 = 1,\ = 1/2, obidva procesy st Pois-
sonovské.

Intenzita prevadzky je p = A/u =1/2,

po=1-1/2=1/2, pp=(1/2)F1-1/2) = (1/2)*"!

P(W >w) = %e_(l_l/z)w = 16_1“/2

2
EW) =1 i/12/2 =h
12 14
Fe1sip b YT ioap VR

Priemerna doba obsadenosti linky je > j>oPj =1—po = % Vsimnime si, Ze
napriek rezerve vo frekvencii obsluhy sa caka.
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3.3 Systém M/M/1/n

Nahodny proces X (t) tohoto systému sa od ndhodného procesu, opisujiceho
pocet zakaznikov v systéme M/M/1/oo 1isi iba tym, Ze pr = 0 pre k > n a do
systému nemoze pribudnut zédkaznik, ak k = n (a teda A = 0 v tomto pripade).
Preto plati

d _
pnn(h) - %6 mh — —,LLh + O(h)7 pn,n—‘,—l(h) =0.

V rovniciach (3.3) sa to prejavi tak, Ze rovnica pre k = n sa zmeni na rovnicu
Pn = APn—1 — [Pn.
Pre ustaleny stav dostavame rovnako ako v systéme M /M /1/oc0
pr=p"po  pre 0<k<n,

a z podmienky » pp =1,

=1/ " =—1
k=0 P

Charakteristiky 7, A, atd. sa vypo¢itaja analogicky, ako pri systéme M /M /1/cc.
Novou charakteristikou je pravdepodobnost odmietnutia

1_p n
p’I’L: 1_pn_|_1p

a priemerny pocet odmietnutych za jednotku casu p,, - A.

3.4 Systém M /M /n/oo

Predpokladame, ze prichody zakaznikov st opisané Poissonovym procesom a
dIzka doby obsluhy jednej linky je exponencidlne rozlozena s priemernou dobou
obsluhy 1/u. KedZze linky obsluhuji navzajom nezévisle, znadi to, ze ak je v ¢innosti
k liniek, je pravdepodobnost, Ze nijaké z liniek na intervale dizky h neukonéi éinnost
rovng e krh

Oznac¢ime X (t) ndhodny pocet zdkaznikov v systéme v okmaihu ¢, pi(t) =
P(X(t) = k), pi(h) = P(X(t+ h) = k|X(t) = i). Ako v predchadzajucich pri-
padoch, k tomu aby sme odvodili diferencidlne rovnice pre pg(t) ndm sta¢i poznat
prechodové pravdepodobnosti p;;(h) s presnostou o(h).

Vsimnime si najprv, Zze Lemma z 3.2 zostava v platnosti - sta¢i v nej zamenit p
za ku, kde k je rovné poctu liniek v ¢innosti.

Analogicky ako pre systém M /M /1/oco dostaneme

]52'72'4_1(0) = )\,pzk(O) = 0 pre véetky k>i+ 1,
pii(0) = =X — min{é, n}p, p;;i—1(0) = min{i, n}p, p;r(0) =0 pre k <i—1ai>0,
Poo(0) = —A, Por(0) = 0 pre k <0, (3:2)



STOCHASTICKE MODELY OPERACNEJ ANALYZY 19

d d
@pk(t) dhpk(t + h)|h=o
d

= ;Pi(t) d_hpik(h)|h:0

—Apo(t) + pp1(t) pre k=0
=9 Ae-1(t) = A+ Ekp)pr(t) + (k + Dpprsa(t) prel <k <n.

Api—1(t) — (A + nu)pg(t) + nupr1(t) pre k >n (3.15)

Opit nés zaujimaju limitné staciondrne hodnoty pravdepodobnosti pre ktoré
platia rovnice (3.14) s favymi stranami nahradenymi nulou. Oznac¢ime

%k = Apr—1 — nupr  pre k >mn
2k = Apk—1 — kupr pre 1 <k <n.

Plati z9p =0, 2 — 241 = 0, teda zx = 0 pre vSetky k. Pre 0 < £ < n plati

_ A p _A
Pk = k,upk 1= kpk—la P = 'u-
Z toho dostavame
k
pkz%po pre 0<k<n.
Pre k£ > n plati
k—n

- P
k= ﬁk "pn = —%—nPns
n

kde B = A/nu = p/n je intenzita prevadzky. Ak 5 < 1, pre po dostaneme z rovnosti

1=};szpo ;2— n,Zﬁk ")

=N

_ ”Z_ A
_pO(k_ =g
n—1 k n
A A A
po=0Q G+t 35 -
k=0

Zrejme je nevyhnutné 3 < 1. Dalsie charakteristiky: Pravdepodobnost okamzZite;

obsluhy

pravdepodobnost ¢akania
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Priemerny pocet zakaznikov vo fronte je

B 0o B %) . 3
Y= ;rpn—i—r —pngrﬁ —pnm.

Zakon rozlozenia doby cakania: Omnacime P(Wj > w) pravdepodobnost, ze ak
zékaznik v okamihu prichodu je vo fronte k-ty, caka viac ako w, ¢o je rovné pravde-
podobnosti, ze za dobu w skonc¢i obsluhu najviac k — 1 zdkaznikov, teda

k— 1
— Z nuw
7=0

(za jednotku ¢asu je obsluzenych v priemere nu zakaznikov);

[ k ( )j
P(W > w) = ppee Y ey~ EE
k=0  j=0 J:
~ [ (n'ww j
= gy LIS
7=0

E(W) = / wi |:1 — We_(n”_k)w] d'u) — —7'('/ wie_(nu—)\)wdw
0 w 0 dw

= -7 [we_(””_k)w}m + W/OO e~ (MH=N)w oy
0 0

™

ni— N

Prevadzkovatela zaujima priemerny pocet obsadenych liniek:

n—k
V—Zkfpk-i-n Z pk—ﬂzk [Tt Zﬁ

k=n+1 n+1

=pop[2% n,Zﬁ"’” 0=p=Ap=np;

k=0 =

neobsadenych liniek je v priemere n — p = n(l — (). VSimnime si, Ze pocet ob-
sadenych liniek nezavisi od n!
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Systém M/D/1

Tento systém vyzaduje iny pristup. Kym prichod zékaznikov je opisany Pois-
sonovym procesom s parametrom A, doba obsluhy je pevne dand, rovnd d = 1/ p.

Oznac¢me X (t) pocet zakaznikov v systéme, py(t) = P(X(t) = k). Predpoklada-
me homogenitu procesu, X (¢) vSak nie je Markovov retazec, pretoze nie je Markovov
refazec odchodov . Skuto¢ne, ozna¢me X ~(t) pocet odchodov zo systému za ¢as
t. Potom pre k > 0 plati P(X(t) = kX (t — %) = k) = P(t — d/2 padlo
do Tavej polovice intervalu poslednej obsluhy zakaznika) = 1/2, kym P((X ~(t) =
kX (t—d/2)=kX (t—d)=k)=0

Retazec X~ (t) je vSsak Markovovsky ak ho chapeme ako retazec s diskrétnym
¢asom s krokom d (dokéazat ako cvicenie). Oznacme p;, = pjr(t,t+d). Potom plati

k
pjr = e M(Ad)F k! = e-p% pre j = 0,k > 0,

pik = MDY (k= j+ D) = e Ppt I (k= j+ 1) pre j > 0,k > j — 1,
pjk=0pre 0 <k <j—1,

kde p = Ad je intenzita procesu. Rovnice pre pravdepodobnosti stavov procesu
X (t) buda

po(t+d) =po(t)e™” +p1(t)e?
PF
et +d) = e o)) + S py(0)pF T+ (k= j + 1)+ prsa (8)| pre k> 0.
k!
j=1
Pre ustéleny stav dostdvame rovnice

e’po = po + p1

k k
p . -
" pr = ol + 3 pip I =+ 1)+ b
P

d k=1,
k=0

z ¢oho dostédvame rekurentny predpis

p1 = (€’ —1)po
k IOk
Pr41 = — ijpk_J“Ll/(k —Jj+1)! —pPogy t e’ pi,
Jj=1 ’
a formuly pre py:
k—1 . ; . -
R 7 L ) K
pe=po » (1) 363”[ : : + €,
2 (k=g (k—j—1!

=0
po=1—p.
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Pravdepodobnosti ¢akacej doby:

Ozna¢me u dobu, ktord uplynie medzi prichodmi dvoch po sebe nasledujicich
zdkaznikov. Ako vieme, u je ndhodnd premennd s distribuénou funkciou P(u <
y)=1—eM,

Oznacme W cakaciu dobu Iubovolne vybraného zdkaznika a W’ ¢akaciu dobu
zékaznika, ktory prisiel po nom.

Plati
W' = max{0, W +d — u}
a teda
W' < w prave vtedy, ak W +d — u < w,
z ¢oho
PW' <wlu=y)=PW <w+y—d)
a teda

P(W' <w) = / Ae ™ MWP(W < w4y — d)dy.
0

V ustélenom stave maji W a W' rovnaké rozlozenie. Ak oznac¢ime F(w) = P(W <
w), z (3.15) vyplyva, ze plati

F(w) = /OOO Ae MF(w +y — d)dy. (3.16)

(pricom F'(w) =0 ak w < 0).
Zderivujeme

F'(w) :/0 Ae ™ ME (w+y — d)dy

e N F(w oy
+ A2 /OO e NWF(w+y — d)dy
=— /\F(’?,U —d) + AF(w). (3.17)
F(w) je teda riesenim diferencialnej rovnice s oneskorenim (3.17).
Rovnicu mozeme riesit ,rekurentne”: ak pozname F'(t) na intervale [0, d], (3.17)

predstavuje nehomogénnu rovnicu na [d, 2d], atd.
Pre w < d plati F(w — d) = 0, preto F’(w) je riesenim rovnice

F'(w) = AF(w),

plati teda
F(w) = ce™ = (1 — p)e™.

Hodnota ¢ = F'(0) je totiz pravdepododbnost, Ze v okamihu prichodu zdkaznika je
systém préazdny, ¢o je P(W =0) =pg=1—p.
Pre w € [d, 2d] plati

F'(w) = =XeM=D) L \F(w),
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7 ¢oho

F(w) = e)‘(w_d)F(d) + / Mw=s) Als=d) gg —
d

d
_ (1 . ,0)6>\'w B / eA(w—d)dS — e)vw . (w . d)ek(w—d)
d

=(1- p)e’\'w[l + (d— w)e_’\d].

F(w) = (1= X)eM = (1 —p)e.

Indukciou dostaneme formulu

n k
1 (pw—k) [=p(pw — k)]
Fl) = (=) 3 —
kde n = [pw].
Stredna hodnota je
P
E(W) = ,
) 2p(1 = p)

3.6 Optimaliza¢né ulohy

Tedria hromadnej obsluhy umoziiuje riesit rad optimaliza¢nych tloh ekonomick-
ého obsahu. Nech napriklad v tilohe M/M/1 /00 st ndklady na prestoj linky cg, na
jej chod ¢1, na pocet zakaznikov v systéme co (vSetky za jednotku ¢asu), ndklady na
jedno prerusenie chodu linky c3. Potom naklady na prevadzku systému za jednotku
¢asu su v priemere

+ c3(p — A)p-

Clp) = co(l = p) + c1p+eaL

Prevadzkovatel ma moznost volit rychlost linky, kym A od neho nezavisi). Ak chce
minimalizovat naklady, voli u tak, aby platilo

C(p) — min,
Nutnou odmienkou je C’(p) = 0, teda
1
—co + 1 +02W —c3A =0,
z ¢oho dostaneme
(1=p) = —2

co —c1 + e\’
teda

=1 c2
P= Co—Cl-i-Cg>\7
C2
=Xp=Al1—/————
H P < \/Co+C3)\—Cl)

V tlohe M/M/n/oco moéze byt optimalizaénou tlohou zvolif optimalny pocet
liniek. Optimaliza¢nym parametrom je tu prirodzené ¢islo a preto je spravidla
jedinou optimaliza¢nou metédou preskiimavanie jednotlivych moznosti.
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Priklad. Zamestnanci firmy si potrebuju ¢as od ¢asu nieco prefotit na kopirke.
Dlhodobé zaznamy ukazuji, ze kopirovat prichddza v priemere 12 pracovnikov za
hodinu, kopirovanie im trva v priemere 5 minut, pricom prichody st opisané Pois-
sonovym procesom a dlzka doby obsluhy ma exponenciilne rozloZzenie. Priemerny
plat zamestnanca je 100 Sk/hod, naklady na amortizaciu a prevadzku linky sa 20
Sk/hod. Naklady st suctom strat v dosledku cakania zamestnancov vo fronte a
nékladov na prevadzku a amortizaciu kopirok. Kolko kopirok m4 firma zakupif a
prevadzkovat, aby minimalizovala tieto naklady?

V tejto tlohe je A = p =12, p = A\/p = 1,8 = N/(npu) = 1/n. Ocakavané
hodinové naklady firmy si C(n) = 100AE(W)+20n, kde podla strany 20 v zavislosti
od n

m 1 pt 1 1

nu— A n—lpt | pn
H k=0 K T I

1
1-p

_[§1+1 n a1 1 1
_k_ok! n!(1—-1/n)2" nll—1/n12n—12

Pre n=2,3,4,5 je po rade C'(n)=106.6, 65.7, 80.7, 100.1, optimalnym poc¢tom kopirok
je teda 3.

4. TEORIA ZASOB

Ako tedria hromadnej obsluhy, tak aj tedria zasob riesi rozliéné varianty tloh,
my sa obmedzime na akusi vzorku.

4.1. Zakladné deterministické alohy (EOQ problém)

Zjednodusene predpokladame, Ze potrebujeme dopliiovat zadsoby materialu, ktory
sa spojite mina (napr. pohonna hmota, ¢apované pivo). Ako dovoz, tak aj sklado-
vanie nieco stoji, ale straty vznikaju aj pri nedostatku tovaru (prestoje prevadzky,
strateni zdkaznici). Otéazka je, kedy a kolko dopliiovat, aby celkové naklady na
skladovanie, dopliiovanie a nedostatok tovaru boli minimaéalne.

V najjednoduchsom modeli prepokladajme, ze:

- tovar je neobmedzene delitelny

- spotreba je rovnomerna a znama, A jednotiek za jednotku casu

- vyska dodavky (@) do skladu nie je ohraniéend, jej okamih je ubovolne volitelny

- skladovatelnost je neohrani¢ené a tovar nestarne

- naklady na jednu dodavku nezavisia od mnozstva

- nepritomnost tovaru na sklade poc¢as netrividlneho ¢asového intervalu nie je pri-
pustna.

Oznacme

cs - naklady na skladovanie jednotky tovaru za jednotku casu

¢q - cenu jednej objednavky tovaru (bez ohladu na jej velkost)

KedZe skladovanie nie je zadarmo a nepritomnost tovaru v sklade sa nepripusta,
je zrejmné, ze v optimélnom rezime pride k doplneniu zasob iba v okamihu ich
vycCerpania.

Ozna¢me S(t) mnozstvo tovaru na sklade v okamihu ¢. Ak bolo v okamihu ¢
dodané mnozstvo ), potom mnozZstvo na sklade Case t € [tg,to + Q/A] bude

S(t) = Q — At — to). (4.1)
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K dalsej dodévke teda pride v case to + T, kde

T=Q/A,

a pocet dodavok za jednotku casu je

v=2MA/Q.

Bez ujmy na vSeobecnosti polozme v (4.1) to = 0. Néklady na jednotku tovaru,
ktory v sklade pobudne ¢as dlzky [t,t + At] st rovné c4(t + O(At)), jeho mnozstvo
je S(t+ At) — S(t) = —AAt, teda celkové naklady na skladovanie tovaru, ktory zo
skladu odide v Case medzi t a t + At st

cs(t + O(AL)AAE

a celkové naklady na skladovanie pocas obdobia medzi dvoma dodavkami st
T T2
lim D Xeo(t + O(AL) At = Acy /0 tdt = Aea—-.

At—

Celkové naklady za jedno obdobie medzi dodavkami su teda

T? 1 2
ot Ny = cat 56
a za jednotku casu su
1 Q? ca\  csQ
ClRI=leatgev="g "7

Minimélnu hodnotu dosahuje C(Q) vtedy, ak C’(Q) = 0, teda pri
Q _ (2)\Cd) 2
Cs
Q _ (2\*
~ cqd \ 2
T = — =
A ( ACs )

medzi jednotlivymi dodavkami. Minimalna hodnota nakladov je

C = C(Q) = v/2\cacs

resp. pri dobe

Pozndamky.

1. Vzhladom na to, Ze objem tovaru na sklade klesé s casom rovnomerne (linearne),
st néklady na skladovanie imerné stic¢inu objemu dodavky s priemernou dobou
skladovania tovaru.

2. Ak tovar nemozno lubovolne delit, mézeme @ povazovat za celoc¢islené. Dodavka
musi prist po vyskladneni posledného kusu. V zmysle predchadzajicej poznamky
st naklady na skladovanie po dobu medzi dvoma dodavkami rovné

Q-1

1 1
A 2

1
Xcsx((Q—l)'i'(Q—?)'i‘""i‘l):
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Podmienka stacionarity na minimum celkovych nékladov

(QQ_ 1) +Cdé — min

Cs

je rovnakd, ako pre pripad delitelného tovaru. Pre kusovy tovar bude Q,pr =

~ ~ A

bud [Q] alebo [Q] + 1 podIa toho, & C([Q]) < C([Q] + 1) alebo nie.

Ako priprava na stochastické tlohy sa vySetruje model, v ktorom sa pripasta
deficit zasob.

V tomto modeli sa priptsta, ze rovnomerne rozlozend spotreba je v obdobi dizky
T pocas jej casti dlzky T) < T kryté, kym v éasti dlzky 7 — T} nie. Kym ocefiovanie
nékladov na skladovanie je dost jednoznac¢né, oceniovanie strat z deficitu zavisi od
situdcie (mdzu to byt straty za prestoj, za nerealizovany predaj, ,,goodwill loss”,...).

Jednou z moznosti je, ze sa deficit pokutuje cenou ¢~ za jednotku casu a jed-
notku objemu. Pri deterministickej spotrebe je mozné T', T} jednoznacne volit obje-
mami ) dielu dopytu, (pripadne neuspokojeného), pripadajiceho na obdobie medzi
dodavkami a vyskou S neuspokojeného dopytu. Potom celkové naklady za jednotku
casu su

C(Q, S) = pocet dodavok x néklady za obdobie medzi dodavkami
A

= — X [priemerné mnozstvo na sklade x doba skladovania

+ néklady na dodavku + straty z deficitu]
A, Q—-5SQ-S

=gy tate g xyl
. (Q-9) A 82
—CST‘FCC{@"—C E

Nech Q, S st hodnoty @ > 0 resp. 0 < S < Q, pri ktorych C(Q, S) dosahuje
minimum. Ak 0 < S < @, potom S musi spliat

-~ C ~ ~ § Cs ~ cC =~
0=00C/08(Q,S) = —=[-2Q +25]+¢c == —cs+ =5+ —85,
2Q Q Q Q
z ¢oho vyplyva
~ ~ Cs ~
0<5=Q——= <& (4.2)
Ak Q > 0, plati 9C/0Q(Q, S) = 0, teda
. - -9
P-4+ _y
Cs Cs
Z toho a zo (4.2) dostaneme
~ 2Xcqcs 2 1

S=(—=

c(c™ +cs)
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[

Q=0(-=L%)",

C

kde C, Q st optimdlna cena resp. mnozstvo pre ulohu bez deficitu. Hodnota

sa nazyva miera rizika, hodnota

|

N=

= =((¢" +es)/c)

O

sa nazyva poistny koeficient.
Inymi moznostmi si, Ze sa penalizuje cena za neuskutocneny predaj, teda nak-
lady sa
¢ =AS

pripadne jednorazova pokuta za vznik deficitu.
Ak je strata z deficitu timernd iba mnozstvu, dostdvame tlohu minimalizovat
funkciu

Q-5 A Y
2Ly D v 22
2Q) Q Q
VoIné minimum C' vzhladom na S pri danom @ sa dosahuje v bode S* = S*(Q),
pre ktory plati

C(Q,S) =cs

oC . S* A
%(Q,S )__CS+635 +c @ =0,
7 ¢oho dostavame 0 \ \
s _ W ALy C A
5" = Lo FIt =0~
& A
0 akQ< %,
5(Q) = . -
Q-7 2kQ=257

Dosadenim do rovnice %(Q, S.(Q)) = 0 dostaneme

V2Xeg/es  ak A > 2cqcs/(c7)?
Qopt -

(c7)
neexistuje ak \ < 2cqcs/(c7)?
0 ak \ > 2c4cs/(c7)?
Sopt = ()

neexistuje ak \ < 2cqcs/(c7)?

4.2. Stochasticka tloha teodrie zasob so signalizaciou

Viacero premennych, vystupujucich v tilohe tedrie zasob - spotreba, lehota dodavky,
atd - moze mat ndhodny charakter. Vzhladom na to si nemoZzeme vopred naplano-
vat, aby zasoby boli doplnené presne vtedy, ked sa vy¢erpaji. Preto sa dopliianie
riesi dvoma spésobmi:
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a) dodavka sa objednd, ak zasoby poklesni na zvolené poistné mnozstvo (systém
so signalizaciou)

b) vyska zésob sa kontroluje periodicky (systém s periodickou kontrolou)

V tomto texte sa obmedzime na pripad ndhodnej spotreby, kym dobu dodavky
budeme povazovat za deterministickii. Ozna¢me A - (ndhodni) spotrebu za jed-
notku casu

cd, cs - naklady na dodavku resp, skladovanie jednotky tovaru za jednotku casu

r - hladina zasob, pri ktorej sa objednava

() - objednavané mnozstvo

o0 - priemerné vyska zvysku zasob v okamihu dodavky

- dlzka dodacej lehoty

Predpokladame, ze zasoby sa minaja rovnomerne, takze priemerna spotreba za
dobu ¢ je t), kde A = E()).

Potom priemernd vyska zésob je o+ 1Q a

0=r1—0\

Ak prepokladame o > 0, teda r > §)\, potom priemerné celkové naklady st
1 < A
O(r,Q) = es(5Q +7 =N + ey + D(r, Q). (43)

kde D(r, Q) st straty v dosledku (ndhodného) deficitu.
Straty sposobené deficitom sa modeluji dvoma spésobmi:
1. D nezavisi od objemu deficitu, ale iba od jeho vyskytu, vtedy

D=c P()\5>7”)

‘C‘i/ fa(n)di.

kde A5 je ndhodna spotreba za dobu § a fs je hustota jej rozloZenia.
2. D je timerné priemernej velkosti deficitu, teda

Q>

D:c_P()\5>r)E()\5—r|/\5—r>0i—c —/ n—r)fs(n)dn

Ak by sme napriklad minimalizovali nadklady v tlohe 1, dostali by sme nutné
podmienky optimality pre r, Q) v tvare

0= aC/@Q = c5/2 — [Cd —Cc /7:OO f&(ﬁ)d”l]%
0=0C/0r =cs—c Af(r)/Q =0

Nutné podmienky optimality pre ulohu 2 sa ponechavaji ako cvicenie. Rovnice
sa nedaju riesit inak, ako numericky.

Pozndamky.
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1. Zrejme \; = 6\, vo vieobecnosti vSak nie je pravda, ze by A\s = A v zmysle
rovnosti ndhodnych premennych, teda ze by platilo

P(As <y) = P(A<y/d). (4.4)

Napriklad pre § = % je totiz A stctom nezavislych ndhodnych premennych
A 1+ A 1 a pre A neplati (4.4). Mozné je to pre normélne rozdelenia, kde plati,
7e ak X je ndhodna premennd s rozlozenim N(a,o?), potom stcet nezavislych
premennych X + X m4 rozlozenie

N(2a,20?).

Pri dalSom predpoklade spojitej zavislosti rozloZenia od ¢asu dostaneme, ze ak A
m4 normalne rozlozenie N (), 02), potom A\s mé normélne rozlozenie N(5), §o?)
2. Z tohoto dovodu je fazko riesit taky mozny variant Glohy, v ktorom by sa deficit
nésobil dlzkou jeho trvania.
3. Nevyhodou normaélneho rozdelenia je, ze pripusta aj zaporné hodnoty spotreby,
¢o je nerealistické. Urcita dalsia nepresnost je v tom, Ze rozloZenie pravdeopodob-
nosti zavisi od stavu zasob - ak sa vycerpaju, nie je mozné dalej Cerpat.

V pripade nahodnej spotreby mézu byt zaujimavé aj iné tlohy, napr. aka ma
byt zasoba, aby bol dopyt s 90% pravdepodobnostou kryty.

Priklad. Obchodny dom predéava v priemere 1200 fotoaparatov roc¢ne. Plati 350
Sk za kazda dodavku, 100 Sk za skladovanie aparatu ro¢ne. Od objednavky k
dodaniu uplynie 1 tyzden. Ro¢ny dopyt aparatov je normalne rozlozeny so strednou
hodnotou 1200 a standardnou odchylkou 70. Ak& mé byt poistné zasoba, aby dopyt
po aparatoch bol s 90% pravdepodobnostout kryty?

Chceme aby platilo

P()\(; > T) < 0.1,

kde
As = 1200/52 = 23

N|=

os =1/(52)2 x70 = 9.7,

teda
r = Kvantil[N(23,9.7%),0.9] = 35.4

4.3. Stochasticka uloha tedrie zasob s periodickou kontrolou

Uloha stochastickej tedrie zasob so signalizaciou vyzaduje stéle sledovanie stavu
zésob. DalSou nevyhodou je, Ze nie je pri iom mozné dodavku viacerjch tovarov
koordinovat. RieSenim tjchto problémov je, Ze sa zasoby doplhaji v pravidelnjch
¢asovych okamihoch podla zasoby, ktoré je na sklade.

V ekvivalentnych casovych okamihoch, vzdialenych od seba 1" ¢asovych jednotiek
skontrolujeme stav zasob a doplnime ho na troven R. Predpoklady o spotrebe a
dobu dodavky z odseku 4.2 ponechavame.
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Ak je prva objednavka v ¢ase 0, v ¢ase & bude stav zasob rovny R — A5 a v Case
T + 0 pred dodavkou R — Ap,s.Priemerna vyska zasob pocas jedného cyklu bude
teda _ _
R—Xo+R—\NT+9)
2

Celkové ocakavané naklady za jednotku casu teda budu

—R—(6+T/2)A

C(R,T)=cs(R—XNS6+T/2)) + Cd% + D(R,T)

kde D(R,T) st straty sposobené deficitom. V pripade strat amernych velkosti
deficitu buda

D(R,T) = %P(AT > R)E(Ar — R|]A\r > R) = %/ (A= R) fr(N)dA,

podobne pre straty spésobené nedostatkom.

4.4. Modely na zaklade tedrie hromadnej obsluhy

Predstavme si napriklad antikvariat (kde abstrahujeme od roznosti knih), ktory
ako nakupuje, tak aj predava knihy. Kupujuci aj predavajuci prichddzaja ndhodne;
predpokladajme, Ze procesy ich prichodov sii Poissonovym procesom.

Sklad modelujeme ako systém hromadnej obsluhy s knihami ako zakaznikmi,
kupujicimi ako obsluhou. Potom je to systém M/M/1/n, kde 1 < n < oo je
kapacita skladu. Néaklady sa skladaju z nakladov na skladovanie a strat v dosledku
prazdneho skladu, teda

C = ¢4 X priemerné mnozstvo tovaru

+ cg X priemernd doba, za ktoru prichddzajici zdkaznik nenédjde tovar.

Optimalizovat mozeme napriklad celkovy zisk II, skladajuci sa z marZe za tovar
minus naklady s optimalizacnym parametrom n = kapacita skladu.

Nech p je cena, za ktora priekupnik jednotku tovaru kupuje, ¢ je cena, za ktora
ho predéava. Potom

II(n) = — ¢s x priemerny pocet zakaznikov vo fronte
— p X priemerné mnozstvo naktpeného tovaru
+ q X priemerné mnozstvo predaného tovaru

— ¢o X priemerna doba, pocas ktorej prichodzi zdkaznik nendjde tovar

= — ¢ > _kpr — pA(1 — pn) + qu(1 — po) — copo.
k=1

Vsimnime si, ze
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(pocet predanych je rovny poc¢tu nakupenych, ak A\ < u), takze

II(n) = —cspo Z ko® + (g - p))\m — CoPo
k=0

1-o .k 1-o"
:—1_Qn+1(CO+CSZkQ )+(q_p))\1_gn—|—1
k=0

4.5. Jednorazova tloha

Tejto tlohe sa hovori aj ”problém predavaca novin”.

Predpokladajme, Ze predava¢ objednava jednorazovo tovar (noviny), rozdelenie
dopytu po ktorom mé distribuéna fuknciu F. Ak je ponuka vyssia ako dopyt,
musi predavat nadbytocny tovar so stratou r za jednotku; ak je ponuka mensia ako
dopyt, ujde mu zisk ¢ za jednotku tovaru.

Oznac¢ime @ vysku objednévky a predpokladajme, ze F' je hladkd, F' = f.
Potom celkova strata predajcu je

Q oo
Q) =1 /O (Q - D)f(D)dD +q /Q (D — Q)f(D)dD

Cielom je minimalizovat stratu, ¢o vedie k rovniciam

r/OQ f(D)dD—q/QOO f(D)dD =0

Prakticky priklad tejto ulohy je ,,overbooking” lietadiel.

4.6. Viacprvkové modely

Vicsie sklady ¢asto objednéavaju viacero druhov tovaru od rovnakého dodévatela.
Spolo¢néa dodavka viacerych druhov tovaru méze viest k iisporam na nékladoch za
dodavku, avsak k zvySeniu nakladov za skladovanie.

Obmedzime sa na deterministické modely bez moznosti deficitu.

Uvazujeme so spolo¢nou dodavkou tovaru a oznacime \; - objem dopytu pri
i-tom tovare cg; - cenu skladovania jednotky i-teho tovaru za jednotku casu cq -
fixn1 cenu dodavky, nezavisli od jej mnozstva (); - nemenny objem dodavky i-tého
tovaru.

Ak ozna¢ime T dlzku cyklu, celkové naklady na dodavky a skladovanie buda

rovné
n

1 n Q; 1 N T
T) = e st Ty T ST o
C(T) ch—i—;c 5 ch—i—;c 5

pretoze

Qi=TX (A = Qi%)

Z toho dostavame pre T' také, ze C(T) < C(T) pre kazdé T rovnicu

oC . CSl')\i ~ o
a—T(T):Cd_Z TZO?
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a teda

QCd
n
Zi:l Csi )\z

V tlohe sa mozu vyskytnaf ohranidenia ako na objem skladovanych, tak aj na

D=

7= )

objem objednanych zasob, napr.

i w;Q; < A,
i—1

kde w; mozu byt jednotkové objemy alebo hmotnosti, alebo aj vyska prostriedkov,
viazanych na skladovanie tovaru. V pripade takéhoto ohranicenia zostime, ¢i plati

t.

z”: wiTA; < A,

=1

j.

(7
E?:l C'Si)\i i=1

Ak plati, je Topy = T, ak nie, dostaneme Topt z TOVDICE

A= szQz - szAzTopt - A»
=1 =1
teda 4
TO - =n 1 -
Pt Dim1 Wik
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