CVICENIA Z DIFERENCNYCH A DIFERENCIALNYCH ROVNIC

PAVEL BRUNOVSKY

Cisla odsekov sa vztahujt na text ”Diferenéné a diferencialne rovnice” od rov-
nakého autora.

Cast I

Odsek 1.3

1. Matematickou indukciou dokézte formulu (1.5) z textu
2. Majme afinny DS
z(t+1) = ax(t) + b.

Pre rozliéné a,b najdite ¢o najviac mnozin X takych, ktoré moézu pre tento DS
slazit ako stavovy priestor.

Odsek 1.4

3. V ”pavucinovej” tlohe je

D(p)=9-3p
Sp)=-1+2p

Ak p(0) = 4, vypotitajte prvé styri ¢leny postupnosti p(t), ¢°(t), ¢?(t) (pre
t=0,1,2,3) a zakreslite ich hodnoty do pavuéinového diagramu.

Odsek 1.5

4. Anka Sporovlivd uklad4 na revolvingovy tyzdenny tcet 100 Sk tyzdenne. Uget
mé roéni trokovi sadzbu 15%. Kazdy stvrty tyzden si z vyplaty ulozi dalsich
tisic korin. Aky bude stav jej i¢tu po roku (= 52 tyzdiiov)?

Pozndmky: Na revolvingovom Géte sa Gro¢i v kazdom obdobi (v tomto pripade
tyZdni) ¢iastka, ktora je na ucte na zaciatku obdobia. Sporit za¢ne 1. tyzdiiom,
skonci 52. tyzdnom.

5. Arktické tnia (AU) predpfsala svojim ¢lenskym §tdtom, ze o 3 roky nesmie
ich §tatny dlh prekrocit 6% roéného HDP. Sticasnd vyska statneho dlhu Zeme
Frantiska Jozefa (ZFJ) je 7% HDP, vyska rocnej trokovej miery dlhu je 5%,
predpokladany ro¢ny ndrast HDP je 8%. Aku relativnu roénid vysku deficitu
(resp. prebytku) §tdtneho rozpoéctu si ZFJ moze dovolit, aby splnila normu AU?
Ndvod: Napiste si diferenéni rovnicu pre relativny (k HDP) deficit.
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6. Suppose we can get a 30 year mortgage at 10 per cent interest. We can afford
to make monthly payments of 800 dollars. How much can we afford to borrow?
(mortgage = hypotéka)

7. Ponuka Slovenskej sporitetie z roku 1997(?):

?Vézené klientka, vazeny klient,

Slovenské sporiteliia a. s. pre vas pripravila vynimoéni formu pravidelného

sporenia urcenu pre fyzické osoby - Rentové sporenie. Sklada sa z dvoch sam-

sostatnych , rovnako dlhych trojro¢nych etap”

1. etapy sporenia

2. etapy pravidelného vyplacania renty.
Minimélna vyska vkladu je 1000 Sk mesac¢ne. Po ukonceni etapy sporenia bude
klientovi pravidelne vypladcand renta. Pri trojro¢nej etape sporenia sa vyska
mesacne vyplacanej renty rovnd 50% mesacnej sumy sporenia. Po ukonceni
etap sporenia a vyplacanej renty bude klientovi este jednorazovo vyplatena
celd naporena suma.”

Predpokladajme, Ze alternativne si pocas etapy sporenia mozete ukladat vklad

na terminované ¢ty s priemernou urokovou sadzbou 10% p. a., kym podcas etapy

vyplacania renty si mozete vklad ulozif na bezny ucet so sadzbou 3% p. a. a vyberaft
si prostriedky vo vyske renty vypldcanej SISp. Oplati sa vdm vyuzit ponuku SISp?

Odsek 2.1

8. Najdite funkciu f s pevnym bodom &, v ktorom plati f/(Z) = 1 a bod Z je a)
asymptoticky stabilny b) nestabilny c) stabilny, ale nie asymptoticky.

Odsek 2.3

9. V "pavucinovom” modeli s funkciami ponuky resp. spotreby S(p) = 4p — p? a
D(p)=5-— %p najdite rovnovahy a urcite ich stabilitu.

Odseky 3.1, 3.4

10. Predpokladajme, Ze madme moznost mesacne investovat do aktiva, ktoré pocénic
druhym mesiacom od investovania prinesie vynos vo vyske 10% investicie.a) Ak
vynos z investicie opit investujeme do toho istého aktiva, kolkondsobne sa nam
po troch rokoch zhodnoti pociatoéna investicia ? b) ako sa buda v dlhodobom
priemere investicie mesacne zhodnocovat?

Odsek 3.2

11. Né§jdite trajektériu linedrneho dynamického systému

1 1
Jil(t + 1) = _§$1(t) + §x2(t) + 1

wa(t +1) = g (6) + 7a(0) — 1,

vyhovujicu podmienkam
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Odsek 3.3

12. V modeli dynamiky vekovo Struktirovanej populacie s datami z prednasky a)
najdite najnizsiu porodnost, pri ktorej populdcia dlhodobo prezije b) pri takejto
hodnote porodnosti najdite asymptoticky vekovy profil tejto populécie

Odsek 3.4
13. Postupnost {y(¢)} vyhovuje rovniciam

y(t+ 1) +y®)/2+y(t - 1)/4=2,

y(0) = y(1) = 0. Vypocitajte numericktt hodnotu y(10).
14. Najdite rieSenie diferen¢nej rovnice

y(t+1)=—2y(t) —2y(t—1)+1,

vyhovujicu podmienkam

Odsek 3.6
15. Vypocitajte, akd je pravdepodobnost bankrotu hraga rulety (stavajiceho na
gervené alebo Cierne), ak mé n = 10 dendrov a N =20 (p = 32).
16. Co, ak n, N st ako v tlohe 4. a hidzeme mincou (p = %)7
[Problém je, ze charakteristickd rovnica mé& dvojndsobny koren; treba maticu
A zodpovedajiceho dynamického systému previest do Jordanovho kdnonického
tvaru, alebo riesit tlohu na kolene]

Odsek 3.7
17. Najdite pevny bod diskrétneho dynamického systému
1
r(t+1) = §x1(t) +x2(t) — 1
1
zo(t+1) = —z1(t) + §x2(t) +1

a urcite jeho stabilitné vlastnosti.
18. Overte, ze charakteristicky polyném ”sprievodnej” matice

0o 1 0 ... 0 0
o 0 1 ... 0 0
A= ...
o 0 0 ... 0 1
ap ay az ... Ap—2 QAp—1
je
(_1)11[)\11 - Cln_l/\nil — et 0,1/\ - Cl()]

(ked nie inak, tak asponl pre n = 2, 3).
Ndvod pre uplny dokaz: pouzite matematickt indukciu
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Cast 11

Odsek 2.1

19.

(O. Levenspiel) Snake-Eyes Magoo je ¢lovek pevnych zvykov. Napriklad piatkové
vecery travi vsetky rovnako. S tyzdennou mzdou 180 dolarov ide najprv do herne,
hré 2 hodiny na rulete, prehrd 45 dolarov a potom ide domov. Spésob hrania
je rovnako staly: stavia vidy ¢iastky tmerné hotovosti, ktort ma v ruke. Aj
jeho prehry su predpovedatelné, ich rychlost je timerné jeho hotovosti. Tento
tyzden dostal pridané a hral preto 3 hodiny, domov vsak isiel ako inokedy so 135
dolarmi. Kolko dostal pridané?

Odsek 2.2

20. Dokonale mie$anym prietokovym chemickym,reaktorom o objeme 2 m? preteké

21.

objemovym prietokom 1 m?/hod. latka A, z ktorej 80% za hodinu zreaguje na

latku B.

a) Ak si na zacdiatku v reaktore laitky A a B pritomné v pomere 1:1, v akom

pomere buda po 5 hodinach?

b) Na aky pomer sa ustali pritomnost latok A a B v reaktore?

(0. Levenspiel) Hromadu $trku o objeme 20000 t treba premiestnit, a to pouzitim

lopatového rypadla, plniaceho zésobnik, z ktorého sa dalej dopravnym péasom

strk dopravi na nové miesto. Spociatku hromadi rypadlo velké mnozstva Strku,

s ubtidanim zasoby Strku vSak klesd dopravnd rychlost rypadla, pretoZze k ceste

od zasobnika po naklad a s nim treba viac ¢asu. V hrubom odhade mézeme preto

pocitat, ze rychlost, akou rypadlo dopravuje $trk je imerna velkosti hromady,

ktora este treba previezt, pri¢om jeho pociato¢nd rychlost je 10 t/min. Naproti

tomu dopravuje transportny pas Strk rovnomerne rychlostou 5 t/min. Spodciatku

bude rypadlo pracovat rychlejSie nez dopravnik, neskor pomalsie, v zdsobniku sa

teda materidl bude sprvu hromadif a potom ho bude ubtdat.

a) Aké bude najvii¢sie mnozstvo Strku v zasobniku?

b) Kedy sa toto maximum dosiahne?

¢) Kedy sa bude rychlost dopliiania zasobnika rovnat rychlosti jeho vyprazdiio-
vania?

d) Kedy sa zdsobnik vyprazdni?

Odsek 2.3

22. Nagdrtnite rieSenia diferencialnej rovnice

de/dt = (1 — x)(z + 2).

23. Pre a € R najdite riesenie diferencialnej rovnice

dzr
. .Ta,

i

splnajtce a) z(1) =1, b)x(1) =0, ¢) z(1) = —1..

24. Sformulujte a odovodnite analdgiu tvrdenia (iv) Vety z 2.1 pre jeden z pripadov

a’) f(ﬂf()) < O7t—> 00, b) f(l'o) > Oat_> —00, C) f(l'o) < Oat_> —00.
[Névod: Pouzite transformécie ¢ — —t resp. x +— —zx]



25.

26.
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Dokéazte: Ak z(t) je rieSenim rovnice dz/dt = f(z), prechadzjice bodom (tg, x0),
potom Z(t) = x(t — 7) je rieSenim tejto rovnice, prechddzajicim bodom (¢ +
T, Zp)-

Predpokladajme, ze mesto rastie tak, ze si zachovava zhruba kruhovy podorys.
Maximélny Cas cestovania v meste je imerny jeho priemeru, kym pocet jeho
obyvatelov je imerny jeho ploche. Rychlost rastu mesta je imernd maximélnej
cestovnej dobe. Ak malo mesto 5000 obyvatelov v roku 1980 a 20000 obyvatelov
v roku 1990, kolko obyvatelov by malo mat v roku 20107

Odsek 2.6

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Najdite riesenia diferencialnej rovnice

. t—t2
Tr =
2z +1
prechédzajice bodom tg,xg pria) to = 0,29 = 2, b) tg = 1,290 = —1. Nacrtnite

rieSenia a urcite ich interval existencie
N4jdite vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice

= a(t)z.
N4jdite riesenie diferencidlnej rovnice
& =a(t)z +b(t)

prechédzajice bodom (tg, xo).

t
[Navod: rieste diferencidlnu rovnicu pre e~ Yt %5 (¢)]
N4jdite rieSenie diferencidlnej rovnice o rovnakich rozmeroch

dzr T+t

dt 2z + 3t

prechédzajice bodom (1, 1). Uréite jeho interval existencie a na¢rtnite ho.
[Névod: pouzite substiticiu x = tu a rieste diferencidlnu rovnicu pre u.]
Rychlost v pohybu snehovej frézy je uréenéd formulou v = ﬁr—oh km/h, kde h
je vyska snehu na vozovke v m. Fréza mé za tlohu odstranit sneh z 10 km
stapajicej horskej cesty, na ktorej zaciatku ma sneh vysku 10 cm a jeho vyska
rovnomerne narastd o 3 cm na kilometri. Za akd dobu ukondi fréza svoju tillohu?
Uréte tvar zrkadla, ktoré ststreduje rovnobezné lace do jedného bodu.

[Navod: nech dopadajuce luce st rovnobezné s osou = a spomenuty bod nech je
v pociatku suradnicového systému. Zo symetrie je zrejmé, Ze zrkadlo ma tvar
rotacnej plochy opisanej nejakou krivkou. Pouzite geometricki interpretaciu
derivécie a fakt, ze uhol dopadu sa rovna uhlu odrazu.]

Odsek 3.1

33.

Najdite rieSenie systému

T=2r+y
y =3z + 4y,



34.

35.
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splhajice z(1) =1, y(1) = 2.
Najdite riesenie systému

T=x+y
y = —2x + 3y,

spliiajtice £(0) = 0, y(0) = 1.

(O. Levenspiel) Prave mala zacaf velkd ndmornd bitka, neskorSie zndama ako
bitka pri Trafalgare (1805). Admiral Villeneuve si pySne prezeral svoje mocné
lodstvo v poéte 33 lodi, ktoré sa majestatne plavilo v zastupe v Tahkom vetriku.
Britské lodstvo, ktorému velil lord Nelson a tvorilo ho 27 lodi uz bolo na dohlad.
Villeneuve vSak odhadol, Ze bude trvat este dve hodiny, nez bitka zac¢ne, otvo-
ril dalsiu ffasu burgundského a bod za bodom opit preberal svoju starostlivo
pripraveni bojova stratégiu. Ako bolo v tych dobach v ndmornach bitkach
zvykom, obidve lodstva sa budi plavif v zastupe, rovnobeZne jedno s druhym
rovnakym smerom a budil na seba zurivo strielat z diel. Podla dlhoroénych
sktisenosti z vtedajsich ndmornych bitiek bolo dobre znadme, ze stupenn posko-
denia jedného lodstva je priamo timerny intenzite palby lodstva druhého. Vil-
leneuve, vychddzajic z predpokladu, ze kazda z jeho lodi bude statf proti jednej
britskej, veril vo svoje vitazstvo. Pozrel na svoje slneéné hodiny, vzdychol si
?C’est la vie”, ked videl, Ze vanie Tahky vetrik - t&4 bitka urcite neskonéi véas,
aby stihol v televizii svoju oblibent kovbojku. V duchu uz videl titulky v zajtra-
jSich novinach: ”Britské lodstvo je zni¢ené, straty Villeneuvea sii...”. Villeneuve
sa zarazil. Kolko lodi strati? Zavolal svojho vrchného vinciira pdna Duboisa a
polozil mu tito otdzku. Akt dostal odpoved? (koniec prvej casti)

Prave v tom okamziku sa Nelson, ktory si vychutnaval sviezi vzduch na zadnej
palube lode Victory zdesil pri myslienke, Ze je vSetko pripravené, az na jednu mal-
ickost - zabudol zostavit svoj bojovy plan. V rychlosti povolal na poradu velitela
lodstva Archibalda Forsytha-Smytha, najspolahlivejsieho zo spolahlivych. Kedze
bol oboznameny so zdkonom o sile palby, pocitoval Nelson nechut bojovat s celym
franctzskym lodstvom (aj on uz videl titulky v zajtrajsich novinéch). Napokon,
nebolo by zZiadnou hanbou pre Nelsona, ak by bol porazeny v bitke so silnejSim
superom, pokial by urobil ¢o sa dalo a zachoval pravidla hry; zdalo sa mu vsak,
ze by sa dal vyparatif maly tskok. I ked ho hryzlo svedomie, ¢ to smie po-
vazovat za fair-play, skiimal tito moznost blizsie. Bolo mozné ”prerazit liniu”,
inymi slovami, vyplavat rovnobeZne s franctizskym lodstvom, ale potom do neho
vbehnut a rozdelit ho na dve dasti. Zadnd ¢ast moze byt printtend k boju a
zmetend skor, nez sa prednd ¢ast stihne otocit a dostat sa spit do bitky. Rozho-
dujica otdzka znie: méa rozstiepif francizske lodstvo a ak dno, v ktorom bode
sa to méa stat a s kolkymi svojimi lodami sa mé stretnif s prednou a s kolkymi
so zadnou ¢astou lodstva nepriatela? Velitel Forsyth-Smyth, ktory bol tak be-
zohladne odvolany od svojho grogu, nevrlo sthlasil s tym, Ze tGto otdzku zvazi
a ze Nelsonovi poradi, v ktorom bode m4 franctzske lodstvo rozstiepit, aby ich
nadej na dspech bola ¢o najvicsia. Suhlasil tiez, ze predpovie vysledok bitky
vedenej pouzitim tejto stratégie. Co poradil Forsyth-Smyth Nelsonovi?

Odsek 3.2

36.

Dokazte, ze korene polynému 2. stupmnia maju realne Casti zaporné prave vtedy,
ak su vSetky koeficienty polynému rovnakého znamienka.
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37. Najdite polyném 3.stupna s koeficientmi rovnakého znamienka, a ktorého nie
vietky korene maji zapornt redlnu ¢ast

Odsek 4.4
38. Vypocitajte rieSenie systému
T=x+y
j=—y+e
spliajuce z(0) = 0, y(0) = —2.
Odsek 4.5

39. Najdite riesenie rovnice
2t

y+4y+3y=e"
spliajtice y(0) = 1, §(0) = —1.

40. Najdite riesenie rovnice

spliajtice y(1) = 0, §(1) = 2.

41. Najdite rieSenie rovnice
9 + 4y + by = cost,

splhajice y(0) = 1, y(0) = 3.
42. Najdite rieSenie rovnice

§+y=sin(t —m) + 2sin2(t — ),
splhajice y(r) = 0, y(m) = 1.

43. Najdite riesenie rovnice

i + 6y + 9y = 23,

spliajice y(—1) = =2, y(-1) =2.
44. Vypocitajte rieSenie rovnice

i+ 20+ 5y = 2t + 3e sin 2¢,
spliajtce y(0) = 1,9(0) = —1.
Odsek 4.7

45. Vypocitajte vSeobecné rieSenie rovnice budeného elektrického obvodu v pripadochlil

a) b=0, w = wp, b) b > wp.
Odsek 5.6
46. Vypocitajte hodnotu x(0.2) rieSenia z(t) rovnice
i =% -2t

splhajiiceho 2(0) = 1 s presnostou 0.1.
47. Vypoditajte priblizne hodnotu z(0.8) rieSenia x(¢) rovnice

T =tx,

spliajticeho (1) = 1, #(1) = 0.
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Odsek 6.2

48. Vysetrite stabilitu v pavudinovom modeli za predpokladu, Ze dodavatel uréuje
cenu a spotrebitel mnoZstvo.

Odsek 7.1

49. Dokézte, ze ak C je diferencovatelnd krivka v R™, potom ku kazdému bodu
x € C existuje jeho okolie V, index i a diferencovatelné funkcie h;, j # i také,
ze CNV ={x:z; =hj(x;)}.

Pozndmka: Mnozinu C nazyvame diferencovatelnou krivkou, ake C' = ¢(I), kde
I CRa¢eCYI,R") splia ¢'(t) # 0 pre vietky t.

50. Vhodnou metédou (separaciou premennych, metédou izoklin...) bud vypodéita-
jte, alebo nacrtnite trajektorie nasledovnych rovnic:
a) t=y, y==
b) & =(1-y)z, y=(-4+2z)y
) t=0B-3z—yz, y=2-z—-y)y

Odseky 7.2 - 7.5

51. Urcte typ a nacrtnite fazovy portrét systému diferencidlnych rovnic

a)

T=2x+3y, y=x+vy
b)

T=2r+3y, y=—c+y
c)

t=2x+y y=v+y

Odseky 7.8, 7.9

52. Urcte charakter stacionarnych bodov systémov

a)
y=0B-3z—y)r, t=(2-2—-y)y

(iba bodu C, ktory sme nerobili na prednaske)
b)
t=@B-3z—ylz, y=2-2—-y)y
a doplnte ich fazovy portrét v kvadrante z > 0,y > 0.
53. Urcte charakter stacionarnych bodov a nacrtnite fazovy portrét systému, ktory
vznikne z ”pavucinovej” tlohy na 16. 4. pri

v oblasti 0 <p <4, ¢ >0.

54. Nacrtnite fazovy portrét konzervativnych systémov s jednym stupiiom volnosti
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3 — 42?2 + 3z

= —23 4+ 422 — 3z.



