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UVODNE POZNAMKY 1

Uvodné poznamky

Zakladné informécie o R-ku a S-PLUS:

e http://www.defm.fmph.uniba.sk/ katina/katina.htm (Teaching, Computer Statistics: texty a
déata)

o Standardny balik: http://cran.r-project.org (cesta: Windows (95 and later) — base — R-2.2.1
-win32.exe)

e Vanables, W.N., Smith, D.M., 2005: An Introduction to R. Notes on R: A Programing Environment
for Data Analysis and Graphics. Version 2.2.1 (2005-12-20), zdroj: http://cran.r-project.org
(cesta: Documentation — Manuals)

e R kniZnice: http://cran.r-project.org (cesta: — Packages (podla potreby))

Zakladné prikazy:

e default promt: " "

e ukoncenie v R: q()

e default promt ak nie je ukonéeny prikaz - >’+’°

e nepouziva sa diakritika !!!

e komentar: hashmark ’°#°’, vietko do konca riadka je komentar

e historia prikazov: Sipky hore T a dole |

e separdcia slov: bodka ’’.?’ (napr. pri priradovani ndzvov ku objektom)

e objekty: st ukladané podia mien - zobrazenie mien existujtcich objektov objects() alebo 1s();
stubor objektov sa nazyva workspace a R ho zapisuje do suboru ’’.RData’’, odstranenie objektov
rm()

pozn.: treba priradoval mend podla nasledovnych pravidiel - vektory malymi pismenami, matice
velkymi pismenami, objektom dévaf krétke zrozumitelné mend, radsej zacat velkym pismenom,
aby sa neprepisal ndzov nejakej funkcie

e separicia prikazov: bodkociarka >’ ;’’ alebo novy riadok (enter)
e odstranenie pisaného textu: cely riadok - §ipky hore T a dole |, ¢ast textu - dell, backspace

e funkcia a jej argumenty: nazov.funkcie(’’character.string’’),
args(’’nazov. funkcie’’)

e priklad a demo: example(topic), demo(topic) v R, example.topic(topic) v S-PLUS
e help - help(name)

e zakladné funkcie a operacie:
_)7+7’, ’7_77, ,7*J7’ 77/7’
S a0 g0 o500 0 9o==00 | roynost , ’°!=’... nerovnost
-sqrt(x), 2’77, abs(x)

Trigonometrické funkcie a ich inverzie:
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- sin(x), cos(x), tan(x), asin(x), acos(x), atan(x)
Hyperbolické funkcie a ich inverzie

- sinh(x), cosh(x), tanh(x), asinh(x), acosh(x), atanh(x)
Exponencidlne a logaritmické funkcie

- exp(number)

- prirodzeny (natural) logaritmus (zdklad e, In) log(number, base=number), dekadicky (common)
logaritmus 1og10 (number)

- 1og(100, 10) == 1ogl0(100)

Gama funkcia a logaritmus gama funkcie gamma (), lgamma()...log, I (x)

- zaokrithlovanie round (number, digits = pocet.miest)

- sign(x)vracia znamienka ¢isel v podobe 1, 0 alebo —1, ak bocislo kladné, nula alebo zaporné
a sucasne (AND) *’cl & c2°

- alebo (OR) "c1 | c27°

- negdcia (NOT) 7! c1??

-union AUB, intersect AN B, setdiff ANB a is.element z € A

e zakladné prikazy pri citani dat:
- nac¢itanie vlozenych dat data(data. frame)
- priame c¢itanie stfpcov attach(data. frame) alebo nazov.dataframe$nazov.stlpca
- nazvy StipCOV names (data. frame)
- ukonéenie priameho ¢itania stipcov detach(data. frame)
-x < — scan()

# pokial mame malo dat, enter a vkladdme ¢isla s medzerou medzi nimi

# dalsie sposoby Eftania dat - z kniznice v Rku
data(); data.frame()
data(package=’’name’’)
data(name,package=’"name’’)
library(name); data(); data(name)

# editovanie dat

xnew_edit (zold)

xnew_edit (data. fram())

e vlozenie dat: v S-PLUSe (pozri v helpe importData), v Rku read.table(’’cesta a ndzov
siboru’’, header=T)

# nikdy nepouzivame separdtor v ceste ”\”, ale ”\\” alebo ”/”
# volitelné parametre 3 §
# separdror sep=’’’’, napr. sep=’’/t’’ pre tabulku, sep=’’’’ pre volny priestor (default), alebo

Sep=’),,,,Sep=,’;’,
# hlavicka header=T, bez hlavicky header=F
# desatinna bodka alebo ¢iarka dec = ’’.°° alebodec = 77,7’
# nazvy riadkov a stlpcov pouzitim row.names=. .., col.names=. ..

NAZOV< —read.table(’’D:/Dokumenty/nazov.txt’’ , header=T)
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e export grafu a vysledkov v tabulke
# aktivne okno (GSD2)
export.graph(’’D:\\graph.wmf’’, Name=’’GSD2’’, ExportType = ’’WMF’’)
exportData(meno, ’’D:\\data.xls’’, type=’’EXCEL’’

e desatinna bodka: ’’.’°

e priradovanie: ’’< —?? alebo *?_*?

e instaldcia kniznice v R

e volanie kniznice library(name), library(help = section)

Priklad 1 priklady na zdkladné funkcie a operdcie

sqrt (-5)
sqrt (-5+01))

Priklad 2 help(sin), ezample(sin), args(’’sin’’)
Priklad 3 data(iris), attach(iris), names(iris), detach(iris)
Priklad 4 data(geyser), attach(geyser), names(geyser)

Priklad 5 nacitanie ddat do S-PLUS a R

1.1 Objekty a ich typy
e vektor vector
e matica matrix

e pole array

faktor factor - pre kategoridlne déta
e mnozina objektov list
e ddtovy rdmec data.frame

e funkcia function

Triedy objektov, class(object):

e numeric - redlne ¢isla

e integer - celé ¢isla

e complex - komplexné ¢isla

e logical - logicky, hodnoty TRUE alebo FALSE

e character, factor - text a premennd
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2 Vektory

e vektor: x_c(cislo,...,cislo)
e dizka vektora: length(x)
e sticet a nasobenie ¢lenov vektora: sum(x), prod(x)
e zoradenie ¢lenov vektora (vzostupne a zostupne): sort(x); rev(sort(x))
e priradenie poradia ¢lenom vektora: order (x)
e operacie s vektormi
Priklad 6 atribity vektora a ich zmeny

z_0:9
charz_as.character(z)
intz_as.integer(charz)

# vytvorte numericky vektor e s dizkou 3 tak, aby prve dva komponenty boli NA a treti ¢islo 17
# typ pridavanych komponentov sihlasi s typom predhadzajucich komponentov

e[3]_17

length(e)

# zmena atributu ”dimenzia” = vytvorte z vektora z maticu s rozmermi 2 x 10
dim(z)_c(2,10)

Priklad 7 operdcie s vektormi

xc(1,3,5)
length(x)
sum(x)
prod(x)

sort (x)
rev(sort(x))
order (x)
z_c(x,2,x)
u2*%x + z + 1
v_x-1

y-1/x%

e jednoducha sekvencia vpred a vzad c(1:n), c(n:1)
e zlozitejSia sekvencia e_seq(from=value, to=value, by=value, length=value)
e opakované sekvencie g_rep(x,times=value)

Priklad 8 jednoduchd sekvencia vpred a vzad, zloZitejsia sekvencia a opakované sekvencie

n_5

c(1:n)

ac(l:n-1)

b_c(1:(n-1))

c(n:1)

d_c(10:1)

e2_seq(from=0, to=1, by=0.01)
el _seq(from=0, to=1, length=10)
# zopakujte trojku 6x
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Logické vektory:
e mozné hodnoty: TRUE (T,1), FALSE (F,0), NA

e si generované pouzitim tzv. conditions (podmienky)

Chybajice hodnoty, nekonecéno, ¢isla a ‘neéisla’:

e "not available”, ("missing values”, NA)

is.na(x) oznacenie, ktoré dava logicky vektor diZky ako x s hodnotami TRUE ak prislichajica
hodnota na danom mieste je NA v x

+nekonec¢no: ”Inf”, resp. "-Inf”
e "number”

e "not a number” NaN ’’0/0°°

is.na(xx) je TRUE pre NA a aj NaN hodnoty

e is.nan(xx) je TRUE len pre NaN
Priklad 9 logické vektory, chiybajice hodnoty, nekoneéno, ¢isla a ‘necisla’

x <— 1:20
x.dolb x > 15
p-c(1:5,NA)
mv.p_is.na(p)
bezmv.p _ pl!is.na(p)]
# nekonec¢no

1/0

x_c(-1,0,1)/0

X

is.na(x)

x > Inf
nek_c(1:5,Inf,-Inf)

Vektory premennych:

° c(”xl”,”x2”)

e paste(vektor,sep=string)

Indexované vektory: vector [indez.vector]

e odstranovanie zloziek: x[-CISLO], x[- RETAZEC]

e logické indexovanie: x[!'is.na(x)]

# vyradenie chybajicich hodnot vo vektore
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Priklad 10 vektory premenngch, indexovanie

fruit c(4,8,2,9)

names (fruit) _c(’ ’banana’’,’’orange’’,’ ’apple’’,’ ’peach’’)

# vybratie len tych poloziek vo fruit, ktoré zodpovedaji prvym dvom ndzvom, teda ’’banana’’,
’’orange’’

# c(?2X??,2°Y??) st opakovane 5x v sekvencii za sebou a postupne st knim priradované éisla 1: 10,
teda c(’’X1°7,°°Y2’’,...,°°%X9°°,7°Y10°’)
# vytvorte sekvenciu X1 X2 ... X50

x[3]

x[1:10]
x1_x[-5]
x2_x[-(1:3)]
plpl!'is.na(p)]

# nahradnie chybajicich hodnét v x nulami, teda x[is.na(x)]_0

s_c(-1,-5, 1:7,NA)

# vytvorte objekt £, kde vyradte vo vektore x+1 chybajice a kladné hodnoty

# vytvorte vektor zz1 absolitnych hodnot nejakého vektora zz zlozeny z nejakych celych éisel,
potom vyberte zo zz len zéporné ¢leny priradte ich do vektora zz2 a nakoniec vytvorte opaény vektor
ku vektoru zz a oznacte ho zz3

# ¢o tak cosi zlozitejsie, sekvenciu "XYYX” 4x

Priklad 11 vektory

# vytvorte vektor x = (1,2,5,6,9)

# vytvorte vektor y = (3,1,2,5,6,9,10,1,2,5,6,9,2)

# vytvorte vektor z, ktory obsahuje len 3. az 7. prvok vektora y

# vytvorte vektor z, ktory je odvodeny z vektora y tak, ze ho tvoria len ¢leny prislichajice poradiu
odvodenému z ¢lenov vektora z

# vlozte na tretie, Sieste a 6sme miesto vektora z ¢islo 7

# vlozte do vektora z na miesta zodpovedajice druhému az Siestemu ¢lenu vektora y ¢isla 11,12, 13, 14,
15

# vypiste vektor z

Priklad 12 funkcia rep

# vytvorte vektor a = (1,2,3,4)

# vytvorte vektor b = (2,2,2,2)

# vytvorte vektor ¢ = (1,2,3,4,1,2,3,4)

# vytvorte vektor d = (1,1,2,2,3,3,4,4)

# vytvorte vektor e = (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4)

Priklad 13 rep - dalsie

# 8 x jedna, 8 x dva, 8 x tri
# vytvorte 3x za sebou sekvenciu ¢isel 112233
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3 Zoradené a nezoradené premenné

Faktor je vektorovy objekt pouzivany na specifikdciu diskrétnej klasifikdcie komponentov inych vek-
torov rovnakej dlzky. Funkcia ordered() zoraduje faktory podla abecedy, casto je identicka ku funkcii
factor (), ale nie vzdy.

Priklad 14 staty

Staty,C("Sl",”CZ”,”pO”,”I’u”, 77ukr77’ "bi","Sl",”CZ”,”pO”,”ru",
J’ukrji’ 7}bi)7)

statyfak factor(staty)

levels(statyfak)

attr(statyfak,’’levels’’)

attr(statyfak,’’class’’)

# frekvenénd tabulka pre premenné definované ako factor (multy-way frequency array)

table(statyfak)

Priklad 15 prijmy

prijmy,ordered(c(”Mid", ’JHi’?, ’’Lo’’, ’’Mid’’, ’’Lo’’, ’’Hi’’, 1L %))

# abecedné zoradenie, teda to, ¢o nechceme

prijmy

#Hi < Lo < Mid

as.numeric(prijmy)

pri_ordered(c(’’Mid’’, ’’Hi’’, ’’Lo’’, ’’Mid’’, ’’Lo’’, ’’Hi’’, ’’Lo’’),
levels = c( ’’Lo’’, ’’°Mid’’, ’’Hi’’))

# to, ¢o skutocne chceme

pri

# Lo < Mid < Hi

Priklad 16 geyser, pozri help (geyser)

attach(geyser)

names (geyser)

# waiting casovy interval medzi erupciami

# duration trvanie prislusnej erupcie

# rozdelte duration na 6 skupin a potom priradte ¢isla 1 az 6 tymto skupindm, teda abz islo o
zoradené faktory

erupt_cut (duration,breaks=0:6)

erupt_ordered(erupt, labels=levels(erupt))

# erupt ... O+ thru 1 < 1+ thru 2 < 2+ thru 3 < 3+ thru 4 < 4+ thru 5 < 5+ thru 6

# intervaly st typu (4,7 + 1), teda 4 minttovd erupcia je dand do kategérie 3+ thru 4

# ¢o tak iné delenie

eruptNEW1_cut (duration,4)

eruptNEW2_cut (duration,quantile(duration, c(0,1/3,2/3,1)), include.lowest=T, labels
= C(’ >low?’ , Yomid?? s ) ’high’ ;))

3.1 Funkcie ”apply”, ”tapply”, ”sapply” a ”lapply”

e apply(), zvolend funkcia sa aplikuje na obe dimenzie matice (riadky alebo stfpce), alebo jednotlivé
dimenzie pola

e tapply(), tu "t” znamend "table” a pouziva sa na vypocty v tzv. "ragged arrays”, teda je kom-
bindcia numerického vektora a vektora premennych, podla ktorych delime (klasifikujeme) do pod-
skupin numericky vektor, vytvori sa tzv. “cross-classified table”, podla funkcie, ktord pouzijeme.
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e lapply (), tu ”1” znamend ”list”, teda vytvori sa 1ist ako vysledok aplikovania nejakej funkcie

e sapply(), tu ”s” znamend ”simplify”, teda vytvori sa vector ako vysledok aplikovania nejakej
funkcie

Priklad 17 staty

prijem_c(10 000, 13 000, 12 500, 9 400, 9 100, 9 300, 10 100, 13 100, 12 600, 9 500,
9 200, 9 400)

prijemMean_tapply(prijem, statyfak, mean)

prijemMean

pozn.:

# v Rku

library (MASS)

library (help=MASS)

data(quine)
tapply (Days, Age ,mean)
tapply(Days,list(Sex,Age) ,mean)

Priklad 18 stdty opdt

# rozdelenie prijmu na pravidelné skupiny podla presne stanoveného kritéria
prijemfak_cut (prijem,breaks=9000+1000%(0:6))

# frekvenénd tabulka

table(prijemfak,statyfak)

Priklad 19 iris (pole 50 x 4 x 3 )

# priemer podla stipcov

apply(iris, 2, mean)

# priemer podla druhej a zéroven tretej dimenzie pola s odseknutymi okrajmi (10%)
apply(iris, c(2,3), mean,trim=0.1)

Priklad 20 ISwR kniinica pre Rko, instalovanie kniZnice, prdca s chiybajicimi pozorovaniami, data
thuesan

library (ISwR)
library(help=ISwR)
data(tuesan)

help(tuesan)

lapply(thuesen, mean, na.rm=T)
sapply (thuesen, mean, na.rm=T)
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4 Matice

Prikazy stuvisiace s maticami:

e spajanie vektorov do matice: rbind(...) ... horizontdlne, po riadkoch, cbind(...

vertikalne, po stfpcoch

e vytvorenie matice: matrix(name, nrow=...,ncol=...)

e vytvorenie matice inak: matrix(name, dim=c(...,...))

e priradenie nazvov riadkom: row.names(...) c(’’...27,...,°7...7)

e vypisovanie: menol[,...], meno[...,], meno[...,...], menol[,...:...],
meno[...:...,]

e priradenie nazvov riadkom a stipcom: dimnames(...)_list(c(row),c(column))

e priradenie nazvov stipcom: dimnames(...)_list(NULL,c(column))
Priklad 21 matice

# vytvorte maticu pozostavajicu z prvkov 1 az 12 nasledovne
# po stipcoch bycol=T (default)

# po riadkoch byrow=T

# priradte men4 riadkom a aj stipcom

# este inak

matrix(1:12,nrow=3)

Priklad 22 stdty znova, dim atribit, volby bycol a byrow

names (staty) _statyfak

names (staty) _NULL
dim(staty)_c(2,6)

staty

dim(staty) NULL

# bycol=T (default)

Sl matrix(staty,2,6)
S2_matrix(staty,2,6,byrow=T)

Priklad 23 geyser opdt, funkcia cbind
cbind(waiting,erupt)
Priklad 24 dolnd trojuholnikovd matica (Lower.tri, upper.tri)

A matrix(1:16,dim=c(4,4))
Aut Alcol(A)>= row(A)]
Alt Alcol(A)<= row(A)]
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4.1

Polia

Priklad 25 prdca s dimenziami, parameter a funkcia dim()

# pole 2x2x5 z ¢isel 1 az 20

# pole 4x5 z ¢isel 1 az 20

# ¢osi naviac

Z_array(c(1:10,11:20), dim=c(2,10))
I_array(c(1:3,3:1), dim=c(3,2))
X[5]

X[5].0

Priklad 26 pole este raz

# pole 2x2x5 z ¢isel 1 az 20 inak
# pole nul 2x2x5

4.2

Objekt ”list”

List - objekt pozostavajici zo zoradeneného zoznamu objektov, teda z komponentov

4.3

pouzitie napr. pri programovani funkeif a hladan{ komponentov vysledkov nejakej funkcie

List_list(name=’’Fred’’, wife=’’Mary’’, no.children=’’3’’, child.age=c(4,7,9))

List_list(name.l=object.1l, ..., name.m=object.m)
komponenty su o¢islované: List[[1]], List[[2]],...,
4. komponent a jeho prva polozka: List [[4]] [1]

pocet hierarchicky najvyssich komponentov: length(List)

pomenovania - name$component .name (List$wife je ako List[[2]], List[[’’wife’’]] je
>’Mary’’); x.’’wife’’; List[[x]]

pozor na hierarchiu *>’ [[]]’’ a potom ’>’[]°°
ak objekt pozostava z jednotlivych listov, tak aj celok je list List.ABC_c(List.A, List.B,
List.C)

Datové ramce ’’data.frame’’
uz bolo: attach(name.dataframe), detach(name.dataframe)
indezxdcia
name [1:3, c(1,5,7)]
konverzia dvoch ramcov z a do matice

as.data.frame()

as.martix()

# pozri aj data.matrix() a column.levels

10
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Priklad 27 podmnoziny, funkcia subset ()

# v Rku

library(ISwR)

library (help=ISwR)

data(tuesan)

help(tuesan)

thuesanNEW < — subset(thuesan, blood.glucose < 7)
# v S-PLUS

help(painters)

attach(painters)

painters[Colour >= 17, 1]

painters[Colour >= 15 & Composition > 10,]

painters([Colour >= 17 & School != ’’D’’, ]
painters[is.element (Shool, c(’’A’’,’’B’?,’’D’?)), ]
# v R a S-PLUS 6.1 a 6.2

painters[School %inj% c(’’A’’,?’B’?,?°D’?)), ]

Priklad 28 podmnoziny, funkcia transform(), scale()

# pokracujeme s datami tuesan
thuesanNEW1 _ transform(thuesan, log.gluc = log(blood.glucose))

# pokracujeme s datami crabs

crabsNEW _ crabs

# centrovanie a preskalovanie

crabsNEW[, 4:8] _ lapply(crabsNEW[, 4:8], scale)

# centrovanie

crabsNEW[, 4:8] _ lapply(crabsNEW[, 4:8], scale, scale=F)

# ktoré premenné si numerické?

sapply(crabs,is.numeric)

crabsNEW[ ] _ lapply(crabsNEW, function(x){if(is.numeric(x)) scale(x) else x})

Priklad 29 chgbajice pozorovania, funkcia na.omit ()

help(claims)

names (claims)

attach(claims)

claimsNEW _ na.exclude(claims)
claimsNEW _ na.omit(claims)

Priklad 30 funkcia aggregate

e pouzitie aggregate je ekvivalentné tapply na kazdom stipci ddtového ramca
attach(crabs)

aggregare(crabs[, 4:8], list(sp=crabs$sp, sex=crabs$sex), median)
Priklad 31 funkcia by ()

e funkcia by vyrdba datovy rdmec a deli ho (split) podia druhého argumentu funkcie, podobné
funkcii tapply

by(crabs[, 4:8], list(crabs$sp, crabs$sex),summary)
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Priklad 32 funkcia merge ()
e funkcia merge spija dva datové ramce ako databdzy - kombinuje napr. prislusné riadky

help(merge)

# vytvorte détovy rémec authors a potom books v S-PLUS 6.2 podla stipcov 1 a 2, kde st mena a
priezviska

merge (authors, books, by=1:2)

# v S-PLUS 4.5, podla stfpca ”row.names”

merge (Animals, mamals, by=’’row.names’’)

Priklad 33 sortovanie a ndhodny vyjber

library(car)

library(help=car)

data(Womenlf)

help(Womenlf)

attach(Womenlf)

# 20 ndhodne vybratych riadkov

sample.20 < — sort(sample(nrow(Womenlf),20))

# podla tohoto ndhodného vyberu vyberte prislichajice riadky
Womenlf [sample.20, ]

Priklad 34 prekddovdvanie recode ()

# pokracujeme s datami Womenlf

working < — recode(partic,c(’partime’,’fulltime’)=’yes’; ’notwork’=’no’’’)
working[sample.20]

# alternativne

working.alt < — recode(partic,c(’partime’,’fulltime’)=’yes’; else=’no’’’)
# ponechajte len pracujicich, ostatni budi NA

fulltime < — recode(partic,’fulltime’=’yes’;’partime’=’no’;’notwork’= NA’’)
fulltime[sample.20]

# prekodujte region

region.4 < — recode(region,’’c(’Prairie’,’BC’)="West’’’)
region.4[sample.20]

4.4 Operacie - vektory, matice, polia, datové ramce

- operacie ¢len-po-clene s >+, 22=22 0 20%30 0 23 [0
- rozSirené operdcie pozri v - library (Matrix)

Priklad 35 operdcie - priklady

# vytvorte maticu z ¢isel 1 az 9 po stipcoch a pripocitajte k nej vektor 1:3 po stfpcoch
A _matrix(1:9,ncol=3) + 1:3

# alternativne

sweep(A ,1,1:3,%°+°7)

# pripocitaj k matici A vektor 1:3 po riadkoch

matrix(1:9,ncol=3) + t(1:3)

# alternativne

sweep(matrix(1:9,ncol=3),2,1:3,’7+’?)

# vynésobte maticu A s maticou A

B_AY*%A

# vynasobte maticu A s maticou B a potom maticu B s maticou A, porovnajte
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C1_A%*%B

C2_BY*%A

# vyndsobte maticu A s vektorom 1:3 z lava a potom vektorom 1:3 transponovanym, porovnajte
D1_1:3%*%A

D2_t (1:3)%*%A

# jednotkova matica (identity matrix)

diag(4)

# matica s ¢islami 1, 2, 3, 4 na diagondle

diag(1:4) ... matica s ¢islami 1, 2, 3, 4 na diagonale
# vektor 3, 5, 7 na diagonéle

xc(3,5,7); diag(x)

# A’ transpozicia matice

At t(h)

# A~ inverzia matice

As_solve(A)

Priklad 36 Riesenie systému linedrnych rovnic
solve(A, c(9,5,14))
Priklad 37 stopa matice a jej determinant

# stopa (trace) Stvorcovej matice tr(A); sum(diag(A)) # ak A je Stvorcovd matica a Az = Az, kde
A je skalér a x je vektor, potom A je vlastné ¢islo (eigenvalue) matice A a x je vlastny vektor (eigenvector)
matice A

eigen() ... (...$values, ...$vectors)

# determinant matice

detA_function(x) prod(eigen(x)$values)

Priklad 38 zoradovanie, poradia vo vektoroch, maticiach a ddtovych rdmcoch

# zorad zostupne 10 statov USA (state.name) podia oblasti

state.name[rev(order(state.x77[,’’Area’’]))][1:10]

# vytvorte maticu a potom ju uprav podla prvého stfpca a nasledne podla zoradenych prvych dvoch
stlcov

MAT < — matrix(c(1, 3, 2, 2, 5, 4, 6, 5, 6, 9, 7, 8, 10, 11, 11, 12, 12, 16, 14,
14), 5, 4)

MAT1 < — MAT[order (MAT[,1]),1:4]

MAT1 < — MAT[order (MAT[,1],MAT[,2]),]

# priradte ¢lenom vektora ich poradia

rank(c(20:1,1:5))
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5

Zaklady statistického uvazovania

V nasledovnom texte budeme pracovat s pojmami, ktoré treba désledne rozlisovat, ako

zédkladny stibor — vyberovy stbor,

parameter — odhad,

populaény priemer — vyberovy priemer,

populacnd disperzia — vyberova disperzia,

populacnd smerodajnéd odchylka — vyberova smerodajnd odchylka
populacnd Standardné chyba — vyberova standardnd chyba,

pravdepodobnost — relativna pocetnost.

Statisticky (zdkladny) sibor je koneénd mnozina prvkov (napr. osob), na ktorej sledujeme uréité
znaky, veli¢iny, vlastnosti a pod. Ak uskutoénime vyber zo statistického stiboru (pozri nizsie), hovorime
o vyberovom subore, ktory reprezentuje Statisticky sibor vyberom urcitého poctu Statistickych jednotiek.
Statistické jednotky tvoria napr. respondenti dotaznika, pricom po uskutoéneni vyberu hovorime o
viberovijch jednotkdch. Na statistickych jednotkdch skdmame Statistické znaky (premenné, faktory),
ktoré mozeme rozdelit do nasledovnych kategérii:

1.

3.

kvantitativne (metrické, kardindlne) - diskrétne, spojité a intervalové (jav, kt. nevieme presne
pozorovat)

. kvalitativne

- nomindlne znaky (neusporiadand kategorizdcia, natural ordering) - ide o prislusnost sledovaného
objektu k urcitej triede objektov, napr. vyucovacie predmety; nabozenstva - Katolici, Protestanti,
Zidia, Moslimovia; typ sidla - dom, apartméan, kondo

- ordindlne znaky (usporiadand kategorizdcia, ordered categories) - ide o znak, ktorého hodnoty
mozeme prirodzene usporiadat, napr. stupnica zndmok; socidlne skupiny - hornd, stredna, nizka;
politickd filozofia - liberdlna, strednd, konzervativna

- alternativne (bindrne) - typ dno/nie.

frekvencie vijskytu nejakej udalosti - budeme striktne rozlisovat nasledovné:

- frekvencie (frequencies) - ak sa udalosti vyskytuji nezdvisle na roznych statistickych jednotkdch
(units) alebo jedincoch (individuals),

- pocetnosti (counts) - ak mame rézne udalosti na tej istej premennej na rovnakej statistickej jednotke
- tu mozeme ocakdvat uréity typ zdvislosti medzi opakovanymi udalostami

Vijber moze byt

1.

ndhodny (pravdepodobnostny) - vyberanie Satistickych jednotiek z populdcie celkom nahodne a
nezavisle na nasom tsudku -

- jednoduchy ndhodny - priamy vyber Statistickych jednotiek, pricom kazdd m& rovnakd pravde-
podobnost, Ze bude vybrand (napr. losovanie, priom je vyhodné, ked si Statistické jednotky
o¢islované a je mozné pouzit matematickid teériu ndhodnych éisel);

- mechanicky (systematicky) - je zaloZeny na ur¢itom, dopredu stanovenom, usporiadani prvkov
populacie - do vyberového siboru zaradime vSetky prvky, ktoré st od seba vzdialené o zvoleny
vyberovy krok, kedy prvy prvok vyberieme jednoduchym nahodnym vyberom; pri tomto vybere
musime dat pozor, aby usporiadanie prvkov nestviselo so sledovanym znakom;
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PRIKLAD: z abecedne usporiadane] kartotéky (databdzy) pacientov u praktického lekdra, vyberdme
s krokom 10 a prvii kartu vylosujeme (napr. to bude deviata karta) a potom bude vyber tvoreny
pacientami s poradiami kariet 9, 19, 29, 39, 39 atd.;

PRIKLAD: zistujeme znak zamestnanie u stomatologického pracoviska, pacienti prichddzaji v uréi-
tom Casovom slede a ich zdznamy si potom takto aj usporiadané; urobime vyber s krokom rovnym
dennému poctu pacientov, kedy predpokladame, ze kazdy den pride do ambulancie rovnaky pocet
pacientov; teto postup vedie potom k znac¢ne selektivnemu vyberu, kedy vyberame pacientov, ktori
prichddzaji v urcity ¢as dila, ¢o moze suvisiet s typom ich zamestnania;

- oblastny (stratifikovany) - zédkladny sibor je rozdeleny na oblasti podla urcitého hladiska, si
vytvorené tak, aby boli viitri homogénne (v sledovanych znakoch sa priliz neodlisujii) a medzi sebou
heterogénne (v sledovanych znakoch sa znaéne odlisuji); v jednotlivych oblastiach sa uskuto¢ni
jednoduchy nghodny vyber alebo mechanicky vyber; percento vybranych jednotiek méze byt bud
vo vietkych oblastiach rovnaké, alebo sa medzi oblastami moze aj ligit (tu napr. mdme ekonomické
dévody na vyberanie mensieho poétu jednotiek alebo aj naroénost vyberu jednotiek); koneény
vyberovy subor vytvorime spojenim vsetkych oblasti;

PRIKLAD: ak robime vyber na obyvatelstve SR, oblastami st tizemné celky, vekové skupiny alebo
socioekonomicky status;

- skupinovy - pokial je statisticky (zdkladny) sibor pomerne rozsiahly (stotisice alebo miliény oséb),
mézeme uskutoénit jedoduchy NV velmi tazko; najprv sa ndhodne vybert skupiny jednotiek (nie
jednotlivé jednotky), ktoré tvoria bud prirodzené alebo umelé agregéty; je ziaduce, aby boli jed-
notlivé agregaty, pokial je to mozné, rovnako velké a vnutri kazdej skupiny roznorodé; variabilita
medzi skupinami mus{ byt ¢o najmensia (obratend podoba, ako pri oblastnom vybere);

PRIKLAD: agregit moze byt maly - rodina, kola, podnik, zdravotny obvod, ale i vi¢si - obec, okres;

tu nastupuju dve moznosti:

— vgber vsetkijch jednotiek v agregdte (skupine)

— wviacstupriovy vgber (dvoj a viacstupfiovy vyber) - je zalozeny na hierarchickom popise prvkov
zakladného suboru, ku ktorym sa dostdvame postupne cez vyssie vyberové jednotky; kazda vyberova
jednotka je skupinou vyberovych jednotiek nizsieho radu; rozlisujeme jednotky prvého stupnia (pri-
mdrne jednotky), potom jednotky druhého stupria (sekunddrne jednotky), atd. az nakoniec mame
zdkladné jednotky Statistického stiboru; postupné vybery prebiehaju ¢asto jednoduchym nahod-
nym vyberom, alebo sa moéze pouzit aj mechanicky alebo oblastny vyber; tento vyber ma hlavne
ekonomické vyhody a naviac sa pouziva aj vtedy, ked nie je v danej situdcii (pred zaciatkom
vyberového postupu) tdplnéd opora vyberu;

PRIKLAD: vyssie vyberové jednotky — prvkov zdkladného siboru = mestd - bloky - domy -
domacnosti, okresy - podniky - dielne - zamestnanci;

2. selektivny - dava skresleny obraz o Studovanej populécii;

PRIKLAD: vzorka 15 — 16 roénych chlapcov, prvoligovych basketbalistov, z ktorého by sme chceli
robit inferenciu o vyske celej slovenskej populdcie 15 — 16 roénych chlapcov;

3. zdmerny - o vybere jednotky rozhoduji okrem nshody ¢astokrat nekontrolovatelné cinitele (sub-
jektivny nézor vyberajiceho, ochota, resp. neochota odpovedat na kladené otazky a pod.); vieobec-
ne sa tvrdi, Ze tento typ vyberu sa opiera o ”expertné” stanovisko a rézne ”"odhady”, ako ziskat
reprezentativny vyber - takto ziskané vyberové stibory st éasto ovplyvnené subjektivnym pohladom
"experta” ale aj dalsimi faktormi ovplyviiujicimi tvorbu vyberu a presnost zovseobeciiujicich
zéverov sa skor opiera o ”expertny” pohlad nez o metodolégiu.

Ndhodnyg vgber (NV) z daného rozdelenia F' je usporiadand n-tica Xi, Xs, ..., X, rovnako rozdelenych
nezavislych premennych, ktorych realizacie sa x1, za, ..., Tp.
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Typy statistického triedenia dét:

e slizi na rozdelenie vyberovych jednotiek do skupin (tried) podla dopredu uréenych triediacich
znakov;

e podla poétu triediacich znakov rozlisujeme
- jednostupriové - len jeden triediaci znak, napr. triedenie novorodencov podla pohlavia,

- viacstupriové (kombinacné) - dva a viac triediacich znakov, napr. triedenie zomretych osob podla
veku, pohlavia a zamestnania;

e triedy - pri triedeni podla kvantitativnych znakov st uréené pomocou triednych intervalov (TI),
ktoré musia pokryt vietky hodnoty sledovaného kvantitativneho znaku a musia byt vzdjomne sa
neprekryvajuce (disjunktné); hranice T1 st dané ¢iselne a ich rozdiel je dizka TI ; stred TI - arit-
meticky priemer hranic TI; rovnako dlhé TI - ekvidistaniné; pocet TI - najcastejsie od 5 do 20, je
uréeny s ohladom na rozsah siboru a jeho rozpiitie.
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6 Poznamky ku rozdeleniam pravdepodobnosti nahodnych pre-
mennych

V nasledovnej kapitole sa budeme venovat vybranym rozdeleniam pravdepodobnosti bezprostredne sivi-
siacich so Statistickou inferenciou.

Zékladné pojmy:

Diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti {xz,pl}?:(?o) )

Distribuéna funkcia F¥X (z) = Pr (X < x)

FX ($) = ZzwL<zP(X = .131) = Zi:mi<mpi7zzl pi = 1

FX (z) = ffoof(t)dt,f(x) > O,Ifwf(x)dx =1

Vyjadrenie: vzorec, tabulka, graf

Stredna hodnota E (X) =32, x;p;, E(X) = [*_af (z)dx

Disperzia

DIX] = B |(X = B[X)’| = B[X?] - B2[X] = X232, [os = B (O] pi = 7%, a2pi — 275, v

D(X) = [, [v— E(X)]* [ (2) do, D (X) = E[(X = E(X))’] = B (X2) = [E (X))

Vlastnosti:
EX+Y]=E[X]|+EY]
ElcX] =cE[X]

B[ oy ek Xe] = Yooy ce B [Xy]

v pripade nezdvislosti E [XY] = E[X] E[Y]
D[cX] = 2D [X]

v pripade nezavislosti D[X +Y]|=D[X]+ D[Y]

6.1 Normalne rozdelenie pravdepodobnosti

VSeobecné normalne rozdelenie N (u, 02)
(x—p)2
_ 1 -
hustota f () = =€ * ,TER

Standardizované normélne rozdelenie N (0, 1)

22
hustota f (z) = \/%6—7
distribuénd funkcia FX (z) = P(X <) = ["_ f(t)dt

Vlastnosti:

- f (z) - symterickd okolo osi y, t.j. priamky x =0, f (—z) = f (x)
SFN (—a) = 1- FX (),

-Pr(X>z)=1-Pr(X <z

- f (z) — 0 velmi rychlo pre z +— o0

-f(E3)=0

- i =modus=medidn

- inflexné body v z = £1

-Pr(a<X<b)=Pr(X<b)—Pr(X <a)=F*(b)—F¥(a)
-Pr(|X —u| >0)=0.3173,Pr (| X — u| <o) =1-0.3173 = 0.6827

- Pr(|X — p| > 20) = 0.0455,Pr (| X — u| < 20) =1 —0.0455 = 0.9545
“Pr(|X — p| > 30) = 0.0027, Pr (|X — | < 30) = 1 — 0.0027 = 0.9973
- pravidlo 68.27 — 95.45 — 99.73 (”miery normélneho rozdelenia”)

Standardizaénd rovnica, §tandardizdcia.

Veta 39 Ak X ~ N(u,0?) a Z = %, potom Z ~ N(0,1).
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Definicia 40 95% predikényg interval (a,b) nazgvame interval, pre kt. plati P(a < X < b) = 0.95.
Veta 41 Nech X1, ..., X,, je ndhodny vyber z N (,u,a2) , potom plati
1. X ~ N (p,02/n) <= 28 /n ~ N (0,1),

—1)52
2. % ~ X%th

3. X~ t, .

6.2 Rozdelenia odvodené od normalneho

Chi-kvadrét x?2-rozdelenie s n stupiiami volnosti
Ak si Zy, ..., Z, ~ N (0,1) nezdvislé, potom plati

n
X?=3 "7} ~ i
=1

Studentovo t,-rozdelenie s n stupiiami volnosti
Ak Y ~ x2 a Z ~ N (0,1) st nezavislé, potom
Z

T=—2_ 1,
Y/n

Fisherovo F,,, ,,-rozdelenie
Nech X; ~ X%l,XQ ~ X%Q,Xla X5 st nezavislé, potom

po/m
)(2/,”/2 ni,nz:
Pozn.: Plati Z2 ~ x?, T? ~ Fy ,,,. Dalej Fy,, ., (a) = m (aproximécia pre tabulky).
ni,n2

Logaritmicko - normélne (lognormadlne) rozdelenie
Nahodnd premennd X ~ LN (y.,02) ak veli¢ina Y = InX ~ N (u,,07). Zo skisenosti vieme, ze
LN rozdelenie mava napr. telesnd hmotnost, ¢as dozivania po jednej dévke oziarenia, minimélna smrtnd
dévka pripravku v homogénnej skupine pokusnych zvierat. Z dét sa d4 lahko usddif, ¢ je takyto model
vhodny. Velmi ¢asto st zosikmené kladne alebo zéporne, napr. pri hematologickych, hormonélnych alebo
inych biologickych veli¢inach.

Potom

- aritmeticky priemer 7§ = % Yo lnz; — T =exp (7)

- medidn Yo.5 = InZos — Zo.5 = exp (Yo.5)

- vyberovd smerodajnd odchylka s, = \/ﬁ S (Inw; — 7)? — 5, = exp (sy)
Pozn.: V pripade potreby mozeme pouzit iny typ transformécie, /7, kde x € R*1/z, kde x # 0.
Pokial nendjdeme vhodni transforméciu, pouzijeme alternativne pristupy (pozri dalej).

6.3 Binomické rozdelenie

Nahodna premennd X mé binomické rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami n € N,p € (0,1), ak
nadobtida hodnoty 0,1,2,...,n s pravdepodobnostami Pr (X = k) = (Z)pk (1 —p)"_k, k=0,1,2,...,n.
Ozn.: X ~ Bin(n,p), distribuénd funkcia F~ (z) =Pr(X <z) =>,_, (1) (1 —p)"* E[X] = np,
D[ X]=np(1-p), kdg ide o postupnost n— nezavislych pokusov, k je pocet nastati tispesnych pokusov
a p je pravdepodobnost nastatia tispesného pokusu.
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Veta 42 Moivre - Laplace. Nech X, je pocet uspechov pri n-ndsobnom nezdvislom opakovani pokusu,
pricom pravdepodobnost tispechu v jednom pokuse je p € (0,1). Potom pre nahodnu premenni Z,, plati

Zy = -0 N1, lim P(Z, <) = ®(z).

np(l —p) e

6.4 Kvantily a kritické hodnoty

Definicia 43 Nech F je spojitd a monoténna funkcia, nech 3 € (0,1). Potom é&islo x5 = F~'(3)
(F (x3) = ) sa nazgva B-kvantil prislusného rozdelenia a plati:

e Pr (Z‘a/g <X< xl,a/g) = F(xl,a/g) —F (a:a/z) =1-—q, kde a € (0,1/2)

o Oy =F1(1/4), 1. kvartil (dolny)
o (b =F~1(1/2), 2. kvartil, medidn
o (3 =F"1(3/4), 3. kvartil (horny)
1 (k/10), k-ty decil, F~' (k/100), k-ty percentil

Definicia 44 Kritickd hodnota prislusného rozdelenia je hodnota, ktori ndhodnd premennd X prekroci
s pravdepodobnostou o.

o Pr(X >u(a)) =apre X ~N(0,1)
o Pr(X >x2(a ):f);o(na)fn(m)dxzaprewai

e Pr(X >t,(a)) =apre X ~t(n)

o Pr(X > F,, n,(a)) =apre X ~ F(nq1,nz)

Pozn.: pravidlo 90.00 — 95.00 — 99.00 ("upravené miery normdlneho rozdelenia”)
- 90.00% dat lez{ v intervale p + 1.640, kde u(0.1) = 1.64,

- 95.00% dat lezi v intervale p + 1.960, kde u(0.05) = 1.96,

- 99.00% dat lezi v intervale p £ 2.570, kde 1(0.01) = 2.57.

6.5 Priklady v S-PLUS a R

Popis argumentov funkcii

Koncové ¢ast funkcie po d..., p..., ... hovorf o type rozdelenia. V prvom argumente funkcie je
vzdy hodnota, ktord vstupuje do vypoctu, teda q (pre kvantilovi funkciu), d pre hustotu a p pre CDF
funkciu. Dalsie argumenty Specifikuji parametre s ”defaultom” pre standardnid verziu rozdelenia, napr
pri normélnom rozdeleni ide o parametre rozdelenia N (0,1). Prvym argumentom funkcie moZe byt aj
vektor.
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Niektoré rozdelenia a ich parametre

rozdelenie nazov v S-PLUS a R parametre
binomické binom size, prob
chi-kvadrat chisq df
exponencialne exp rate
Fisherovo F f df1, df2
gama gamma shape, rate
geometrické geom prob
hypergeometrické hyper m, n, k
lognormalne lnorm meanlog, sdlog
normalne norm mean, sd
Poissonovo pois lambda
Studentovo t t df
Wilcoxonovo wilcox m, n
mnohorozmerné normalne mvnorm mean, cov,

Priklad 45 normdlne rozdelenie, t-rozdelenie, F-rozdelenie (R a S-PLUS)
o dvojstranny test al. dvojstranny interval spolahlivosti (1S)

qt(0.975, df=11)...2.200985, kde df je pocet stupnov volnosti, 97.5 percentil, 2.5% kritick4 hod-
nota

qf(0.995,2,7)...12.40396, kde n; = 2,n2 = 7, 99.5 percentil pre F(2,7) alebo 0.5% kritickd
hodnota

1-pnorm(1.96)...0.025, p-hodnota pre N(0, 1)

1-pt(1.96,100000) ... 0.025, p-hodnota pre t,

e jednostranny test al. jednostranny IS

qt(0.95, df=11)...1.795885, kde df je pocet stupiiov volnosti, 95 percentil, 5% kritickd hodnota
qf(0.99,2,7)...9.546578, kde ny = 2,ny = 7, 99 percentil pre F(2,7), 1% kritickd hodnota
1-pnorm(1.644854)...0.05, p-hodnota pre N(0,1)

1-pt (1.644869,100000) ... 0.05, p-hodnota pre ¢,

e ak predpokladdame, Ze pre systolicky krvny tlak existuje model N (132, 132)7 potom akd &ast
populécie bude mat hodnoty viésie ako 160?

1-pnorm(160,mean=132,sd=13)
# teda asi 1.6% ppopulécie z N (132,13%)

e binomické rozdelenie = predpokladajme, ze pocet Iu(jl’ uprednostnujucich liecbu A pred liecbou B
sa sprava podla modelu Bin (n = 20,p = 0.5)., teda ludia preferuji oba typy liecby rovnako. Ak4

je pravdepodobnost, ze budem mat 16 a viac pacientov uprednostiiujicich lie¢cbu A pred lieébou B
?

pbinom(16,size=20,prob=0.5)

# potom

1-pbinom(16,size=20,prob=0.5)

# Pozor! To znamen4, Ze ide o pravdepodobnost < 16, ale my potrebujeme

1-pbinom(15,size=20,prob=0.5)

# ¢o ak hladdm pravdepodonost, Ze budem mat 16 a viac a zaroven 4 alebo menej pacientov upred-
nostiiujucich liecbu A pred liechou B?

1-pbinom(15,size=20,prob=0.5) + pbinom(4,size=20,prob=0.5)
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# to je v skutoénosti 2x predchadzajica pravdepodobnost

Generovanie presudonahodnych ¢isel z daného rozdelenia a permutécie
- predpona funkcie je r, ¢o znamena "random”, napr. rnorm je funkcia na generovanie presudonahod-
nych ¢isel z normdalneho rozdelenia

e prvy argument n je rozsah ndhodného vyberu a potom nasleduji parametre rozdelenia

Priklad 46 generovanie presudondhodnijch éisel z normdlneho rozdelenia z rozsahom 100, so strednou
hodnotou rovnou 0, smerodajnou odchylkou rovnou 1. Potom zamente parametre na stredni hodnotu
rovnd 50, smerodajni odchylku rovnd 0.4.

rnorm(100)
rnorm(100, mean=50, sd=0.4)

Priklad 47 Vygenerujte 100 pseudonahodnych vyberov z kontaminovaného normdlneho rozdelenia, v
ktorom mdme N(0,1) s pravdepodobnostou 0.95 a inak N(0,9)

rnorm(100,0,1+2*rbinom(100,1,0.05))
Priklad 48 funkcia sample

Funkcia sample prevzorkuje (resamples) z vektora ddt, s alebo bez nahradenia. Parameter n je celé

¢islo, x je vektor pozorovni, p je rozdelenie pravdepodobnosti na 1, ..., length(x)
sample(n) vyber nahodnej permutacie z 1, ... n
sample (x) nahodne permutovany vektor x
sample(x, replace=T) bootstrapovy vyber
sample(x, n) vyber n jednotiek z x bez nahradenia
sample(x, n, replace=T) vyber n jednotiek z x s nahradenim s rovnakou pravdep.

sample(x, n, replace=T, prob=T) vyber n jednotiek z x s nahradenim s réznou pravdep.

# zoberie ndhodne 10 §tdtov zo stiboru state.name (Staty USA)

sample(state.name, 10)

# zoberie ndhodne 75 ¢isel medzi jedna a jeden milién

sample(le6, 75)

# zoberie ndhodné permutécie ¢isel 1:50

sample (50)

# Bernuliho rozdelenie s p = 0.3 pre jednotky a p = 0.7 pre nuly s rozsahom 100

sample(0:1,100,replace=T,prob=c(0.3,0.7))

# 20 rovnomerne (s rovnakou pravdepodobnostou) rozdelenych éfsel z vektora 1:10 s nahradenim

sample(10, 20, T)

# 24 nerovnomerne (s réznou pravdepodobnostou, tu c(.3, .4, .1, .1,. 1)) rozdelenych ¢isel z vektora
1:5 s nahradenim

sample(5, 24, replace=T, prob=c(.3,.4,.1,.1,.1))
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7 Zakladna (deskriptivna) Statistika

Hodnoty sledovanych znakov pre jednotlivé premenné zapisujeme do tabuliek. Najprv zapiSeme hodnoty
sledovanych znakov v poradi, v ktorom ich dostdvame, t.j. do primdrnej tabulky. Potom tito tabulku
kvoli prehladnosti prepiseme do sekunddrnej tabulky (tabulka rozdelenia pocetnosti), ktora ndm usporiada
sledované znaky podia velkosti.

7.1 Charakteristiky polohy

Majme ndhodnyg vyber (NV) X1, X, ..., X,, z nejakej populdcie, kde n je jeho rozsah, realizdcie tohoto NV
budeme oznacovat ako 1, s, ..., T, uporiadané realizacie budi z1)y < z(2) < ... < @(p). Potom moézeme
definovat

® MINIMUM Trin = T (1),
® MATIMUM Tmax = T(n),
n

. L . — 1 )
e aritmeticky priemer T = = " x;,

e medidn (prostrednd hodnota, robustny odhad polohy)

)

T(ni1) ak n je neparne
T = o
5 (:z:(%) + z(%ﬂ)) ak n je parne

Kvantily st hodnoty skiimanej veli¢iny, ktoré delia sibor na dve ¢asti. Kvartily pozname tri

e prvy kvartil predstavuje hodnotu, od ktorej je 1/4 dat mensia a 3/4 dét je vicsia,

- - 1 - _ 3
Q1= P[—00,Tp.25] = Pr[X < Tpos] = —,Q1 =PrZpas,+00] =Pr[X > Tgos] = —
4 4

medidn (druhy kvartil) je hodnota, od ktorej je 1/2 ddt mensia a 1/2 dét je vicsia,

- - 1 = . 1
Q2 = Pr[—00,Zo5| =Pr[X <Zops] = §,Q2 = Pr[Zo.5,+00] =Pr[X > Zos5] = 3

treti kvartil predstavuje hodnotu, od ktorej je 1/4 dét je vicsia a 3/4 dét je mensich

3 1
Q3 = Pr[—o00,z0.75] = Pr[X < wo75] = Z’Q?’ = Pr[zo.75,+00] = Pr[X > zq.75] = 1

decily - delia sibor na desatiny

percentily p € (0,1) - delia stibor na stotiny a ich vSeobecnd definicia je nasledovnd - 100p-percentil

7 o= { L(k+1) pre k # np
? 3 (Tw) + @) prek=np

)

kde k = [np], ¢o je celd cast &isla np.

Priklad 49 Majme vysky n = 12 ndhodne vybrangch 10 roénych dievéat v cm usporiadanych podia
velkosti (r; poradia (ranks) pre x(;y, pri rovnakych pozorovaniach hovorime o strednoporadiach)

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
rp 131 132 135 141 141 141 141 142 143 146 146 151
T4 1 2 3 5.5 55 55 55 8 9 10.5 10.5 12
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T =140.83, T = 1 (z(6) + z(7)) = 141, Q1 = To.25 = 1 (z(3) + 2(a)) = 138, kde k = [12 x 0.25] = 3,
Qs = ZTo.s = 3 (T(9) + (10)) = 144.5, kde k = [12 x 0.75] = 9

Existuji aj iné moznosti vypoctu kvantilov (pozri Zvdra 2003, str. 20).

Co sa stane so spominanymi charakteristikami polohy, pokial zmenfme meritko (8kdlu)? Napr. gramy
na kilogramy, alebo namiesto hmotnosti, pouzijeme logaritmus hmotnosti.

Nech a,b € R st nejaké dané konstanty. Potom y; = a + bzx; a pre priemer

1 n 1 n

7 n;(aJr ;) n(naJr ;x> a+by=a+by

Pokial b € R*, sa usporiadanie hodnét ; pri prechode na y; = a + bz; nezmeni, teda
a+ bx(l) <a-+ ba:(g) <.Z<a+ b]:(n).

Teda pre median v tomto pripade plati

y=a-+bx =a+bzx.
lahko sa d4 nahliadnuf, Ze usporiadanie zachovéd kazd4 rastica fcia g (z), teda plati

g(zm) <g(x@) < <g(zmw)

—_—

a pre median bude platit g (Z) = g (x). Pre neparne n plat{ predchddzajici vztah presne, oznacenie
7 pribliznosti” potrebujeme pre parne n, kde T(5) < T(541)- V tomto pripade je v8ak 1/2 hodnét g (z;)
2 2

mensia ako g (z). Teda $pecidlne mozeme medidn logaritmu (napr. hmotnosti) spoéitat ako logaritmus
medidnu (napr. hmotnosti).

Pozn.: Pokial teda dojde v pozorovaniach k posunutiu, dojde k rovnakému posunutiu ak u charakter-
itiky polohy. Ak zmenime merftko, potom staéi urobit rovnaki tpravu aj u charakteristiky polohy.

7.2 Charakteristiky variability

Definujeme nasledovné zdkladné pojmy

o ugberovy rozptyl

1
2 _ 2
Sp = 15 (x; —@)".

i=1
Pri linedrnej transformacii sa rozptyl meni nasledovne
53 = 83+b$ = bQSi,
preco?
1 " 2
2 2 P -
Sy = Satbx = m;(cw@-bxi —a+bx)
i=
1 n
= Z(a—i—bxi — (a+bT))?

n—1+4
=1

1 N2 2.2
= > (b(zi — ) = b5
n_li:1
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e smerodajnd odchyjlka

2

Sz = /2.

Pri linedrnej transformacii sa smerodajnd odchylka meni nasledovne
_ _ 2
Sy = Sa+bz = |b‘ Ses

teda, ak pripo¢itame ku vSetkym pozorovaniam rovnakd konstantu, miera variability sa nezmeni.
Zmena meritka (u pomerového meritka zmena jednotiek) mé za nésledok rovnakd upravu jd-
notlivych pozorovani i miery variability (s vynimkou rozptylu).

e vypoctovd podoba rozptylu
1 - S a2 f n
2 2 —2 i=1YiJi —2
sy = E Ty —nx" | = — T,
v n—l(i1 ! ) > i n—1

kde f; su frekvencie (pocty) prislichajtcich z; an =Y | fi.

o wvyberovy koeficient varidcie - podiel variability na priemere

S

Ve =22,

T
Pouziva sa pri porovndvani variability siborov s nerovnakymi priemermi (napr. pri porovnani
variability vysky deti urcitého veku s vyskou dospelych urcitého veku alebo pri porovnani variability
premennych meranych v roéznych jednotkach), je bezrozmerny a zvycajne sa vyjadruje v percentdch,
t.j. 100 (o /1) %.

e odhad rozptyl priemeru

o vgberovy koeficient Sikmosti (skewness)

R >/ COts ) MRV D Ot )
1 3/2 3/27
D DA ORI DO CoR &

kde rozdelenie je pozitivne zosikmené (rozdelenie pravdepodobnosti na lavej strane stipa strmejsie,
b1 > 0), negativne (b; < 0),

o uyberovy koeficient $picatosti (kurtosis)
D SR MINND v Ci
2 = 2
_ 2 2
n S (o - 7)) S0y (@i - )

by = -3,

kde rozdelenie je spicaté (leptokurtické, bs > 0), normédlne (mezokurtické, b = 0) a ploché
(platykurtické, bs < 0),

e suma Stvorcov (sum of squares)

S8 = En: (z; — T)°
=1
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— Citatel rozptylu, pouziva sa napr. v regresnej analyze, v modeli ANOVA.
o rozpitie (distance) D = Tmax — Tmin,
o medzikvartilové rozpitie Dg = Q3 — Q1,
e decilové rozpdtie,
e percentilové rozpitie,
e 5 ciselné summary: Tmin,@1,Q2, @3, Tmax,
e symetria: Q3 — Q2 = Q2 — Q1
e pozitivna sikmost: Q3 — Qo > Qo — Q1
e negativne Sikmost: Q3 — Q2 < Q2 — Q1

e robustny vypocet minima a maxima (" vnidtorné hradby”, prvky vybocujice z hradieb sa povazuju
za, podozrivé, potencionélne outliery - pozri dalej)

- x;knin =Bp= Ql —-1.5 (QB - Ql) = Ql — 15DQ
- T =Br =Q3+1.5(Q3 — Q1) =Q3+ 1.5Dg

" Vonkajsie hradby” B}, = Q1 — 3Dqg, B = Q3 + 3Dg. Pokial st nejaké x; < B}, VvV xz; > By,
hovorime, Ze ide o vzdialené body, ak z; € (B}, Bp)V (Bu, Bj), ide o body vonkagsie, ak x; € (Bp, By),
ide o body vnitorné, alebo body prilahlé medidnu. Pre normélne rozdelenie plati By —Bp = Q3+1.5D¢g —
Q1+ 1.5Dg = 4Dg = 4.2. Pravdepodobnost, ze x; ¢ (Bp, By) je potom 0.04.

Niekedy nas zaujimaji normované protajsky realizécif, a to z-skére (¢asto pouzivané v antropoldgii)

T — T
Zi = )
Sa

ktoré dostaneme ako Specidlny pripad linedrnej transformécie y = a + bz, kde volbou b = 1 [Sz & a =

—Z/$;. Potom dostaneme

T 1
=24 —7=0
Sy Sg

2
1
sﬁz () sizl
Sz

a preto nazyvame z-skére aj normované veli¢iny. Pomocou z-skére mozeme vyjadrit aj koeficient §ikmosti

a Spicatosti
I (2 -7\ 1
b - — v = - 237
= () ek

=1

kde ak data pochadzaji z norméalneho rozdelenia

E ] =0,Var[b] = %7

1<z -7\ 1<
by = — v P 4
=iy (BT -1y

i=1

kde ak déta pochadzaju z norméalneho rozdelenia
24n (n—2) (n —3)
(n+1)*(n+3)(n+5)

6
FE [bg] =3—- ﬁ, Var [bQ] =

Pokial ddta pochddzaji z normélneho rozdelenia, budd mat oba koeficienty hodnoty blizko nuly (pri
ba, ak od neho odéitame konstantu 3).
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7.3 Priklady v S-PLUS a R

Priklad 50 charakteristiky polohy a variability
e x _ 1:100, funkcie:

minimum min(x)

maximum max (x)

rozsah stiboru c(max(x) ,min(x)); range (x)

median median(x)

aritmeticky priemer mean(x); sum(x)/length(x)

prvy kvartil q1 _ quantile(x,0.25)

druhy kvartil g2 - quantile(x,0.50)

tret{ kvartil g3 _ quantile(x,0.75)

kvartily quantile(x,c(0.25,0.5,0.75))

5 ¢iselné summary quantile(x,c(0,0.25,0.5,0.75,1))
medzikvartilové rozpétie Dg _ quantile(x,0.75)-quantile(x,0.25)
zistovanie symetrie c(q3 - 92, 92 - ql1)

robustny vypocet minima a maxima (" vndtorné hradby”)
Bd_q1-1.5Dq; Bh_q3+1.5Dq

robustny rozsah suiboru c(Bd,Bh)

rozptyl var(x)

sum( (x-mean(x))~2)/(length(x)-1)

standardna chyba

stderr_function(x) sqrt(var(x) / length(x))
stderr (x)

prijemstderr_tapply(prijem, statyfak,stderr)

e posun o konstatnu a < — 900:

x_c(907,908,898,902,897)
x1 _ x-900

mean (x)

var (x)

e vytvorte funkciu na vypocet sumy Stvorcov
e vytvorte funkciu na vypocet vyberového koeficientu Sikmosti a Spicatosti
e vytvorte funkciu na vypocet 5 ¢iselného summary, priemeru a smerodajnej odchylky tak

CHAR.SAMPLE< —function(x)

{

RESULTS < — 1list( QUANTILE = O, MEAN = 0, SD = 0)
QUANTILE < — quantile(x, c(0, 0.25, 0.5, 0.75, 1))
MEAN < — mean(x)

SD < — sqrt(var(x))

RESULTS < — rbind(QUANTILE, MEAN, SD)
RESULTS$QUANTILE < — QUANTILE

RESULTS$MEAN < — MEAN

RESULTS$SD < — SD

return (RESULTS)

}

e vytvorte funkciu na vypocet aritmetického priemeru tak, aby bol oSetrend na chybajéce pozorovania
pouzitim nejakej zékladnej funkcie

Mmean_function(x) mean(x[!is.na (x)])
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Graficka interpretacia vyberového suboru

V modernej pocitacovej statistike hovorime o exploratérnej analyze ddt (EDA).
Grafickd interpretacia vyberového siboru je mozna pomocou nasledovnych grafov.

Stl})covy’ diagram (barplot) - ¢iselné hodnoty st vyjadrené pomocou obdiidnikovych stipcov (obycaj-
ne v zvislej polohe), ¢asto skdlovany (v relativnej skdle, ak sledujeme viac stiborov, ide potom o
lepsie porovnanie tychto stiborov; neskdlovany - absolitna skdla) - jeho Specidlnymi pripadmi si
vekovd pyramida (strom Zivota, znézornuje vekové zloZenie obyvateistva) a histogram.

Spojnicovy graf - znazornuje priebeh casového radu a jeho specalnymi pripadmi si polygén pocet-
nosti, frekvenéna krivka, polygon kumulativnych pocetnosti.

Bodovy graf (scatterplot) - zobrazuje namerané hodnoty v pravouhlej siradnicovej stustave (2D, 3D),
na odliSenie réznych kategérii pouzijeme rozne znaky, farby a pod.; ¢asto pouzivany na zobrazenie
zéavislosti dvoch znakov.

Kruhovy diagram (vysedovy, koldéovy, piechard) - zachytdva struktiru siboru, kde plocha kruhu
predstavuje cely subor a jednotlivé ¢asti su znédzornené kruhovymi vysecami, tu 360st. zodpoveda
100% plochy kruhu, vyseé¢ 3.6 stupna je 1%.

Histogram - stlpcovy diagram s k stipcami, ktorych zdkladna sa rovnd sirke intervalu I; = (z;, x;+1)
a vyska i—teho stfpca jeho pocetnosti (i = 1,2, ..., k); vystihuje celkom presne pocet pozorovani v
jednotlivych intervaloch; mnozstvo intervalov voli prislusny software alebo aj sém uzivatel. His-
togram (a mnohé dalsie zobrazovacie metédy) modzeme pouzit aj v skéle relatfvnych pocetnosti.
Potrebujeme aspoii 12 triednych intervalov (ich po¢et nesmie klesnut pod 6). Sirka jedného je
minimélne Ayin = 0.08(Zmax — Tmin). Musi obsahovat minimdlne 5 merani. Frekvencénd tabulka:
znak, pocetnost, relatfvna pocetnost. Pocet tried je k = logon+1 = 2+3.3logqn (Sturgesova for-
mula), intervaly sd definované ako (xo, 1), (1, x2), ...; Sirka intervalov je teda h = D/ (logon + 1)
pre realizdcie z normdlneho rozdelenia (Scott, 1992). Teraz uz vlastne nepracujeme s realizdciami z;,
ale so stredmi intervalov z} = (v; + z;41) /2. Pocty hodnoét n;, ktoré sa v intervale I; nachadzaju,
sa nazyvaju triedne poéetnosti. Pokial realizécie nemaji normélne rozdelenie, treba pouzit robustné
algoritmy. Taktiez outliery mozu dramaticky nafiknut (inflate) rozpitie siboru, ¢o moze sposobit
ndrast s{rky intervalov. Preto sa vyuzivaji dva algoritmy ako kompromis medzi vychylkou (biasom)
a rozptylom realizécii pochddzajicimi z normélneho rozdelenia. Potom sirky triednych intervalov
budi hy = 3.495n~ /3, & = s (pre vybery z normalneho rozdelenia, Scottova formula, Scott, 1979),
ho = 2DQn_1/3 (robustnejsia, Freedman - Diaconisova formula, ktord je nezavisld od outlierov a
vyberd mensie intervaly ako Scottova formula (Freedman, Diaconis, 1981). Pre symetrické rozdele-

nia plati hs = [24/n] alebo hy = [2.46 x (n— 1)0'4}, kde [z] je cela cast cisla . Pokial sa neocakéva
priliz zoSikmené rozdelenie, Sirka triednych intervalov h je konstantna. Pre komplikovanejsie tvary

vyberovych rozdeleni treba zvicsit pocet triednych intervalov, alebo pouzit §pecidlne postupy na
hladanie nekonstantne dlhych triednych intervalov (pozri Meloun a Militky, 2004).

Polygon pocetnosti - spojnicovy diagram, kde nad stredmi triednych intervalov I; vztycime kolmice,
ktorych vyska je imerna prislusnym triednym pocetnostiam a koncové body kolmic pospajame, ich
stiradnice st [z}, n,]; ide o dost dobré podanie priebehu pocetnosti aj vniitri jedného intervalu, ale
plocha uzavretd spojnicou polygénu nie je imernd poctu pozorovani v intervale.

Frekvenénd krivka - vznikne ak koncové body polygénu pospajame hladkou krivkou; vystihuje
celkom presne priebeh rozdelenia pocetnosti a plocha v kazdom mieste ohranic¢end krivkou je priamo
tmernd poc¢tu pozorovani.

Histogram kumulativnych pocetnosti (sictovy histogram) - namiesto pocetnosti bude- me nad jed-
notlivymi intervalmi I; zakreslovat obdlzniky s vyskou rovnajiicou sa prislusnym kumulativnym
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pocetnostiam, N; = 22:1 n;. Kumulativne relativne pocetnosti definujeme ako N;/n, comu zod-
povedd empirickd distribuénd funkcia, definovand pre zvolené &islo z, ako relativna pocetnost v
intervale (—oo, x), teda ako N;-tina hodnot x; mensich alebo rovnych ako x

FX (g) = T1 2T
n

e Bozxploty - "krabicové diagramy” (dobre identifikuji symetriu rozdelenia medzi kvartilmi, symetriu
rozdelenia v koncoch rozdeleniaoutliery, zndzornuji robustny odhad polohy - medidn - naviac
sa pouzivaju na grafické porovnanie dvoch stborov), ktorych sirka /n predstavuje odmocninu
z rozsahu vyberového siboru a vidiet na nich po poradi Tmin,@1,Q2, @3 & Tmax a je mozné do
nich vkreslit aj aritmeticky priemer, ¢o zvyrazeni pripadné odchylky od normality. Ak Q2 <7, ide
o pravostranne zosikmené rozdelenie, ak Qo > T, ide o lavostranne zosikmené rozdelenie. Pokial
hovorime o “krabicovych diagramoch so zdrezom”, ide o zarez charakterizujici robustny interval
spolahlivosti (pozri nizsie) medidnu T € (Ipg, Ing), kde

IDH—$—157 IHH—$+157

f f

naviac odhadom teoretického medidnu je (ako uz vieme) a odhadom jeho rozptylu je O'~ =
D¢ /1.349, kde vo vSeobecnosti plat{ (pre akékolvek rozdelenie pravdepodonosti)

o2 (f (@) =1/ (41> (@),
kde f je hustota rozdelenia pravdepodobnosti. Pre norméalne rozdelenie bude platit 02 = o2
T~ N (p,02).

e Kuvantilové diagramy (qq-diagramy, normal probability plot) - zobrazuji body so stradnicami
[@! (i/ (n+1)), 3], kde @~ (p) je kvantilovd funkcia normovaného normélneho rozdelenia defi-
novana nasledovne

kde

£E2n’

Pr(Z < o1 (p)) =p-

Sikmost by > 0 sa prejavi v podobe konvexného usporiadania hodnét, b; < 0 sa prejavi v podobe
konkdvneho usporiadania hodnét. Taktiez je tu viditelnd dlzka 7 chvostov” rozdelenia, kratke
”chvosty” st prejavom esovitého usporiadania bodov, dlhé ”chvosty” naopak hovoria o inverzne
esovitom usporiadani bodov. Tiez je zretelnd pripadné bimodalita rozdelenia. Statisticky je mozné
testovat normalitu rozdelenia pomocou simuldcif z N (0,1) a vytvorenim Atkinsonovej obédlky (e.g.

Katina, 2003). Pre normalne rozdelenie bude platit U%p =02 — st kde 7, ~ N (up, O'~ )

Pozn.: Ako jednoducho identifikovat hodnoty vybocujice (pre normélne rozdelenie)? Ako mieru
rozptylu definujme kvantilovd odchylku Do+« = 2Dg. Pokial urobime Standardi- zaciu (pozri Meloun
a Militky, 2004, str. 86; Parsen, 1988), dostaneme Dg+, = 1 a Standardizovany medidn bude 7, = 0 a
Standardizovana kvantilova funkcia indikujuca tvar bude

Tp,— X
Qui (p) = 5=
Hodnoty kvantilov, pre ktoré plati |Qs: (p)| > 1, si povazované za vybocujice (pre normélne rozdelenie)
a hovorfme potom o identifikdtoroch dlhych chvostov (koncov). Hodnoty Qg (p) mozeme pouzit na
- identifikaciu miery Sikmosti SQ = Q. (0.25) + Qs (0.75), kedy je rozdelenie pravdepodobnosti
symetrické, ak SQ je rovné nule,
- identifikdciu dlzky koncov, kedy
Qs (0.95) < 0.5 hovorf o krétkych koncoch,
Qst (0.95) > 1 hovori o dlhych koncoch a
pre stredne dlhé konce bude platit Qg (0.95) € (0.5, 1.0).
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Co je homogénny NV ? vietky prvky NV z;.i = 1,2, ..., n, pochddzaji z rovnakého rozdelenia pravde-
podobnosti s konstantnym rozptylom o2, ako sme uz spominali. K nehomogenitdm dit dochddza viade
tam, kde sa vyskytuju vyrazné nerovnomernosti na- meranych premennych, ndhle sa menia podmienky
experimentu a pod. Nehomogenita moze byt sposobend aj nevhodnou $pecifikdciou stiboru. Pokial ide
NV rozdelif podla nejakych logickych kritérii do niekolkych podskupin, je mozné Statisticky spracovat
kazdu takito podskupinu zvl4st a potom ich porovnat napr. na zéklade testov strednych hodnét.

Specidlnym pripadom st odlahlé pozorovania. Takéto pozorovanie skresluji odhady polohy a hlavne
rozptylu o2, takze mozu znehodnotif dalsiu tatistickd analyzu. Problém takychto pozorovani je znacne
komplikovany. Pri ich overovani sa pouziva mnoho ideali- zovanych predpokladov. Je nutné poznat ich
predpokladany pocet, ich rozdelenie a tieZ rozdelenie ostatnych prvkov NV. Naviac je nutné zostrojit
model, podla ktorého sa odlahlé pozorovania chovaji. Testovanie odlahlych pozorovani bez doplnkovych
informécif je teda mélo spolahlivé.

Jednoduchou technikou, kedy sa predpoklada, ze ddta maji normélne rozdelenie, je modifikicia
vnutornych hradieb Bp a By na

Bpod = Q1 — kDg, B = Qs + kDo,

kde sa parameter k sa voli tak, aby pravdepodobnost Pr (n, k), ze z NV s rozsahom n pochadzajticeho z
normalneho rozdelenia, nebude ziaden prvok mimo intervalu I = <ngd, B?}"d>, bola dostatoc¢ne vysoka,
napr. 0.95. Ak Pr(n,k) = 0.95 a n € (8,100) pouzijeme aproximdciu k =~ 2.25 — 3.6/n. Teda, prvky
mimo I sa povazujui za odlahlé. Postup spomenuty vyssie je robustny.

8.1 Priklady v S-PLUS a R

e histogram, hustota rozdelenia pravdepodobnosti a kumulativna distribu¢na funkcia
Priklad 51 histogram hist(variable,probability = T, nclass = number, plot = T)

argumenty: probability = T je pravdepodobnostna skala, nclass = number pocet tried, plot = F
slizi na vypisanie hranic intervalov

default pre nclass je logan+1 (Sturgesova formula), intervaly si definovane ako (xg,z1), (z1,22),...;
pecidlne mozeme vylacit lavy koncovy bod zy prostrednictvom argumentu include.lowest=F (s de-
faultom T); sirka intervalov je teda range(x)/ logan + 1, pre normélne rozdelené data (Scott, 1992)

help(lottery.payoff)

hist(lottery.payoff)

hist(lottery.payoff, nclass=15)

hist(lottery.payoff, nclass=15, probability=T)

x < — hist(lottery.payoff, nclass=15, probability=T, plot = F)

bq

attach(geyser)

names (geyser)

hist(waiting,probability=T)

# Ciernobiely $tyl s ”kobercom”

hist(waiting,probability=T,nclass=20,style=’’01d’’)

rug(waiting)

Pozn.: Outliery mézu dramaticky umelo nafiknut rozsah stboru, ¢o moze sposobit narast sirky inter-
valov v centre rozdelenia. Preto sa najcastejsie vyuzivaji dve pravidld ako kompromis medzi vychylkou a
rozptylom pre data z normalnho rozdelenia s outliermi , ktoré vyuzivaji nasledovné sirky intervalov defi-
nované ako Scottova formula (Scott, 1979) hy = 3.496n~/3 a Freedman-Diaconisova formula (Freedman
a Diaconis, 1981) hy = 2Don~'/3 kde r = Q3 — Q1

# Scottova formula

nclas.scott_function(x)

{

h 3.5%(sqrt (var(x))*length(x)" (-1/3)
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ceiling(diff (range(x))/h)
}
hist.scott_function(x, prob=T, xlab=deparse(substitute(x)), ...)
invisible(hist(x, nclass=nclass.scott(x), prob=prob,xlab=xlab,...))
# Freedman-Diaconisova formula
nclass.FD_function(x)
{
r_as.vector(quantile(x,c(0.25,0.75)))
h_2%(r[2]-r[1])*length(x)" (-1/3)
ceiling(diff (range(x))/h)
}
hist.FD_function(x, prob=T, xlab=deparse(substitute(x)), ...)
invisible (hist(x, nclass=nclass.FD(x), prob=prob,xlab=xlab,...))

Priklad 52 hustota rozdelenia pravdepodobnosti, funkcia plot() a jej argumenty, tu zakreslenie
ciary type=’’1""

x < — seq(-4,4,by=0.01)

plot(x,dnorm(x) ,type=’"1’")

# type= ’’p’’ pre body (points), type=’’1"’ pre ciary (lines), type=’’b’’ pre oboje (both),
type=’’n’’ pre prazdny obrazok

# V Rku inak, funkcia curve (), odkial, kam a kolko bodov

curve (dnorm(x) ,from=-4,to=4,n=10000)

# vkreslenie hustoty do histogramu

x < — rnorm(10000)

hist(x,prob=T)

lines(density(x))

# v Rku

x < — rnorm(1000)

hist(x,freq=F)

curve (dnorm(x) ,from=-4,to=4,n=1000,add=T)

# ¢o tak v Rku hustotu binomického rozdelenia s parametrami n = 50, p = 0.33

x <—0:50

plot(x,dbinom(x, size=50, prob=0.33),type=’’h’’)

Priklad 53 kumulativna distribuénd funkcia, funkcia cdf.compare()

- jednovgberovy problém: grafické porovnanie empirickej a hypotetickej (teoretickej) kumulativnej
distribu¢nej funkcie (ecdf a tcdf)

- dvojvyberovy problém: grafické porovnanie dvoch empirickych kumulativnych distribuénych funkcii

pozn.: pouzitie pred Kolmogorov-Smirnov testom

- argumenty funkcie:

cdf.compare(x, y = NULL, distribution = ’’normal’’)

x a y su numerické vektory (y len pri porovndvani dvoch ecdf)

typ rozdelenia pravdepodobnosti: distribution = ’’normal’’, ’’chisquare’’, ’’f’’,
’’gamma’’, ’’lognormal’’, ’’logistic’’, ’’t’’, ’’binomial’’, ’’geometric’’,
>’hypergeometric’’, ’’poisson’’, ’’wilcoxon’’

# jednovyberovy problém

# nasimulujte data z normalneho rozdelenia s rozsahom 100

z < — rnorm(100)

# porovnajte ich s tcdf normélneho a potom chi-kvadrat rozdelenia
cdf . compare(z,dist=’"normal’’)
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cdf.compare(z,dist=’’chisquare’’,df=2)

# dvojvyberovy problém

# nasimulujte data z normalneho rozdelenia s rozsahom 25 a normaélneho rozdelenia s rozsahom 100
x < — rnorm(25)

y < — rexp(100)

# porovnajte ich

cdf . compare(x,y)

# redlne data waiting

cdf . compare(waiting,dist=’"norm’’)

cdf .compare(waiting,dist=’’norm’’ ,mean=mean(waiting),sd=sqrt(var(waiting)))

# v Rku

# funkcia ecdf (), parameter do.points=F nekresli body a verticals=T kresli schodovitd funkciu
library (ISwR)

library(help=ISwR)

data(vitcap2)

attach(vitcap2)

names (vitcap2)

plot(ecdf (vital.capacity) ,do.points=F, verticals=T)

x < — seq(min(vital.capacity), max(vital.capacity), by=0.01)
lines(x,pnorm(x,mean=mean(vital.capacity),sd=sqrt(var(vital.capacity))))

e krabicovy diagram (boxplot)

# argumenty funkcie boxplot ()

varwidth je argument relativnej sirky jednotlivych krabiciek. Default je F, ¢o znamend rovnaka Sirka
pre vSetky krabicky; ak ho zmenime na T, §irka krabiciek bude proporcionalna ku druhej odmocnine z
poctu pozorovani

names je vektor pomenovani pre jednotlivé zobrazované skupiny, ak ho vynechame, pouzijui sa nazvy
z atributu names z datového ramca

plot ak je T, krabicky sa zobrazia, ak je F, budu poc¢itané charakeristiky krabiciek v ¢iselnej podobe

notch ak je T, zobrazia sa zdrezy krabiciek, ktoré zodpovedaji 95% intervalom spolahlivosti pre
median

boxcol zodpoveda farbe vnutri krabiciek, uvedie sa ¢islo farby; ak boxcol=-1, nepouzije sa ziadna
farba

medchar logicky argument indikukici, & zobrazit medidn ako bod alebo nie. Implicitne je nastavené
T, ak je pouzity argument medpch, inak default je F.

medpch typ bodu na zobrazenie medidnu (éislo typu bodu), default je NA, lebo medidn je zobrazovany
ako tsecka

medline logicky argument indikujici, ¢ zobrazit medidn ako tisecku alebo nie. Default je T, ak je
pouzity argument medlwd

medlwd Sirka tsecky charakterizujicej median. Implicitne je nastavend ako T, ak medline parameter
je T, inak je hodnota medlwd rovna NA, default je rovny 5

medcol farba medidnu v podobe usecky alebo bodu; default je 0

confint ak je rovn/’y (T, zobrazia sa intervaly spolahlivosti pre medidn. Ak sa intervaly dvoch
krabic¢iek neprekryvajd, indikuje to, Ze neexistuje rozdiel medzi medidnmi na 5% hladine vyznamnosti

confnotch ak je rovny T, zdrezy intervalov spolahlivosti st zobrazené, default je F.

confcol farba intervalov spolahlivosti, default je 2.

outchar logicky argument na zobrazenie outlierov ako bodov; je implicitne nastaveny ako T, ak je
pouzity outpch argument, default je F

outpch typ bodu na zobrazenie outlierov; je implicitne nastaveny ako 1, ak je pouzity argument
outchar
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outline logicky argument indikujtci, ¢i zobrazit outliery ako horizontédlne tsecky alebo nie; implicitne

je nastaveny ako T, ak je pouzity argument outwex

outwex= §irka tusecky predstavujicej oultiery, proporéna ku sirke krabiciek; default je 1

Priklad 54 funkcie split (), bozplot (), ddtovy ramec market. frame

attach(market.frame)

# priemerny prijem podla veku

sapply(split(income,age), mean)

# alternativny vypocet

tapply(income,list(age), mean)

# po dekadach

split(income,age %/% 10)

# nastavte argumenty funkcie boxplot () boxplot(split(income,age))
boxplot(split(income, age), varwidth=TRUE, notch=TRUE)
boxplot(split(age, employment), notch = TRUE)

Priklad 55 funkcia split, ddtovy ramec ship

# komponent pre kazdy mesiac
split(ship, cycle(ship))

# nastavte argumenty funkcie boxplot ()
boxplot(split(ship, cycle(ship)))

Priklad 56 ddtové ramce lottery.payoff, lottery2.payoff, lottery3.payoff.

boxplot(lottery.payoff, lottery2.payoff, lottery3.payoff)
boxplot(

split(lottery.payoff, lottery.number?/%100),

main=’’NJ Pick-it Lottery (5/22/75-3/16/76)°’,
sub=’’Leading Digit of Winning Numbers’’,
ylab=’’Payoff’’)

Priklad 57 vkreslenie aritmetického priemeru do krabicového diagramu

x <- boxplot(lottery.payoff, lottery2.payoff, lottery3.payoff)
lp.mean <- mean(lottery.payoff)

1p2.mean <- mean(lottery2.payoff)

1p3.mean <- mean(lottery3.payoff)

1lpl.mean <- mean(lottery.payoff)

lp.mean <- c(1lpl.mean,lp2.mean,lp3.mean)
points(x,lp.mean,pch=16)

e kvantilovy diagram (qg-plot)

Priklad 58 funkcie gqnorm(), qqline(), qqplot ()

# zobrazenie kvantilov ndhodného vyberu generovanych pseudondhodnych ¢éisel oproti kvantilom

normalneho normovaného rozdelenia
ncb0 < — rnorm(50)
qqnorm(nc50)
gqgqnorm(nc50)
nc1000 < — rnorm(1000)
qqnorm(nc1000
qqnorm(nc1000)
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# nagenerujte 1000 bodov z t1g rozdelenia a porovnajte ich s normélnym rozdelenim

x_rt(1000,10)

# vidime ”dlhochvosté” rozdelenie

qqnorm(x) ;qqline (x)

# zobrazenie kvantilov ndhodného vyberu oproti kvantilom normélneho normovaného rozdelenia

qqnorm(lottery.payoff) ;qqline(lottery.payoff)

# zobrazenie kvantilov standardizovaného ndhodného vyberu (z-skére) oproti kvantilom normélneho
normovaného rozdelenia

LPscale < — scale(lottery.payoff)

qqnorm(LPscale) ;qqline(LPscale)

# zobrazenie kvantilov dvoch ndhodnych vyberov a MNS priamky (podrobnosti neskor)

qgplot (lottery.payoff, lottery3.payoff)

zz < — qqgplot(lottery.payoff, lottery3.payoff, plot = F)

plot(zz)

abline (lm(zz$y~zz$x))

# znazornenie ndhodného vyberu oproti t-rozdeleniu

plot(qt(ppoints(waiting) ,298),sort(waiting))

# kde funkcia ppoints() zobrazuje prislusni mnozinu pravdepodobnosti pre kvantilovy graf - tieto
hodnoty st (i —1/2) /npren > 11 a (i —3/8) / (n+ 1/4), pre n < 10 a st generované v rasticom poradi

Pozn.: Vizualizdcia rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej kvantil-kvantil grafom (qq graf)
nam elegantne ukaze, kde sa mozné odchylky od normality nachadzaji. Zobrazenie rozdelenia pravde-
podobnosti g-q grafom nam ale ddva len Gastoéntd informéciu. Vieme povedat, kolko modusov mé
nase rozdelenie, ¢ mé fazsie alebo lahsie ”chvosty” ako normélne rozdelenie. Nevieme viak povedat,
¢i st vychylky Statisticky ”zavazné” alebo nie. To ndm povie napr. gqq graf s Atkinsonovu obdlkou
(napr. Katina 2003). Tento graf zobrazuje teoretické hodnoty kvantilov z N (0, 1) oproti kvantilom sorto-
vanych hodnét ndhodného vyberu transformovanych na N (0, 1). Atkinsonova obdlka slizi na ohrani¢enie
odchylok od normality, t.j. ide o porovnanie vyberovych qq-grafov ziskanych z mnozstva inych qq-
grafov generovanych z nahodnych vyberov z normélneho rozdelenia. Toto horné a dolné ohranicenie
ziskame napr. zo 100 simuldcii z N(0,1) s rozsahom rovnym rozsahu hodnét sledovaného parametra
tak, ze poc¢itame minimé a maximé pre kazdy kvantil nasledovne. Nech z;,7 = 1,2,...,n,n = 100, sd
pseudonadhodné ¢&isla, X; ~ N(0,1). Oznacme j-te kvantily i-teho nahodného vyberu g;;, potom y-nové
stradnice hranic obédlky budu také, ze dolnd hranica= min;(¢;;) a hornd hranica= max;(g;;), kde z-ové
suradnice zodpovedaji prislusnym teoretickym kvantilom N(0,1).

Priklad 59 qq graf s Atkinsonovu obalkou, ddtovy ramec swiss

# klasicky qgplot

swiss.df _data.frame(Fertility=swiss.fertility,swiss.x)

attach(swiss.df)

swiss.df[1:5,]

gqgnorm(Infant.Mortality)

gqqline(Infant.Mortality)

# Atkinsonovu obdlka

vyberNO1_cbind(Infant.Mortality,matrix(rnorm(47%19),47,19))

vyberNO1_apply(scale(vyberN01),2,sort)

IM_vyberNO1[,1]

XIM_qgnorm(IM,plot=F)$x

OBALKA_t (apply (vyberNO1[,-1],1,range))

# argumenty funkcie matplot(): type=’’pnn’’ - nakresli sa prvy stfpec (IM) ako body, dalsie
stfpce (OBALKA) sa nekreslia, ale hranice osi sa pre ne vytvoria; pch=4 a mkh=0.06 su typ a velkost
bodov

matplot (XIM, cbind (IM,0BALKA) ,pch=c(4,18,18) ,mkh=0.5)
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e kruhovy diagram (piechart)

# funkcia pie(x)

# argumenty

x vektor relativnych hodnét (pravdepodobnosti), ktoré v sucte ddvajui 1, teda i-ta polozka bude
abs(x[i])/sum(abs(x)) kruhu (ale aj pocetnosti). Graf za¢ina horizontélnou ¢iarou doprava a pokracuje
proti smeru hodinovych ruciciek

names vektor mien prislichajucich jednotlivym polozkdm grafu

explode logicky vektor &pecifikujiici polozky, ktoré maji byt vysunuté

col vektor farieb, ktorymi sd jednotlivé polozky vyfarbené

Priklad 60 ddtovy rdamec testscores

# vytvorte kruhovy diagram skore pre jedného studenta
st18 < — testscores[18,]
name < — attributes(sti18)
pie(st18, names = name, col
# vysun skére < 20%
pie(st18, names = name, col

c(3:7))

c(3:7), explode = st18 < 20)
Priklad 61 ddtovy rdmec telsam.response

SUManketa < — apply(telsam.response, 2, sum)

pie(SUManketa, dimnames(telsam.response) [[2]], explode = c(T, F, F, F),
col = c(3:6))

# pridajte do grafu nadpis

title(main =’’Kruhovy diagram’’)

e stipcovy diagram (barplot)

# funkcia barplot ()

names vektor pomenovani pre jednotlivé stipce

legend vektor pomenovani pre jednotlivé polozky vramci stfpca
col vektor farieb jednotlivych poloziek vramci stipca

Priklad 62 ddtovy rdmec telsam.response

# pouzite prvych 5 riadkov datového rdmca telsam.response, kde tieto budi predstavovat 5 Tudj,
ktori zaradili do kategérii poor, fair, good and excellent prislichajice pocty otdtok v dotazniku a
zobrazte ich prostrednictvom stipcového diagramu

barplot( t(telsam.response[1:5,]), ylim=c(0, 200))

# ohranic¢te y-ovii os tak, aby na nej bolo dost miesta na legendu

barplot( t(telsam.response[1:5,]), ylim=c(0, 200))

# priradte do grafu men4 (¢isla) participujpcich ludi, popis x.ovej a y-ovej osi, ndzov grafu

# popisky x-ovej, y-ovej osi a nadpis

# xlab=’’retazec’’, ylab=’’retazec’’, main=’’retazec’’

barplot( t(telsam.response[1:5,]), ylim=c(0, 200),

legend=dimnames (telsam.response) [[2]],
names=as.character (dimnames (telsam.response) [[1]][1:5]),
xlab=’’respondent’’, ylab=’’pocet odpovedi’’,
main=’’0dpovede respondentov’’)
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funkcia plot () a jej argumenty (mozno ich pouzit aj pri mnohych inych grafickych funkcidch)

- plot(x,y) - ak si x a y vektory, ide o scatterplot vektora x oproti vektoru y, ak zaddme len
plot(xy), potom je xy list obsahujici dva argumenty alebo dvoj—stfpcové, matica

- plot(x) - ak x je Casovy rad, potom ide o "time series plot”, ak x je numericky vektor, potom
zobrazujeme hodnoty vektora oproti indexu vo vektore, ak x je komplexny vektor, zobrazuje sa imaginarna
zlozka versus realna zlozka vektora

Pozn. ku Rku:

plot(f) - kde £ je vektor faktorov, v R -ku pojde o barplot

plot(f,y) - zobrazi stfpcovy diagram vektora y pre vSetky hladiny faktora f

pairs(X) - matica rozptylovych grafov pre jednotlivé premenné (”pairwise scatterplot”)

type= argument kontrolujici typ grafu: type=’’p’’ - body (default), type=’’1’"’ - ¢iary, type=

’?p?? - body pospéjané Ciarami, type=’’s’’ - skokova funkcia, type=’’n’’ - ziadne zobrazenie,
len osi
xlab=’’retazec’’, ylab=’’retazec’’, main=’’retazec’’, sub=’’sring’’ - podnadpis pod

X-0VOu 0sou
points(x,y), lines(x,y) - priddvanie bodov a ¢iar do obrazka

text(x, y, labels) - pridanie textu v bodoch §pecifikovanych x, y; teda labels[i] sa zobrazuje
v bodoch (x[i], y[i]), default je 1:length(x)

plot(x,y, type=’’n’’); text(x, y, names)
title(main, sub) - dodatoéné pridanie nadpisu a podnadpisu

legend(x, y, legend) - dodato¢né pridanie legendy v Specifickom umiestneni

# argumenty

legend( , fill=v) - farby vyplne krabiciek

legend( , col=v) - farba nakreslenych bodov alebo ¢iar
legend( , 1lty=v) - typ Ciar

legend( , lwd=v) - Sirka Ciar

legend( , pch=v) - typ bodov

urcenie polohy Specifikovaného bodu na grafe pouzitim mysi locator(n, type)

# bodové (jedno kliknutie) urcenie outliera

text (locator(1l), ’’outlier’’)
# pozicia legendy
legend(locator(1), legend=c(’’Janko’’, ’’Marienka’’), f£ill=2:3)

identifikicia bodov identify(x,y, labels)

Priklad 63 priklady ku vyssie wvedenym funkcidm a ich argumentom

# datovy ramec swiss.df
attach(swiss.df)
plot(Ferility,Infant.Mortality)
# datovy ramec corn

help(corn)

plot(corn.rain, corn.yield)
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# datovy rdmec ship
help(ship)
plot(ship)

# identitikécia

x <—c(1, 2, 3)

y < — c(3, 4, 5)

plot(x, y)

# kliknutie vzdy raz na body (x[i],y[i])
body < — locator()

# oznacenie bodov

identify(x, y, pts = pts)

# pouzitie argumentu type, typu ¢iary a bodov
plot(1:10, type=’’b’’, lty=2, pty=7)

36

# vlozenie textu do grafu, funkcia paste znamena vloz, argument sep separaciu nazvov, argument

adj ozna¢uje vzdialenost od bodu,
population < — state.x77[,’’Population’’]
area < — state.x77[,’’Area’’]

plot(area, population, log=’’xy’’, xlab=’’0Oblast v stvorcovzch milach’’,
ylab=’’Populacia v tisicoch’’)

staty.ozn < — c(’’Alaska’’, ’’California’’, ’’Florida’’, ’’Hawaii’’,
>’New Jersey’’, ’’New York’’, ’’Rhode Island’’, ’’Texas’’, ’’Wyoming’’)

text (area[staty.ozn], population[staty.ozn],
paste(’’ ’’, staty.ozn, sep=’’’’), adj=0)

# legenda s pouzitim funkcie locator

plot(freeny.x[,1], ylim = c(1,10), pch = 15, col = 2)
points(freeny.x[,2], pch = 15, col = 3)
points(freeny.x[,3], pch = 15, col = 4)

typ.names < — c(’’price index’’, ’’income level’’, ’’market potential’’)

legend(locator(1l), legend = typ.names, fill = 2:4)

# legenda s umiestnenim, graf typu ¢asovy rad tsplot ()

tsplot(bonds.yield[1:40,], 1ty = 1:6)

legend(13, .086, legend = as.character(bonds.coupon),
1ty = 1:6, pch = ’>’0XAC*I’’)

# legenda s roznymi typmi bodov

plot(testscores[,1], pch = 8)

points(testscores[,2], pch = 7)

points(testscores[,3], pch = 5)
legend(1,20,c(’’DG’?,’°C’?,?’A’’), marks = c(8,7,5))

# vlozenie priamky do grafu, funkcia abline()
abline(a, b) - intercept-skoln typ ciary

abline (LRM$coef) - vyberanie regresnych koeficientov z vysledkov linedrnej regresie (neskor)

abline (LRM) - priame pouzitie zadania pre linedrny regresny model (neskor)

x <— 1:100
y < — rnorm(100)
plot(x,y)

abline(0,0)
LRMxy < — 1m(y~x)
abline (LRMxy) alternativne abline (LRMxy$coef)
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9 Statisticka inferencia

9.1 Statisticka inferencia pre parametre normalneho rozdelenia

V nasledovnej kapitole sa budeme venovat vybranym rozdeleniam pravdepodobnosti bezprostredne sivi-
siacich so Statistickou inferenciou, itervalom spolahlivosti a testovaniu hypotéz.

9.1.1 Intervaly spolahlivosti

Ciel: zostrojit na zéklade dét interval, o ktorom mézeme dost spolahlivo prehlésit, ze obsahuje skutoéni
(nezndmu) hodnotu parametra 6, teda tvrdime to s primerangm stupriom dévery.

Uloha: n4jst na zaklade ndhodného vyberu Xi, ..., X,, taky interval, kt. bude obsahovat nezndmu
hodnotu parametra 6 s pravdepodobnostou 1 — a. Takéto intervaly sa nazyvaji 100 x (1 — ) % intervaly
spolahlivosti (IS) s koeficientom spolahlivosti 1—a, a = 0.05, v = 0.01, o = 0.001 - a je volens Statistikom.

Dlzka IS:

e | spolahlivost - dlhs IS,
e | spolahlivost - kratsf IS.
IS rozlisujeme:
o dvojstranné (DIS)
pre DIS su koncové body DH (X1, ..., X,,) a HH (X1,..., X,,) vytvorené tak, aby platilo
Pr(DH (X1, ... X,) <0 < HH (X1,.., X)) =1 —a

o jednostranné (JIS)

pre JIS volime konkrétnu hranicu tak, aby mohlo ddjst iba k podceneniu nezndmeho parametra
(pravostranny) alebo k preceneniu nezndmeho parametra (lavostranny), tj. aby platilo

Pr(DH,. (X1,..,Xn) <0)=1—q, pre V0 € © (dolny)
Pr(0 < HH* (X4,...,X,)) =1—«, pre V8 € © (horny)

IS dostaneme pouzitim kvantilov, resp. kritickych hodnot rozdelenia prislusnej ndhodnej premenne;j
(v tabulkdch 1-18 si pouzité kritické hodnoty).

ISs pre parametre normalneho rozdelenia:

Tab. 1
IS pre 6 = i, 0y = 0 - zndme
(X-u(0/2) & <n<X+ule/2) 3)
X —u(a) ﬁ <pu
< X +u(a) o
Tab. 2
IS pre 6 = i, 03 = 0 - nezndme

(X-tii (@)% <p<Ttte1(0/2) )

X —ty-1(a) 5 <p

HSYJFtn—l (0‘)%
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Tab. 3
IS pre 6 = 02,6, = (- nezname
(50 <o < 5%m)
(i <o?
7<)
Oznacenia:

Normované dvojrozmerné normalne rozdelenie

je rozdelenie normalneho vektora (X,Y)” s hustotou

1 2% — 2pzy + 12
Fay) = exp{p ()T € R,

2w/ 1 — p? 2(1—p?)

kde p € (—1,1) je parameter; distribucénd funkcia je

R 1 w? — 2pwz + 22 T
F (z, :/ / — X {—}dwdz, x, € R
(=v) —o0 J =00 2/ 1 — p? P 2(1-p?) (=)

Margindlne rozdelenie X a Y je N (0,1),kde E[X]=E[Y]|=0,Var[X]=Var[Y]=1,Cov(X,Y)=0p
a

Y A S et st
St = /_wzwﬂ p{ 2(1- %) }dy
1 B 1 o d W= p2)”
V2 { 2} oo /27 (1= p2) p{ 2(1—02)}’

kde #(12) exp {7%} ,y € R' je hustota N (p:z:, 1-— p2). Stredné hodnoty a rozptyly plyni
™ T(1—p

zo skutocnosti, ze ndhodné veliciny X a Y majui normované normalne rozdelenie. Pre kovarianciu mame

= XD 7w2—2p—_my2—|—y2 dxdy
Yor/T_ 2 2(1-p?)
/mz;%exp{ }(/ ] g )

/°° 1 { xQ} d
x exp{ —— » pxdxr = p.
. o P D) P P

Vseobecné dvojrozmerné normalne rozdelenie

2
T g 010
N2 ((/”’17/’('2) ) ( p0_110_2 po_lg 2 >)

je rozdelenie normalneho vektora (X,Y)” s hustotou

|
@
%
!

Cov (X,Y)

. 1 (z—p1)® 9, &=1)(y—p2)

exp o2 P 0102
P ()

T2(1-p?) +(y:;2)2 ’
2

f(z,y) =
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kde (z, y)T €ER? pu; €ERY, 02 >0,i=1,2, pe (—1,1) si parametre. Vyraz v exponente modzeme pisat

ako
. T — M1 g7 pPO102 T — M1
2(y—uz> (powz o3 ) (y—uz)’
marginalne rozdelenia si N (,ul, O’%) , resp. N (,ug, 0%) a p je koeficient korelécie.

Veta 64 Majme 2 nezdvislé ndhodné vybery s rozsahmi ni,ny so zdkladych siborov s rozdeleniami
N(,ul, Uf), resp. N (ug, 02) Potom

= X1~ X2~ N (1 — pi2, 07 /n1 + 05 /n2)
_ X-BX] _ Xi-Xo—(pi—p2)
/DIX] oD

><:\

Q

N (0,1) ,kde 0%, = 0% /n1 + 03 /n2, 07 a o3 si zndme

2. $pecidlne ak N (,ul,UQ), resp. N (u2,02), kde 0? je zndma, potom

X=X =Ko~ N (1 = o, 252202
U:YI —X5 —(pa— Hz)NN(O 1)

nitno
ning

o

3. ak 0? je nezndma (teda predpokladdme rovnost vijberovyjch disperzii), potom

2 2
T— Xi— Xg (1 —p2) ~ oy tng—2, kde S2 — (n1717):'_1‘rt§712271)52, Soan = S 1/n1 4_1/7127 5’12 a S22 su

odh
vyberové disperzie a

(n1+np—2)5%/0% ~ X2 1y 2

4. podiel vijberovyjch disperzii ku populaénym disperzidm md nasledovné rozdelenie

Slnl/gl

Fn17n2
2n2/02

5. 0% a 02 st mezndme (teda predpokladdme, Ze vgberové disperzie si rozne) a casto ny,ng st malé a
nevelké - je nutné pouzit Aspin - Welchovu aproximdciu (Aspin a Welch, 1949, Wang, 1971;
Bickel, Doksum, 2002)

c= Slz)m/ (nlS,%) 5% = S%?/n1 + 53 /no

potom mdme Ty, kde k je pocet stupriov volnosti dany vziahom

1
k= {21 + (;_Cl)} (ak k nie je celé ¢islo, pouzijeme linedrnu interpoldciu v t-tabu[kdch).

Veta 65 Nech (X1,Y7),(X2,Y2), ..., (Xn, Yn) je ndhodny vgber z
2
N. ) T7 o1 poL )
2 ((Ml p2) ( poros o2
i, p2 € RY, 0f,08 >0, —1 < p < 1, vdetky parametre nezndme. Nech D, = Y., D;/n a Sfl =

St (Di—Dy)/ (n—1) si vgberovy priemer a vgberovy rozptyl velicin D; = X; — Y;, i = 1,2,...,n
Potom

(Dn —tno1 (@/2) Sjg D+t (0/2) S%)

je intervalovy odhad parametrickej funkcie A = py — po so spolahlivostou (1-a).
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Pozn.:

e Welchova aproximéacia dobre pracuje aj za rovnosti rozptylov. Problému nerovnosti rozptylov
hovorime aj Behrens - Fisherov problém (Behrens, 1929; Fisher, 1939)
e pre vypocet df sa uvadza aj nasledovny vztah (Welch , 1938)

(Slz/n1+5'§/n2)2
(52/m1)%/(n1—1)+(53 /n2)” /(na—1)

k=df = (Zar, 1999), pouzijeme nasledujiice mensie cele &islo.

Tab. 4

IS pre 61 = 1 — po, 05 = (0%,03) - zndme
<X1 —Xg—u(g/Q)o;D S,ul — U2 SXI —X2+U(Oé/2)O'D)
(Xl—X2 _J(Q)ED Sul—uz)
(11 —p2 < X1 — Xz +u(a)op)

Tab. 5

2

IS pre 61 = 1 — p2,62 = 0° - zname

(X1 =X —u(a/2) /220 <y — pp < X0 = X+ ula/2)[2im0)
R —_ L _
(Xl—Xz—u(oz) \/ﬁaﬁm uz)
(m—uz < X1 - Xo+u(a) \/%U)

Tab. 6

IS pre 0 = py — po, 02 = 0 - nezname

y1 - YQ - tnﬁng—i(a/2) Sodh S M1 — M2 S +tn1+n2—2 (04/2) Sodh
(X1 = X2 —tn4ny—2 (@) Soan < p1 — p2)
(11 — po < X1 — Xo+ tnytna—2 (@) Soan)

Tab. 7
IS pre 61 = 1 — p2, 62 = (a%g%) - nezname

(X1~ X~ 14 (0/2) Sp < 1 — 2 < X1~ X+t (0/2) Si)

(X1 — X2 —te () Sp < 1 — p2)

(M1 — o < X1 — Xo+t (a)SD)
Tab. 8
IS pre 0; = 07 /03, 02 = u - nezndme
5% ny 1 <o02/0 < 5%, 1
8%y Fry—tmp—1(a/2) = Y1192 = 52 F T i(1-a/2)

5% 1 2/ 2
2N
(S e < ot

2,ny

52
2 2 < 1,mq 1
<U1/02 = 52, Fn11,nz1(a)>

9.1.2 Testovanie hypotéz

Zékladné pojmy:
Nulova hypotéza Hy : 6 € Oy,
Alternativna hypotéza Hy : 0 € ©1,0¢ + 60, = 0O
Mozné situécie:

A.) plati Hy a nase rozhodutie je nezamietnut Hy (SPRAVNE),
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B.) plati Hy a nase rozhodutie je zamietnut Hy,
C.) plati H; a naSe rozhodutie je nezamietnut Hy,

D.) plati H; a nase rozhodutie je zamietnui Hy (SPRAVNE).

Teda
rozhodnutie/skutoénost Hy plati Hy neplati
Hy zamietnut chyba I. druhu spravne rozhodnutie
Hy nezamietnut spravne rozhodnutie chyba II. druhu

e V pripade A, D je nase rozhodnutie spravne (Pr(4) > 1 — «).

e V pripade B sa dopuistame chyby prvého druhu (CHPD, Pr(CHPD) < «).

e V pripade C sa doptstame chyby druhého druhu (CHDD, Pr(CHDD) = 3). Doplnok pravde-
podobnosti CHDD 1 — 3 sa nazyva sila testu, ¢o je pravdepodobnost, 7ze Hy zamietneme, ked
tato hypotéza neplati (D), teda pravdepodobnost, s akou neplatnost hypotézy odhalime. Sila testu

zavisi na zvolenej testovacej metdde a hlavne na tom, aké je skutoéné rozdelenie ddt (a teda pouzitej
Statistiky) alebo aké st skutoéné hodnoty parametrov.

Kriticky obor W € R™. Ak X € W, tak H, zamietame. Jeho volba zdvisi na poziadavke, aby
pravdepodobnosti chyb I. druhu boli mensie alebo rovné zvolenému kladnému &fslu a € (0,1/2), teda
Pro (X € W) < o,V € Oyg. Plati suppeco, Pro (X € W) = «, a sa nazyva hladina vjznamnosti. Sticasne
volime W tak, aby pravdepodobnosti chyb I. druhu boli ¢o najmensie.

Pozn.:

e hladina vgznamnosti a - dand (urcend Statistikom),
e testovacia Statistika - vypocita sa,
e kritickd hodnota - tabulky, PC,

e p-hodnota, p-value, significance level (probability), dosiahnutd hladina vyznamnosti
Zamietnutie (napr. Hy:0 = 6)

e dvojstrannd alternativa je napr. pre X ~ N(0,1) ak |U| > u («/2), kde
H1 10 7é 90

e jednostranng alternativa je napr. pre X ~ N(0,1) ak U > u () ,U < —u (), kde
pravostrannd Hi : 6 > 6,

lavostrannd H; : 6 < 6,

Tab. 9
Hy H; XeWw predpoklad
w=po pF*pg U= |i;“°| vn>u(a/2) o?- zndme
<o > o Ulzf;"o\/ﬁZu(a) o? - znédme
w>po p<pg U= X;"O\/ﬁ < —u(a) o2 -znidme
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Tab. 10

Tab. 11

Tab. 12

Tab. 13

Tab. 14

Tab. 15

Tab. 16

Hy H, XeW predpoklad
w=po pFp T= |i_Tm|\/ﬁztn,1(0z/2) o2 - nezndme
w<pg p>pg Ty= %\/ﬁ >ttt (@) o2 - neznime
> p<p To= %\/ﬁ < —~tp_1(a) 02 - nezndme
Hy H, XeWw predpoklad
2
o?=0} o*#0f U5 ¢ (3 (1-0/2),x2 1 (/2) p- neznime
0
2
o2 <o} o0?>o0} % >x2_; (o) 1 - nezname
o2>02 o?<o? (”;%)S <x:_ ,(1-0a) 4 - nezname
Hy H, XYeW predpoklad
X1—X. ,
1= o f1 F o U:%\/ﬁZu(a/Q) (01,03) - znédme
i< mcm Ui=Se%su@)  (oho) - mime
1 > e 1 < o U; = XIU;DXQ < —u (a) (O’%,U%) - zname
H, H; X, YeW predpoklad
X, -X.
1 =pa p1Fpe U= | :1+n22| >u(a/2) o? - zndme
ning 7
pn<pa g1 >pe U= =222 >u(e)  o? - mdme
[ “ning @
w1 > e pr < pe Us = Xn11_+§22 < —-u (a) o2 - zndme
o
mina
H, H, XY ew. predpoklad
XX )
i =pa A T= |7;0 L2| >ty tn,—2 (/2) 02 - nezndme
< pe p1>pe Ty = i;_di? > tpytne—2 (@) o2 - nezname
w1 > e p < py Ih = Xé:df2 < tpytn,—2 (@) 02 - nezndme
H, H, XYeW predpoklad
X1—X. ,
H1=po p1FEpus T = % >ty (/2) (a%,ag) - nezname
w1 < pe  pr>py 11 = % >t () (0%703) - nezname
w1 > e pr < po ITh = X1§DX2 < —tg (@) (a%,a%) - nezname
Hy X YeW predpoklad
Sz n
= O’% U% # U% Sé’nl ¢ (Fm—l,nz—l (1-a/2) Y .| (@/2)) p - nezname
52
<05 o0i>05 L >Fy 1n,-1(a) [ - nezname
2,n9
S2
>05 0i<0; < Fuyimo1(l1-a) 4 - nezname
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9.1.3 Zavislé pozorovania

IS a testovacia Statistika pre parovy t-test:

o X1, X>,..., X, nezavislé, Y1,Ys, ..., Y, nezdvislé ale X;,Y; nemusia byt,
e D; = X, — Y, nezavislé,

o X1, X5, ..., X, aYy,Ys, ..., Y, maji rovnaké rozdelenie,

o X;~N (/141,0%) Y~ N (N270§),

e X,Y nie su nezdvislé, (X;,Y;) normdlne rozdelené,

e XY NN(,ul —/~L2702)7

o (x;,y;) — par pozorovan{ (realizacii) na i-tej Statistickej jednotke, i = 1,2, ..., n,

° di = — Y,
e d je aritmeticky priemer rozdielov d;,
e S, - Standardné odchylka rozdielov d;,

o Hy:py—p2=pg=0,H: pg # 0 alebo alternativy jednostranné

Tab. 17
IS pre 6 = i, 03 = 0 - nezndme
(D= ta1(@/2) 5 < p <Dty (0/2) )
D—ty1(a) & <p
p<D+t,1(a) 32
Tab. 18

H, H, XeWw predpoklad
D

pa =0 pg#0 T |SI

ta <0 pg>0 T1=§

pa>0 pa<0 Th=2L

tn_1(a/2) 02 - nezndme
tn-1 (@) o2 - nezndme

~tn_1(a) 0% - nezname

|
|9
%

9.1.4 Vztah IS a testovania hypotéz

43

Nech X =(Xq, ..., Xn)T je ndhodny vyber z rozdelenia, ktoré zavisi na parametri 6 € O, g (f) je paramet-
rickd funkcia. Testujme hypotézu Hy : g (6) = o oproti obojstrannej alternative Hy : g (0) # 7. Nech

(DH (X), HH (X)) je intervalovy odhad parametrickej funkcie g () so spolahlivostou 1 — .. Potom

W ={X eR" v ¢ (DH (X), HH (X))}

je kriticky obor testu Hy oproti H; na hladine vyznamnosti a.

Ak méme testovat Hy oproti jednostrannej alternative Hy : g (6) > o a ak je DH, (X) dolny odhad

pre g (A) so spolahlivostou 1 — a, potom

W ={X €eR"; DH.. (X) > 70}

je kriticky obor testu Hy oproti H; na hladine vyznamnosti «. Obdobne pre alternativa Hy : g (6) < 7o

a horny odhad HH* (X).
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9.1.5 Priklady v S-PLUS a R
Priklad 66 EDA graf

eda.shape_function(x)

# EDA - exploratérna analyza dat

# grafy mozete vylepsit podla vedomosti o grafike z predchadtajicich prednasok
{

par (mfrow=c(2,2))

hist(x)

boxplot (x)

IQD_summary (x) [5] -summary (x) [2]

plot(density(x,width=2*IQD) ,xlab=’’x’’, ylab=’’’’, type=’’1’’)
qqnorm(x)

qqline(x)

}

Priklad 67 20 pozorovani rychlosti svetla, "mich” ddta (Michelson, 1879)

# zadavanie dat funkciou ”scan”
mich_scan()

1: 850 740 900 1070 930

6: 850 950 980 980 880

11: 1000 980 930 650 760

16: 810 1000 1000 960 960 21
eda.shape (mich)

summary (mich)

Priklad 68 funkcia ’’t.test’’ a jej argumenty

# vstupy
"mu” - strednd hodnota alebo rozdiel strednych hodnét chatakteriyovany nulovou hypotézou

# spolahlivost conf.level=CISLO, default je conf.level=.95

# formuldcia alternativy alternative=’’two.sided’’ je default, dalsie volby st ° ’greater’’,
) 7less )

# jednovyberovy t test = zaddame ”x” ako vektor dat, "mu” ako stredni hodnotu za platnosti nulovej
hypotézy

# dvojvyberovy t test = zaddme ”x” a ”y” ako vektory dat, ”"var.equal=T” rovnaké rozptyly a
”var.equal=F" rozne rozptyly

# parovy t test = zaddme "x” a "y” ako vektory d&t, stanovime argument paired=T, defult je
paired=F

# vystupy

# nazov pouzitého testu "method”

# testovacia Statistika ”t”

# potet stuprniov volnosti ”df”

# p-hodnota ”"p-value”

# alternativna hypotéza "alternative hypothesis”

# interval spolahlivosti ”conf . int”

# bodové odhady (aritmetické priemery) ”sample estimates”

Priklad 69 jednovyberovy t test, "mich” ddta

t.test (mich,mu=990)
t.test(mich,conf.level=.90,mu=990)
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Priklad 70 dvojugberovy t test, “vihovy prirastok u potkanov”

gain.high scan()

134 146 104 119 124 161 107 83 113 129 97 123
gain.low_scan()

70 118 101 85 107 132 94

eda.shape(gain.high)

eda.shape(gain.low)

# var.test(gain.high,gain.low)
t.test(gain.high,gain.low)
t.test(gain.high,gain.low,alternative=’’g’’)

Priklad 71 pdrovy t test - "pdry topdnok”

wear.A_scan()

14.0 8.8 11.2 14.2 11.8 6.4 9.8 11.3 9.3 13.6

wear.B_scan()

13.2 8.2 10.9 14.3 10.7 6.6 9.5 10.8 8.8 13.3

eda.shape (whear.A-whear.B)

plot(wear.A,wear.B)

# indikuje vysokt korelaciu, ktora signalizuje vysokd vnutro-vyberovu variabilitu, vac¢siu nez rozdiely
v priemeroch. Parovanie vedie k vécsej citlivosti testu

t.test(wear.A,wear.B,paired=T)

Priklad 72 naprogramujte vyssie spominané testy zo zdkladnijch funkcii, pomenugte ich
7 jednovyberovy. ttest”, "dvojuyberovy.ttest” a "parovy.ttest

# pomocky

# jednovyberovy t test urobte len pre "mu=0"

Tstat_ mean(x) / ( sqrt(var(x)) / sqrt(length(x)) )

# parovy t test

# najprv naprogramujte rozdiel vektorov ”d” a potom pre "mu=0"
Tstatmean(d) / ( sqrt(var(d)) / sqrt(length(d)) )

# dvojvyberovy t test, tiez pre "mu=0”

Tstat_(mean(x) - mean(y)) / si

sl _ sp * sqrt(1/nx + 1/ny)

sp - sqrt( ( (nx-1)#*var(x) + (ny-1)*var(y) ) / (nx + ny - 2) )
nx _ length(x)

ny = length(y)

# dvojvyberovy t test s Welchovou aproximaciou, tiez pre "mu=0"
Tstat_(mean(x) - mean(y)) / s2

s2 _ sqrt( var(x)/nx + var(y)/ny ),

nx _ length(x)

ny - length(y).

# pre 7df”

1/ (C(c72)/(nx-1) + ((1-c)"2)/(ny-1) )

c _var(x) / (ax * s2°2)

Priklad 73 naprogramujte intervaly spolahlivosti pre vyssie spominané testy zo zdkladnych funkcii a
pomenugte ich” jednovyberovy.IS”, "dvojvyberovy.IS” a "parovy.IS”, pouZite podklady z predchadza-
juceho prikladu
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Priklad 74 Monte Carlo (MC) simuldcie

Poznamky ku metodike:

Aproximécie na zdklade asymptotickych vysledkov mozu byt vytvorené MC simuldciami. Ukézeme
simuldcie na t-teste generovanim dat z Xi rozdelenia m - krat nezavisle. Vzdy spocitame hodnotu
t—Statistiky a potom spocitame proporciu poctov z celkového poctu m (&alej n.sim), ktoré prevysuji
kritickd hodnotu z t-rozdelenia. X% rozdelenie sme pouzili preto, aby sme ukazali, Zze pre malé k& mame
vychylky od normalneho rozdelenia.

Poznamky ku vysledkom:

Pre jednovyberovy t-test na o = 0.05 st asymptotické vysledky s dobrou aproximéciou, ked n >
10%° & 32,k > 10. x3 rozdelenie je extrémne vychylene a pre t,_1 (0.95) je aproximdcia dobrd len s
n > 1025 = 316.

Uloha:

Urobte simulacie pre n.sim=10 000 t-testov s pouzitim X% nagenerovanych dat, kde k = 2,10, 20, 50.
Simuldcie opakujte pre roézne rozsahy vyberov a zobrazte pozorované hladiny vyznamnosti voci
log,, (rozsah vyberu)

# 7"kv” - kvantil t-rozdelenia

# rozsah vyberu je "n”

kv < — qt(0.975, df=n)

’’SIMULttest’’ < — function(n.sim, n, df, kv)

{

# n.sim - pocet simulacii (# = 10000)

# n - rozsah vyberu

# df - pocet stupnov volnosti chi-kvadrat rozdelenia

T.stat < — rep(0,n.sim)

Matsim < — matrix(0O,n,n.sim)

for (i in 1: n.sim){

MATsim[,i] < — rchisq(n.sim, d4f)

Tstat[i]- mean(MATsim[,i]) / ( sqrt(var(MATsim[,i])) / sqrt(n))

}

PROP < — length(Tstat[Tstat > kv])/n.sim
return (PROP)

}

9.2 Statisticka inferencia pre parametre binomického rozdelenia

Majme Hq : p = pg oproti Hy : p # pg. Potom Waldova Statistika pre Hy mé tvar

13—]90
2w = ————=——~ N(0,1),
p(1—p)/n

a Waldov priblizny (1 — a)% IS
Do € (ﬁi Uq2V/ P (1= D) /n) .

Pokial nie je n dost velké, pouzijeme modifikovani zy Statistiku v tvare

| X —npo| —1/2 N

z = N(0,1),
Winod nﬁ(l _ﬁ) ( )

kde p = z/n.
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Nech p; je pravdepodobnost, ze v pokuse nastane jav A. Nech v n; nezévislych pokusoch nastal
jav A spolu X —krdt. Potom, ak napr. opakujeme pokus A za inych podmienok, jav A nastdva s
pravdepodobnostou ps. Nech v ny tychto dalsich nezavislych pokusoch nastal jav A spolu Y —krét. Na
zéklade tychto tidajov chceme testovat Hy : p1 = po oproti Hy : p; # p». Tito hypotézu nazyvame
niekedy hypotéza homogenity dvoch binomickych rozdelent, pretoze X ~ Bin(n1,p1) a Y ~ Bin (na, p2).
Oznacme p; = x/nq, P2 = y/na. Predpokladajme, Ze p (I=p1)+p2(1—pa) #£0.

7 CLV vyplyva, Ze pri dostatoéne velkych hodnotach nq a ny moézeme pouzit aproximéciu

1-— 1-—
plNN[plvpl( p1)] 7p2~N{p2,p2( pQ)} .
ni n2
Kedze z a y st nezavislé veliciny, dostdvame potom
P1 — P2 — (p1 — p2) ~ N (0,1).

\/;Dl(lfpl) + p2(1—p2)

ni no

Ak plati Hy, dostaneme v Citateli p; = po. V menovateli vSak nezndme hodnoty p; a po stile ostdvaju.
Preto sa za ne dosadzuji ich odhady (Waldov pristup). D4 sa dokézaf, Ze sa limitne rozdelenie ani potom
nezmeni a ostane N (0,1).
Ako odhad p; pouzijeme py, ako odhad ps zasa ps. Silny zdkon velkych éfsel zarucuje, ze pr — p1 a
P2 — po skoro vsade. Potom
P1— P2
\/1)1(1—?1) + p2(1-ps)

ni n2

U, =

kde ak |U,| > uq/2, zamietame Hy. Podobne testujeme jednostranné hypotézy.

9.2.1 Priklady v S-PLUS a R

Priklad 75 Ezxperiment - z 50 zubov vystavengm tepelnému Soku sa 21 zlomilo, vypocitajte IS pre pop-
ulacnal pravdepodobnost zlomenia zuba po tepelnom Soku

# funkcia na vypocet dvojstranného IS pre rozdiel pravdepodobnosti
# DH - dolnd hranica IS

# HH - horné hranica IS

ProbIS < — function(k, n, alpha = 0.05)

{

# k - pocet priaznivych vysledkov

# n - pocet pozorovani

p <— k/n

stderr < — sqrt(p * (1 - p)/nl)

DH < — rozd - gnorm(l - alpha/2) * stderr
HH < — rozd - gnorm(1l - alpha/2) * stderr
return(cbind(DH,p, HH))

}

Priklad 76 Ezxperiment - z 50 zubov vystavenym tepelnému Soku sa 21 zlomilo. Z kontrolngch 50 zubov
sa zlomilo len 11. Otestujte, ¢i rozdiel populacnijch pravdepodobnosti zlomenia zuba po tepelnom Soku a
u kontroly je rovnakd.

RIESENIE:

ni=ns=>50,X =21,V = 11,p; = 0.42, pp = 0.22,p = 0.32

U, =2.195,U, = 2.144, ugp g5 = 1.645

# funkcia na vypocet dvojstranného IS pre rozdiel pravdepodobnosti
# DH - dolnd hranica IS
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# HH - horné hranica IS

ProbDiffIS < — function(kl, k2, nl, n2, alpha = 0.05)
{

# k1, k2 - pocet priaznivych vysledkov

# nl, n2 - pocty pozorovani

pl < — ki/n1

p2 < — k2/n2

rozd < — pl - p2

stderr < — sqrt(pl * (1 - p1)/nl + p2 * (1 - p2)/n2)
DH < — rozd - gnorm(1l - alpha/2) * stderr

HH < — rozd - gnorm(1l - alpha/2) * stderr
return(cbind (DH,rozd, HH))

}

9.3 Neparametrické dvojvyberové testy

Predpokladajme, ze Xy, ..., X,,, je ndhodny vyber z nejakého spojitého rozdelenia, Y1, ..., ¥,,, je ndhodny
vyber z rovnakého spojitého rozdelenia a je oproti prvému rozdeleniu posunuté o nejakd konstantu d.
Znamena to, ze veli¢iny X, ..., X,,, a Y1 — 4, ..., Y, — 0 majui rovnaké rozdelenie. Predpoklada sa, ze oba
vybery su nezavislé. Potom

L] H015:0,
(] H157é0

9.3.1 Wilcoxonov test

Nech ny + no = n, kde ny je pocet pozorovani v prvom vybere, no je pocet pozorovani v druhom vybere.
Nech Ri, R, ..., R,, si poradia prvého vyberu v ramci usporiadaného zdruzeného vyberu. Potom pre
Wilcozonovu Statistiku Sy plati

ni
Wy = Sw = ZRi.
=1

Pre strednt hodnotu a rozptyl Sy za platnosti Hy plati

+no+1

E, [S ] ni (n1 n )7
n9 +mng +1

Varo [S ] ni (nl )’

kde ni,no > 10. Potom plati
7 _ Sw — Eo [Sw]

Varo 5wl ~N(0,1).

Test prislichajici Sy sa nazyva Wilcoxonov test.

Pozn.: Nulovi hypotézu zamietame, ak priemery takto ziskanych poradi spocitané pre kazdy pévodny
viber sa od seba priliz lisia (data nie st dost premiesané). Prakticky je viak vyhodnejsie pocitat sticet
poradi len v jednom z vyberov. Plati

Wx +Wy = (n1 +7’L2) (n1 +7’L2+1>/2,

¢o plati vzdy. Pri dostatoéne velkom vybere pouzijeme statistiku z (n1 + ng > 12). Nulovd hypotézu
zamietame, ak |z| > g2
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S ohladom na zhody sa pouziva modifikovand z-Statistika, blizsie pozri Hollander, Wolfe (1999). V
pripade zhod sa urobi priemer poradi zhod (strednoporadie). V tomto pripade musime vypocet smero-
dajnej odchylky &itatela upravit a dostaneme

Sw — Eo [Sw]
T

12(n1+n2)(n1+n2—1)

Zkor =

NN(O,I),

kde t; su poéty zhodnych pozorovani.

9.3.2 Mann-Whitney test

Tento test ekvivalentny s vyssie uvedenym Wilkoxonovym testom.

Nech {z;}:2, a {y; };Lil st mnoziny pozorovani v prvom vybere (napr. pévodny typ liectby), resp. v
druhom vybere (napr. novy typ liecby). Nech (x;,y;) st mozné pary pozorovani, medzi ktorymi moézu
nastat nasledovné dve situdcie x; < y; a x; > y;. Potom plat{

SMW = #(miayj)> kde T > Yj,

1
Suw = Sw — oM (n1+1),

kde Syw nazyvame Mann- Whitney statistika (Sarw ). Pre strednd hodnotu a rozptyl Sy za platnosti
nulovej hypotézy plati

nin
Ey [Suw] = 12 2,
1
Va’f‘o [SMW] = VCL’I“O [Sw] == mnz (nl];_ 12 + )a
Potom s Es
g PMW o [Smw] ~ N (0,1).

Va?“() [S]\/[W}

Pozn.: Test je zalozeny na veli¢inach
ny(ng+1 ng (ng +1
Ux :nan_i_M — Wy, Uy :n1n2+M

~ Wy
2 2 Y

Velic¢ina Ux vyjadruje pocet dvojic X;,Y;, kde plati X; < Y}, podobne Uy vyjadruje pocet dvojic X;,Y7,
kde plati X; > Y;. Pri zhode X; =Y; sa pripocita % k Ux aj ku Uy. Musi platit Ux + Uy = niny (pocet
vsetkych dvojic X;,Y;).

Pre malé rozsahy vyberov by sme pri testovani nulovej hypotézy o zhode oboch rozdeleni mali namiesto
normovanej veli¢iny z pouzit §pecidlne tabulky (napr. Likes a Laga, 1978). Kriticky obor je v nich
popisany pomocou §tatistiky U = min(Ux, Uy ). Nulovii hypotézu na hladine vyznamnosti najviac «
zamietame, ak U < vy, pn, (@), kde vy, n, (@) je kritickd hodnota. Pretoze U mé diskrétne rozdelenie,
skutoénd pravdepodobnost chyby I. druhu méze byt vyrazne nizsia ako pozadovani a.
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9.4 Neparametrické parové testy

Do skupiny neparametrickych parovych testov patria znamienkovy test a Wilcoxonov znamienkovany
test.

9.4.1 Znamienkovy test

Poziadavka na normalne rozdelenie rozdielu X; — Y; je niekdy priliz prisna. Hlavne pre maly rozsah
vyberu jeho nesplnenie méze znehodnotit rozhodovanie pomocou péarového t-testu. Oproti parovému
t-testu ma znamienkovy test ovela slabsie predpoklady, kde postacuje, aby ndhodnd veli¢ina D = X — Y
mala nejaké spojité rozdelenie, kde staéi vediet, ktord z nasledovnych udalosti nastala

D, X, <Y, X; =Y, X; >Y].
Testujeme
e Hy: medidn rozdielu D; = X; —Y; sa rovnd nule oproti
e obojstrannej alternative Hy : medidn je nenulovy.

Pozorovania, kde nastalo X; = Y; neberieme do tvahy a podla toho upravime rozsah stiboru n.
Oznaéme poéet kladnych D; ako DT. Hjy zamietame priblizne na «, ak pre

Dt —n/2|—1/2
n/4

z-

plati, ze |Z| > uq /2. Existuji aj tabulky na presny vypocet (napr. Likes a Laga, 1978).

Spomenuty test ma jednoduchd motivaciu. Ak plati Hy, m4 ndhodny jav X; > Y; pravdepodobnost
vyskytu 1/2, kde oba rézne vysledky maji rovnaki pravdepodobnost a zhoda X; = Y; nastdva pri
spojitom rozdelen{ s nulovou pravdepodobnostou. Preto pre D, za platnosti Hy, plati DT ~ Bin (n,0.5)
s E[D*] =n/2 a Var [DY] = n/4. Statistitiku Z dostaneme modifikdciou - odpocitanim 1/2 v citateli -
normovaného protajsku veli¢iny D+.

9.4.2 Wilcoxonov znamienkovany test

Wilcozonov znamienkovany test (Wilcoxon signed rank test, neparametrickd alternativa pdroveho t-testu).

Rovnako ako pri znamienkovom teste, musia mat rozdiely D; = X; — Y; spojité rozdelenie, kde sa
naviac predpoklada, ze rozdelenie je symetrické okolo medidnu. Teda, krivka hustoty rozdielov D; musi
byt symetrickd a ako stred symetrie nepripadé do vahy ni¢ iné ako medidn.

e Hy : medidn ako stred symetrie je rovny nule,
e Hy : medidn je rézny od nuly.

Majme pozorovanie (z;,y;) pre i-tu Statistickd jednotku (napr. pred a po liecbe), i = 1,...n. Naj-
prv vypocitame rozdiel d; — y; medzi kazdym parom pozorovani. Ak st medzi rozdielmi d; nuly,
prislusné pozorovania sa vyliéia a n sa podla toho zmensi. Wilcozonova znamienkovand Statistika TV}L,
sa vypodita z absolitnych hodnét z; zoradenych podia velkosti. Oznaéme znamienkom plus (+) kladné
D; a znamienkom minus (—) zdporné rozdiely D;. Potom Ty, = Y (+poradia) a podla napr. Hollander,
Wolf (1999) a CLV

n(n+1)

4
n(n+1)2n+1)
24

Ey [Ty ] =

V(IT’Q [T;{/] =
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_ T — Eo [Ty ]
Varg [TV'H

Z ~ N (0,1).

Pozn.: Moze sa stat, ze s outliermi nie je rozdiel medzi porovnavanymi skupinami pri pouziti ¢-testu.
Po vyltéen{ outlierov sa uz rozdiely prejavia. Pre malé pocty pozorovani treba pouzit tabulky, napr. Likes
a Laga (1978). Ak st medzi rozdielmi nulové hodnoty (teda zhody), vypocitame aritmeticky priemer z
pozorovani asociovanych so zhodnymi rozdielmi (strednoporadia) a urobime znova rozdiel priemerov a o
prislusny pocet sa upravi n.

Teda podobne ako pri dvojvyberovom Wilcoxonovom teste (ak t1,ts, ... si pocty zhodnych pozorovani)
plati
Ty — Eo [Ty ]

P = Varg [Ty] — 5 3 —t;
\/WO[W] 224Zj(j J)

9.4.3 Priklady v S-PLUS a R

Priklad 77 neparametrické testy, ddta z kapitoly “t.testy”, funkcia "wilcoz. test”

wilcox.test (mich,mu=990)
wilcox.test(gain.high,gain.low)
wilcox.test(wear.A,wear.B,paired=T)
# vstupy
”mu” - parameter posunu polohy pre rozdelenie” x”
# formuldcia alternativy alternative=’’two.sided’’ je default, dalsie volby si ’’greater’’,
) 71ess )
# jednovyberovy test = zaddme "x” ako vektor dat,
# dvojvyberovy test = zadame ”"x” a ”y” ako vektory dat
# parovy test = zadame ”"x” a”y” ako vektory dat, stanovime argument paired=T, defult je paired=F
# exaktné rozdelenie testovacej Statistiky (tabuiky) - correct=T je default
# korekcia spojitosti pre normalnu aproximéaciu p-hodnoty - correct=T je default
# vystupy
# nazov pouzitého testu "method”
# testovacia Statistika ”rank-sum statistic”
# pocet pozorovani "n”
# p-hodnota ”p-value”
# alternativna hypotéza "alternative hypothesis”

9.5 Korelacna analyza
Definicia 78 Nech E (X?), E (Y?) < cc. Potom je
1. kovariancia cov (X,Y) ndhodnych velicin X a 'Y definovand ako
cov(X,2Y)=E[(X-FEX)) Y-EXY)]=EXY)-EX)E(Y).
Ak X =Y, potom cov (X,X) = D(X) = E (X?) — [E(X)].
2. koeficient koreldcie px y ndhodnyjch velicin X a'Y definovany ako

— _ cov(X,Y)
pxy =corr(X,Y) = OV’ pre Var (X)Var(Y) > 1.
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Definicia 79 Nech X = (X1, Xo, ..., Xn)/ je nahodny vektor, ktorého zlozky maju koneény druhiy moment.
Potom

1. kovarianénd (variancénd) matica Var (X)s rozmermi n X n tohoto ndh. vijberu md proky definované
ako

cov (X, X;) = E[(X; — E(Xy)) (X; — E(X;))],
cov (X;, X;) =D(X;).

Tdato matica je symetrickd a pozitivne definitnd.
2. korelaénd matica |Corr (X)| <1 je matica s prokami

cov(X;,X; .o
pij = corr(X;, X;) = \/Var()((i)\/vfr(xj)7z,] e (1,n),

pii = corr (X;, X;) = 1,1 € (1,n).

Definicia 80 Matica sa nazjva pozitivne definitnd ak
1. Var (X) = Var (X)7,

2. preVa = (aq, ..., an)T € R" plati, ze a’Var (X)a > 0.

9.5.1 Korelaény koeficient
Prvky vyberovej kovarianénej matice S, ., (vieme, ze s;; = s;;, Vi, )

n

1 _ L
- D (wrs = Ti) (wry — ) 11,5 = 1,2.,p
k=1

Sij =

Korelaény koeficient (product moment correlation coeficient, sample correlation coeficient).
Majme nezédvislé ndhodné vektory (X1, Y1), (Xo,Y2), ..., (X,, Y,), nezdvislé medzi dvojicami,
vSeobecne nie vnitri dvojice, potom mozeme ako odhad korelacného koeficientu (KK) pouzit

2 (X —X)(Yi - Y)

NO NS ST SNt A o
Sx,y Y XY, —nXY

VSx VS VI XX\ S Y- Y

- zapis pre (i, j)-ty ¢len vyberovej korela¢nej matice R (r € (—1,1))

Rxy =

Sij _ Zzzl TiTlj — NT;Tj
VSi/Sii /oy Th — T/ Yy Thy — T

¢o nie je nevychyleny odhad. Jeho nevychylend podoba mé tvar

2 2
, kde si; = 57,855 = s,

Tij =

* ~ ..
R = Ry

. 1- R
+2(n—4) '

Pozn.: Ak maji ndhodné vektory (X;,Y;) aspon ”priblizne” normélne rozdelenie, mézeme vyberovy
korelaény koeficient r pouzit na testovanie nulovosti popula¢ného korelaéného koeficientu p. Ak zami-
etame hypotézu o nulovosti p, zamietame sticasne ak hypotézu o nezavislosti ndhodnych veli¢in.
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Testovanie hypotéz a IS pre KK pxy
Majme néhodny vyber (X,Y) ~ Na (i, %), corr(X,Y) =0,n > 3, potom

vn—2R
T(R) =Yt
V1 — R?
Teda Hy : px,y = 0,Hy : pxy # 0. Hy zamietame, ak |T ()| > t,—2 (a/2) (podobne jednostranné

alternativy)
Ak pxy =0, potom za platnosti (X,Y) ~ Ny (u, X)), corr(X,Y) =0,n > 3 plati

_ I'[1/2(n—1)] 1/2(n—4)
10 = S ipm oy )

kde T' [p] = fooo xP~le~*dx, ak p € Z potom T [p] = (n — 1)!. Teda (pre n — oo, ¢asto n > 100)

(1 - Pgmf)Q) .

)

RNN(PX,Y, _1

Fisherova Z premennd - transformdcia stabilizujica rozptyl (n > 3, jej rozdelenie sa rychlo blizi k

normélnemu)
1 1.1 1
Z_—l +RZ N(imitexy
- R’ 2 1-pxy n—3
Odporiéa sa uvazovat o Z ako o normalneJ premennej uz pre n > 10, ak px y nie je blizko £1.

Hy : pxy = po,H1 : pxy # po. Ho zamietam, ak U = vn—3 |z —&]| > u(a/2), kde z =

Lln H"” =1 5 In }+Z°

1. 100 x (1 — a)%IS pre p odvodime nasledovné (Potocky, 1998)
Pr(vn=3z—¢ <u(a/2)=1-a,{= 11n1+z

u(a/2) u(a/2)
(Z‘ Jno3 StsZT m)

Ak p =th(§) (monoténna fcia £), potom
U(a/Q)] [ U(a/Q)D
th |Z — <p<th|Z
(]2 55| <oz 325
2. 100 x (1 — a)%IS pre p: (Andel, 1998)

2

D—1 H-1
D+l H+1)’
kde D = exp |27 — 2&@] H:exp[gzﬂ%}

Pozn.: je zrejmé, ze (1) je identické s (2), kde D = th(Z — %) a H=th(Z+ %)

Testovanie hypotéz o p1, po
Nech (X1,Y7) ~ Na(u1,%1) s px, vy & Rx,,v;, rozsahom ny. Nech (X2,Y2) ~ No (u1,21) s px,.v, &
Rx,v,, rozsahom ng. Nech Hy : p; = p2, Hy : p1 # p2. Potom

zl—ZQ~N(0 Lo 1 ),Zi:21n1+§17z—12

' ny1—3 ne—3

Hjy zamietame, ak |z1 2| > u (a/2)



9 STATISTICKA INFERENCIA 54

9.5.2 Spearmanov korelacny koeficient

Spearmanov korelaény koeficient (rg)
Predpokladajme, ze (X7, Yl)T sy (X, Yn)T je vyber z dvojrozmerného rozdelenia. Nech Ry, ..., R,
su poradia velicin Xy, ..., X,, a Q1, ..., @, su poradia veli¢in Y1, ..., Y,, v spolotnom (zdruénom) vybere.
Spearmanova Statistika mé tvar
n
SN = Z R;Q;
i=1

Spearmanov korelaény koeficient

RS - )
OROQ
kde
n 2
1 on+1
OR=0Q = ,|— Z (z — )
J n = 2
Potom
12 - n+1 n+1
Rs = R _
s n<n2—1>i_1<l ) (@)
12 n(n+1)>
= SN
n(n? —1) 4
- Y m-ay
n(n?—1) po ! !
Vlastnosti:

1) |Rs| < 1, pricom Rg = 1 préve vtedy, ked R; = Q; pre vietky i, a rovnost Rg = —1 nastdva prave
vtedy, ked R; = n + 1 — Q; pre vietky i.

2) Ak R = (Ry,..,Rpn), Q@ = (Q1,...,Qx) st nezdvislé rovnomerne rozdelené ndhodné vektory, tak
E [Rs] = 0, Var [Rs} = ﬁ

3) Rg je symetricky rozdeleny okolo nuly a za platnosti asymptotickej normality koeficientu Rg
(n — oo, pre n > 30) plati pre kritickii hodnotu nasledovny vztah rg (o) = u (a/2) /1/(n — 1).

9 2
1) Plati B [Sx] =n (%51)*, Var [Sx] = 715 (2052) ", potom
Rg = . (Sn — B[Sx))
5 (n—1)Var[Sy] o e

5) Spearmanova Statistika je symetricky rozdelend okolo svojej strednej hodnoty a tiito vlastnost ma
aj Rs.

6) Ak (X7, Yl)T s oo (X, Yn)T je vyber z dvojrozmerného normélneho rozdelenia s korelaénym koef.
p, potom plati

R = 2sin (%) Rs

Testovanie hypotéz

Hj : premenné X,Y su nezavislé
H1 .

1) obojstranna alternativa

zamietame hypotézu nezavislosti  |rg| > r (a/2,n)
nezamietame hypotézu nezavislosti |rs| < r(a/2,n)
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2) alternativa kladnej zdvislosti

"prijimame” alternativu kladnej zavislosti  rg > r (a,n)
nezamietame hypotézu nezdvislosti rs <r(a,n)

3) alternativa zdpornej zdvislosti

" prijimame” alternativu zépornej zavislosti rg < r(a,n)
nezamietame hypotézu nezévislosti rs > r(a,n)

Kritické hodnoty r (a/2,n) su tabelované a pouzivaju sa priblizne do n = 30.

Ak sa medzi Xy, ..., X,, alebo Y7,....Y,, vyskytuju zhody, tak R;,Q; sa vytvaraji pomocou procesu
strednoporadi (ako pri inych neparametrickych testoch, pozri vyssie) a Spearmanov korelaény koeficient
zaloZeny na tychto strednoporadiach je uréeny vztahom

— 5 i (Bi = "5) (Qi = "3Y)

Rg )
OROQ
kde
1 & n+1\° 1 & n+1\°
= —- Rz_ 5 = - i 3
o nl—l( 2 > e né(Q 2 )
teda
1 1)?
Re — <SN_n(n+ )
NOROQ 4
B 12 s nn+1)>%) 1
n(anl) N 4 dRClQ7
kde

_ 1 X) [ (,0)?
dp = 1—mzj:tj [(tj )—1},

! W) [ (;1)?
do= 1o [y ],
Q n(n? —1) - J J
kde ¢; predstavuji pocty zhod pri prislusnej hodnote indexu j. Asymptoticky (pre n — oo) plati, ze

Vn—1Rg ~ N(0,1)

a postupujeme rovnako ako predtym, teda (n — oo, pre n > 30) pre kriticki hodnotu plat{ nasledovny

vztah rg (o) = u(a/2) /y/(n —1).

9.5.3 Priklady v S-PLUS a R
Priklad 81 funkcia “cor”

# vstupy
# zadame ”"x” a ”y” ako vektory dat

# chybajice pozorovania, na.method=’"fail’’ je default, pokial ich chceme vyradif na.method=
»omit’?

# vystupy

# Pearsonov korela¢ny koeficient alebo korelaéni maticu (ak zaddme ako vstup maticu premennych)

# korela¢nu matica pre data "longley.x”
cor(longley.x)
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Priklad 82 funkcia "cor. test”, ddita "state.z77”

# vstupy

M 77 7 77

# zadame "x” a ako vektory dat

# metoda - method—’ ’pearson’’, je default, alternativa je napr. method=’’spearman’’

# formulécia alternativy alternative=’’two.sided’’ je default, dalsie volby st ’’greater’’ (VA
ako nula), ’?less’’ (mens{ ako nula)

# vystupy

# nazov pouzitého testu "method”

# testovacia Statistika "normal-z”

# p-hodnota ”p-value”

# alternativna hypotéza "alternative hypothesis”

# odhad korelaéného koeficientu ”sample estimates”

murder < — state.x77[,’’Murder’’]

i1lit < — state.x77[,’’Illiteracy’’]

cor.test(murder,illit)

cor.test(murder,illit,method=’’s’’)

Priklad 83 IS pre korelacny koeficient, ddta “"state.z77”

IScor _ function(x, y, conf.level = 0.95)

{

z < — atanh(cor(x, y))

a < — gnorm(l - (1 - conf.level)/2)/(length(x) - 3)70.5
ClI.Z <— c(z - a, z + a)

conf.int < — tanh(CI.Z)

}

IScor (murder,illit)

9.6 Testovanie normality
9.6.1 Chi-kvadrat test dobrej zhody
Nech &1, ..., &, je ndhodny vyber. Chceme testovat nulovii hypotézu Hy, Ze ide o vyber z N (,u7 02), kde
parametre y, o2 nie st zndme. Najprv vytvorfme triedy (podobne ako pri histograme)
(_007 bl) ) <b17 b2) PREEY] <bk‘—2a bk‘—l) 3 <bk—17 OO) )

kde k > 4. Ozna¢me i-tu triedu ako J;. Pravdepodobnost p;, ze dand veli¢ina &; (j = 1,..., n) padne do
J;, je rovna

_ 2
p=pi(wo)= [ f@)de, ke f ()= ;mexpl(ngﬁ)}

Iterac¢ne riesime sustavu

1 on X, s 1&X ,
n;ﬂfjle(x)dx’a —niz:;pi /Ji(l‘—‘u) f(;p)dg;

Pozor: p zdvisia na p; a f (z). RieSenia sistavy su i a ¢. Potom

k

~\12
— np Hs )
e Bl g

=1 np; (1,0)




9 STATISTICKA INFERENCIA o7

9.6.2 Kolmogorov - Smirnovov test dobrej zhody

Zhodu rozdeleni veli¢iny v dvoch populdcidch by sme mohli porovnévat, keby sme poznali ich distribuéné
funkcie (CDF). Rozhodnutie o zhode distribuénych funkcif mézeme zaloZit na porovnavani ich odhadov,
teda empirickych distribuénych funkcii. Empirickd distribuént funkciu mézeme pisat ako kumulativou
relativnu pocetnost (pozri vyssie)

PX ()= PHST
n

kde n je pocet pozorovani v ndhodnom vybere.
Tento test hodnot{ maximalny rozdiel empirickych distribu¢nych funkcii

DZH\%/&X’F\X (m)—ﬁy(m)‘

Podobny vztah plati aj pre porovnanie empirickej a teoretickej distribuénej funkcie

D :rr@&x’ﬁx (x) — F¥ (z)‘

Na rozhodovanie slizia tabulky (e.g. Likes a Laga, 1978) alebo priblizna kritickd hodnota

niy + no 2
Doy (0) =[5 o

kde nulovu hypotézu zamietame, ak D > D, ,, («).

Nech F; a Fy su dve CDF. V jednovyberovej situdcii je Fy empiricka CDF a Fy je CDF nulovej
hypotézy. V dvojvyberovej situacii su obe F; a Fy empirické CDF.
e dvojvyberova situdcia
Hy: Fy (x) = F» (), pre Vz
Hy : Fy (x) # F5(x), pre aspon jedno x
alternativa T' = sup,, |F; (z) — F» (z)]

e jednovyberova alternativa (”less”)
Hy: Fy (z) > F» (), pre Vz
H, : Fy (z) < F5 (x), pre aspon jedno x
alternativa T~ = sup,, |F> (z) — F1 (2)|

e jednovyberova alternativa (”greather”)
Hy: Fy (z) < Fy(x), pre Vz
H, : Fy (z) > F» (), pre aspon jedno z
alternativa T = sup, | F (z) — F; ()]

Pozn.:

- v porovnani s chi-kvadrét testom dobrej zhody moézeme pracovat aj s vybermi s malym rozsahom,

- zakladom testovacej Statistiky su rozdiely v napr. teoretickych a empirickych kumulativnych pocet-
nostiach (ako pri chi-kvadrét teste dobrej zhody),

- najpr utvorime usporiadany vyber,

- zistime empirické pocetnosti ne,,

- otakdvané (teoretické) pocetnosti n,,,

- empirické kumulované pocetnosti N,

- octakdvané kumulované pocetnosti N,,,
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- vypocitame
1
d = —max|N,, — N,,
n

a v tabulkdch, alebo ak n > 100 asymtoticky, na zdklade asymetrického rozdelenia veli¢iny d,,, ktoré
odvodil Kolmogorov (1941)

d,(0.95) ~ ——,d,,(0.99) ~

ak d > d,, (o), zamietame hypotézu Hy.

9.6.3 Priklady v S-PLUS a R
Priklad 84 funkcia "chisq.gof”

POZN.: chisq.gof testuje len dvojstranni alternativu

# vstupy

# zaddme ”"x” a zadefinujeme typ rozdelenia, napr. distribution=’’normal’’ (default) alebo
>’chisquare’’, ’’t’’, ’’f’’, ’’exponential’’ a pod.

# pocet tried a zlomové body si explicitne nastavené a nebudeme ich menit

# vystupy

# nazov pouzitého rozdelenia "method”

# testovacia Statistika ”Chi-square”

# df suvisiace s testovacou statistikou ”parameters”

# p-hodnota ”p-value”

# alternativna hypotéza "alternative hypothesis”

# pocty pozorovani v jednotlivych intervaloch ”counts”

# ocakédvané pocty pozorovani v jednotlivych intervaloch ”expected”

# nagenerujte pseudondhodné ¢isla z exponencidlneho rozelenia (n=>50) a porovnajte s normalnym a
exponencidlnym rozdelenim

x < — rexp(50, rate=1.0)

chisq.gof (x)

chisq.gof (x,dist=’’exponential’’,rate=1.0)

# nagenerujte pseudonghodné ¢isla z poisonovho rozdelenia (n=50), rozdelte tento vektor v kvartiloch
ako zlomovych bodoch na 4 skupiny

x < — rpois(50,lambda=3)

breaks < — quantile(x)

# vlozte minimalnu hodnotu do delenia

# zlomové body - argument cut.points

breaks[1] < — cut.points[1] - 1

z < — chisq.gof(x,cut.points=breaks,dist=’’poisson’’,lambda=3)

z$count

z$expected

Priklad 85 funkcia “ks.gof”

# vstupy

# zaddme "x” a zadefinujeme typ rozdelenia, napr. distribution=’’normal’’ (default) alebo
>’chisquare’’, ’’t’’, ’’f’’, ’’exponential’’ a pod.

# zaddme ”"x” a ”y” ako vektory dat

# formuldcia alternativy alternative=’’two.sided’’ je default (pre dvojvyberovy test je len této
moznost), dalsie volby sii ’’greater’’, ’’less’’

# pocet tried a zlomové body si explicitne nastavené a nebudeme ich menit

# vystupy
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# nazov pouzitého rozdelenia "method”

# testovacia Statistika "ks”

# df suvisiace s testovacou Statistikou ”parameters”
# p-hodnota ”"p-value”

# alternativna hypotéza "alternative hypothesis”

# jednovyberovy pripad

z < — rnorm(100)

ks.gof(z, distribution = ’’normal’’)

ks.gof(z, distribution >’chisquare’’, df = 2)
# dvojvyberovy pripad

x < — rnorm(90)

y < — rnorm(8, mean = 2.0, sd = 1)

ks.gof (x, y)

# data "mich” a zobrazenie ich kumulativnej distribu¢nej funkcie

cdf .compare(mich,dist=’’normal’’ ,mean=mean(mich) ,sd=sqrt(var(mich)))

ks.gof (mich,dist=’"normal’’)

chisq.gof (mich, dist = ’’normal’’, n.param.est = 2, mean = mean(mich), sd =
sqrt(var(mich)))
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10 Linearne regresné modely

Vseobecnd formuldcia Statistického modelu:

1.) Zakladny model pre dédta x : je model ndhodného vyberu - x je realizdcia ndhodného vyberu X
z nejakého rozdelenia Fy,0 € O,

X =[X1, X, ..., Xpn] je iid, E[X] = p(1,1,...1)" , D[X] = 021,

2.) Regresny model na Y;,i=,....n

yi = g (x;) + €, kde g (2;) je lubovolnd spojita funkcia na R.

A) g (+) je neparametrickd funkcia - neparametricky model,

B) g (+) je parametrickd funkcia - parametricky model, kde y; = g9 (x;)+¢;,0 € 0,0 = (01,05, ..., 9n)T €
E*, do tejto mnoziny patria klasické linedrne a nelinedrne modely (LM a NLM).
10.1 Jednoduchy linearny regresny model

Definujem nasledovné pojmy:

e Nech y; reprezentuje hodnotu odpovede (response variable) na i-ej Statistickej jednotke (na grafe
v dvojdimenzionalnej pravouhlej siradnicovej sistave ju zndzoriiuje- me na vertikalnej y-ovej osi),
a z; je hodnota nezdvislej premennej (explanatory variable, na grafe zndzornenej na horizontalnej
x-ovej osi).

e Jednoduchy linedrny regresny model mézeme definovat ako
yi = Bo+ brwi + &
kde 3y je intercept a 31 je sklon (slope) priamky linedrneho vztahu e; si ndhodné chyby.
e Pre ndhodné chyby predpokladdme ich nezavislost (nezavislé ndhodné premenné) a ich norméalne
rozdelene, ¢, ~ N (,u,az). Dalej, Y ~ N (Xﬁ,azl). Naviac
B~N (5,02 (XTx)’l) .

e Regresné koeficienty, 3y a (1, si odhadnuté metédou najmensich stvorcov (MNS) ako Bo a Bl.

Potom R R
Ui = Bo + Brzi,

kde sme 3y a 31 dostali nasledovne pomocou normélnych rovnic

S2(0)=> (vi—Bo— Prz;)°

im1
oS oS
e (-2) Z(yi — Bo — fix;) =0, I (-2) in(yi —Bo — Prxi) =0
B = > Vi —71512%‘ g BT

V maticovej podobe
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Ak A7l = det(A)A, potom

1

(XTx) ™' = DI _95).

1
S a? — nz? < - 1
Regresia prechadzajica poé¢iatkom (model y; = B1x; + &4, teda By = 0, 31 = 3) bude mat
normalne rovnice a odhad (3

Testovanie hypotéz
HQ : 51 =0. B
ANOVA tabulka regresného modelu y; = By + f1z; + &; bude

Zdroj rozptylu suma Stvorcov df priemerné stvorce (MS)
SSr S @9 dfr=1 MSg = SSr/dfr
SS. St (i — ) dfe=n—2 MS.=SS./df.
SSy S (yi—79)° dfr=n—1
Dalej
SS 1 —
~2 2 _ e _ AT

Za platnosti Hy bude M SR = MSr/M S, mat rozdelenie Fy ,,_o.
Nakoniec, testovacia statistika a ISs pre 5y a 31 bude mat tvar

T‘i: Ntn7277;:172

(XTX),;'
Najcastejsie ﬁi(o) = 0. Potom (1 — ) x 100%IS pre 3;, i = 1,2, bude mat tvar

Sa?
nZ(xz_l‘)

v
> (2 —7)°

a na zaklade kontrastového vektora ¢ = (1,3:)T7 kde = je nejaké dané ¢&islo (rozsirent definiciu ¢ pozri
nizsie), mozeme pisat (1 — a) %IS pre regresnti priamku

BoEtns()5

B+t ()T

(z —T)°
Z xl—x)

Ak pocitame IS pre vsetky x € (miny,, ©;, maxy,, «;), dostaneme dve vetvy hyperboly, ktoré tvoria pds
spolahlivosti okolo regresnej priamky (Scheffeho metéda). Ten ale zarucuje prekrytie jednej hodnoty = so
spolahlivostou 1 — «, ale nie celej priamky. Je mozné odvodit aj taky pés, ktory pokryje celd regresni
priamku so spolahlivostou 1 — . Hovorfme mu pds spolahlivosti pre regresni priamku a bude maf tvar

ﬁO""ﬁlxzitn 2

2
(r — )
Bo + Prxi £ \/2F5 520 e —
E xz_w)
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Pozn.1: Pre regresny model y; = By + iz + €; nds modze zaujimat nasledovna nulové hypotéza
Hy o B=(80.1)" = BO=(0,1)" oproti Hf : B=(Bo,51)" # (0,1)", kedy by za platnosti Hj bola
odpoved y; rovna x; az na ndhodnu chybu ¢;, teda y; = z; + €;, kedy pouzijeme testovaciu Statistiku

1 T
7= 5 (0-59) XX (5-59) ~ By
s
Pozn.2: Pri kvadratickej zdvisloti méame linedrny model v tvare
Yi = Bo + Prxi + o} + &4,

potom nés bude zaujimat nulové hypotéza Hi* : 32 = 0 oproti H;* : B2 # 0, kedy ide o test linearity
regresie. Tento test je zalozeny na Statistike

| 32|

T3= ————
s/ (XTX),,

~tp_3

sokok

Inokedy nds moze zaujimat Hy** : (ﬂhﬁg)T = 0 oproti Hf** : (61,52)T =+ 0, ¢o je v tomto pripade test
zavislosti y; na z;. Na to potrebujeme testovaciu Statistiku

Z = % (B, B2) (XZubXsub) (ﬂlwﬁ?)T ~ Fon-s,

kde Xgqup je 2 x 2 subblok matice X prislichajici testovanym koeficientom. Vo vseobecnosti ma Z ~
Fyn—i, kde k je celkovy pocet koeficientov a ¢ je pocet porovnavanych koeficientov.

10.2 Mnohorozmerny linearny regresny model
LM: y; = x1 0+, (Xi)1 1 » O 1€E*,i=1,...,n, St xi0; = xT0 (skaldrny stcin), By [Vi] = x! 0 zavisi
na ¢

Ynx1 = XoxkOrex1+enxt,

kde E[¢] = 0, Cov[e] = 0°T a X =[x1, X2, ..., X,] je matica planu regresného experimentu, dalej Ey [Y] =
X0, Covg [Y] = Cov [¢] = o°L.

Pozn.:

- T

- Ynx1 _(y15y27"'7y7l) )
1 211 212 - Tig—1
1 xo1 @22 -+ Tag—1

- ank - . . . . . 5
1 Tnl Tp2 - Tn,k—1

- 0= (0, ... 00-1)",

T
-e=(€1,-6n) -
Inak moézeme pisat regresny model aj nasledovne

Yi = Bo + Prxir + ...+ Br_1Ti k-1 + &5

Linearita: je v = zavislost gy () na 6 je linedrna

E(1191+0292 [Y] = ClE91 [Y] + 62E92 [Y] 7015 by €O = E*

napr. y; = 01 + Ooz; + 0322 + 5,0 = 1,...,n;0 = (61, 0,05)" € E3
Odhady MNS

~

_ : 2
6 (y) = argmin Sy (9),
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kde .
532, (0) = Z (yi — g0 (Xz‘))Q .

i=1

. . . c > aS2(0
normdlne rovnice - k-rovnic o k-nezndmych, 6 (y) : ge( )|

NR pre LRM, kde 8 = 3
y = X0 +¢,Ey [Y] = X0,Cov [Y] = 1,

e MNS odhad 3 je definovany ako

o Plati

kde pre rezidudlny rozptyl plati

2 = azniki(yi(xﬁ)fnfkigfniknaﬁ

1 T

= il = = - xB) (- x9),

kde [|[A]|> = AT A, 5 je nevychyleny konzistentny odhad pre 0%, co vyplyvaz E [ET¢] = 02 (n — k) ,
kde (n — k) je pocet stupiiov volnosti modelu (df), 52 m4 najmensi rozptyl medzi vietkymi kvadrat-
ickymi nevychylenymi odhadmi,

SSe

~|12 ~
Hy - XﬁH =y y-BTX"X}3
-1

= yy-y'X(X'X)

= y'Py,

XTy

kde P=1-X (XTX)_1 X7, nazyvame rezidudlny siucet stvorcov.

e diagonilne elementy matice Cov [B}, Cov B, 8] = Var ;] = 52 (XTX);jl, kde i = j, st rozptyly
parametrov Bi, mimodiagonélne elementy st kovariancie medzi parmi Bi, Bk-, kde i # j. Odmocniny
diagonalnych elementov tejto matice si teda Standardné chyby parametrov 3;;

e potom je Standardna chyba 3; dand vztahom

se(B) =5\ (XTX) ;!

e platie ~ N (O7 021), z ¢oho vyplyva, ze y ~ N (Xﬁ, 021). Naviac
B~N (ﬁ,a’Q (XTx)’l) ;

e plati

-~

T, = ﬂ ~ t s

51/ (XTX) !



10 LINEARNE REGRESNE MODELY 64

pretoze R
6’£ - /61 ~N (0’ 1)
o/ (XTX);;"
a naviac
SS, 9
0_2 ~ Xn—k

a 3 a s2 st nezavislé. Preto

(51‘ - Bz) /o (XTX)i_il

Prave pomocou vyssie spomenutého vzorca moézeme testovat nulovi hypotézu

\/TL*/C:TZ' Ntn_k.

Hy: B = 8",
vodi alternative Hy : 3; # ,6’1-(0), kedy Hy zamietame na hladine vyznamnosti «, ak plati
Bi — Bi

sy\/ (XTX),;!

E = ~ty_k.

Najcastejsie ﬁi(o) = 0. Potom (1 — a) x 100%IS pre 3; bude mat tvar
Bi + tn_k (a/2) 51/ (XTX);".
e (1 —a)x 100%CS (elipsa spolahlivosti, konfidenénd elipsa) ma tvar

(3-50) xTx (5 50)

~Fr1n—k,
a2 k—1,n—k
kde "
(5-59) xTx (5 -5
2
0_2 NX/C
i (n— k)3
n—k)o 9
o2 ~ Xn—k

su nezavislé.

e Kontrasty. Nech ¢ = (¢1, ¢2, ...,ck)T je vektor kontrastov. Potom F [CTB} =c’Ba

i

sy/eT (XTX) e

¢o vedie ku (1 — a) x 100%C'S pre ¢’ v podobe

B+t (a)sy/cT (XTX) e

Ak viak chceme najst (1 — ) x 100%1Ss pre p linedrnych kombinécif chﬁ stcasne, spolo¢né pravde-

T =

~ tn—ka

podobnost ISs uz nebude 1 — a. Uvedieme jednu z viacerych moznosti riesenia tohoto problému.
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e Bonferroniho metéda. Nech Ey, ..., E, st ndhodné udalosti. Potom

P

Pr(n?_,E;) >1-> Pr(E)),
i=1

teda
Pr (m§_1 [cfﬂ eclBtt, s (%) sy/el (XTX)™? cD >1- k% —1—a
e Regresnd diagnostika. Vyssie sme definovali
§Se = lly —yII*.
Teraz ndm ostava dodefinovat celkovii sumu stvorcov
st =|ly - I”

a regresni sumu §tvorcov
~ =2
SSr=y -¥I".
Potom moézeme vytvorit ANOVA tabulku regresného modelu y = X3 + ¢ nasledovne

Zdroj rozptylu df Priemerné Stvorce (Mean Squares (MS))
SSn dfg =k —1 MSg = SSr/dfr
5SS, dfe =n—k MS, =85S, /df.
SST dfT =n-—1

e Priemernd suma Stvorcov

MSR = MSg/MS, ~ Fy_1.n_s

slizi v F-teste na testovanie vSeobecnej nulovej hypotézy

H()Sﬂl :...:ﬁk—l =0.

Koreldcia medzi pozorovanymi hodnotami y; a modelom predikovanymi hodnotami ¥; je zndma
ako mnohorozmerny koeficient koreldcie (multiple correlation coeficient, R). Hodnota R? poukazuje
na proporciu rozptylu odpovede (podiel vysvetlenej variability, koeficient determinacie, proportion of
variance of the response variable)

SS,
RP=1-—2°
SSt
korigovany (adjustovanyj) koeficient determindcie (mé tendenciu nechdvat piliz vela premennych v
modeli)
n—158 n—1
R2,:1— c=1- 1*R2
adj n—kSSt n—=k ( )

Pozn.: Pri interpretdcii R? treba byt opatrny. Tento koeficient sice hovorf o tom, kolko variability je
vysvetlené modelom pri dangch hodnotdch nezdvislej premennej, ale pokial 31 pri jednoduchej linearnej
regresii ako f3,,, a naopak [3,, pri opacnej zavislosti, dostali by sme

ByteBely = Bay-

Dalej, pokial zavislost y; na 21; adjustujeme modelovant zavislost aj voéi ;. Potom mé zmysel hovorit
aj o parcidlnom korelacnom koeficiente

Pxy — PxzPyz
V=2 (1-3.)

kde je z nové premennd, ktorej zavislost na premennych x, y meriame. V skutoénosti ide o klasicky
korelacny koeficient medzi dvoma novymi veli¢inami, ktoré dostaneme ako rezidualy predpovede veli¢iny
x, resp. y pomocou z. Pri odhade pouzijeme empiricky protajsok p v podobe r.

Pry,z =
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e (1 —a) x 100%CS pre predikciu. Nech X,,,¢ je p-vektor novych hodnét, na zéklade ktorych a
modelu by sme chceli predikovat budice y,oue¢, teda

~

S A
Ynové = Xnouéﬂ'

Plati R
VarxE, 0] = X5 ps(XTX) 1 %,000652.

nové nové

My potrebujeme rozlisovat medzi

1) predikciou budiicich pozorovani - teda ak mame X,,0u¢, aké bude Ynové, Ynove = X2 .3+ &,E [g] =0,

nové
predikujeme y,00¢ = X2, .3, ale v odhade rozptylu tohoto odhadu musfme zahrntt rozptyl chyb &, D [€]
(prediction of future values)
95%C1 teda bude

?nové =+ tn—k (04/2) 8\/1 + Xn()i)é(XTX)_lXZové’

2) predikciou budicej priemernej odpovede - teda ak mame X,0y¢, aké bude priemerné y,ové, Ynove =

T

noveld + €, kde znovu predikujeme ¥,,00¢ = xgovéa ale v odhade rozptylu tohoto odhadu musime zahrnit

X

rozptyl B, D [5} (prediction of the mean response)

Ynove £tk (/2) a\/Xnové(XTX)71><£¢)1;ez"

e Testovanie hypotéz o submodeloch. Majme nadmodel 2 a submodel w, ktory pozostdva z
podmnoziny prediktorov 3 obsiahnutych v 2. Teda zoberieme w, ktory bude reprezentovat nulovi
hypotézu a €, ktory bude predstavovat alternativnu hypotézu. Ak 5SS, —q SS. je malé &islo,
potom je w adekvatny model vo vztahu ku Q. To vedie ku testovacej statistike typu

(wSSe Y SS&) /QSSe»
kde je menovatel pouzity ako skéla. Tento typ statistiky vznikol na zéklade pomeru vierohodnosti

maxg .co L (8, 0ly)
maxg sco L (3,0ly)

Test zamieta nulovi hypotézu, ak je tento pomer dost velky. Vieme, ze L (3, Ef|y) ~ o0~ ", ¢o ndm

déva test, ktory zamieta, ked

Aw wSSe wSSe wSSe - SSe
;—Q > konst. = 355, > konst. =~ 055, 1 > konst. — 1 = ng > konst.

Ak pocet parametrov (dimenzia) modelu € je k, a dimenzia modelu w je ¢, potom podia Cochranovej
vety, za platnosti nulovej hypotézy (w) plati

a tieto podiely su nezavislé, potom plati

(wSSe -/ Q SS@) / (k - Q)
0SS./ (n —k)

F= ~ Fk—q,n—k~

Nulovu hypotézu zamietame, ak F' > Fy_q ,—x(a). Vzdy plati, ze

df = #pozorovanz’ - #parametrova

potom
(wSSe —Q SS@) / (dfw - dfﬂ)

F= 255,/ (dfo)
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10.2.1 Regresna diagnostika

Grafy diagnostiky linedrneho modelu: hlavni tlohu zohravaju rezidudly v absolitnej hodnote

absTi = |yz - /y\l| )

nemusia mat konstantny (rovnaky) rozptyl (presnost 7; zavisi na z;), ob¢as si §tandardizované pred
pouzitim, pozri Cook and Weisberg (1982).

o rezidudly .ps7T; vs. fitované hodnoty - ak nejde priblizne o horizontdlny kompaktny oblak bodov,
potom to indikuje, ze
- funkcionalna forma nasho modelu je nespravna alebo
- mame nekonstantny rozptyl

o rezidudly .psr; vs. realizdcie (x, “exploratory variables”) - systematickd struktira indikuje ne-
dodrzanie kongtantnosti rozptylu alebo nevhodnost typu modelu

e qq-plot rezidudlov

e ’index plot’ Cookovijch vydialenosti Dy pre kaZdé pozorovanie (y) - hodnoty Dy predstavuji vplyv
k-teho pozorovania na odhadované regresné koeficienty. Hodnoty Dy > 1 naznacuji, ze prislusné
pozorovania maji nadmerny vplyv na odhadované regresné koeficienty. Cookove vzdialenosti defin-
ujeme ako

1 i . 12
Dy = W ; [yi(k) - yz] )

kde ;1) st fitované hodnoty, ked je k-te pozorovanie odstrénené z modelu.

10.3 Priklady v S-PLUS a R

Priklad 86 ANAEROB - zobrazte premennt “oxygen uptake” oproti premennej "expired ventilation” a
dopiste do grafu aj korelacny koeficient zaokrihleny na dve desatinné miesta. Vkreslite do grafu aj regresni
priamku, ktorej koeficienty dostaneme MNS.

ANAEROB_data.frame (ANAEROB)

attach (ANAEROB)

plot(Oxygen,Ventilation,xlab="’0xygen uptake’’, ylab = ’’ Expired ventila- tiom ’’)
text (locator(l) ,paste(’’Correlation of oxygen uptake

and expired ventilation= ’’,round(cor(Oxygen,Ventilation),digits=2)))
MODEL_1m(Ventilation~0Oxygen)

abline (MODEL)

Priklad 87 ANAEROB linedrny model. Popiste viystup z modelu. PouZite ddta ANAEROB a premenné
Ozygen a Ventilation.

summary (MODEL)

Priklad 88 Ako otestovat nulovost vsetkyjch regresnyjch koeficientov okrem interceptu? PouZite ddta
ANAEROB o premenné Ozygen a Ventilation.

Navod: vypocitajte SS. a SSg

k ... pocet parametrov v modeli

df .model ... modelové df

df .model_summary (MODEL) $df [2]
SSy_sum ( (DATA$y-mean (DATA$y)) ~2)
SSe_sum (MODEL$res~2)
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F_((SSy-SSe)/(k-1))/(SSe/df .model)
p-hodnota je potom
Pvalue_1-pf (F,k-1,df.model)

Priklad 89 Pouszitie F' - Statistiky v simuldcidch. Nagenerujte 1000 ndhodnyjch permutdcii a vypocitajte
pomer F' - statisti, ktoré presuahnu F' - Statistik vypocitani z realizdcii. PouZite ddata ANAEROB a premenné
Ozygen a Ventilation.

Névod:
e extrakcia F-statistiky je nasledovna

MODEL.Fstat_summary (MODEL) $fstat
jednotlivé polozky vystupu s ... [1] value, [2] numdf, [3] dendf

e nihodné permutacie si generované funkciou ... sample(VEKTOR) ... ide o tzv. neparametricky
permutacny test

attach(DATA)

# DATA maji odpoved Y a maticu planu (realizdcif) X

MODEL_1m(y~X,data= DATA)

Fstat_summary (MODEL) $fstat [1]

F.stat_numeric(1000)

for (i in 1:1000)

{

MODELsimul_1m(sample(y) “X,data= DATA)

F.stat[i] summary(MODELsimul)$fstat [1]

}

PROP_length(F.stat[F.stat > Fstat])/1000

# hodnota bude blizka p-hodnote vypoéitanej na zéklade teérie normality, pokial nie st silne porusené
predpoklady modelu

PROP

Priklad 90 Testovanie nulovosti regresnijch koeficientov samostatne. PouZite ddta ANAEROB a premenné
Ozygen a Ventilation.

Navod:

# c ... hodnota regresného koeficientu za platnosti nulovej hypotézy.

# MODEL$coef ... extrahovanie odhadov hodnét jednotlivych regresnych koeficientov
odhad.beta.i MODEL$coef [i]

Ti_(odhad.beta-c)/se(odhad.beta)

# p-hodnota je potom

2xpt (Ti,df .model)

Exercise 91 Zo stranky http://cran.r-project.orqg/ stiahnite kniZnicu "ellipse” a vloZte z nej pro-
gramy ellipse, ellipse.default, ellipse.lm, ellipse.profile, pairs. profile do S-PLUS.
PouZite data ANAEROB a premenné Ozygen a Ventilation.

Névod:

plot (ellipse (MODEL,c(1,2)),type=’’1"")
# nezabudnite na limitaciu osi !!!
points(0,0)

points (MODEL$coef [1] ,MODEL$coef [2])

Priklad 92 IS pre modelom odhadnuti odpoved a pre modelom odhadnuti priemerni odpoved. PouZite
ddta ANAEROB a premenné Ozygen a Ventilation.
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Névod:
e n ... pocet Statistickych jednotiek v modeli

ak zadefinujeme nejakd hodnotu x0, potom odhad yO

yO_ MODEL$coef [1]+x0*MODEL$coef [2]

t.cv_qt(0.975,df .model)

# ak X je matica planu, potom (X7X)~! bude

X_as.matrix(X)

XtXi_solve (t (X) %*%X)

# (1) ak 95%CT pre modelom odhadnuti priemerni odpoved je tvaru yo+BM, potom
BM1_sqrt (x0%*%XtXi%*%x0) *t . cv¥sqrt (sum (MODEL$res”2) / (n-p))
95CI_c (y0-BM1,y0+BM1)

# (2) ak 95%C1T pre modelom odhadnuti odpoved je tvaru yo=+BM, potom
BM2_sqrt (1+x0%*%XtXi%*%x0) *t . cv¥sqrt (sum (MODEL$7es”2) / (n-p)
95CI_c (yO-BM2, y0+BM2)

e pomocou preddefinovanych funkecii:

# dostaneme BM1 pre pripad (1)
predict (MODEL,x0,se=T)...[1] fit, [2] se.fit, [3] df

Priklad 93 Nakreslite pds spolahlivosti pre modelom odhadnuté priemerné odpovede.
Pouzite data ANAEROB a premenné Orygen a Ventilation.

Navod:

attach(DATA)

# X1 je stipec v DATA

# a=min(X1) ,b=max(X1)

amin(Weight)

b_max (Weight)

X1.seq.seq(a,b,by=1)

PRED_predict (MODEL,data.frame(X1=X1.seq) ,se=T)

cv_qt(0.975, summary (MODEL) $df [2]

matplot(X1.seq,cbind (PRED$fit,PRED$fit-cv+xPRED$se,PRED$fit+cv*PRED$se),
lty=c(1,2,2), type=’’1’’, xlab=’’X1’’,ylab="’Y’’)

rug (DATA$X1)

points(X1,y,pch=16)

Priklad 94 Co tak kvadratickd regresia? PouZite ddta ANAEROB a premenné Ozygen a
Ventilation. Nakreslite aj graf s pasom spolahlivosti pre modelom odhadnuté odpovede
a pre modelom odhadnuté priemerné odpovede. Urobte taky isty graf aj pre priamku.

Néavod:

# linedrna regresia - priamka
plot(X1,Y)

n < — length(Y)

X < — cbind(rep(1l,n),X1)
# BETA < — solve(X, Y)
BETA < — MODEL$coef
minXl < — min(X1)

maxX1l < — max(X1)

minY < — min(Y)

maxY < — max(Y)

SIMUL.X < — seq(minX1, maxX1,by=0.01)
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SIMUL.X < — cbind(rep(1,length(SIMUL.X)), SIMUL.X)

ODHAD.Y < — SIMUL.X%*%BETA

SIGMA.odh < — sqrt(sum(X%*%BETA-Y)"2)/(n-2)

CONF.INT < — qt(0.975,n-2)*SIGMA.odh * sqrt(diag(SIMUL.X%*%solve
(crossprod(X)) %*% t(SIMUL.X)))

PRED.INT < — qt(0.975,n-2)*SIGMA.odh * sqrt(1l+diag(SIMUL.X%*%solve
(crossprod(X)) %*% t(SIMUL.X)))

plot(X1,Y,xlim=c(minX1, maxX1),ylim=c(minY, maxY))
lines(SIMUL.X1, ODHAD.Y)

lines(SIMUL.X1, ODHAD.Y-CONF.INT,lty=2)

lines(SIMUL.X1, ODHAD.Y+CONF.INT,1lty=2)

lines(SIMUL.X1, ODHAD.Y-PRED.INT,lty=3)

lines(SIMUL.X1, ODHAD.Y+PRED.INT,1lty=3)

rug(X1)

# linedrna regresia - parabola

MODELkvadr 1m(Y "X1 + I(X172), data=DATA)

plot(X1,Y)

n < — length(Y)

X < — cbind(rep(1,n),X1,X1"2)

# BETA < — solve(X, Y)

BETA < — MODELkvadr$coef

minXl < — min(X1)

maxX1l < — max(X1)

minY < — min(Y)

maxY < — max(Y)

SIMUL.X < — seq(minX1, maxX1,by=0.01)

SIMUL.X < — cbind(rep(1,length(SIMUL.X)), SIMUL.X, SIMUL.X"2)
ODHAD.Y < — SIMUL.X%*%BETA

SIGMA.odh < — sqrt(sum((X%*%BETA-Y)"2)/(n-3))

CONF.INT < — qt(0.975,n-3)*SIGMA.odh * sqrt(diag(SIMUL.X%*%solve
(crossprod(X)) %*% t(SIMUL.X)))

PRED.INT < — qt(0.975,n-3)*SIGMA.odh * sqrt(1l+diag(SIMUL.X*%solve
(crossprod(X)) %*% t(SIMUL.X)))

plot(X1,Y,xlim=c(minX1, maxX1),ylim=c(minY, max¥))
lines(SIMUL.X1, ODHAD.Y)

lines(SIMUL.X1, ODHAD.Y-CONF.INT,lty=2)

lines(SIMUL.X1, ODHAD.Y+CONF.INT,1lty=2)

lines(SIMUL.X1, ODHAD.Y-PRED.INT,1lty=3)

lines(SIMUL.X1, ODHAD.Y+PRED.INT,1lty=3)

rug(X1)

Priklad 95 Testovanie submodelov. PouZite visledky modelov MODEL o MODELkvadr
uvedenych vyssie.

Névod:
e pre F-statistiku

F_sum(nested.model$res~2-full.model$res~2)/full .model$res~2 *
df.full/(df .nested-df.full)
p-hodnota je potom 1-pf (F,df.nested-df.full,df.full)
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e pre t-Statistiku

T_sqrt (F)
p-hodnota je potom 2*(1-pt(T,df.full))

e Test Hy : model,, H; : modelg
anova(nested.model,full.model)
Priklad 96 Regresnd diagnostika

plot (MODEL)

71
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11 Priklad analyzy dat v R

Déta pochédzaju z autorovej databazy z gynekologického projektu ”Sledovanie niektorych parametrov
oxida¢ného stresu pocas porodu”’vo Fakultnej Nemocnici s Poliklinikou Bratislava, pracovisko Ruzinov,
ktorého sa zucastnil v roku 2002.

Vyznanlsﬂpcovje nasledovny:

1. malondialdehyd (MDA) je latka, ktord sa meria v krvi novorodencov a rodi¢iek a jej zvysend
hladina indikuje stres, IMDA je meranie prvé a IIMDA je meranie druhé, hypotéza je, ze IIMDA by malo
byt mensie ako IMDA, teda stres ¢asom klesa
. lipofuscin detto, ILipo, IILipo
vek = vek rodicky
t.gr = pocet tyzdnov gravidity
. poc.deti = pocet deti rodicky
. hmotnost = hmotnost dietata v gramoch

7. status.AS1min = do7, nad7 (nad?7 - dieta je v dobrej kondicii, pod7 - potrebuje dodatkovii §pecidlnu
starostlivost)

8. AS5min

APGAR skére (AS, z anglického Activity, Pulse, Grimace, Appearance and Respiration) v Apgar teste
na hodnotenie kondicie novorodenca hned po pérode, v 1. a 5.min, tu je nasledovnych 5 skérovanych
premennych (ddvaji sa body od 0b po 2b, spolu teda 10)

- pulzova frekvencia (2b - nad 100 tderov/min, 1b - pod 100 tderov/min, Ob - bez pulzu),

- dychanie (rychlost a sila, 2b - normdlne, 1b - pomalé alebo nezvycajné, Ob absentujice),

- aktivita a svalovy tonus (2b - aktivny, spontdnny pohyb, 1b - ruky a nohy skréené s malym pohybom,
Ob - bez pohybu, tzv. ”floppy tonus”),

- grimasové odpoved (znidma ako ”reflex irritability”, 2b - odfahovanie na podnet, kychanie alebo
kaglanie, 1b- iba tvarové grimasy so stimuldciou, Ob - absencia, bez odpovede na stimuldciu),

- farba a vzhlad pokozky (2b - normélna farba vsade, aj ruky a nohy st ruzové, 1b - normélna farba,
ale ruky a nohy st namodralé, Ob - modro-siva alebo bleda farba vsade).

Ak bolo AS v 1min po pérode pod7 a nezlepsilo sa do tejto Smin, sestricka musi pokragovat v
"podpore”dietata. AS je teda monitoring momentdlneho stavu kondicie a zdravia dietata a moéze byt
pouzité aj v domécej starostlivosti neskor.

9. status.pH = pH krvi mensie alebo vacsie ako 7.2, teda pod7.2, nad7.2 10. status.IDP = trvanie
prvej doby porodnej, t.j. dodhod, nad4hod 11. status.IIDP = trvanie druhej doby porodnej, t.j. do10min,
nad10min 12. status.porod = spontanny a cisarsky.rez

o Tl W N

# desatinna bodka
# "<-" priradovanie
# pomocnik ... help(FUNKCIA)

# matematicke a zakladne operacie

# >, <, >=, <=, ==

# odmocnina ... sqrt()

# absolutna hodnota ... abs()

# mocnina ... cislo”exponent

# +,-,%,/ \

# logaritmus ... log(ZAKLAD,BAZA)

# exp(EXPONENT) ... "e"

# zoradenie podla velkosti ... sort(VEKTOR)
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# vektor ... c(CISLO,...,CISLO)
# matica ... matrix(CISLA,pocet.riadkov,pocet.stlpcov)
# ________________________________________________________________

# nacitanie dat

# nazov v uvodzovkach + cesta

# header=T ... hlavicka
NOVOROD<-read.table("D:/Dokumenty/SURNE/WEB/asnovorod.txt" ,header=T)
RODICKY<-read.table("D:/Dokumenty/SURNE/WEB/asdatab.txt" ,header=T)

# nacitanie nazvov stlpcov

names (NOVOROD)

# [1] "pC" "MDA" "lipofuscin" "vek"

# [5] "t.gr" "poc.deti" "pH" "hmotnost"

# [9] "ASBmin" "status.pH" "status.IDP" "status.IIDP"

# [13] "status.ASimin"

names (RODICKY)

# [1]1 "pc" "IMDA" "IIMDA" "ILipo" "IILipo"

# [6] "vek" "poc.deti" "t.gr" "status.porod" "status.pH"
# [11] "status.IDP" "status.IIDP"

# priame citanie nazvov stlpcov pri analyze

attach (NOVOROD)
attach (RODICKY)

# zobrazenie dat v tabulke

edit (NOVOROD)

# zakladne charakteristiky polohy

summary (NOVOROD)

PC MDA lipofuscin vek
Min. : 1.00 Min. :0.1500 Min. : 6.130 Min. :20.00
1st Qu.:13.75 1st Qu.:0.4850 1st Qu.: 8.623 1st Qu.:27.00
Median :26.50 Median :0.6300 Median : 9.800 Median :29.00

Mean :26.50 Mean :0.6033 Mean : 9.785 Mean :30.25
3rd Qu.:39.25 3rd Qu.:0.7000 3rd Qu.:10.903 3rd Qu.:33.00
Max. :52.00 Max. :1.1700 Max. :12.620 Max. :40.00
t.gr poc.deti pH hmotnost
Min. :36.00 Min. :1.000 Min. :7.030 Min. 12610

1st Qu.:39.00 1st Qu.:1.000 1st Qu.:7.190 1st Qu.:3113
Median :40.00 Median :1.500 Median :7.297 Median :3470
Mean :39.83 Mean :1.635 Mean :7.275 Mean :3460

H O H HHHEHHEHHHEH
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# 3rd Qu.:41.00 3rd Qu.:2.000 3rd Qu.:7.343 3rd Qu.:3713

# Max. :41.00 Max. :4.000 Max. :7.457 Max. 14450

# ASbmin status.pH status.IDP  status.IIDP status.ASlmin
# Min. : 7.000 nad7.2:37 do4hod :24 dol0min :26 do7 : 8

# 1st Qu.:10.000 pod7.2:15 nad4hod: 28 nad1lOmin:26 nad7:44

# Median :10.000

# Mean : 9.885

# 3rd Qu.:10.000

# Max. :10.000

# frekvencna tabulka

table(poc.deti,status.porod)

# status.porod

# poc.deti cisarsky.rez spontanny

# 1 9 32

# 2 7 13

# 3 2 2

# 7 0 1

# priemer, rozptyl, smerodajna odchylka, minimum, maximum, kvantily
# (0,0.25,0.5,0.75,1) - v zatvorke je vektor pozorovani (realizacii)
mean (hmotnost)

# [1] 3460

var (hmotnost)

# [1] 178772.5

sqrt (var (hmotnost))
# [1] 422.815

min(hmotnost)
# [1] 2610

max (hmotnost)
# [1] 4450

quantile (hmotnost,c(0,0.25,0.5,0.75,1))
# 0% 257, 50% 75%  100%
# 2610.0 3112.5 3470.0 3712.5 4450.0

# dlzka vektora, pocet riadkov matice - pocet pozorovani

length(hmotnost)
# [1] 52

nrow (NOVOROD)
# [1] 52

# pokial mame v datach chybajuce hodnoty, treba urobit upravu tak, aby boli

# chybajuce hodnoty vyradene - nova funkcia (priklady mean a var)
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Mmean <- function(x) mean(x[!is.na(x)])

Mvar <- function(x) var(x[!is.na(x)])

Mmean (hmotnost)

Mvar (hmotnost)

# vypocet napr. priemeru vnutri kategorialnej premennej, napr. piemer IMDA pre
# oba typy porodov

sapply (split (IMDA,status.porod) ,mean)

# cisarsky.rez spontanny

# 0.755000 1.008333

# co tak priradenie nazvu vysledku

AP.IMDA <- sapply(split(IMDA,status.porod) ,mean)

# co tak zaokruhlenie na 3 desatinne miesta

round (AP.IMDA, 3)

# cisarsky.rez spontanny
# 0.755 1.008
# ________________________________________________________________

# GRAFICKE ZNAZORNENIA

# histogram (absolutna a relativna skala) - nastavenie priblizneho poctu intervalov
# '"nclass", vypisanie stredov intervalov, poctu pozorovani v nich

hist (hmotnost)

hist(hmotnost, probability=T)

hist (hmotnost,probability=T, nclass=20)
x <- hist(hmotnost,nclass=20)

# boxplot

# "varwidth=T" ... sirka krabiciek == sqrt(ROZSAH)
# "notch=T" ... IS okolo medianu

# "outpch=16" ... typ bodiek

boxplot (split (IMDA,status.porod) ,varwidth=T,notch=T,outpch=16)
# vkreslenie aritmetickych priemerov do boxplotu

apIMDA<-sapply(split (IMDA,status.porod) ,mean)
points(apIMDA,pch=16)

# kvantilovy graf (qq plot)
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qgnorm(IMDA)

qqline (IMDA)

# obrazok typu "scatter plot" + popisy

plot (IMDA,IIMDA,pch=16, main="Vztah IMDA a IIMDA", xlab="IMDA",ylab="IIMDA")

plot (IMDA,IIMDA, main="Vztah IMDA a IIMDA", xlab="IMDA",ylab="IIMDA",type="n")

points (IMDA [status.porod=="cisarsky.rez"] ,IIMDA[status.porod=="cisarsky.rez"],pch=2)
points (IMDA[status.porod=="cisarsky.rez"] ,IIMDA[status.porod=="cisarsky.rez"],pch=16)

legend(5,20,c("spontanny","cisarsky.rez") ,pch=c(2,16,))

# CDF (kumulativna distribucna fukcia), empiricka a simulovana "rnorm" s aritmetickym
# priemerom a sd ako data

plot.ecdf (hmotnost)
plot.ecdf (rnorm(1000,mean=mean (hmotnost) ,sd=sqrt (var (hmotnost))))

# graf hustoty

plot(density(hmotnost))

# STATISTICKA INFERENCIA

# KS test normality

ks.test (hmotnost, "pnorm" ,mean (hmotnost) ,sqrt (var (hmotnost)))
# One-sample Kolmogorov-Smirnov test
# data: hmotnost

# D = 0.0647, p-value = 0.9815

# alternative hypothesis: two.sided

ks.test (IMDA,IIMDA)

# Two-sample Kolmogorov-Smirnov test
# data: IMDA and IIMDA

# D = 0.1515, p-value = 0.4349

# alternative hypothesis: two.sided

# F - test na porovnanie rozptylov

var.test (IMDA,IIMDA)

# F test to compare two variances

# data: IMDA and IIMDA
# F = 1.5024, num df = 65, denom df = 65, p-value = 0.1033
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#

alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.9199607 2.4536334
sample estimates:
ratio of variances
1.502413

t - test na porovnanie populacnych strednych hodnot

.test (IMDA,IIMDA)

Welch Two Sample t-test

data: IMDA and IIMDA
t =1.3711, df = 124.963, p-value = 0.1728
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-0.03896776 0.21472534
sample estimates:
mean of x mean of y
0.9392424 0.8513636

.test (IMDA,IIMDA,paired=T)

Paired t-test

data: IMDA and IIMDA
t = 2.0637, df = 65, p-value = 0.04305

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

0.002833598 0.172923977

sample estimates:
mean of the differences

0.08787879

VOLBY v t - teste

alternative = "two.sided", alternative = "less", alternative = "greater"
paired = F, paired = T

var.equal = F, var.equal = T

conf.level = 0.95

mu = O ... volba "strednej hodnoty za platnosti nulovej hypotezy"
neparametricky pristup

wilcox.test (IMDA,IIMDA,paired=T)

#

#
#
#

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: IMDA and IIMDA
V = 1418.5, p-value = 0.04589
alternative hypothesis: true mu is not equal to O
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# KORELACNA ANALYZA
cor.test (IMDA,IIMDA)
# Pearson’s product-moment correlation

data: IMDA and IIMDA
t = 5.5522, df = 64, p-value = 5.811e-07

alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:

0.3806653 0.7137084

sample estimates:

cor
0.5701667

H H HHHHEHHA

VOLBY

alternative = "two.sided", alternative = "less", alternative = '"greater"
method = "pearson", method = "spearman"

conf.level = 0.95

H H HH

# LINEARNY REGRESNY MODEL

MDAImO1 <- 1m(IMDA ~ IIMDA, data = RODICKY)
summary (MDA1mO1)

# Call:
# 1lm(formula = IMDA ~ IIMDA, data = RODICKY)

# Residuals:
# Min 1Q Median 3Q Max
# -0.86898 -0.22835 -0.06587 0.16532 0.93290

# Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

# (Intercept) 0.3442 0.1148 2.999 0.00385 *x*

# IIMDA 0.6989 0.1259  5.552 5.81e-07 *x*x*

# —_—

# Signif. codes: 0 ‘*x*x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1

# Residual standard error: 0.334 on 64 degrees of freedom
# Multiple R-Squared: 0.3251, Adjusted R-squared: 0.3145
# F-statistic: 30.83 on 1 and 64 DF, p-value: 5.811e-07

hist(resid (MDA1mO1))
qgnorm(resid (MDA1mO1))
qqline(resid (MDA1mO1))

# kvantilovy graf, tiez je tu nahlad na normalitu dat, ak su data
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# okolo priamky rozptylene len malo, je to OK, konce casto "utekaju",
# tu to nie je take kriticke - model je OK

plot(fitted (MDA1mO1) ,resid (MDA1mO1))

# obrazok fitovanych hodnot voci rezidualom - nesmie byt vidiet nijaku
# zavislost, inak je model ZLY (tu je to OK)

# ISs a predikcne intervaly okolo regresnej priamky

plot (IIMDA, IMDA)

n <- length(IMDA)

X <- cbind(rep(1l,n),IMDA)

# BETA <- solve(X, IIMDA)

BETA <- MDAlmO1$coef

minIMDA <- min(IMDA)

maxIMDA <- max (IMDA)

minIIMDA <- min(IIMDA)

maxIIMDA <- max(IMDA)

SIMUL.IMDA <- seq(minIMDA, maxIMDA,by=0.01)

SIMUL.X <- cbind(rep(1l,length(SIMUL.IMDA)), SIMUL.IMDA)

SIMUL.IIMDA <- SIMUL.X%x*%BETA

SIGMA.odh <- sqrt(sum(X/%*%BETA-IIMDA) ~2)/(n-2)

CONF.INT <- qt(0.975,n-2)*SIGMA.odh * sqrt(diag(SIMUL.X%*%solve(crossprod(X))%*%
t(SIMUL.X)))

PRED.INT <- qt(0.975,n-2)*SIGMA.odh * sqrt(l+diag(SIMUL.X%*%solve (crossprod(X))%*%
t(SIMUL.X)))

plot (IIMDA,IMDA,x1lim=c (minIMDA, maxIMDA),ylim=c (minIIMDA, maxIIMDA))
lines (SIMUL.IMDA,SIMUL.IIMDA)

lines (SIMUL.IMDA,SIMUL.IIMDA-CONF.INT,1lty=2)

lines (SIMUL.IMDA,SIMUL.IIMDA+CONF.INT,1lty=2)

lines (SIMUL.IMDA,SIMUL.IIMDA-PRED.INT,1ty=3)

lines (SIMUL.IMDA,SIMUL.IIMDA+PRED.INT,1ty=3)

rug (IMDA)



