Chapter 1

Neurcity integral



1. Neurcity integral

1.1 Definicia primitivnej funkcie a neurcitého integralu. Zakladné
metddy integrovania

1.1.1 Definicia primitivnej funkcie a neurcitého integralu. Metéda rozkladu

Nech je dand funkcia f definovana na otvorenej mnozine G C R. Diferencovatelnd funkcia F:G —R sa
nazyva primitivna funkcia k funkcii f, ak pre kazdé z € G plati F'(x) = f(x).

Spravidla sa pojem primitivnej funkcie zaviadza aj pre niektoré funkcie, ktorych definicnym oborom nie je
otvorens mnozina: diferencovatelnd funkcia F':[a,b] —R sa nazyva primitivna funkcia k funkcii f:[a, b — R,
ak pre kazdé x € [a,b] plati F'(z) = f(x), pricom F’(a), F'(b) st hodnoty prislusnych jednostrannych
derivacii funkcie F. Analogicky mozno zaviest pojem primitivnej funkcie v pripade funkcii s definiénymi
obormi typu [a,b), (a,b], (—o0,a], (—o0,a]U[b,o0) a pod.

Ak funkcia F : M — R je primitivna k funkcii g : M — R a g = f|M, hovorime, ze
funkcia F je primitivna k funkcii f na mnoZine M.

Mnozina vSetkych primitivnych funkcii k funkcii f sa nazyva neurcity integrdl funkcie f a oznacuje sa

f(z) dz (tento symbol sa vsak niekedy pouziva aj na oznac¢enie primitivnej funkcie k funkcii f; vyraz f(z)

v symbole [ f(z)dz sa nazgva integrand).

Veta 1. Nech I je interval, nech funkcia F: 1 — R je primitivna k funkcii f:1 — R. Potom funkcia
G:I —R je primitivna k funkcii [ prdve vtedy, ked existuje konstanta C € R takd, Ze

G(z)=F(x)+ C, xel.

Ak su teda splnené predpoklady vety 1, tak
/f(a:)dxz {F(z)+C; C € R}.
Je zvykom pisat tiito rovnost bez mnozinovych zatvoriek, tj. v podobe

/f(x)dm:F(a:)—FC.



Veta 1°. Nech funkcia f je definovand na zjednotent intervalov I a J, pricom I U J nie je interval. Potom

plati:

a) Funkcia F : IUJ — R je primitivna k funkcii f prdve vtedy, ked funkcia F|I, resp. F|J je primitivna

k funkcii f|I, resp. f|J.

b) Funkcia G : IUJ — R je primitivna k funkcii f prdve vtedy, ked existuji konstanty c,d € R tak, Ze

F(z)+c,

Glz) = { F(z)+d,

Poznamky. 1. Ak zavedieme symbol C' nasledovne
& ?

C=ﬂ@={¢

mozeme rovnost (1.1) pisat v tvare

a tvrdenie b) vety 1’ mé potom podobu

[ o=

ak xel
ak xeJ

(1.1)

ak z el
ak zeJ ’

F(zx)+C.

2. Tvrdenia analogické vete 1’ mozno vyslovit aj pre funkciu f definovani na koneénom, pripadne

spocitatelnom zjednoteni intervalov.

Ak v takom pripade pouzijeme zépis [ f(z

Ydr = F(z) + C, treba

si uvedomit, ze C' oznacuje diferencovatelni funkciu, ktord je konstantns na kazdom intervale I C D(f) a

ktorej deﬁmcnym oborom je mnozina D(f).

3. Pretoze primitivnu funkciu k funkcii f mozno néjst tak, ze ndjdeme primitivne funkcie k ztzeniu
funkcie f na jednotlivé intervaly jej definiéného oboru, st nasledujice vety formulované len pre pripad funkcii

definovanych na intervaloch.

Veta 2. Nech f je spojitd funkcia definovand na intervale I. Potom existuje primitivna funkcia k funkcii f.

O platnosti nasledujticich vztahov (nazyvame ich tabulkové integrdly) sa mozno presved¢it derivovanim:

a+1
1./xo‘d:£:x +C (v #£—1);
dx
3. T3 2 arctgx + C = —arcctgx + C' ;
5 /d—x—arcsinx—l—c——arccosx—i—C'
VI —a22 B ’
7. /amdx: ¢
Ina

9. /sinxdx =—cosx+C ;

+C (a>0,a+#1), Specidlne

11. /cosxdx:sinx—i—C;

d
13./ ;3 =—ctgzx+C;
sin”

15./ d
COS“ X

=tgax+C;

Poznamky 1. Definiéné obory funkeii z7?/9 pre p,q € N
nie sd intervalmi, na symbol C vo vzorcoch 1, 2, 4, 6, 13, 14 a

1 1 1 1
1— a2 Va2 -1 sinz’ cos’x’ sh’z
15 sa teda vztahuji poznamky za vetou 1.

d
2. /—x1:1n|x|+C;
T

Y BTIN PRE
1—22 2 1—2z

dx
6. —zln‘x—l—\/x?:l:l)—i—C;
/\/3:2:|:1

8. /exdx:ex—i—C;

+C;

10. [ shazdx=chz+C;

14.

12. /c zdr=shx+C;

dx
=—cthz+C;
sh2z

s
ch®x

nesudelitelné a ¢ neparne a funkcii

=thze+C .

'namiesto / %x)dx, resp. / % dx budeme spravidla pisat / fcéf:)’ resp. / g(fa:()xc)ix



2. Podla definicie musi maf primitivna funkcia k funkeii f rovnaky definiény obor ako funkcia f; z tohto
hladiska st zépisy 1 (pre a € (—1,0)), 5 a 6 (pre pripad znamienka —) trocha nepresné. Napr. primitivnou
nie je vlastne funkcia % Va2, ale funkcia % Va2, x # 0. Treba si teda zapamétat,

funkciou k funkeii — ~

ze v zépise [ f(x)dz = F(x) + C automaticky predpokladdme, ze definicnym oborom funkcie F' je mnozina
D(f).

Veta 3. Nech funkcie fi,..., fn st definované na intervale I; nech F; je primitivna funkcia k funkcii
fi G =1,2,....n), nech c1,...,¢, € R. Potom funkcia c1F1 + coFs + -+ + ¢, F,, je primitivna k funkcii
cifi+cafo+ -+ enfn, ateda

Jn@ s+ reti@d=a [f@dotte [ f)dn?

Na pouziti vety 3 sa zakladd integrovanie rozkladom: ak vieme dant funkciu f napisat v tvare linedrnej

kombindcie funkeii, ktorych primitivne funkcie pozname, tak vieme podla vety 3 néjst aj [ f(z)da.
1. N&jdite nasledujice neurcité integraly:

1. /(1—3:)(1—43:) dz ; 2. /(3—x2)3dx;

2 3 1— 2
3./<g+a—2+a—3>dx; 4/( x) dx ;
r  x x x
5. /3.4 ca Oy 6. /(a2/3 — 2%3)3da
—2vVa2 +1
7/\/E i dx ; 8/(1——) xv/xdr ;
Vx
2
T T +3
9. | ——=dx; 10.
/ 11220 /x2 - 1
1 2 1— 22 .9T _ 9.3
1, [Yitete T iz 12./3—(195;
V1—axt *
2:c+1 _ 55671 390 1
13./—da:; 14/ i dx
10 e*+1
15. /sin2 gdx ; 16. /ctg zdr ;
17. /th%dm .
2. 1. Najdite nasledujice neurcité integraly:

z, akx <2
a)/|x\da:, b)/f($)d$,kdef(a7)—{27akx>2 ’
c) /(\1+x\—|1—x|)dm; d)/max{l,:p2}dx.
2Vyraz na pravej strane tejto rovnosti md tvar ciA; + -+ + ¢, An, kde Ai,..., A, st podmnoZiny

mnoziny C(I) vsSetkych spojitych funkcii definovanych na intervale I. Pripomenime si, ze pre

A,BCC(), feC(), ce Rstusymboly A+ B, f+ A, ¢- A definované takto:
A+B={f+g; f€ A ge B}

f+A={f+g g€ A}

c-A={c f; €A}



2. N3ajdite vsetky funkcie f:R — R, pre ktoré plati

1, ak z € (0,1]
x, akx >1

oo |

RieSenie: 1b) Funkcia f je spojitd a jej definiény obor — mnozina R — je interval, preto podla vety 2
existuje primitivna funkcia F k funkcii f. Hladand funkcia F vyhovuje pre x € (—o0, 2] podmienke F’(z) = z,

preto
2

F(zx) = %—l—C pre z € (—o0,2].

Z rovnosti F'(z) = 2, ktord m4 platit pre x € (2,00), vyplyva
F(x)=2zx+ K pre z€(2,00).

Primitivna funkcia F' k funkcii f musf byt spojitd v kazdom bode x € R (F m4 totiz derivaciu v kazdom
bode z € R), teda aj v bode 2; preto musi platit
A Fle) = lip Fle),
tj.
22
lim —+4+C= lim 2z + K,
2 T—2+

r—2—

odtial dostdvame podmienku
C=2+K.

Derivovanim sa mozno presvedéit, ze takto ndjdend funkcia

1‘2

2r + K | akxz > 2

je primitivna k funkcii f.
Preto (podla vety 1)

/f(a:) dx = Fi(z) + K,

kde
22
Fl(x): ?+2,akx§2
2z ,ak x> 2

3. Uvedte priklad nespojitej funkcie f:(—1,1) — R, ku ktorej existuje primitivna funkcia.

4. Nech funkcia F' je primitivna k funkeii f definovanej na ohrani¢enom intervale (a,b). Rozhod-
nite o platnosti nasledujucich implikacif:

1. ak f je ohraniCend, tak aj F' je ohranicena;

2. ak F' je ohranicend, tak f je ohranicena.

Svoje tvrdenia dokazte.

1.1.2 Metdda substiticie

Veta 4. Nech I, J si intervaly, nech F je primitivna funkcia k funkcii f:1 — R; nech ¢ : J — R je
diferencovatelnd funkcia a ¢(J) C I. Potom funkcia F (p(x)) je primitivna k funkcii f (o(x)) ¢'(z).
(Tj.: ak

/f(t) dt =F(t)+C,



tak
/ F(p(@)g' () dx = Fp(x)) +C. )

Ak teda hladdme [ g(z) dr a funkciu g sa nam podari zapisat v tvare g(z) = f(p (x))gp’ (x), pricom Vieme
najst [ f(t)dt, tak podla vety 4 vieme ndjst aj [ g(x) dz. Prechod od hladania [ g(z)dz k vypoctu [ f(t)
budeme zapisovat nasledovne

[oterte= [ stetane@rde=| A0 |= [ f0d=F)+0 = Flota .

Ak funkcia ¢ je naviac prostd, vyplyva z vety 4 toto tvrdenie:
Veta 5. Nech I, J st intervaly, nech f:I—R je spojitd a ¢:J —R prostd® diferencovatelnd funkcia,
pricom @(J) = 1. Ak funkcia F(t) je primitivna k funkcii f(o(t))¢'(t), tak funkcia F(o~'(x)) je primitivna

(Tj.: ak
[ fewye @i =ro .
tak
[ t@)de=Fie @+ ).
Pouzitie vety 5 pri hladani [ f(x) dz budeme zapisovat nasledovne:

[1@de=| 2280 | = [ setne@a = o+ 0 = Fe@) 4o

Poznamka. Podstatou obidvoch uvedenych viet o substiticii je ,,rovnost“

[ rwau= [ fepeant

ktord ,,éitame® v pripade vety 4 ,,sprava dolava® (tj. hiadanie integralu na pravej strane previdzame na
vypocet integralu vlavo) a v pripade vety 5 naopak ,,zlava doprava*“.

Pre p(x) = ax + b (a # 0) z vety 4 vyplyva:

/fax+b /fax+b =

5. N4ijdite nasledujice neurcité integraly:

1. / : 2. /(295 —3)%z ;
xr—a

S 4,
/(533—2)5/2 ’ /2+3:p2 ’

Snamiesto existencie inverznej funkcie ¢~! staéi dokonca predpokladat len existenciu pravej inverznej
funkcie ®:J—I (pre funkciu @ teda plati ¢(@(x)) =z, x € J), pozri [14, kapitola III, §4, veta 53]
4pouzitim diferencidlu funkcie ¢ sa tento zapis stane este nazornejsim:

J fw)du= [ f(p(v))d(e(v))

ar+b=t | 1 1 1




5/ dx . 6/ dx .
) VB2 =2 ) x2—x 427

dz dz
7. | ———; 8. | —;
/3x2—2x+1’ /1/1_21._1.2’
d
9. /—x ; 10. /(e_”” + e ) dx ;
V21?2 —x+2
d d
sin®(2x + 7/4) 1+cosz
13. /cth2§dw ; 14. / mdaf;

2
x

RieSenie. 7.

/ dx _
322 —2x+1

R dt dt
- NN d?a)c—dt B 3t2+g: 2 9t2 1 N
3 3
_ §/L_§.£/ﬁi_’ v _
) 2 T2 3 2 a _ a
(it> +1 <it> +1 ’_th—dz
V2 V2
1 dz 1 1 3
= — — = _—_arctgz+C = —arct —t|+C=
\/2/z2+1 V2 & V2 g(z)

o (3 (1)

= ——=arc — |z — = :
RT3

14. Vypocet sa zjednodusi pouzitim substiticie 1 — x = ¢:

/x(l—x)lodx _ —/x(l—x)lo-(—l)dx:‘ et ‘:—/(1—@-#%:

12 11 N2 RN E!
el LR e

Uvedenym spoésobom mozno (pre a > 0) odvodit tieto vzorce:

d 1 d 1
3’./7$:—arctgf+0; 4’./7x:—1n
a a

a? + x2 a?2—22 2a

a+x

+C;

a—x

dx x dx —
5. | ——= =arcsin— +C'; 6’./7:1n’x+ 2 +a?|+C.
/ Va2 — a2 a Va2 £ a? v ’
6. Pouzitim substiticie v podobe ¢(z) =t najdite nasledujiice neurcité integrély:
1. /sin5:c coszdr ; 2. / 1+ 220z ;
xdx 5
3./7; 4./x2\/1+x3da:;
V1— 22



5 / x2dx .
' (83 4 27)2/3 7

6

.2
./xemdaf;;

® 21In’z —3
7./ ¢ dx ; 8./Ldac;
2+e” T
dx
9. /t zdr ; 10./ ;
& arcsinz - V1 — 22
d d
Ty G — L
VthZ z - ch?x 4+
rdx z3dx
13'/x4—2x2+3’ 14'/3:8—2’
rdr dx
15. : 16. /7;
N R (1+2)Vz
dx x°
17-/7; 18./7@5;
Ve (l+z) V1— 22
" 2dx
19. | —— (neN); 20. /cos?’xdx ;
V14 gnt?
91 cosz dx 22/ sinz cosx dx 2 4
. 5 . y @ ;
V1+sinz + cos? x Va2 sin?x + b2 cos2 z
sinx dx dx
23, [ T2 24. /—;
Vcos 2z z Inz In(Inx)
d d
25. /7”3; 2%. /795;
P N
2% . 3%
27. 9t _ 1% dx .
RieSenie. 12.
rdr 1 2udr 2=t | 1 ad 11 " t—l—C—
4 4+ 4 B 5 4—|—(a:2)2_ 2z dr=dt _5 4—|—t2_§ iarcg§ a
1 x2
= Zarctg;—l—c
(pri vypocte posledného integrélu sme pouzili vzorec 3’).
16.
dx 1 dx V= dt
/(1+x)ﬁ /1—1—33 N 255—dt /1+t2 arctg { +C
= 2arctg vz + C.
26.
/ dz 1 2e2%dx _‘14—@2”:25 ‘_l/ dt B
Vitem 2 ) e Tre |2%dz=dt| 2 ) t-1)vi
S ) JRCCE o B O e
(t—l) 2\/1—5 2—\/£de 22 -1 2 z+1 2 \/1_54—1
1 V1+e2w —1 1 V1te2w —1
= YL i o=-m| Yl )0
2 |[VIte=+1 2 \Vitex 41

Poznamka. V rieseni prikladu 6.26 sme mohli dve za sebou nasledujtice substitiicie 1+ €2* =t a \/t = z

z14¢it do jedinej: V1 + e2* = z.



7. Pouzitim substitiicie v podobe & = ¢(t) néjdite nasledujiice neurcité integraly:

1/ dr /
)2+ x—I—l

Lwﬂdm 4/796.
1+Vz+1 ) VE Y

5/x+3 6/da:
\/233——3 ) VIFer

RieSenie. 1. Funkcia f(z) = je definovand a spojitd na intervale [0,00). Zvolme funkciu ¢

2+ \/_
v tvare @(t) = t2, t > 0; td — kedze je prostd a diferencovatelnd a plati ¢([0,00)) = [0,00) — vyhovuje
4 .
predpokladom vety 5. Pretoze primitivnu funkciu k funkeii f(p(t)) ¢'(t) = P 2 — 377 vieme néjst,

mézeme pouzit vetu 5, podla ktorej

1 r=t? 2t 4
——dr = = dt = 2———|dt=2t—-4In|2+¢ =
/2+\/5 ‘ ‘dx:%dt‘ /2—|—t /( 2+t) n2+t+0
= 2Vr—4Im@2+V2)+C
(pri tprave posledného vyrazu sme vyuzili, ze In |2 4+ /z| = In(2 + /x)).

Poznamky. 1. Odporicame Gitatelovi presvedéitf sa, ze uvedeny vysledok sa nezmeni, ak zvolime funkciu
o v tvare p(t) =12, t <0.
2. V&imnime si, ze napr. neur¢ity integral z pr. 6.16 sme mohli rovnako dobre vypoéitat aj na zaklade

vety 5 substitticiou = = ¢2, t > 0, podobne neurcity integral z pr. 6.26 substitiiciou x = 5 In(z% — 1) (ktort

najdeme tak, ze zo vztahu v/1 + €2* = z vyjadrime z). Teda ak ¢ je prosté funkcia, mozno namiesto vety 4
(so substitticiou p(z) = t) pouzit vetu 5 (so substiticiou z = p~1(¢), kde ¢! je inverznd funkcia k funkcii ).
Tento prechod od substitticie v tvare ¢(z) = t k tvaru @ = ¢~ 1(¢) pouzivame, ak funkciu f (ktorej neurcity
integral hladdme) nevieme jednoduchymi tpravami prepisat do podoby g(p(z)) ¢’ (x).

8. Pouzitim trigonometrickych substitiicii z = a sint, = a cost, © = atgt, x = a/cost a pod.
ngjdite nasledujice neurcité integraly:

dx

x? 1
3. | ———=dzx; 4. | ——=d
/\/a2—:1:2 v /(1"‘332)2 )
dx dx
5 | ———==75 >0 ; 6. | —F/———=, >0.
/(x2+a2)3/2 ¢ /x\/x2—a ¢
9. Nech P je polyném. Potom [ P({/z)dz = Q(¥/z)+ C, kde Q je polyném (n € N). Dokdzte!
00

(
10. Néjdite vSetky funkcie f:[0,00) — R, ¢:R — R vyhovujice podmienkam
z f'(2*) + ¢ (x) = cosx — 323,
(

f(z®) +g(z) =sinz — z* .

1.1.3 Metdda per partes

Veta 6. Nech funkcie u, v: I — R st diferencovatelné na intervale I a nech existuje primitivna funkcia
k funkcii wv’. Potom existuje aj primitivna funkcia k funkcii u'v a plati

/ o (@) o) dz = u(z) v(z) — / (@) v (z) dz.



11. N4jdite nasledujice neurcité integraly:

1. /xcosxdw; 2./xe*“dx;
3. /xarctgxdx; 4. /(x2—33+1) Inzdzx ;
5. /x23_2’”dx; ./(:1:2+3) sin 2z dz ;
7. /(h“_x)de; ./h“c‘;”dx;

x cos?

9./xdx ; 10./\/51n2:vdx;

[«

oo

cos? x
11./x1n 1+é‘ dx ; 12./lnxda:;
13. /arctg zdr ; 14. /arcsinxdw ;
15. /ln(:L‘—i— 1+2?)dr ; 16. /e%cosxdzv;
17. /e“‘c sinbrdr, ab#0; 18. /sin(lnx) dx .

RieSenie. 13.

u'=1 u=z = dr
arctgrdr = 1 - arctgxdr = , 1 =zarctgr — | —— =
v =arctgx v = 1+ 22
1+ 22
U fowde [1karet |1 [t
= warctgr —o [ 75 =\ o g | T AT 5 =
1 1
= xarctgx—51n|t|—|—C:xarctgx—§ln(1—|—x2)—|—0
16. Pouzitim metdédy per partes dostaneme
! — cos .
/ehcosxdx: v _Cg;x u,_bm;; :eQxSinx—Q/estinxd:E. (1.2)
v =e v'=2e

Neur¢ity integral [ e**sinx dz vyjadrime op4t pomocou metédy per partes:

/629” sinx dx =

Ak toto vyjadrenie dosadime do vzfahu (1.2), dostaneme pre hladany neurcity integrdl I = [ €2* cosz dx
rovnost

w' =sinz u =—cosx
v =e2® /=22

= —e®®cosx + 2 /62” cos x dx.

I=e*sine+2e* cosx —41, (1.3)
z ktorej vyplyva
1
I:/e%cosxdx:ge%(sinx—i—Qcosx)—i—C. (1.4)

Poznamka. Nebude na §kodu uvedomif si, Ze (1.3) je rovnostou dvoch mnozin: ak oznaéime f(z) jednu
pevne zvolenti primitivnu funkciu k funkeii €% cos x (f existuje podla vety 2, nagou tilohou je néjst jej predpis),
m4 rovnost (1.3) tvar

{f(x)+C; C€R} =e*sinz+2e*cosz —4-{f(z) + K; K € R},



tj.
{f(x)+C; C € R} = {*sinx +2e* cosz — 4f(z) — 4K ; K € R}. (1.5)
Zdovodnime teraz prechod od (1.3) k (1.4) podrobne: Hladans funkcia f je prvkom mnoziny na lavej

strane rovnosti (1.5) (sta¢i polozit C' = 0), musi teda patrit aj do mnoziny na pravej strane. Preto existuje
K € R tak, ze

f(z) =e*sinx +2e** cosx — 4 f(x) — 4K,
odtial

1 2 4
f(a:):geQmsinx+362”cosx—gK.
Podla vety 1 potom
2x . 1 2x s 2 2x 4 ralal
e“’cosrdr = {f(x)—l—C’;CER}:{ge smx—i—ge cosx—gK—l—C’;C’eR}:

1
= {g e*(sinz + 2 cosz) + C'; C € R}.

12. N§jdite nasledujice neurcité integraly:

1. /x5e_$3da:; 2. /eﬁdx :
3. /a? siny/z dzx ; 4. /(arcsinx)2dx ;
5. /ZL‘ sin? z dx ; 6. /e% sin® z dzx ;
7. /(ex —cosz)?de ; 8. /x.cc;sx dz ;
sin® x
g, [ Tarccosz ; 10 /xln(m+\/1+x2) i -
V1—a? V1+2?
x? dx
1. [ —" dx; 12. /7 :
/(1 + x2)? v (a2 + 22)2
22dx —
13. | —; 14. / a? — x2dx ;
V1 — 22 v
T earctgw earctg T o
15. ————=dz ; 16. —_—
/(1+fc2)3/2 v /(1+x2)3/2 ’

xe”
17. | =5 _de .
/<x+1>2 !

13. Nech f:R—R je dvakrét diferencovatelnd funkcia. Néjdite [ f”(x)dx .

14g. Nech funkcia f: R— R ma4 primitivnu funkciu, nech ¢ je polyném. Potom existuje primitivna
funkcia k funkcii fg. Dokézte!

15¢. Ak funkcie f,g: I — R sd n-krdt spojite diferencovatelné na intervale I, tak
/fg(n)dx _ fg(n—l) o f/g(n—2) + f//g(n—3) 4t (_1)n—1f(n—1)g + (—1)n/f(n)gd.7}

(uvedeny vztah sa nazyva viacndsobnd formula per partes). Dokazte!



1.1.4 Rekurentné vztahy. Metéda neuréitych koeficientov

Rekurentné vztahy umoznuju previest vypocet integralu zavisiaceho od indexu n na vypocet integralu toho
istého typu s mensim indexom.

16. Pouzitim metédy per partes odvodte rekurentné vztahy pre vypocet nasledujticich integrélov:

dx
1In:/m, CL>O, 2In:/(a2—x2)"dx, (Z>0,
:1:.7'[»
3.I:/t"xdx; 4.[2/7@;, a>0;
n g n Nl
5. In:/sin”xdac; 6. In:/cos”xdx.

RieSenie. 1.

I dx u'=1 u=2x . x 19 a? de —
") @24a?) v =@+ V==2nz(@*+a*)" | (22 +a2)n " (22 + a2)n+1 v
x (22 + a?) — a® x 9
= 7(3;2 a7 +2 / (@2 + a2yt T = @2+ a2)n + 2nl, —2a*nly41.

7 takto ziskanej rovnosti
o 2
In = m + 2’[’LIn —2a ’I’LIn+1
vyplyva rekurentny vztah
1 T 2n —1
I = I,°. 1.6
T 9na? (22 + a?)* = 2na? (16)
Pre n = 1 tak dostavame
L — /L_LL+LI _LL+L/L_
2= (#2 +a2)?2 202 (22 +a2?) 242 DY (2 +a2?) 202 ) 22 +a2

1 x n 1 ¢ x+C
= ——— + _—_arctg — :
202 22 +a?  2a3 ga

Pomocou I, mézeme teraz vyjadrit Is atd.
(Vsimnime si, ze pri odvodeni vztahu (1.6) sme potrebovali len predpoklad n # 0, teda uvedeny vztah
plati pre vietky redlne ¢fsla n # 0. Specidlne pre n = 1/2 — kedy sa vlastne ,,straca“ jeho ,,rekurentnost*,

2n — 1
pretoze vtedy n—2 = 0 — z neho vyplyva

2na
dx 1 T

I3, = - — =
5/ /(x2+a2)\/x2+a2 a? /22 + a?

*Rekurentny vztah sme mohli odvodit aj nasledovne:

1 1 (22 + a?) — 22 1 x?
In= | ——Fmdv=—=5 | V%5 dv=—5 \Imn1— | —5 5 ;
' / (22 + a2)™ de = -5 / (22 + a2)™ dr = —5 ( 1 / (22 + a2)m dz

+C

pritom
x? x w' =z (2 +a®)™" u=—(2>+a>)" "V /2(m - 1)
dl' - dl‘ = , —
(22 + a?)™ (22 + a?)™ v =1 o =1
_ T n 1 I
T 2m-1) @ +a®)™ 1 2(m—1) """
teda

j I n 1 T _ 1 I _ 1 T n 2m -3 I
@\ m =) (@24t 2m—1) ") 2(m—1)a® (2 +a2)m L 2(m—1)a® "

(ak polozime m — 1 = n, dostaneme zrejme rovnost (1.6)).



Pomocou Iy, teraz mozeme vyjadrit I, atd.)

17. Néjdite [(23 — 222 4 5) e3dx .

Riesenie. Tento neuréity integrdl mozno vypocitat opakovanym pouzitim metédy per partes (teda vlastne
pouzitim vzorca z pr. 15). Ak si predstavime postup vypoctu, zistime, ze hladand primitivna funkcia bude
mat tvar

Qs(x)e>® + C,

kde Q3(z) = K23 4+ La? + Mx 4+ N je polyném 3. stupiia. Teraz treba uz len najst koeficienty K, L, M, N
tak, aby platilo
(Qs(x) €3 + C) = (2® — 20% + 5) &37. (1.7)

Pretoze

(K2® + La? + Mz + N)e3* +C) = (3Ka? +2Lx + M) e + 363" (Ka® + La® + Mz + N) =
(3Ka® + (3L +3K) 2® 4+ (3M +2L) x + (M + 3N)) e3* ,

mé rovnost (1.7) tvar
(3K2® + (BL+3K)2® + (3M +2L) v + (M + 3N)) e** = (2° — 22° +5) *".

T4to rovnost bude splnend, ak polynémy na jej pravej a lavej strane budd mat zhodné koeficienty u ¢lenov
s rovnakymi mocninami, tj. ak bude platit

3K =1, 3L+ 3K = -2, 3M +2L =0, M+3N=5.
Riesenim tejto stustavy dostaneme
K=1/3, L=-1, M=2/3, N =13/9,

teda hladand primitivna funkcia je

3
x o 2z 13\ .,
- - —+ = T+ C.
(3 x+3+9)e +

Postup vypoctu neuréitého integralu uvedeny v rieseni pr. 17, nazyvany metdda neurcityjch koeficientov,

umoziuje vlastne nahradif integrovanie derivovanim v pripade, ked vieme vopred odhadnif tvar hladanej
primitivnej funkcie.

18. Metdédou neurcitych koeficientov najdite
1. /(33:3 —17) e*dx ; 2. /(:1:2 + 3z +5) cos2zdx ;

3. /(a?2 + 2z —1) sin3z dx ; 4. /(2+x2) cos 2z + (1 + 2z + 323) sin 2z dx .

1.2 Integrovanie racionalnych funkcii

P g
Funkcia R tvaru R = —, kde P, @ su polynémy, sa nazyva raciondlna funkcia. (Specidlne teda kazdy

polyném je raciondlnou funkciou.) Ak naviac stupen polynému P je mensi ako stupeii polynému @), hovorime,
ze R je rydzo raciondlna funkcia.

Bx+C
Funkcie tvaru , 5 + , kde A, B, C, a, p, q¢ su redlne konStanty, pricom
(z—a)" " (2% +pr+q)"
p?—4q < 0 (tj. polyném x2+px+q nemé redlne korene), n € N, sa nazyvajt elementdrne raciondlne funkcie

(parcidlne zlomky).




Veta 7. Nech Q(z) je polynom stupria n > 1, nech koeficient pri jeho najvyssej mocnine je rovny 1 6.
Potom
a) Polyndm Q(z) mozno zapisat jedingym spésobom v tvare

(x—a)™ (z —az)™ - (x —ap)™ (22 + proz+ @)™ - (2% 4 psx + q5)™* ,

kde ai,...,ar si navzdjom rézne korene polynomu Q(x), polynémy x> + pix 4+ qi,..., 22 4+ ps + qs nemagi
redlne korene a si navzdjom rézne, ni,...,Ng, M1,...,Mmg € N.

P .
b) Rydzo raciondlnu funkciu R = é ( P je polyndm) mozno zapisat v tvare sictu parcidlnych zlomkov.

Séitance vystupugjiice v tomto stcte mozno rozdelit na skupiny patriace k jednotlivgm élenom rozkladu polynému
Q(z), tj. na skupinu parcidlnych zlomkov patriacu k élenu (x—a1)™,. .., skupinu parcidlnych zlomkov patriacu
k élenu (22 + psx + q5)™s. Pritom skupina patriaca k clenu tvaru (x — «)¥ pozostdva z parcidlnych zlomkov

Ay A A,

(—a) (@-—aP’ 7 (z-a)’

skupina patriaca k élenu tvaru (2 + Bx + )" pozostdva z parcidlnych zlomkov

Bix+ C4 Box + Cy Bua:—i—Cu
@+ hr+n) @Bt 7 @Bt

Integrovanie elementarnych racionalnych funkcii
1.

A
/ der=Aln|z —a|+C;

r—a

2. preneN,n>1je

A A 1
dr = C.
/(x—a)” v 1—n(x—a)"*1+
Bz +C Bx+C
Vypocet neurcitych integralov / 2# / #dm mozno substiticiou = + P_y
(2% 4+ px +q) (22 4+ pz + Q)" 2
: . Mt+ N Mt+ N 4q — p?
previest na hladanie neurcitych integralov / + , / + dt, kde r = B G (uvedend
(t2+r) (t2 +r)m 4
o - . ) o P\? | 4g—p°
substiticia vyplyva z upravy kvadratického troj¢lena x* + px + ¢ na uplny Stvorec (x + 5) + —1 ).
3.
dt N
N/t2+7“ \/Farctg7+0 pre M =0
Mt+ N g — .
247 T Y M [ o2tdt dt M 9 N ;
/t2+r W:7ln(t —l—r)—i—\/Farctg\/_—i—C pre M #0
(prvy z integralov sme riesili substiticiou t2 + 7 = s)
4. preneN,n>1]je
dt . Y .
N m pre M = 0, tento integral hladdme pomocou rekurentného vzorca
(pozri pr. 16.1)
/ Mt+ N g —
(2 +r)n M/ 2t dt N/ dt _ M 1 N/ dt M£0
2 @ N T Tt @art TN e PMA
(prvy z integralov sme riesili substitticiou #? +r = s, na vypocet druhého pouzivame
rekurentny vzorec — pozri pr. 16.1)

Szrejme kazdy polyném @(x_) stupfia n > 1 mozno zapisat v tvare Q(z) = aQ(x), kde a je koeficient pri
najvyssej mocnine polynému Q(z) a polyném @Q(z) vyhovuje predpokladom vety 7



19. Najdite nasledujiice neurcité integraly:

2x 4+ 3 x dx
L / CEDEE 2‘/(x+1)(x+2)(x+3);

x ztdx
3'/x2+x—2d ’ 4'/(1‘—1)(;1:—1—1)(30—1—2)'

P
RieSenie. 4. Ak je stupen polynému P v&¢si nez stupen polynému @, mozno raciondlnu funkciu —

napisat v tvare sti¢tu polynému a rydzo racionélnej funkcie (sta¢{ polyném P vydelif polynémom @), v nagom
pripade

x? _ x? _ 91 5% — 4 _
(x—1)(z+1)(z+2) B roat-z-2 w3 4+202 —x—2

a2 —4

= A T e )@Y

522 — 4
(z—=D(z+1)(z+2)

Podla vety 7b) funkciu mozno napisat v tvare

a2 —4 A B C

G- De+0@+?) z-1 241 z+2° (18)

Nezndme koeficienty A, B, C' mézeme nijst nasledovne: stéet parcidlnych zlomkov na pravej strane rovnosti
(1.8) upravime na spolotny menovatel

5% — 4 Al +1)(z+2)+ Bl - 1)@ +2)+Cla—1)(z+1) _
(z—-DE+1)(z+2) (z—1)(xz+1)(xz+2)
(A+B+C)2*+ (3A+ B)z+ (2A—-2B-C)
(x—1D(z+1)(z+2)

a porovnanim koeficientov pri rovnakych mocnindch premennej x na pravej a lavej strane rovnosti
522 —4=(A+B+0C)2® + (3A+ B)z + (24 -2B - O) (1.9)
dostaneme sistavu rovnic

34 + B =0 |, (1.10)

ktorej riesenie je A =1/6, B=-1/2, C =16/3.
Teraz uz mozeme pristipit k vypoétu nasho neuréitého integralu:

/(x_l)(fj?)(erm B /<x_2+(x—1)ii2+_1;l(x+2)> =
ot T

1‘2

1 1 16
= ?—2x+gln|x—1|—§ln|x—|—1|=gln|x—|—2|—|—0.




Poznamka. Rovnost (1.9) plati pre vietky 2 € R (pre x # 1, —1, —2 to vyplyva z rovnosti (1.8), ktorej
platnost zarucuje veta 7b), pre x = 1, —1, —2 to vyplyva zo spojitosti funkcii na pravej a lavej strane rovnosti
(1.9)). Ak v tejto rovnosti dosadime za 2 vhodné ¢isla, dostaneme sistavu rovnic pre nezndme A, B, C,
ktord moze byt jednoduchsia nez (1.10).

Zapisme (1.9) v tvare

522 —4=Alz+ 1)z +2)+Blx—-1)(z+2)+Cz —1)(z+1),

potom je zrejmé, 7ze za x bude vhodné zvolit ¢fsla 1,—1 a —2 (teda korene polynému z menovatela rydzo
racionalnej funkcie, ktort sme rozkladali na parcialne zlomky 7); dostaneme tak rovnice

1=64, 1=-2B, 16=3C.

20. N3§jdite nasledujice neurcité integraly:

2
2+ 1 xdx
1. [ —————=dx; 2/
/(J)—i—l)Q(ZL‘—l) . 23 _3r 12
dx x 2
3. ; 4. ——— | dx;
/:1:2—433—1—4)(1'2—437—5)’ /(x2—3x+2> v
3 +x+2 x® dx
5/ dx ; 6./ .
ot 4213 xt =223 4 2x — 1

RieSenie. 1. Vyjadrenie integrandu ako suctu parcidlnych zlomkov hladdme podla vety 7b) v tvare

2 +1 A . B . c
(x+1)2(zx—1) 24+1 (x+1)2 z-1°

Po tprave pravej strany na spolo¢ny menovatel a porovnani koeficientov polynémov v ¢itateli na pravej a
lavej strane dostaneme sustavu rovnic

A + C =1
B + 20 =0
- A - B + C =1

ktorej riesenim je A =1/2, B=—1, C =1/2. Preto

2241 1 L 1
/(x—i—l)?(x—l)dx - /(2(x+1)_(x+1)2+2(:c—1)> =
%ln|x—1|—|—0:

= 1 1
n|a:+ |+ —— oo
1

- “n|z?—1|+C.
x+1+2n|x |+

21. Najdite nasledujuce neurcité integraly:

r—1 dx
1. [ ———dx; 2. ——;
/:c2+x—|—1 v /x(:ﬂ—i—?)’
3. / 4. / dr ;
PR (14 x)(1 4 x + 22?)
5 / (32% — 2)x dx . 6 / dz
") (x+2)%(322 =22 4+4) ) (2?22 +22+2)

Ttento postup je vyhodny, ak menovatel rozkladanej rydzo racionélnej funkcie je polyném n-tého stupiia,
ktory mé prave n navzajom roznych redlnych korenov



2

Riesenie. 3. Pretoze z° + 1 = (z + 1)(2? — 2 + 1), pricom polyném z? — z + 1 nem4 reélne korene,

budeme vyjadrenie integrandu ako stétu parcidlnych zlomkov hladaf v tvare

1 A Bx+C

1+a:3_x+1+a:2—a:—|—1'

Pre nezndame koeficienty A, B, C dostdvame sistavu rovnic

A + B =0
A + B + C =0 |,
A + C =1

ktorej riesenim je A =1/3, B=—1/3, C' = 2/3. Preto

/dx —/ 1 — v =2 dm—lln|x+1|—l/7x_2 dx =

B4+1 3(x+1) 3@2-z+1) 3 3 (x—§)2+;°f N
1 1 [t 1 1/1 [ 2tdt 3 dt

= -1 U—= | —2dt=-1 f-=(z ] == -2 )=

3mle+1] 3/t2+ gzt 1] 3(2/752—1—% 2/t2+§)

1 1 3 1 2 2t
= -1 1—=In(# = t C=
3n|x—|— | 611( —|—4>—|—2 \/garcg\/_—l—

1 1 1 2x —
= §1n|33+1| - (—3111(3:2 —z+1)+ %arctg% +C.
22. N3§jdite nasledujice neurcité integraly:
z—1 dx

1. | ———dx; 2. / —;

/ (@222 @211
5 / dx ‘ 4 / dx

(e + D) (22t +1)27 C )28+ dxt + 422

RieSenie. 4. Pretoze z2° + 4z* + 422 = 2%(2% + 2)? a polyném 22 + 2 nem4 redlne korene, mozno podla
vety 7b) pisat integrand v tvare
1 A B Cz+D Ez+F

x6+4x4+4x2_z+ﬁ+x2+2 (22 4+ 2)2 "

pritom neznédme A, B, C, D, E, F su rieSenim stustavy

A + C =0
B + D =0
4A + 20 + F =0
4B + 2D + F =0
4A =0
4B =1
odtial A=0, B=1/4,C =0, D= —1/4, E=0, F = —1/2. Preto
dzx 1 1 d
/x6+4x4+4x2 - (4 x2+2) 2(x2+2)2) e
1 1 dzx
I _M'Mtg\/’ 2/(a:2+2)2'
H_/

1

Integral I mozeme néjst dosadenim do rekurentného vztahu (1.6) z pr. 16.1; nasledujiici vypocet integralu I
vsak v tomto pripade nevyzaduje viacej ndmahy nez odvodenie rovnosti (1.6):



B dx ol @422
= /(x2+2) - 2/ @rop T

1 dx T u = x = 1
= = — dx): (22 +2)? 222 +2) |=
2 / 2 2
2(/.’13 +2 (.’13 +2) v =z ,U/_l
= 1<1arct + —1/ du = 33 + arctg — +C 8
2\ g\/i 222+2) 2) 22+2) 4(22+2) 42 gﬁ
Teda celkovo
/d—x__i A e x_l_
20+ 4zt + 422 4z 42 & N

1 1 1 T 1 T
- e T ey T ) YO
1 T 3 T
E—S(x2+2)—8\/§arctg7§+c

23. N3§jdite nasledujice neurcité integraly:

25
1 / dx. 2‘/ x dx ;
x3+27 x3—1
dx
/x4—1 4‘/x4+1’
dx
5'/3:4—1-:1:24-1’ 6‘/x6+1’
7/ dx ) 8/ dzx )
' 1+ z)(1+22)(1+23) ) (@24 x41)3
dx dx
9. ; 10. b#£0.
/3384—83364—16;34’ /x3—|—bx2+ax—|—ab’ ab #

b
24. Pre aké hodnoty parametrov a, b, c,d € R (C2 +d7 > 0) je /Z;Uj__d

funkciou?

dx raciondlnou

25. Akym podmienkam musia vyhovovat koeficienty a, b, ¢ € R (a? + b*> + ¢ > 0), aby

/ ﬁ bola funkcia tvaru

a) R(z);
b) KInR(z) + C;
c) Karctg R(z) + C;
kde R(x) je raciondlna funkcia a K # 07

26. Vypocet nasledujicich neurcitych integrdlov mozno zjednodusit pouzitim vhodnych sub-
stitucii:

2420 -7 x dx
1. : 2. :
/ (x—1)3 dz ; /;1:8—1
?’dx T+
3. | —; 4. | ———d
/x8+3’ /x6+1 T

8Tento vypoéet zodpoveda postupu z poznamky ° k rieseniu pr. 16.1. Ak chceme pri vypocte integralu
I pouzit postup z riesenia pr. 16.1, musime tam uvedeni metédu per partes pouzit na vyjadrenie integralu

/ dzx
x24+2°



5/ W gy . 6/ 9 dx
") a8+ 3zt +27 ") @0+ 225 + 2)2
dx =3
O e R s dr
/a:(x10+1)2 /x(:c8+3a:4+2) “
d 2n—1
9, /79“; 10, /x—;
28 + Tz x+1
Sn 1
11/ T ;
(22 +1)2

— 1
12. /374—+1 dxr (pouzite substiticiu x + —= t);

2
-1 x° —;U
13. dx ; 14.
/x4+x3+x2+x+1 . / St
27. Na vypocet integralu I = / , a # b, m,n € N pouzite substiticiu
(z +a)™(z 4 b)"
t = 2% Na zdklade ziskaného vysledku ndjdite integral J = / d
= a zaklade ziskaného vysledku najdite integra .
T+0b y ) & x —2)%(z+3)3

28. 1. Ak primitivna funkcia F k funkcii f je raciondlna, tak primitivne funkcie k funkcidm
f(z)arctgz, f(z)arcctgz, f(z)Inz si elementdrne. Dokazte!

2. Néajdite nasledujice neurcité integraly:

a) /:L‘7arctg:cdx; b) /arcct —
In(1— 2 1 2
C)/n(;;x)dx; d)/ 2lnx+ ‘dx

x x -

1.3 Integrovanie niektorych iracionalnych funkcii

29. N§jdite nasledujiice neurcité integraly:

dx dx
1./(54':6)\/1—1-:6‘; 2'/(14-\4/5)\3/5;
1-V1+=x 3 4
3./1+x+mda:; 4./\/1+\/5d:c.

Polyndmom dvoch premennijch x, y nazyvame funkciu P:RxR—R v tvare P(z,y) Z Z Amnx " Y"
m=0n=0

kde amn € R (m=0,1,...,M,n=0,1,...,N) st konstanty.
Raciondlnou funkciou dvoch premennijch z, y nazyvame funkciu f(z,y), ktorti mozno zapisat v tvare

_ P(z,y)
f(xay) - Q($7y) ’

kde P, si polynémy premennych z, y.

30. 1. Nech R(x,y) je raciondlna funkcia dvoch premennych, a,b,c,d € R, a®>+b* > 0, > +d? >
0,n € N, n > 2. Dokdzte, Ze vypocet integrdlu [ R(z, ¥/(ax +b)/(cx + d) dr mozno previest na
vypocet integralu z raciondlnej funkcie.




2. N4jdite nasledujice neurcité integraly:

IS o e
ZL‘—|—1ZL‘3 x—1

Ve+l—ve—-1 x
°) \/x+1+\/x—1dx’ d)/S/(x+1)2(x—1)4’

x > max{a,b}, a # b ;

dx
)/ Y(x —a)"H(z — b1’

d
f) c o a>0.

V3a—2z)

Integrovanie funkcii tvaru R(x,vaz? 4+ bx 4 ¢), kde R je raciondlna funkcia dvoch premennych, a # 0
a polyném ax? + bz + ¢ nemé dvojnasobny korefi, mozno vzdy previest na integrovanie racionélnych funkcif

premennej t ?, a to
1. substiticiou vax? +bxr + ¢ = +/axr +t, ak a >0 0 (prod Bulerova substiticia);

2. substitiicion vaz2 4 bx + ¢ = £t £/c, ak ¢ >0 0 (druhd Eulerova substiticia);
a(x — )
r—f
ak b% —4ac > 0 (tretia Eulerova substiticia), tdto substitticia sa ¢asto zapisuje v tvare \/z(z — a)(z — ) =

tt(z — B).

3. substiticiou = +t 10 ak polyném ax? + bz + ¢ mé dva rozne redlne korene a, 3; tj.

31. Pouzitim Eulerovych substitiicii najdite nasledujice neurcité integraly:

dx x*dz
1-/ ; 2-/ ;
v+ Va1 1+2(z+Va2+z+1)

(1+2x)dx
3. / 4./\/332+4:L‘+3d:v;
x+\/x+x2

dx
o [ e vy ear
1+ V1 -2z — a2 (1+42x) 1+x—a:2

7/ x dx ) 8/
") /(Tr—10—22)3 " (z — 24z — 3 — 22

RiesSenie. 4. ZapiSeme najprv vlastny vypocet, komentar k jednotlivym krokom urobime na zaver:
Pouzijeme prvi Eulerovu substiticiu v tvare

Val+dr+3=x+t¢, (1.11)

z nej po umocneni obidvoch stran na druht vyjadrime x :

22 +4x+3 = 224 2z + 12
r(4—2t) = t*-3
2 -3
= . 1.12
* 202 1) (1.12)
Odtial 2y
t2 —4t+3
doe = —————dt . 1.1
T T e e (1.13)

na to mozno okrem tu uvedenych Eulerovych pouzit aj goniometrické (alebo hyperbolické) substitticie,
pozri poznamku pred pr. 44

Opresnejsie povedané, substitiiciou, ktorej predpis dostaneme, ak z uvedenej rovnosti vyjadrime z ako
funkciu premennej ¢ (pozri rieSenie pr. 31.4)



Ak teraz do pravej strany rovnosti (1.11) dosadime za z podla vztahu (1.12), dostaneme

2 — 2 — 4t
~/x2+4x+3=73+t=—7+3. (1.14)

22 —1) 22— 1)

Preto
/\/4x2+4x+3dx _ / P —4t+3\ [ P —4t+3 dt_l/(t2—4t+3)2dt_ t—2=2
B 2(2 —t) 2(2 — t)2 4 (2—1t)3 T dt=dz
1 [ (z2-1) 1 [24—2:241 1 2 1
= —4/ 23 dZ——4/ 23 dZ——4/ Z—Z+Z3 dz =
1
4

2 1 1 , 1 B

[N}

2

1 2 1 ———— 1
:——<\/x2+4x+3—x—2) +—ln‘\/x2+4x+3—x—2‘— 5 +C
8 2 2(Va2+4z+3 -2 -2)

(v poslednom kroku sme dosadili za ¢ podla vztahu (1.11)).

Vsimnime si teraz vypoéty stvisiace so vztahmi (1.11) — (1.14) podrobnejsie. Pri hladan{ nésho neurcitého
integralu sme pouzili substiticiu v tvare x = ¢(t), overme teda, ¢i si splnené vsetky predpoklady vety 5.
Integrand, tj. funkcia Va2 +4x+3 (= +/(z +1)(z + 3)), je definovany na mnozine (—oo, —3]U[—1, 00).

2

Substiticiu volime v podobe x = ¢(t) = ;(T__?;) (pozri (1.12)). Zistime teraz, kde je funkcia ¢ prostd. Zo
vztahu pre ¢’ (pozri (1.13)) vyplyva: ¢ je klesajiica na (—oo, 1] a na [3,00), rastica na [1,2) a na (2,3];
dalej plati lim; . @(t) = limy_o_ () = o0, lim; o0 @(t) = limy_oy @(t) = —o00, p(1) = —1, ¢(3) =
—3. Teda funkcie ¢|(—o0,1], ¢|[1,2), ¢[(2,3] a ¢|[3,00) s prosté, pricom ¢((—o0,1]) = ¢([1,2)) =
[—1,00), ¢((2,3]) = ¢([3, )) = (=00, —3]. Nasledujica tabulka zachycuje inverzné funkcie k jednotlivym
zuzeniam funkme

funkcia inverzna funkcia

o|(—00, 1] | —x — Va2 + 4z +3, v € [-1,00)

©[[1,2) —z+ V22 +4x+3, z € [~1,00)

©|(2, 3] —z — Va2 +4x +3, v € (—o0, —3]

©[[3,00) | —v+V2Z+4x+3, v € (—00, -3

Teraz uz mozeme overit opravnenost pouzitia vety 5. Pri hladani primitivnej funkcie k funkeii
Va? 4+ 4z 4+ 3 na intervale (—oo, —3] pouzijeme substiticiu

2 -3

2= te[3,00),

Tr =

potom (pozri stvrty riadok tabuiky)
t=—z+Vaz2+4x+3, z€(—o00,-3],

teda plati (1.11) aj (1.14). Pri hladani primitivnej funkcie na intervale [—1,00) pouZzijeme substittciu

€[1,2),

potom (pozri druhy riadok tabulky)
t=—x+vVa2+4x+3, ze[-1,00),

tj. opét plati (1.11) a (1.14). Pritom zépis vypoctu pre z € (—o00,—3] aj pre = € [—1,00) je rovnaky,

teda primitivnu funkciu hladdme na celom definiénom obore ,naraz“. (Z uvedeného tiez vidno, Ze substiticia
t2—3 /3 % dr £ 3

v tvare x = 2(2—t)’ t € (—o0,1]U(2, 3] zodpovedd Eulerovej substiticii va? + 4z + 3 = —t — z, pozri prvy

a tretf riadok tabulky.)



Uvedeny integral by bolo mozné hladat aj pouzitim druhej alebo tretej Eulerovej substiticie, zapisme teraz
stru¢ne vypocty vedice k ndjdeniu nového integrandu v tychto pripadoch.
Pri pouziti druhej Eulerovej substitiicie v tvare vz2 + 4x + 3 = tx + V3 dostaneme

2 +4x+3 = t2x2+2\/§tx+3,
22+ = t2x2+2\/§tx,
z(z+4) = z(=t®+2V3t),
r+4 = xt2+2\/§t,
z(1—t?) = 2v3t—4,
. 2V3t—4
1=tz
2 2 2
dr = V3t 8 + \/gdt
(1—1¢2)2
a
2V/3t —4 3t2 — 4t +/3
Vaz+de+3=tr+ V3=t 2V3t—4 +\/§:‘/—+\f7
1—1t2 1—¢2
teda e /3
(V3t* — 4t + v/3)
/\/x2—|—4x+3dm:2/ (SE dt ,
pritom

B Va2 + 4z +3-+/3
- )

V pripade tretej Eulerovej substittcie v tvare va? + 4z +3 = /(z 4+ 3)(z + 1) = t(z + 1) bude

t

(x+3)(x+1) = (x+1),
(x+3) = (z+1),
3—12 = z(t*-1),
3= 142
T e B 2 —1 ’
41
dr = ————=dt
; (2 —1)?
: 2 2
t
\/{,C2+4{,C+3:t(x+1):t|:<—1+t2j)+1:|:tQ—_l,
teda
I S — 8t?
244 3der=— [ ———=dt
/\/x+x—|— T /(t2—1)3 ,
pritom
t_\/a:2+4a:—|—3
N z+1 '

Zistit, ¢i boli pri pouziti druhej a tretej Eulerovej substitiicie splnené predpoklady vety 5, odporiéame
len zvl4st snazivym citatelom. Toto overovanie nebudeme robit pri kazdom jednotlivom pouziti Eulerovych
substitiicif (Gitatel ho moze skiisit urobif vo vseobecnosti).

Vsimnime si, ze pouzitim tretej Eulerovej substiticie a2 4+ 4z + 3 = t(z + 1), kde na konci vypoétu

, Va2 +4x+3 . o : N
dosadzame t = T ndjdeme hodnoty spojitej funkcie F : (—oco, —3] U [—1,00) — R, primitivnej
x

k funkcii f(z) = Va2 +4x+3 M len pre z € (—o00,—3] U (—1,00). Hodnotu F(—1) ndjdeme potom ako
limitu lim,_,_; F(x).

Urovnost D(F) = (—00, =3]U[~1,00) vyplyva z rovnosti D(F') = D(f), spojitost funkcie F vyplyva z jej
diferencovatelnosti



Podobna situacia nastane pri pouziti tretej Eulerovej substiticie, kde na konci vypoctu dosddzame ¢ =

ViZ+4r +3-3
x

existuje koneénd lim,_.o F(z). Hladanou primitivnou funkciou je potom funkcia F ,,spojite dodefinovans*

; takto ndjdend funkcia F' je sice definovand len na mnozine (—oo,3]U[—1,0)U(0, ), ale

v bode 0 (tj. F(0) := lim,_o F(x); pozri tiez pr. 46; lim,_o F(z) moZno n4jst jednoduchou tipravou:
24+4r+3—-+/3
ak zlomok t = Va? + 4zt V3 rozsirime vyrazom +x2 4+ 4x+ 3 + V/3, dostaneme po tprave vyraz
x
r+4

, ktory je definovany aj pre x = 0; uvedend uprava suvisi aj s overenim predpokladov
V34 Va2 +4x+3

vety 5 v tomto pripade: pri hladani primitivnej funkcie na intervale [—1,00) pouzivame vlastne substitiiciu

_2V3t—4
o1 —¢2

z=p(t) te(1,V3],

potom
2

ak =0

= (x) = ﬁ, 3
t=¢ H(x) Va2 + 4z +3—/3 ak z€[-1,00)\ {0} |

_ r+4
V3+ Vel +4x+3

¢o mozno skutoéne zapisat v tvare ¢~1(z) x €[-1,00).)

Eulerove substitticie predstavuju univerzalny prostriedok na vypocet neurcitych integralov funkcii typu
R(z,vax? + bx + ¢), ich pouzitie viak ¢asto vedie k integrovaniu pomerne zlozitych raciondlnych funkeii .
Uvedieme teraz priklady funkcif typu R(z,v/ax? + bx + c), ktorych integrovanie m ozno vykonat bez pouzitia
FEulerovych substiticii.

k k

Integraly I, = %, resp. Jp = /\/%, a # 0, K € N, mozno vypocitat na
zéklade rekurentného vztahu (pozri tiez pr. 16.4); §pecidlne pre neparne k mozno pouzit aj substiticiu
Va2+a? = t, resp. Va2 —22 =t 2. Na linedrnu kombindciu integralov tohto typu mozno previest

d
integral / L—x (P je polyném, p # 0), ak pouzijeme substiticiu = + 4 _y
VP +qr+r 2p

32. Najdite nasledujice neurcité integraly:

1 / xdx ‘ 5 / 22 dx .
) Vsrr—a?’ ) itz +a2]
210 dx 4 / 1—z+422

R e s
V14 22 V1+x—2?
5./x4\/a2—x2da:, a>0: 6./\/2+x+x2dx.

Uvedenym spésobom mozno odvodit vzorec
P, d
[ et [

kde y = vaz? +br+c¢ (a #0), P, je polyném stupiia n, Q,—1 je polyném stupnia n — 1. Koeficienty
polynému Q,_1 a ¢islo A nédjdeme, ak zderivujeme obidve strany uvedenej rovnosti a porovname ziskané
vyrazy (teda pouzitim metédy neuréitych koeficientov).

2dalsou moznostou vypoctu uvedenych integrélov je samozrejme — ako v pripade vietkych funkcii typu
R(z,vax? + bx + ¢) — pouzitie goniometrickych (alebo hyperbolickych) substiticii, pozri pozndmku pred pr.
44 a pr. 8, 53



33. N4§jdite nasledujiice neurcité integraly:

23 dx 2 — 622+ 11z — 6
—_— 2. / d.%‘
V1—2x— 22 Va2 +4z + 3

dx
(x —a)"/a* +pr+q

34. N3§jdite nasledujiice neurcité integraly:

Na vypocet integralov /

1 / __ gz 5 / _dr
NN NN
5 / dx ; 4 / xdx ’
(x+2)2Va?+2x -5 (1+z)V1—x—a2
N ) d
5. /& dz : 6. / * ]
x (x +1)5Vz? + 2z
RieSenie. 3. (Pozndmky ku krokom oznacenym jednotlivymi ¢islami si za zapisom rieSenia.)
(z+2)2v22 + 22— 5 da = dt 22 —2t—5 dt:—dk/k2
(1) _/ dk - |k| dk
in\/l—Zk—%Q 1
12 k2 5
(2)  sgnk k dk k—l———z _
dk =dz

V5 6 (.1 ?
25 5
1
o) .
vh \/E_
25
_sgn(z 5) zdz
V5 /__ \/__
25 :
sgn(z——)
1
= ——5<— E—,22——arc51n5—>—|—0—

NG 25 5 NG

sgnk \/1 2k 1 5k +1

= ——— —k?+-arcsin——— | +C =
V5 ( 5 5 5 V6

(3) sgnt t2—-2t—5 1 . b+t

= +—arcsin — | +C =
NG 5¢2 5 V6t
segnt Vt2—2t—5 sgnt i 5+t+0_
V5 V5 [t] v TN o

4 29 _5 s

(4) VE-2t-5 Losent o n®

t
5t 5v5 V6t

\/ﬁ
@2 +20-5 sen(@+2) o w47 ,—1—=V6) U (~1+ V6,

= + arcsin —— +C', z € (-0

5(z +2) 5v5 V6 (z +2)

(n € N) mozno pouzit substiticiu z — a =

1/t.

00) .



(1) substitticiu « +2 =1/k sme rozlozili na dve za sebou nasledujice substiticie x +2 =t¢, t = 1/k, aby
bolo vidno, ako sa zmen{ integrand na lavej strane rovnosti (1) pouzitim substiticie ¢t = 1/k;

1 1-6 1+6
2) funkcia f(k) = ———— je definovana na mnozine | ———,0 |U| 0, ———— |, pre k € D(f
o o - (ST WSS, S
k2
je f(k)= |—L, ak hladdme primitivnu funkciu na intervale 1= \/6, 0], tak
V1 —2k — 5k2 5
/f _1). kdk ~sonk kdk
Viok sk ¢ Vi_ok k2
1
pri vypocte primitivnej funkcie na intervale (0, +T\/6> je
/f Yk =1- kdk - kdk 7
\/1—2k—5k2 V1—-2k— VI—2k - 5k2

kedze ziskané zépisy st v obidvoch pripadoch rovnaké, mézeme primitivnu funkciu hladat na obidvoch
intervaloch , naraz* ;

(3) pri tiprave sme vyuzili rovnost sgn (1/t) = sgnt, t # 0;
(4) pri iprave sme vyuzili rovnost sgnt - (1/[t]) = 1/t.

35. N4§jdite nasledujiice neurcité integraly:

1./&; 2./%5\3/(1+$3)2d{£;

3./372 v dx ; 4./ dx 53
I-z (1-vi=a?)
5/(x+\/1+x2)12dx' G/x—\/x2 3x+2daz-
‘ V14 22 ’ r+vVa2 -3z +2

/ z—1 i N /1+m
(22 4 2x)Va2 + 22 V1—22 !

9. x+ 23 10/ 2 +1
\/m a;\/x4—

11./ : 12./ dz :
\/x2+1—\/x2—1’ V24+Vi+z+V/I—z

13, z(z+1)

—————dx
Vr+vz+1

36(. Dokéazte rovnosti

—2arctg

arcsinz = 2 arctg

= 2arctg g -1,1)
\/ -z

postupne pouZijete substitiicie V1 — 22 = 1+tx, V1 — 22 =

\/ 1—
tak, ze na vypocet integralu
(I4+2)t, Vi—22=(1—x)t

37. Ak primitivna funkcia F k funkcii f je raciondlna, tak primitivne funkcie k funkcidm
f(x)arcsinz, f(x)arccosx su elementarne. Dokdzte!

/ﬁ



1.4 Integrovanie niektorych goniometrickych funkcii

Integral
I= /sin"xcosmxdx , m,neNU{0},

mozno vypoécitat

1. pre neparne m substitiiciou sinx = t:
. . . k
/sm" xcos? 1 pdr = /sm" z (1—sin’z) coszdx ;

2. pre neparne n substiticiou cosx = t;
3. pre parne m,n pouzitim vzorcov
. 9 1 —cos2a 9 14 cos2a . sin2o
sin“a = ————, cosfa=———, cosasina=—

2 2

alebo pouzitim rekurentnych vztahov pre vypocet integralov I, = [ sin® z dz, resp. Jj, = J cos® x dx
(pozri pr. 16.5,6):

/Sin% reos¥ xdr = /Sin% x (1 — sin? )j dx =
= /sin% x (1 —jsin®z + (‘;) sinfz + - 4 (=1)7 sin? a:) da =
= Ioi — jloita + (;)121:+4 4+t (=1 Ity s
analogicky mozno integral I previest na linedrnu kombinéciu integrdlov Jx, k = 2i,2i +2,...,2(i + j).

38. N3§jdite nasledujiice neurcité integraly:

1. /sin3:vcos2:cdw; 2. /cos5a:d:v;
3. /sin5fccos7:cdx ; 4. /sin2xcos4xdx ;
5. /sinﬁxda: ; 6. /sin4xcos4:1:dx .

RieSenie. 4.

1 > (1+cos2z\>
/singxcosfsxdx = /(sinxcosx)2c0s4a:dx:/<§sin2x) <#> dr =

1
= 7 sin® 2x (1 + 2 cos 2z + cos? x) dr =

1 1
= — /sin2 2z dr + / 2 sin? 22 cos 22 dx + /(sin 2 cos 2x)? dx (:)

94
I I I3

_ i §x sin32x_sin4x_sin8x L

o 24\8 3 8 64 ’

pricom rovnost (1) vyplyva z nasledujticich vypoctov:

1 — cosdx r sindx
A

sin2z=t | [, _ sin® 2z .
20052xdx:dt‘_/t dt—§+C— 3 +C5

1. 2 1 . 9 1 1 —cos8x r sin8z
I; = /<§sm4x> dm—z/sm 4xdx—l—l/<f)dx—§— o +C.

I, = /231n22a:cos2a:dx:




39. Odvodte rekurentny vztah pre vypocet integralu

1/ dx ) 2/ dx
") sinz’ ") costx

Nasledujiice neuré¢ité integraly mozno néjst pouzitim vzorcov

sinacos 3 = %(sin(oa + 8) + sin(a — 3)) ,

(cos(a+ ) + cos(a — B))

N =

cosacos 3 =

sinasin 8 = —%(cos(a + 3) — cos(a — 3)) .

40. Najdite neurcité integraly:

1. /sin5xcosxd$ ; 2. /sm (2:6 — —> cos <3x+ %) dx ;
3. /sinxsin(x+a) sin(z + b) dx ; 4. /smxsm—sm 3 dx ;

5. /sin3 22 cos® 3z dx .

Integrovanie funkcif tvaru R(sinx,cosz), kde R je raciondlna funkcia dvoch premennych, mozno previest

. . .y . . cis s €T . "y .
na integrovanie racionalnych funkcii premennej ¢ substiticiou tg 3= t; pritom vyuzivame rovnosti

. .T . T =T T
sin 2— 2 sin — cos — 2tg —
sinz = = = 2 = = x2 2x:13 272%, x# 2k+m, keZ;
cos? = +sin? = cos? = +sin’ = 1+tg?=
2 2 2 2 2
cos2% cos? T _gin2 L 1— 22
cosx = = = 2 7 = 32: 32::13 :7323, x# 2k+ 1), ke Z.
cos? = +sin? S cos? = +sin? = 1+tg2=
2 2 2 2 2

Poznamka. Zrejme integrovanie funkcif tvaru R(sin o, cos ax) mozno substitiiciou ax = z previest na
integrovanie funkcif tvaru R(sin z,cos z) .

13z7lomok sme rozsirili vyrazom

1
cos?(x/2)



41. N§jdite nasledujice neurcité integraly:

1 / dz _ 5 / dz ‘
3+cosx +sinz ’ ") 2sinz —cosx +5
3./ dz ) n /smxcosxdx'
(2+ cosz)sinx ’ sinz 4 cosx
5./L, £>0; 6./ _de .
1+ecosx 2 4 sin 3x + cos 3x

RiesSenie. 1. Pre x # (2k 4+ 1)w, k € Z, plat{

[ -/ 2Ny e | (/)= |_
3+ cosx +sinx 3+cosz+sing o2 L dz/ cos?(x/2) = dt
2
9 1
_ / 1422 dt_/ 2dt _/ dt B
N 3+1—t2 2t ) 22244 N2 7
1+ 1+ G+§>+Z
d 2 2 1
= |t N :/—Z arctg — arctg 2t +C =
dt=dz ) (ﬁ) N \/— V7
25+ | =
2
) 2tg5 +1
= —arctg | —=—— | +C.
N
2g = +1
Takto ndjdend funkcia Fj(z) := —=arctg | —==—— | je primitivnou funkciou k funkcii f(z) :=
VT VT
1 . )
3T cosz 1 sing len na mnozine U((Qk — 1)m, (2k 4+ 1)) (=R\{@2k+1)r; k € Z} ), pritom

keZ
body zy := (2k + 1)7, k € Z, st bodmi nespojitosti 1. druhu funkcie Fj :

. U . m
Tlgr]}_Fl(a:) =/ 7113;4- Fi(z) = v (1.15)

Pretoze vsak definiénym oborom spojitej funkcie f je mnozina R, musi k nej podla vety 2 existovat
primitivna funkcia F definovand na R, ktord — pretoze je diferencovatelnd — je spojitd na R. Podla vety 1
musi pre x € ((2k — 1), (2k + 1)7) platit F(z) — F1(z) = konst; teda graf funkcie F|((2k — 1), (2k + 1)7)
vznikne posunutim grafu funkcie Fi|((2k — 1)m, (2k + 1)) v smere osi Oy.

Na néjdenie neuréitého integralu funkcie f stacf podla vety 1 néjst jednu primitivnu funkciu F:R—R;
hladajme napr. tt funkciu F, pre ktord plati F(z) = Fy(z) pre « € (=, 7). Z predchiddzajiceho vyplyva,
ze graf funkcie F' dostaneme, ak ,,poposivame* grafy funkcii Fy|((2k — 1), (2k+ 1)7), k € Z\ {0} tak, aby
sa z bodov zy, k € Z, stali odstranitelné body nespojitosti, pricom hodnoty F(z)) dodefinujeme ako limity
v tychto bodoch. (Teda z ,,popostivanych casti grafu funkcie Fy ,,zlepime* graf spojitej funkcie F.)

Z rovnosti (1.15) vyplyva, ze graf funkcie F}|(zo,z1) treba posunit o 27/+/7 ,nahor®; podobne zistime,
7e graf funkcie Fi|(x_o,2_1) treba posunit o 27/v/7 ,nadol“ graf funkcie F|(z1,22) potom posunit

2(2/2) 1
Yecos?(z/2) = cos”(x/ = , T 2k + )7, k € Z; roz§irovaniu vyrazom
(/2) COSQ(x/Q)—i—Sln (2/2) 1+ tg?(z/2) 7 ) Y

2 cos?(z/2) sa mozeme vyhniit, ak namiesto vety 4 pouzijeme vetu 5 o substitiicii (a teda zo vztahu tg (z/2) =
2dt

14 ¢2

t vyjadrime x pomocou t), pre = € ((2k — 1)7, (2k + 1)7) dostaneme x = 2arctgt + 2km, dx =



o 4m/+/7 ,nahor* atd. Tak dostaneme graf funkcie danej predpisom

X

2 2
—arctg | ——— |+ —=, ak ze€(2k—1)m, 2k+1)m), ke Z
Fay=d V7 7 V7 (2= Djm 2k + 1))
2 1
(k\/%)ﬂ, ak x=02k+1)m, keZ
Teda p
T
—:F .
/3—|—cosx—|—sinx (@) +C

Namiesto univerzalnej substittcie tg(z/2) =t mozno pri vypocte integralu [ R(sinz,cosz)dz, kde R je
racionélna funkcia dvoch premennych, pouzit substitiiciu

1. sinz =t, ak R(u,—v) = —R(u,v);
2. cosz =t, ak R(—u,v) = —R(u,v);
3. tgx =t, ak R(—u,—v) = R(u,v) '°.

V pripade substiticie tgx =t vyuzivame vzorce

1 tg? t
08’ T = ———— sin2x=g7a:2, sina:cosa::g—xQ, 7ré(2!f+1)I kel
1+tg“x 1+tg“x 1+tg“x 2’
Pozniamka. Funkcia R(sinz,cosz) = sin"x cos™x (m,n € Z) zrejme vyhovuje prvej z uvedenych

podmienok v pripade nepdrneho m, druhej v pripade nepérneho n a tretej v pripade parnych m, n (porovnaj
s textom pred pr. 38).

42. Najdite nasledujice neurcité integraly
1. pouzitim substiticie sinx =t alebo cosz =t:

) / ‘ dx ; b) / sinz + sin® z dr -
sinz (1 4 cosx) cos 2z
c) / c?sz x + ({osj x dz d) / cos T —.CZS 3z dz ;
sin“x +sin”~ x 1 —sin*x
2. pouzitim substiticie tgax =t :
sin? z dx dx
a) PEE—— N b) / . 2
1+ sin®z (asinz + bcosx)
dx _ a) / tgrdr
2cos2x +sinzcosz +sinz tgx — 3
sinz dx 1+tgz
_—; f / —d
) / sin® x + cos3 x ) sin2r ¥
43. Najdite nasledujice neurcité integraly:
sin® x
1. : 2.
/ cos3 ’ / cost z
/ ) n / sin2xdr
' smxcos4 ’ 3+4+4sin?z’
dx dx —
5. ; 6. , > 2402>0;
/4cosx—3sin:ﬁ—5 /acosx—l—bsinx—l—c ¢ \/a +

Bpiekedy moze byt vyhodnejsie pouzit substiticiu ctgz =t



7 / dx . /

") 3—4sin2x 4+ 2cos?z ’ 2gin x—l—b2cos2
9. / dx S 10. / cos? z dx ;
(sin2 x + 2 cos? x) sin z cos 3z

11'/ _ dx : 19. sin2z — cos? x
sin® x + cosb z
13 /sin3xdx.

dx
; 14. / ;
\/COS T sinx /1 + cosx

15'/ sin x dx ; 16./ si;12xda: ;
cosz V1 +sin?z cos“x /tgx

1 dx ;
sin? z + cost x

dx dx T
17./7 z e (0,7) ; 18./7 xe(———).
V1+cosz’ (0,7) ; V1+sinz '’ 272
Pozndmka (o vjpocte integrdlov [ R(shx,chx)dz). Pri hladani integralov [ R(shz,chz)dr, kde
R je raciondlna funkcia dvoch premennych, mozno postupovat podobne ako v pripade integralov
J R(sinz, cosz)dx (vyplyva to zo skutocnosti, ze pre hyperbolické funkcie platia vzorce podobné gonio-
metrickym — pozri aj pr. 1.63, 64). Teda integral [ R(shz,chz)dz mozno substittciou th (z/2) = ¢ previest
na integral z racionédlnej funkcie premennej t. Ak funkcia R vyhovuje podmienke
1. R(u,—v) = —=R(u,v), resp. 2. R(—u,v) = —R(u,v), resp. 3. R(—u,—v) = R(u,v),
mozno pouzit substitiiciu
1. shx=t, resp. 2. chz=t, resp. 3. the =t

Poznamka (o pouZiti goniometrickych substiticii pri vjpocte integrdlov [ R(x,vax? + bz + c¢)dx ).

Nech R je raciondlna funkcia dvoch premennych, a > 0, D := b?> — 4ac > 0. Pouzitim substitiicie
T +b/2a = z mozno integral [ R(x,Vaxz? + bz + c)dz previest na integral [ Ri(z,+/22 —p?)dz, kde p* =
D/4a* a R; je raciondlna funkcia dvoch premennych.

Substiticia z/p = t prevedie integral [ Ri(z,/22 —p?)dz na integral [ Ro(t,v/t2 —1)dt, kde Rs je
op4t raciondlna funkcia dvoch premennych.

Analogicky mozno postupovat aj pre a >0, D <0 apre a<0, D >0.

Vypocet integrlu [ R(z,vaz?+ bz + c¢)dr mozno teda pouzitim vhodnych substiticii previest na
vypocet integralu

L [Re(t,VE2—T1)dt, ak a>0,D>0;

2. [Ro(t,Vt2+1)dt,  ak a>0, D<0;

3. [Ro(t,V/1—12)dt, ak a<0,D>0.

Na vypoéet tychto integralov mozno pouzit goniometrické substiticie'®

1. t=1/sinu, u € [-7/2,7/2]\ {0} alebo =1/cosx, u e [0,7]\{r/2};
2. t=tgu, ue (—7w/2,7/2) alebo t=ctgu, ue (0,7);

3. t=sinu, u € [—-7/2,7/2] alebo t=cosu, u € [0,7],

ktoré vypocet integralu v premennej t prevedd na hladanie integralu J Rs(sinu, cosu)du, kde Rz je
racionélna funkcia dvoch premennych!”.

Y6alebo hyperbolické substiticie 1. t =chwu, >0 pre t >1; t = —chu, u >0 pre t < —1; 2.t =shu;
3. t=thu
_ T u
17Ak na vypocet integralu [ Ra(t,/1 —2)dt pouzijeme substiticie ¢t = sinu, u € [—5, 5} 5
a vyjadrime v pomocou t, dostaneme

arcsint ; \/1—cosarcsint 1—+v1—-4#2 & 1—vV1—-1t2 1—-+1-—1¢2
g =sgnt- - =
2

- @ —sent-q/————— —sont- =
1 + cosarcsint & 1+vV1—¢2 s It] t



44. PouZitl’m goniometrick;'fch substiticii najdite nasledujice neurcité integraly:

L[
:C2+2:1:—|—5

»
x2+6x+10) (a?2+6x+8)

1.5

45. Najdite nasledujice neurcité integraly:

Dalsie priklady

/ dx
1. —3 ;
(@2 +2+1)

@

ot

\]

©

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

—_

/ dx .
x 2 +1°

St
Vi+taz3+26
Vaz 4z +1

x—l—l dz ;

(.
J;2—|—1

dxr
/ (22 —3)Vix — a2’
dx )
cosx Vsin?x
/ Vsin® 2z
—dz ;
sin®

2cosx +sinz — 3
dx ;

2cosx —sinx — 3

)
6—5bln$+bln T

sin® x + cos4

dx ;

1+z
d .
1— 22 (1—33) v

ze® sinx dr ;

/
/
[P
/x cosx —sinx
/=
/

/x7efm dx ;

/cos2 Vzdzr ;

/ dx
2. —_—
(x+1)2v22 + 22 + 2

4. /\/3—2x—x2da:.

5 / T2+
' x+\/2+x

4 / 2++vVx+1 da -
' (x+1)2—-Vax+1 '

dx
6 /(1+x2) V1—a2’

8/ dz .
) (a2 —3z+2) Va?—dz +3’

10 / z+V1+x+ 22 i
’ 1—|—x—|—\/1—|—x+x2
12. 2+ 1
x\/x4—|—a:2
g, [ 42

Vigax ;

cos3 x +/sin 2z
2 + cos4x
18. —d
/5+4cos4x T
20./ . :in4xdx :
sin® x + cos® x
T —a

sin 5

Sin

24. /a: V1 — 22 arcsinz dz ;

26. /e"“’”cosﬁxd:r, afB #0;

28. /$263T cos2x dx ;

30. /xze‘/idx;

dz
32. ;
/ 14 ev/2 4 ev/3 4 e2/6

(zlomok na lavej strane rovnosti * sme rozsirili vyrazom 1 — /1 —#2), odtial /1 —#2 = 1 — vt, o je zapis

. U
druhej Eulerovej substitiicie. Rovnako mozno zistit, ze pouzitie substiticii ¢ = cosu, u € [0,7] a tg 5= v,

u 1-—
resp. t = —cosu, u € [0,7] a th = v zodpoveda tretej Eulerovej substiticii v = i\/

situdcia nastane aj v ostatnych pripadoch.

1+t

t
; podobnéa



et —1
33. /1/ dzx ; 34. /ln”xdajg
er 41
Inz\®
35. /xglngxd:r; 36. /(—) dx
T

46. Nech f, F si spojité funkcie definované na intervale I, nech M C I je konetnd mnozina. Ak pre
vsetky x € I\ M plati F'(z) = f(z), tak F je primitivna funkcia k funkcii f. Dokézte!

47. Rozhodnite o platnosti tvrdenia ,,rovnomerne spojitd funkcia f definovana na ohrani¢enom intervale
I ma ohrani¢enu primitivnu funkciu F !

48. Nech a, b € R, a < b. Nech funkcia F':(a,b) — R je primitivna k spojitej funkcii f:[a,b] = R na
)

intervale (a,b). Potom existuji kone¢éné lim,_,, F(x) =: A, lim,_; F(x) =: B a funkcia F} : [a,b] =R dand
predpisom
A, ak z=ua
Fi(z)=< F(z), ak x€ (a,b)
B, ak x=0b

je primitivna k funkcii f. Dokézte!

49. N§jdite nasledujice neurcité integraly:
1. / ﬂ ; 9. / ﬂ dx ;
1+cosx (1 + cosx)?
d
3./33—33,; 4. /sinxln(cosx+\/2—sin2x)da:;
(acosz + sinx)?

In (z + Va2 +1)
2 2 . .
./m <x+ 1+x>dx, 6./(x2+1)\/x2+1dx,

_ |
./1n(\/1—x+\/1+x)dx; 8./%;
(1+2?)

2
9./ z In|a| dz ; 10. /ax +bln
(1-a?) Va® -1 22 -1

1
11./%@; 12./x\/x2+11n\/x2—1dx;
+x

ot

~J

rz—1
z+1

’dm;

1 V1+ 22
13./ Wt da; 14./9”1(””r ;_x)d:p;
Vi—-22 Ji-z (1—22)
15. /x arcsin(l — z) dx ; 16. /\/1 — 22 arcsinz dz ;
2
17. /(2x + 3) arccos(2z — 3) dx ; 18. /arcsin 1 f dx ;
x
. 1 2
19. /arcxs;nx . \/%dx : 20. /arcsm3 (%) dx
2 arcsinx arccos
21. dx ; 22, | ————5 dx;
/(332—1) V1 — x? / 1_332)3/2
3 2
23. % dzx ; 24. /C:; arctgz dx ;
xarctg x z? arctg x
25. —=dx; 26. dz ;
Nt [
t
27. /M dx ; 28. /x(l + %) arcctg z dx ;
(14 22?)
2 1 t z/2
29. / 3¢ arcctgx dx ; 30. / et ;
T\T e*/2 (1 + e?)



h2 3sh
31. /xarctga:ln l—l—a:)dx; 32. / Shev + oshe dx
chzx—i—Qch2 2)
aichx + bishx / ch 2z dx
33. dz ; 34.
/achx—l—bshx v sh4:16—|—ch4
5+ 1 zt—1
35. 36. dz
/$6+1 /a: ) (25 —5x 4+ 1)
1 +1)d
37/”344r 38./ (+* )‘T :
rt 41 (22 —1) VT +1
Vat+z=1+2 dx
39. | /05— dx; 40. :
[ | =
41./ , dx. : 49. /Ly
sin(x 4 a) sin(x + b) cosx + cosa
. 2
43, sinz dx ; m / . sin” x dx ;
\/2 4+ sin 2z sinxz + 2cosx
n_1 T t+a r+a
cos cos
45. /72(&10, neN ( pouzite substiticiu t = 2 ) ;
il T —a . T—a
sin™"" —— sin —

46. /(a:—l— |z])? d ; 47. /e_l‘”' dx ;

48. /[a:] sinma dz .

P, (z)dx
(x—a)"

51¢. Ak primitivna funkcia F' k funkcii f a derivacia ¢ funkcie G si raciondlne, tak primitivna funkcia
k funkcii fG je elementarna. Dokazte!

50. Za akych podmienok je / (kde P,, je polyném stupna m a n € N ) raciondlnou funkciou?

52p. Ak P je polyném, tak primitivna funkcia k funkecii P(Inz) je elementdrna. Dokdzte!
53. Pomocou hyperbolickych substiticii najdite nasledujice neurcité integraly:

1/ a2+ 22dr, a>0; 2 ﬂ a>0;
. ) ) M \/m? b
3. /xg\/xQ—ldx.

Qp Anp-1
54. Nech aq,...,a, surealne ¢isla také, ze —, ,
ar a1 al

R je racionalna funkcia n premenych!® je elementdrna funkcia. Dokazte!

55. Dokdzte, ze vypocet integralu [ R(z,vax +b,vcx+d)dx (kde R je raciondlna funkcia troch
premennych'®) mozno previest na vypocet mtegralu J R1 t)dt, kde Ry je racionalna funkcia.

2 € Q. Potom J R(e™®, ... e"") dz, kde

56. Najdite vsetky spojité funkcie f:(0,00)—R, g:R—R, ktoré pre > 0 vyhovuji podmienkam

f@)+g() = z+1,
f/(x) _g/(x) =0 )
f'2z) +¢'(=2x) = 1-1227

57. Zostrojte funkciu, ktord je darbouxovskd na R, ale nemd primitfvnu funkciu!®

8definiciu pojmu racionélna funkcia n premennych prenechdvame na ¢itatela
9Plat{ totiz (pozri napr. [23, str. 160, veta 2]): Ak funkcia f:I—R je diferencovatelnd v kazdom bode
intervalu I, tak funkcia f’ je darbouxovskd na I. (Pr. 57 teda ukazuje, ze obratend implikdcia neplati.)



58. 1. Ak f:R —R je prosta funkcia a existuje primitivna funkcia k funkcii f, tak existuje primitivna
funkcia aj k inverznej funkcii f~!. (Vyuzite, ze f musi byt darbouxovska na R, pozri pozndmku 19.)

2. Ak f:R—R je prostd diferencovatelnd funkcia a [ f(z)dr = F(z)+C, tak [ f~ (z)dr =2 f~'(2) -
F (f~'(x)) + C. Dokazte!



