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1. Neurčitý integrál

1.1 Defińıcia primit́ıvnej funkcie a neurčitého integrálu. Základné
metódy integrovania

1.1.1 Defińıcia primit́ıvnej funkcie a neurčitého integrálu. Metóda rozkladu

Nech je daná funkcia f definovaná na otvorenej množine G ⊂ R. Diferencovatělná funkcia F :G→R sa
nazýva primit́ıvna funkcia k funkcii f, ak pre každé x ∈ G plat́ı F ′(x) = f(x).

Spravidla sa pojem primit́ıvnej funkcie zavádza aj pre niektoré funkcie, ktorých definičným oborom nie je
otvorená množina: diferencovatělná funkcia F : [a, b]→R sa nazýva primit́ıvna funkcia k funkcii f : [a, b]→R,
ak pre každé x ∈ [a, b] plat́ı F ′(x) = f(x), pričom F ′(a), F ′(b) sú hodnoty pŕıslušných jednostranných
derivácíı funkcie F . Analogicky možno zaviešt pojem primit́ıvnej funkcie v pŕıpade funkcíı s definičnými
obormi typu [a, b), (a, b], (−∞, a], (−∞, a] ∪ [b,∞) a pod.

Ak funkcia F : M → R je primit́ıvna k funkcii g : M → R a g = f |M , hovoŕıme, že
funkcia F je primit́ıvna k funkcii f na množine M .

Množina všetkých primit́ıvnych funkcíı k funkcii f sa nazýva neurčitý integrál funkcie f a označuje sa∫
f(x) dx (tento symbol sa však niekedy použ́ıva aj na označenie primit́ıvnej funkcie k funkcii f ; výraz f(x)

v symbole
∫
f(x) dx sa nazýva integrand).

Veta 1. Nech I je interval, nech funkcia F : I →R je primit́ıvna k funkcii f : I → R. Potom funkcia
G :I →R je primit́ıvna k funkcii f práve vtedy, keď existuje konštanta C ∈ R taká, že

G(x) = F (x) + C, x ∈ I .

Ak sú teda splnené predpoklady vety 1, tak∫
f(x) dx = {F (x) + C ; C ∈ R} .

Je zvykom ṕısať túto rovnosť bez množinových zátvoriek, tj. v podobe∫
f(x) dx = F (x) + C .



Veta 1’. Nech funkcia f je definovaná na zjednoteńı intervalov I a J, pričom I ∪ J nie je interval. Potom
plat́ı:

a) Funkcia F : I ∪ J → R je primit́ıvna k funkcii f práve vtedy, keď funkcia F |I, resp. F |J je primit́ıvna
k funkcii f |I, resp. f |J .

b) Funkcia G : I ∪ J → R je primit́ıvna k funkcii f práve vtedy, keď existujú konštanty c, d ∈ R tak, že

G(x) =
{
F (x) + c , ak x ∈ I
F (x) + d , ak x ∈ J . (1.1)

Poznámky. 1. Ak zavedieme symbol C nasledovne

C = C(x) =
{
c , ak x ∈ I
d , ak x ∈ J ,

môžeme rovnosť (1.1) ṕısať v tvare
G(x) = F (x) + C

a tvrdenie b) vety 1’ má potom podobu ∫
f(x) dx = F (x) + C .

2. Tvrdenia analogické vete 1’ možno vyslovǐt aj pre funkciu f definovanú na konečnom, pŕıpadne
spoč́ıtatělnom zjednoteńı intervalov. Ak v takom pŕıpade použijeme zápis

∫
f(x) dx = F (x) + C, treba

si uvedomǐt, že C označuje diferencovatělnú funkciu, ktorá je konštantná na každom intervale I ⊂ D(f) a
ktorej definičným oborom je množina D(f).

3. Pretože primit́ıvnu funkciu k funkcii f možno nájšt tak, že nájdeme primit́ıvne funkcie k zúženiu
funkcie f na jednotlivé intervaly jej definičného oboru, sú nasledujúce vety formulované len pre pŕıpad funkcíı
definovaných na intervaloch.

Veta 2. Nech f je spojitá funkcia definovaná na intervale I. Potom existuje primit́ıvna funkcia k funkcii f .

O platnosti nasledujúcich vzťahov (nazývame ich tabuľkové integrály) sa možno presvedčǐt derivovańım:

1.
∫
xα dx =

xα+1

α+ 1
+ C (α 6= −1) ; 2.

∫
dx

x
1 = ln |x|+ C ;

3.
∫

dx

1 + x2
= arctg x+ C = −arcctg x+ C ; 4.

∫
dx

1− x2
=

1
2

ln
∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C ;

5.
∫

dx√
1− x2

= arcsinx+ C = − arccosx+ C ; 6.
∫

dx√
x2 ± 1

= ln
∣∣∣x+

√
x2 ± 1

∣∣∣+ C ;

7.
∫
ax dx =

ax

ln a
+ C (a > 0, a 6= 1), špeciálne 8.

∫
ex dx = ex + C ;

9.
∫

sinxdx = − cosx+ C ; 10.
∫

sh xdx = ch x+ C ;

11.
∫

cosxdx = sinx+ C ; 12.
∫

ch xdx = sh x+ C ;

13.
∫

dx

sin2 x
= −ctg x+ C ; 14.

∫
dx

sh2x
= −cth x+ C ;

15.
∫

dx

cos2 x
= tg x+ C ; 16.

∫
dx

ch2x
= th x+ C .

Poznámky. 1. Definǐcné obory funkcíı x−p/q pre p, q ∈ N nesúdelitělné a q nepárne a funkcíı
1

1− x2 ,
1√
x2 − 1

, 1
sin2 x

, 1
cos2 x

, 1
sh2x

nie sú intervalmi, na symbol C vo vzorcoch 1, 2, 4, 6, 13, 14 a

15 sa teda vzťahujú poznámky za vetou 1’.

1namiesto
∫

1
f(x)

dx, resp.
∫

g(x)
f(x)

dx budeme spravidla ṕısať
∫

dx

f(x)
, resp.

∫
g(x) dx
f(x)



2. Poďla defińıcie muśı mať primit́ıvna funkcia k funkcii f rovnaký definičný obor ako funkcia f ; z tohto
ȟladiska sú zápisy 1 (pre α ∈ (−1, 0)), 5 a 6 (pre pŕıpad znamienka −) trocha nepresné. Napr. primit́ıvnou
funkciou k funkcii 1

3
√
x

nie je vlastne funkcia 3
2

3
√
x2, ale funkcia 3

2
3
√
x2, x 6= 0. Treba si teda zapama̋tať,

že v zápise
∫
f(x) dx = F (x) + C automaticky predpokladáme, že definičným oborom funkcie F je množina

D(f).

Veta 3. Nech funkcie f1, . . . , fn sú definované na intervale I; nech Fi je primit́ıvna funkcia k funkcii
fi (i = 1, 2, . . . , n), nech c1, . . . , cn ∈ R. Potom funkcia c1F1 + c2F2 + · · · + cnFn je primit́ıvna k funkcii
c1f1 + c2f2 + · · ·+ cnfn, a teda∫

(c1f1(x) + · · ·+ cnfn(x)) dx = c1

∫
f1(x) dx+ · · ·+ cn

∫
fn(x) dx 2.

Na použit́ı vety 3 sa zakladá integrovanie rozkladom: ak vieme danú funkciu f naṕısať v tvare lineárnej
kombinácie funkcíı, ktorých primit́ıvne funkcie poznáme, tak vieme poďla vety 3 nájšt aj

∫
f(x) dx.

1. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

(1− x)(1− 4x) dx ; 2.
∫

(3− x2)3dx ;

3.
∫ (

a

x
+
a2

x2
+
a3

x3

)
dx ; 4.

∫ (1− x
x

)2

dx ;

5.
∫

3.4 · x−0.17dx ; 6.
∫

(a2/3 − x2/3)3dx ;

7.
∫ √

x− 2 3
√
x2 + 1

4
√
x

dx ; 8.
∫ (

1− 1
x2

)√
x
√
xdx ;

9.
∫

x2

1 + x2
dx ; 10.

∫
x2 + 3
x2 − 1

dx ;

11.
∫ √1 + x2 +

√
1− x2

√
1− x4

dx ; 12.
∫ 3 · 2x − 2 · 3x

2x
dx ;

13.
∫ 2x+1 − 5x−1

10x
dx ; 14.

∫
e3x + 1
ex + 1

dx ;

15.
∫

sin2 x

2
dx ; 16.

∫
ctg2xdx ;

17.
∫

th2xdx .

2. 1. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

a)
∫
|x| dx ; b)

∫
f(x) dx, kde f(x) =

{
x, ak x ≤ 2
2, ak x > 2

;

c)
∫

(|1 + x| − |1− x|) dx ; d)
∫

max{1, x2} dx .

2Výraz na pravej strane tejto rovnosti má tvar c1A1 + · · · + cnAn, kde A1, . . . , An sú podmnožiny
množiny C(I) všetkých spojitých funkcíı definovaných na intervale I. Pripomeňme si, že pre
A,B ⊂ C(I), f ∈ C(I), c ∈ R sú symboly A+B, f +A, c · A definované takto:

A+B = {f + g; f ∈ A, g ∈ B}

f +A = {f + g; g ∈ A}

c · A = {c · f ; f ∈ A}



2. Nájdite všetky funkcie f :R→ R, pre ktoré plat́ı

f ′(lnx) =

{
1, ak x ∈ (0, 1]
x, ak x > 1

.

Riešenie: 1b) Funkcia f je spojitá a jej definičný obor – množina R – je interval, preto poďla vety 2
existuje primit́ıvna funkcia F k funkcii f . Ȟladaná funkcia F vyhovuje pre x ∈ (−∞, 2] podmienke F ′(x) = x,
preto

F (x) =
x2

2
+ C pre x ∈ (−∞, 2].

Z rovnosti F ′(x) = 2, ktorá má platǐt pre x ∈ (2,∞), vyplýva

F (x) = 2x+K pre x ∈ (2,∞).

Primit́ıvna funkcia F k funkcii f muśı byť spojitá v každom bode x ∈ R (F má totiž deriváciu v každom
bode x ∈ R), teda aj v bode 2; preto muśı platǐt

lim
x→2−

F (x) = lim
x→2+

F (x),

tj.

lim
x→2−

x2

2
+ C = lim

x→2+
2x+K,

odtiǎl dostávame podmienku
C = 2 +K.

Derivovańım sa možno presvedčǐt, že takto nájdená funkcia

F (x) =

 x2

2
+ 2 +K , ak x ≤ 2

2x+K , ak x > 2

je primit́ıvna k funkcii f .
Preto (poďla vety 1) ∫

f(x) dx = F1(x) +K,

kde

F1(x) =

 x2

2
+ 2, ak x ≤ 2

2x , ak x > 2
.

3. Uveďte pŕıklad nespojitej funkcie f : (−1, 1)→ R, ku ktorej existuje primit́ıvna funkcia.

4. Nech funkcia F je primit́ıvna k funkcii f definovanej na ohranǐcenom intervale (a, b). Rozhod-
nite o platnosti nasledujúcich implikácíı:

1. ak f je ohranǐcená, tak aj F je ohranǐcená;
2. ak F je ohranǐcená, tak f je ohranǐcená.
Svoje tvrdenia dokážte.

1.1.2 Metóda substitúcie

Veta 4. Nech I, J sú intervaly, nech F je primit́ıvna funkcia k funkcii f : I → R; nech ϕ : J → R je
diferencovatělná funkcia a ϕ(J) ⊂ I. Potom funkcia F (ϕ(x)) je primit́ıvna k funkcii f (ϕ(x))ϕ′(x).

(Tj.: ak ∫
f(t) dt = F (t) + C ,



tak ∫
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx = F (ϕ(x)) + C . )

Ak teda ȟladáme
∫
g(x) dx a funkciu g sa nám podaŕı zaṕısať v tvare g(x) = f(ϕ(x))ϕ′(x), pričom vieme

nájšt
∫
f(t) dt, tak poďla vety 4 vieme nájšt aj

∫
g(x) dx. Prechod od ȟladania

∫
g(x) dx k výpočtu

∫
f(t) dt

budeme zapisovať nasledovne∫
g(x) dx =

∫
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx = ϕ(x) = t

ϕ′(x)dx= dt
=
∫
f(t) dt = F (t) + C = F (ϕ(x)) + C .

Ak funkcia ϕ je naviac prostá, vyplýva z vety 4 toto tvrdenie:

Veta 5. Nech I, J sú intervaly, nech f : I→R je spojitá a ϕ :J→R prostá 3 diferencovatělná funkcia,
pričom ϕ(J) = I. Ak funkcia F(t) je primit́ıvna k funkcii f(ϕ(t))ϕ′(t), tak funkcia F (ϕ−1(x)) je primit́ıvna
k funkcii f(x).

(Tj.: ak ∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (t) + C ,

tak ∫
f(x) dx = F (ϕ−1(x)) + C ).

Použitie vety 5 pri ȟladańı
∫
f(x) dx budeme zapisovať nasledovne:∫

f(x) dx =
x=ϕ(t)
dx=ϕ′(t)dt =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (t) + C = F (ϕ−1(x)) + C .

Poznámka. Podstatou obidvoch uvedených viet o substitúcii je ,,rovnosť“∫
f(u) du =

∫
f(ϕ(v))ϕ′(v) dv 4,

ktorú ,,č́ıtame“ v pŕıpade vety 4 ,,sprava dǒlava“ (tj. ȟladanie integrálu na pravej strane prevádzame na
výpočet integrálu v̌lavo) a v pŕıpade vety 5 naopak ,,žlava doprava“.

Pre ϕ(x) = ax+ b (a 6= 0) z vety 4 vyplýva:∫
f(ax+ b) dx =

1
a

∫
f(ax+ b) · adx =

ax+ b= t
adx= dt

=
1
a

∫
f(t) dt =

1
a
F (t) + C =

1
a
F (ax+ b) + C .

5. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

dx

x− a ; 2.
∫

(2x− 3)10dx ;

3.
∫

dx

(5x− 2)5/2
; 4.

∫
dx

2 + 3x2
;

3namiesto existencie inverznej funkcie ϕ−1 stač́ı dokonca predpokladať len existenciu pravej inverznej
funkcie ϕ :J→I (pre funkciu ϕ teda plat́ı ϕ(ϕ(x)) = x , x ∈ J ), pozri [14, kapitola III, §4, veta 53]

4použit́ım diferenciálu funkcie ϕ sa tento zápis stane ešte názorneǰśım:∫
f(u) du =

∫
f(ϕ(v)) d(ϕ(v))



5.
∫

dx√
3x2 − 2

; 6.
∫

dx

x2 − x+ 2
;

7.
∫

dx

3x2 − 2x+ 1
; 8.

∫
dx√

1− 2x− x2
;

9.
∫

dx√
2x2 − x+ 2

; 10.
∫

(e−x + e−2x) dx ;

11.
∫

dx

sin2(2x+ π/4)
; 12.

∫
dx

1 + cosx
;

13.
∫

cth2x

3
dx ; 14.

∫
x (1− x)10dx ;

15.
∫

x2

(1− x)100
dx .

Riešenie. 7.∫
dx

3x2 − 2x+ 1
=

∫
dx

3
(
x2 − 2

3
x+

1
3

) =
∫

dx

3

[(
x− 1

3

)2

+
2
9

] =

=
∫

dx

3
(
x− 1

3

)2

+
2
3

= x− 1
3

= t

dx= dt
=
∫

dt

3t2 +
2
3

=
∫

dt

2
3

(
9
2
t2 + 1

) =

=
3
2

∫
dt(

3√
2
t

)2

+ 1

=
3
2
·
√

2
3

∫ 3√
2
dt(

3√
2
t

)2

+ 1

=

3√
2
t= z

3√
2
dt= dz

=

=
1√
2

∫
dz

z2 + 1
=

1√
2

arctg z + C =
1√
2

arctg
(

3√
2
t

)
+ C =

=
1√
2

arctg
(

3√
2

(
x− 1

3

))
+ C.

14. Výpočet sa zjednoduš́ı použit́ım substitúcie 1− x = t:∫
x (1− x)10dx = −

∫
x (1− x)10 · (−1) dx =

1− x= t
−dx= dt

= −
∫

(1− t) · t10dt =

=
∫

(t11 − t10) dt =
t12

12
− t11

11
+ C =

(1− x)12

12
− (1− x)11

11
+ C.

Uvedeným spôsobom možno (pre a > 0) odvodǐt tieto vzorce:

3’.
∫

dx

a2 + x2
=

1
a

arctg
x

a
+ C ; 4’.

∫
dx

a2 − x2
=

1
2a

ln
∣∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣∣+ C ;

5’.
∫

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C ; 6’.

∫
dx√
x2 ± a2

= ln
∣∣∣x+

√
x2 ± a2

∣∣∣+ C .

6. Použit́ım substitúcie v podobe ϕ(x) = t nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

sin5 x cosxdx ; 2.
∫
x (1 + x2)10dx ;

3.
∫

xdx√
1− x2

; 4.
∫
x2 3
√

1 + x3 dx ;



5.
∫

x2dx

(8x3 + 27)2/3
; 6.

∫
x e−x

2
dx ;

7.
∫

ex

2 + ex
dx ; 8.

∫ 2 ln2 x− 3
x

dx ;

9.
∫

tg xdx ; 10.
∫

dx

arcsinx ·
√

1− x2
;

11.
∫

dx
3
√

th2 x · ch2x
; 12.

∫
xdx

4 + x4
;

13.
∫

xdx

x4 − 2x2 + 3
; 14.

∫
x3dx

x8 − 2
;

15.
∫

xdx√
1− 3x2 − 2x4

; 16.
∫

dx

(1 + x)
√
x

;

17.
∫

dx√
x (1 + x)

; 18.
∫

x5

√
1− x2

dx ;

19.
∫

xn/2dx√
1 + xn+2

(n ∈ N) ; 20.
∫

cos3 xdx ;

21.
∫ cosxdx√

1 + sinx+ cos2 x
; 22.

∫ sinx cosxdx√
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

, a2 6= b2 ;

23.
∫ sinxdx√

cos 2x
; 24.

∫
dx

x lnx ln(lnx)
;

25.
∫

dx

ex + e−x
; 26.

∫
dx√

1 + e2x
;

27.
∫ 2x · 3x

9x − 4x
dx .

Riešenie. 12.∫
xdx

4 + x4
=

1
2

∫
2xdx

4 + (x2)2
= x2 = t

2xdx= dt
=

1
2

∫
dt

4 + t2
=

1
2
· 1

2
arctg

t

2
+ C =

=
1
4

arctg
x2

2
+ C

(pri výpočte posledného integrálu sme použili vzorec 3’).

16. ∫
dx

(1 + x)
√
x

= 2
∫

1
1 + x

· dx

2
√
x

=

√
x= t

dx

2
√
x

= dt
= 2

∫
dt

1 + t2
= 2 arctg t+ C =

= 2 arctg
√
x+ C.

26.∫
dx√

1 + e2x
=

1
2

∫
2e2xdx

e2x
√

1 + e2x
=

1 + e2x = t
2e2xdx= dt

=
1
2

∫
dt

(t− 1)
√
t

=

=
∫

1
(t− 1)

· dt

2
√
t

=

√
t= z

dt

2
√
t

= dz
=
∫

dz

z2 − 1
=

1
2

ln
∣∣∣∣z − 1
z + 1

∣∣∣∣+ C =
1
2

ln
∣∣∣∣√t− 1√
t+ 1

∣∣∣∣+ C =

=
1
2

ln

∣∣∣∣∣
√

1 + e2x − 1√
1 + e2x + 1

∣∣∣∣∣+ C =
1
2

ln

(√
1 + e2x − 1√
1 + e2x + 1

)
+ C.

Poznámka. V riešeńı pŕıkladu 6.26 sme mohli dve za sebou nasledujúce substitúcie 1 + e2x = t a
√
t = z

zlúčǐt do jedinej:
√

1 + e2x = z.



7. Použit́ım substitúcie v podobe x = ϕ(t) nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

dx

2 +
√
x

; 2.
∫ √

x

x+ 1
dx ;

3.
∫ 3

√
x+ 1

1 + 3
√
x+ 1

dx ; 4.
∫

dx√
x+ 4
√
x

;

5.
∫

x2 + 3√
(2x− 5)3

dx ; 6.
∫

dx√
1 + ex

.

Riešenie. 1. Funkcia f(x) =
1

2 +
√
x

je definovaná a spojitá na intervale [0,∞). Zvǒlme funkciu ϕ

v tvare ϕ(t) = t2, t ≥ 0; tá – keďže je prostá a diferencovatělná a plat́ı ϕ([0,∞)) = [0,∞) – vyhovuje

predpokladom vety 5. Pretože primit́ıvnu funkciu k funkcii f(ϕ(t))ϕ′(t) =
2t

2 + t
= 2 − 4

2 + t
vieme nájšt,

môžeme použǐt vetu 5, poďla ktorej∫
1

2 +
√
x
dx =

x= t2

dx= 2t dt =
∫

2t
2 + t

dt =
∫ (

2− 4
2 + t

)
dt = 2t− 4 ln |2 + t|+ C =

= 2
√
x− 4 ln(2 +

√
x) + C

(pri úprave posledného výrazu sme využili, že ln |2 +
√
x| = ln(2 +

√
x)).

Poznámky. 1. Odporúčame čitatělovi presvedčǐt sa, že uvedený výsledok sa nezmeńı, ak zvoĺıme funkciu
ϕ v tvare ϕ(t) = t2, t ≤ 0.

2. Všimnime si, že napr. neurčitý integrál z pr. 6.16 sme mohli rovnako dobre vypoč́ıtať aj na základe

vety 5 substitúciou x = t2, t ≥ 0, podobne neurčitý integrál z pr. 6.26 substitúciou x =
1
2

ln(z2 − 1) (ktorú

nájdeme tak, že zo vzťahu
√

1 + e2x = z vyjadŕıme x). Teda ak ϕ je prostá funkcia, možno namiesto vety 4
(so substitúciou ϕ(x) = t) použǐt vetu 5 (so substitúciou x = ϕ−1(t), kde ϕ−1 je inverzná funkcia k funkcii ϕ).
Tento prechod od substitúcie v tvare ϕ(x) = t k tvaru x = ϕ−1(t) použ́ıvame, ak funkciu f (ktorej neurčitý
integrál ȟladáme) nevieme jednoduchými úpravami preṕısať do podoby g(ϕ(x))ϕ′(x).

8. Použit́ım trigonometrických substitúcíı x = a sin t, x = a cos t, x = a tg t, x = a/ cos t a pod.
nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

dx

(1− x2)3/2
; 2.

∫ √
1− x2 dx ;

3.
∫

x2

√
a2 − x2

dx ; 4.
∫ 1

(1 + x2)2
dx ;

5.
∫

dx

(x2 + a2)3/2
, a > 0 ; 6.

∫
dx

x
√
x2 − a2

, a > 0 .

9. Nech P je polynóm. Potom
∫
P ( n
√
x) dx = Q( n

√
x) +C, kde Q je polynóm (n ∈N). Dokážte!

10. Nájdite všetky funkcie f : [0,∞)→ R, g :R→ R vyhovujúce podmienkam

x f ′(x2) + g′(x) = cosx− 3x3 ,

f(x2) + g(x) = sinx− x4 .

1.1.3 Metóda per partes

Veta 6. Nech funkcie u, v : I →R sú diferencovatělné na intervale I a nech existuje primit́ıvna funkcia
k funkcii uv′. Potom existuje aj primit́ıvna funkcia k funkcii u′v a plat́ı∫

u′(x) v(x) dx = u(x) v(x) −
∫
u(x) v′(x) dx.



11. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫
x cosxdx ; 2.

∫
x e−x dx ;

3.
∫
x arctg xdx ; 4.

∫
(x2 − x+ 1) lnxdx ;

5.
∫
x2 3−2xdx ; 6.

∫
(x2 + 3) sin 2xdx ;

7.
∫ ( lnx

x

)2

dx ; 8.
∫ ln cosx

cos2 x
dx ;

9.
∫

xdx

cos2 x
; 10.

∫ √
x ln2 x dx ;

11.
∫
x ln

∣∣∣∣1 +
1
x

∣∣∣∣ dx ; 12.
∫

lnxdx ;

13.
∫

arctg xdx ; 14.
∫

arcsinxdx ;

15.
∫

ln (x+
√

1 + x2) dx ; 16.
∫
e2x cosxdx ;

17.
∫
eax sin bx dx , ab 6= 0 ; 18.

∫
sin(lnx) dx .

Riešenie. 13.∫
arctg xdx =

∫
1 · arctgxdx =

u′= 1 u =x

v = arctg x v′=
1

1 + x2

= x arctg x−
∫

xdx

1 + x2
=

= x arctg x− 1
2

∫
2xdx
1 + x2

= 1 + x2 = t
2xdx= dt

= x arctg x− 1
2

∫
dt

t
=

= x arctg x− 1
2

ln |t|+ C = x arctg x− 1
2

ln(1 + x2) + C

16. Použit́ım metódy per partes dostaneme∫
e2x cosxdx =

u′= cosx u = sinx
v = e2x v′= 2 e2x = e2x sinx− 2

∫
e2x sinxdx. (1.2)

Neurčitý integrál
∫
e2x sinxdx vyjadŕıme opa̋ť pomocou metódy per partes:∫
e2x sinxdx =

u′= sinx u =− cosx
v = e2x v′= 2 e2x = −e2x cosx+ 2

∫
e2x cosxdx.

Ak toto vyjadrenie dosad́ıme do vzťahu (1.2), dostaneme pre ȟladaný neurčitý integrál I =
∫
e2x cosxdx

rovnosť
I = e2x sinx+ 2 e2x cosx− 4 I, (1.3)

z ktorej vyplýva

I =
∫
e2x cosxdx =

1
5
e2x(sinx+ 2 cosx) + C. (1.4)

Poznámka. Nebude na škodu uvedomǐt si, že (1.3) je rovnosťou dvoch množ́ın: ak označ́ıme f(x) jednu
pevne zvolenú primit́ıvnu funkciu k funkcii e2x cosx (f existuje poďla vety 2, našou úlohou je nájšt jej predpis),
má rovnosť (1.3) tvar

{f(x) + C ; C ∈ R} = e2x sinx+ 2 e2x cosx− 4 · {f(x) +K ; K ∈ R},



tj.
{f(x) + C ; C ∈ R} = {e2x sinx+ 2 e2x cosx− 4f(x)− 4K ; K ∈ R}. (1.5)

Zdôvodnime teraz prechod od (1.3) k (1.4) podrobne: Ȟladaná funkcia f je prvkom množiny na ľavej
strane rovnosti (1.5) (stač́ı položǐt C = 0), muśı teda patrǐt aj do množiny na pravej strane. Preto existuje
K ∈ R tak, že

f(x) = e2x sinx+ 2 e2x cosx− 4 f(x)− 4K,

odtiǎl

f(x) =
1
5
e2x sinx+

2
5
e2x cosx− 4

5
K.

Poďla vety 1 potom∫
e2x cosxdx = {f(x) + C ; C ∈ R} = {1

5
e2x sinx+

2
5
e2x cosx− 4

5
K + C ; C ∈ R} =

= {1
5
e2x(sinx+ 2 cosx) + C ; C ∈ R}.

12. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫
x5e−x

3
dx ; 2.

∫
e
√
xdx ;

3.
∫
x sin

√
xdx ; 4.

∫
(arcsinx)2dx ;

5.
∫
x sin2 xdx ; 6.

∫
e2x sin2 xdx ;

7.
∫

(ex − cosx)2dx ; 8.
∫
x cosx
sin3 x

dx ;

9.
∫
x arccosx√

1− x2
dx ; 10.

∫
x ln(x+

√
1 + x2)√

1 + x2
dx ;

11.
∫

x2

(1 + x2)2
dx ; 12.

∫
dx

(a2 + x2)2
;

13.
∫

x2dx√
1− x2

; 14.
∫ √

a2 − x2 dx ;

15.
∫

x earctg x

(1 + x2)3/2
dx ; 16.

∫
earctg xdx

(1 + x2)3/2
;

17.
∫

x ex

(x+ 1)2
dx .

13. Nech f :R→R je dvakrát diferencovatělná funkcia. Nájdite
∫
x f ′′(x) dx .

140. Nech funkcia f :R→R má primit́ıvnu funkciu, nech g je polynóm. Potom existuje primit́ıvna
funkcia k funkcii fg. Dokážte!

150. Ak funkcie f, g : I →R sú n-krát spojite diferencovatělné na intervale I, tak∫
f g(n)dx = f g(n−1) − f ′g(n−2) + f ′′g(n−3) + · · · + (−1)n−1f (n−1)g + (−1)n

∫
f (n)g dx

(uvedený vzťah sa nazýva viacnásobná formula per partes). Dokážte!



1.1.4 Rekurentné vzťahy. Metóda neurčitých koeficientov

Rekurentné vzťahy umožňujú previešt výpočet integrálu závisiaceho od indexu n na výpočet integrálu toho
istého typu s menš́ım indexom.

16. Použit́ım metódy per partes odvoďte rekurentné vzťahy pre výpočet nasledujúcich integrálov:

1. In =
∫

dx

(x2 + a2)n
, a > 0 ; 2. In =

∫
(a2 − x2)ndx , a > 0 ;

3. In =
∫

tgnxdx ; 4. In =
∫

xn√
x2 + a2

dx , a > 0 ;

5. In =
∫

sinn xdx ; 6. In =
∫

cosn xdx .

Riešenie. 1.

In =
∫

dx

(x2 + a2)n
=

u′= 1 u =x
v = (x2 + a2)−n v′=−2nx(x2 + a2)−n−1 =

x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
x2

(x2 + a2)n+1
dx =

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
(x2 + a2)− a2

(x2 + a2)n+1
dx =

x

(x2 + a2)n
+ 2nIn − 2a2nIn+1.

Z takto źıskanej rovnosti
In =

x

(x2 + a2)n
+ 2nIn − 2a2nIn+1

vyplýva rekurentný vzťah

In+1 =
1

2na2

x

(x2 + a2)n
+

2n− 1
2na2

In
5. (1.6)

Pre n = 1 tak dostávame

I2 =
∫

dx

(x2 + a2)2
=

1
2a2

x

(x2 + a2)
+

1
2a2

I1 =
1

2a2

x

(x2 + a2)
+

1
2a2

∫
dx

x2 + a2
=

=
1

2a2

x

x2 + a2
+

1
2a3

arctg
x

a
+ C.

Pomocou I2 môžeme teraz vyjadrǐt I3 atď.
(Všimnime si, že pri odvodeńı vzťahu (1.6) sme potrebovali len predpoklad n 6= 0, teda uvedený vzťah

plat́ı pre všetky reálne č́ısla n 6= 0. Špeciálne pre n = 1/2 – kedy sa vlastne ,,stráca“ jeho ,,rekurentnošt“,

pretože vtedy
2n− 1
2na2

= 0 – z neho vyplýva

I3/2 =
∫

dx

(x2 + a2)
√
x2 + a2

=
1
a2

x√
x2 + a2

+ C.

5Rekurentný vzťah sme mohli odvodǐt aj nasledovne:

Im =
∫

1
(x2 + a2)m

dx =
1
a2

∫
(x2 + a2)− x2

(x2 + a2)m
dx =

1
a2

(
Im−1 −

∫
x2

(x2 + a2)m
dx

)
,

pritom∫
x2

(x2 + a2)m
dx =

∫
x · x

(x2 + a2)m
dx = u′=x (x2 + a2)−m u =−(x2 + a2)−(m−1)/2(m− 1)

v =x v′= 1
=

= − 1
2(m− 1)

x

(x2 + a2)m−1
+

1
2(m− 1)

Im−1,

teda

Im =
1
a2

(
Im−1 +

1
2(m− 1)

x

(x2 + a2)m−1
− 1

2(m− 1)
Im

)
=

1
2(m− 1)a2

x

(x2 + a2)m−1
+

2m− 3
2(m− 1)a2

Im−1

(ak polož́ıme m− 1 = n, dostaneme zrejme rovnosť (1.6)).



Pomocou I3/2 teraz môžeme vyjadrǐt I5/2 atď.)

17. Nájdite
∫

(x3 − 2x2 + 5) e3xdx .

Riešenie. Tento neurčitý integrál možno vypoč́ıtať opakovaným použit́ım metódy per partes (teda vlastne
použit́ım vzorca z pr. 15). Ak si predstav́ıme postup výpočtu, zist́ıme, že ȟladaná primit́ıvna funkcia bude
mať tvar

Q3(x) e3x + C ,

kde Q3(x) = Kx3 + Lx2 +Mx+N je polynóm 3. stupňa. Teraz treba už len nájšt koeficienty K,L,M,N
tak, aby platilo

(Q3(x) e3x + C)′ = (x3 − 2x2 + 5) e3x. (1.7)

Pretože

((Kx3 + Lx2 +Mx+N) e3x + C)′ = (3Kx2 + 2Lx+M) e3x + 3e3x (Kx3 + Lx2 +Mx+N) =
= (3Kx3 + (3L+ 3K)x2 + (3M + 2L)x+ (M + 3N)) e3x ,

má rovnosť (1.7) tvar

(3Kx3 + (3L+ 3K)x2 + (3M + 2L)x+ (M + 3N)) e3x = (x3 − 2x2 + 5) e3x .

Táto rovnosť bude splnená, ak polynómy na jej pravej a ľavej strane budú mať zhodné koeficienty u členov
s rovnakými mocninami, tj. ak bude platǐt

3K = 1 , 3L+ 3K = −2 , 3M + 2L = 0 , M + 3N = 5 .

Riešeńım tejto sústavy dostaneme

K = 1/3 , L = −1 , M = 2/3 , N = 13/9 ,

teda ȟladaná primit́ıvna funkcia je (
x3

3
− x2 +

2x
3

+
13
9

)
e3x + C .

Postup výpočtu neurčitého integrálu uvedený v riešeńı pr. 17, nazývaný metóda neurčitých koeficientov ,
umožňuje vlastne nahradǐt integrovanie derivovańım v pŕıpade, keď vieme vopred odhadnúť tvar ȟladanej
primit́ıvnej funkcie.

18. Metódou neurčitých koeficientov nájdite

1.
∫

(3x3 − 17) e2xdx ; 2.
∫

(x2 + 3x+ 5) cos 2xdx ;

3.
∫

(x2 + 2x− 1) sin 3xdx ; 4.
∫

(2 + x2) cos 2x+ (1 + 2x+ 3x3) sin 2xdx .

1.2 Integrovanie racionálnych funkcíı

Funkcia R tvaru R =
P

Q
, kde P,Q sú polynómy, sa nazýva racionálna funkcia. (Špeciálne teda každý

polynóm je racionálnou funkciou.) Ak naviac stupeň polynómu P je menš́ı ako stupeň polynómu Q , hovoŕıme,
že R je rýdzo racionálna funkcia.

Funkcie tvaru
A

(x− a)n
,

Bx+ C

(x2 + px+ q)n
, kde A, B, C, a, p, q sú reálne konštanty, pričom

p2−4q < 0 (tj. polynóm x2+px+q nemá reálne korene), n ∈N , sa nazývajú elementárne racionálne funkcie
(parciálne zlomky).



Veta 7. Nech Q(x) je polynóm stupňa n ≥ 1 , nech koeficient pri jeho najvyššej mocnine je rovný 1 6.
Potom

a) Polynóm Q(x) možno zaṕısať jediným spôsobom v tvare

(x− a1)n1 (x− a2)n2 · · · (x− ak)nk (x2 + p1x+ q1)m1 · · · (x2 + psx+ qs)ms ,

kde a1, . . . , ak sú navzájom rôzne korene polynómu Q(x), polynómy x2 + p1x+ q1, . . . , x
2 + ps + qs nemajú

reálne korene a sú navzájom rôzne, n1, . . . , nk,m1, . . . ,ms ∈ N .

b) Rýdzo racionálnu funkciu R =
P

Q
( P je polynóm) možno zaṕısať v tvare súčtu parciálnych zlomkov.

Sč́ıtance vystupujúce v tomto súčte možno rozdelǐt na skupiny patriace k jednotlivým členom rozkladu polynómu
Q(x), tj. na skupinu parciálnych zlomkov patriacu k členu (x−a1)n1 , . . ., skupinu parciálnych zlomkov patriacu
k členu (x2 + psx+ qs)ms . Pritom skupina patriaca k členu tvaru (x− α)ν pozostáva z parciálnych zlomkov

A1

(x− α)
,

A2

(x− α)2
, . . . ,

Aν
(x− α)ν

,

skupina patriaca k členu tvaru (x2 + βx+ γ)µ pozostáva z parciálnych zlomkov

B1x+ C1

(x2 + βx+ γ)
,

B2x+ C2

(x2 + βx+ γ)2
, . . . ,

Bµx+ Cµ
(x2 + βx+ γ)µ

.

Integrovanie elementárnych racionálnych funkcíı
1. ∫

A

x− a dx = A ln |x− a|+ C ;

2. pre n ∈N, n > 1 je ∫
A

(x− a)n
dx =

A

1− n
1

(x− a)n−1
+ C.

Výpočet neurčitých integrálov
∫

Bx+ C

(x2 + px+ q)
dx,

∫
Bx+ C

(x2 + px+ q)n
dx možno substitúciou x +

p

2
= t

previešt na ȟladanie neurčitých integrálov
∫
Mt+N

(t2 + r)
dt,

∫
Mt+N

(t2 + r)n
dt, kde r =

4q − p2

4
> 0 (uvedená

substitúcia vyplýva z úpravy kvadratického trojčlena x2 + px+ q na úplný štvorec
(
x+

p

2

)2

+
4q − p2

4
).

3.

∫
Mt+N

t2 + r
dt =



N

∫
dt

t2 + r
=

N√
r

arctg
t√
r

+ C pre M = 0

M

2

∫
2t dt
t2 + r

+N

∫
dt

t2 + r
=
M

2
ln(t2 + r) +

N√
r

arctg
t√
r

+ C pre M 6= 0

(prvý z integrálov sme riešili substitúciou t2 + r = s)

;

4. pre n ∈N, n > 1 je

∫
Mt+N

(t2 + r)n
dt =



N

∫
dt

(t2 + r)n
pre M = 0, tento integrál ȟladáme pomocou rekurentného vzorca

(pozri pr. 16.1)

M

2

∫
2t dt

(t2 + r)n
+N

∫
dt

(t2 + r)n
=

M

2(1− n)
1

(t2 + r)n−1
+N

∫
dt

t2 + r)n
pre M 6= 0

(prvý z integrálov sme riešili substitúciou t2 + r = s, na výpočet druhého použ́ıvame
rekurentný vzorec – pozri pr. 16.1)

6zrejme každý polynóm Q(x) stupňa n ≥ 1 možno zaṕısať v tvare Q(x) = aQ(x) , kde a je koeficient pri
najvyššej mocnine polynómu Q(x) a polynóm Q(x) vyhovuje predpokladom vety 7



19. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫ 2x+ 3

(x− 2)(x+ 5)
dx ; 2.

∫
xdx

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
;

3.
∫

x10

x2 + x− 2
dx ; 4.

∫
x4 dx

(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)
.

Riešenie. 4. Ak je stupeň polynómu P va̋čš́ı než stupeň polynómu Q, možno racionálnu funkciu
P

Q
naṕısať v tvare súčtu polynómu a rýdzo racionálnej funkcie (stač́ı polynóm P vydelǐt polynómom Q), v našom
pŕıpade

x4

(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)
=

(
x4

x3 + 2x2 − x− 2
= x− 2 +

5x2 − 4
x3 + 2x2 − x− 2

=
)

= x− 2 +
5x2 − 4

(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)
.

Poďla vety 7b) funkciu
5x2 − 4

(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)
možno naṕısať v tvare

5x2 − 4
(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)

=
A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

x+ 2
. (1.8)

Neznáme koeficienty A,B,C môžeme nájšt nasledovne: súčet parciálnych zlomkov na pravej strane rovnosti
(1.8) uprav́ıme na spoločný menovatěl

5x2 − 4
(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)

=
A(x+ 1)(x+ 2) +B(x− 1)(x+ 2) + C(x− 1)(x+ 1)

(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)
=

=
(A+B + C)x2 + (3A+B)x+ (2A− 2B − C)

(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)

a porovnańım koeficientov pri rovnakých mocninách premennej x na pravej a ľavej strane rovnosti

5x2 − 4 = (A+B + C)x2 + (3A+B)x+ (2A− 2B − C) (1.9)

dostaneme sústavu rovńıc
A + B + C= 5

3A + B = 0
2A − 2B − C=−4

, (1.10)

ktorej riešenie je A = 1/6, B = −1/2, C = 16/3.
Teraz už môžeme pristúpǐt k výpočtu nášho neurčitého integrálu:∫

x4 dx

(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)
=

∫ (
x− 2 +

5x2 − 4
(x− 1)(x+ 1)(x+ 2)

)
dx =

=
∫ (

x− 2 +
1

6(x− 1)
− 1

2(x+ 1)
+

16
3(x+ 2)

)
dx =

=
x2

2
− 2x+

1
6

ln |x− 1| − 1
2

ln |x+ 1| = 16
3

ln |x+ 2|+ C .



Poznámka. Rovnosť (1.9) plat́ı pre všetky x ∈ R (pre x 6= 1, −1, −2 to vyplýva z rovnosti (1.8), ktorej
platnošt zaručuje veta 7b), pre x = 1, −1, −2 to vyplýva zo spojitosti funkcíı na pravej a ľavej strane rovnosti
(1.9)). Ak v tejto rovnosti dosad́ıme za x vhodné č́ısla, dostaneme sústavu rovńıc pre neznáme A, B, C ,
ktorá môže byť jednoduchšia než (1.10).

Zaṕı̌sme (1.9) v tvare

5x2 − 4 = A(x+ 1)(x+ 2) +B(x− 1)(x+ 2) + C(x− 1)(x+ 1) ,

potom je zrejmé, že za x bude vhodné zvolǐt č́ısla 1,−1 a −2 (teda korene polynómu z menovatěla rýdzo
racionálnej funkcie, ktorú sme rozkladali na parciálne zlomky 7); dostaneme tak rovnice

1 = 6A , 1 = −2B , 16 = 3C .

20. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

x2 + 1
(x+ 1)2(x− 1)

dx ; 2.
∫

xdx

x3 − 3x+ 2
;

3.
∫

dx

(x2 − 4x+ 4)(x2 − 4x− 5)
; 4.

∫ (
x

x2 − 3x+ 2

)2

dx ;

5.
∫
x3 + x+ 2
x4 + 2x3

dx ; 6.
∫

x5 dx

x4 − 2x3 + 2x− 1
.

Riešenie. 1. Vyjadrenie integrandu ako súčtu parciálnych zlomkov ȟladáme poďla vety 7b) v tvare

x2 + 1
(x+ 1)2(x− 1)

=
A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

x− 1
.

Po úprave pravej strany na spoločný menovatěl a porovnańı koeficientov polynómov v čitateli na pravej a
ľavej strane dostaneme sústavu rovńıc

A + C = 1
B + 2C = 0

− A − B + C = 1
,

ktorej riešeńım je A = 1/2, B = −1, C = 1/2. Preto∫
x2 + 1

(x+ 1)2(x− 1)
dx =

∫ (
1

2(x+ 1)
− 1

(x+ 1)2
+

1
2(x− 1)

)
dx =

=
1
2

ln |x+ 1|+ 1
x+ 1

+
1
2

ln |x− 1|+ C =

=
1

x+ 1
+

1
2

ln |x2 − 1|+ C .

21. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

x− 1
x2 + x+ 1

dx ; 2.
∫

dx

x(x2 + 2)
;

3.
∫

dx

x3 + 1
; 4.

∫
dx

x(1 + x)(1 + x+ x2)
;

5.
∫ (3x2 − 2)xdx

(x+ 2)2(3x2 − 2x+ 4)
; 6.

∫
dx

(x2 + 1)(x2 + 2x+ 2)
.

7tento postup je výhodný, ak menovatěl rozkladanej rýdzo racionálnej funkcie je polynóm n-tého stupňa,
ktorý má práve n navzájom rôznych reálnych koreňov



Riešenie. 3. Pretože x3 + 1 = (x + 1)(x2 − x + 1), pričom polynóm x2 − x + 1 nemá reálne korene,
budeme vyjadrenie integrandu ako súčtu parciálnych zlomkov ȟladať v tvare

1
1 + x3

=
A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1
.

Pre neznáme koeficienty A, B, C dostávame sústavu rovńıc

A + B = 0
−A + B + C = 0
A + C = 1

,

ktorej riešeńım je A = 1/3, B = −1/3, C = 2/3. Preto∫
dx

x3 + 1
=

∫ (
1

3(x+ 1)
− x− 2

3(x2 − x+ 1)

)
dx =

1
3

ln |x+ 1| − 1
3

∫
x− 2(

x− 1
2

)2 + 3
4

dx = x− 1
2 = t
dx= dt

=

=
1
3

ln |x+ 1| − 1
3

∫
t− 3

2

t2 + 3
4

dt =
1
3

ln |x+ 1| − 1
3

(
1
2

∫
2t dt
t2 + 3

4

− 3
2

∫
dt

t2 + 3
4

)
=

=
1
3

ln |x+ 1| − 1
6

ln
(
t2 +

3
4

)
+

1
2
· 2√

3
arctg

2t√
3

+ C =

=
1
3

ln |x+ 1| − 1
6

ln(x2 − x+ 1) +
1√
3

arctg
2x− 1√

3
+ C .

22. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

x− 1
(x2 + 2)2

dx ; 2.
∫

dx

(x2 + 1)3
;

3.
∫

dx

(x+ 1)(x2 + x+ 1)2
; 4.

∫
dx

x6 + 4x4 + 4x2
.

Riešenie. 4. Pretože x6 + 4x4 + 4x2 = x2(x2 + 2)2 a polynóm x2 + 2 nemá reálne korene, možno poďla
vety 7b) ṕısať integrand v tvare

1
x6 + 4x4 + 4x2

=
A

x
+
B

x2
+
Cx+D

x2 + 2
+

Ex+ F

(x2 + 2)2
,

pritom neznáme A, B, C, D, E, F sú riešeńım sústavy

A + C = 0
B + D = 0

4A + 2C + E = 0
4B + 2D + F = 0

4A = 0
4B = 1

,

odtiǎl A = 0, B = 1/4, C = 0, D = −1/4, E = 0, F = −1/2. Preto∫
dx

x6 + 4x4 + 4x2
=

∫ (
1

4x2
− 1

4(x2 + 2)
− 1

2(x2 + 2)2

)
dx =

= − 1
4x
− 1

4
√

2
arctg

x√
2
− 1

2

∫
dx

(x2 + 2)2︸ ︷︷ ︸
I

.

Integrál I môžeme nájšt dosadeńım do rekurentného vzťahu (1.6) z pr. 16.1; nasledujúci výpočet integrálu I
však v tomto pŕıpade nevyžaduje viacej námahy než odvodenie rovnosti (1.6):



I =
∫

dx

(x2 + 2)2
=

1
2

∫
(x2 + 2)− x2

(x2 + 2)2
dx =

=
1
2

(∫
dx

x2 + 2
−
∫
x · x

(x2 + 2)2
dx

)
=

u′=
x

(x2 + 2)2
u =− 1

2(x2 + 2)
v =x v′= 1

=

=
1
2

(
1√
2

arctg
x√
2

+
x

2(x2 + 2)
− 1

2

∫
dx

x2 + 2

)
=

x

4(x2 + 2)
+

1
4
√

2
arctg

x√
2

+ C 8.

Teda celkovo∫
dx

x6 + 4x4 + 4x2
= − 1

4x
− 1

4
√

2
arctg

x√
2
− 1

2
I =

= − 1
4x
− 1

4
√

2
arctg

x√
2
− 1

2

(
x

4(x2 + 2)
+

1
4
√

2
arctg

x√
2

)
+ C =

= − 1
4x
− x

8(x2 + 2)
− 3

8
√

2
arctg

x√
2

+ C .

23. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

x5 dx

x3 + 2
; 2.

∫
xdx

x3 − 1
;

3.
∫

dx

x4 − 1
; 4.

∫
dx

x4 + 1
;

5.
∫

dx

x4 + x2 + 1
; 6.

∫
dx

x6 + 1
;

7.
∫

dx

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3)
; 8.

∫
dx

(x2 + x+ 1)3
;

9.
∫

dx

x8 + 8x6 + 16x4
; 10.

∫
dx

x3 + bx2 + ax+ ab
, ab 6= 0 .

24. Pre aké hodnoty parametrov a, b, c, d ∈ R (c2 + d2 > 0) je
∫
ax+ b

cx+ d
dx racionálnou

funkciou?

25. Akým podmienkam musia vyhovovať koeficienty a, b, c ∈ R (a2 + b2 + c2 > 0), aby∫
dx

ax2 + bx+ c
bola funkcia tvaru

a) R(x) ;
b) K lnR(x) +C ;
c) K arctgR(x) + C ;

kde R(x) je racionálna funkcia a K 6= 0 ?

26. Výpočet nasledujúcich neurčitých integrálov možno zjednodušǐt použit́ım vhodných sub-
stitúcíı:

1.
∫
x2 + 2x− 7

(x− 1)3
dx ; 2.

∫
xdx

x8 − 1
;

3.
∫

x3dx

x8 + 3
; 4.

∫
x2 + x

x6 + 1
dx ;

8Tento výpočet zodpovedá postupu z poznámky 5 k riešeniu pr. 16.1. Ak chceme pri výpočte integrálu
I použǐt postup z riešenia pr. 16.1, muśıme tam uvedenú metódu per partes použǐt na vyjadrenie integrálu∫

dx

x2 + 2
.



5.
∫

x11 dx

x8 + 3x4 + 2
; 6.

∫
x9 dx

(x10 + 2x5 + 2)2
;

7.
∫

dx

x(x10 + 1)2
; 8.

∫
x4 − 3

x(x8 + 3x4 + 2)
dx ;

9.
∫

dx

x8 + 7x
; 10.

∫
x2n−1

xn + 1
;

11.
∫

x3n−1

(x2n + 1)2
dx ;

12.
∫
x2 − 1
x4 + 1

dx (použite substitúciu x+
1
x

= t) ;

13.
∫

x2 − 1
x4 + x3 + x2 + x+ 1

dx ; 14.
∫
x5 − x
x8 + 1

dx .

27. Na výpočet integrálu I =
∫

dx

(x+ a)m(x+ b)n
, a 6= b, m, n ∈ N použite substitúciu

t =
x+ a

x+ b
. Na základe źıskaného výsledku nájdite integrál J =

∫
dx

(x− 2)2(x+ 3)3
.

28. 1. Ak primit́ıvna funkcia F k funkcii f je racionálna, tak primit́ıvne funkcie k funkciám
f(x) arctg x, f(x) arcctgx, f(x) lnx sú elementárne. Dokážte!

2. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

a)
∫
x7arctgxdx ; b)

∫
arcctg

1
x− 1

dx ;

c)
∫ ln(1− x+ x2)

x2
dx ; d)

∫ 1
x2

ln
∣∣∣∣x+ 2
x− 2

∣∣∣∣ dx .

1.3 Integrovanie niektorých iracionálnych funkcíı

29. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

dx

(5 + x)
√

1 + x
; 2.

∫
dx

(1 + 4
√
x) 3
√
x

;

3.
∫ 1− 6

√
1 + x

1 + x+ 3
√

1 + x)4
dx ; 4.

∫
3
√

1 + 4
√
xdx .

Polynómom dvoch premenných x, y nazývame funkciu P :R×R→R v tvare P (x, y) =
M∑
m=0

N∑
n=0

amnx
myn ,

kde amn ∈ R (m = 0, 1, . . . ,M, n = 0, 1, . . . , N) sú konštanty.
Racionálnou funkciou dvoch premenných x, y nazývame funkciu f(x, y), ktorú možno zaṕısať v tvare

f(x, y) =
P (x, y)
Q(x, y)

, kde P,Q sú polynómy premenných x, y.

30. 1. Nech R(x, y) je racionálna funkcia dvoch premenných, a, b, c, d ∈ R, a2 +b2 > 0, c2 +d2 >
0, n ∈ N, n ≥ 2. Dokážte, že výpočet integrálu

∫
R(x, n

√
(ax+ b)/(cx + d) dx možno previešt na

výpočet integrálu z racionálnej funkcie.



2. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

a)
∫

5

√
x

x+ 1
dx

x3
; b)

∫
3

√
x+ 1
x− 1

dx ;

c)
∫ √

x+ 1−
√
x− 1√

x+ 1 +
√
x− 1

dx ; d)
∫

dx
3
√

(x+ 1)2(x− 1)4
;

e)
∫

dx
n
√

(x− a)n+1(x− b)n−1
, x > max{a, b}, a 6= b ;

f)
∫

xdx
4
√
x3(a− x)

, a > 0 .

Integrovanie funkcíı tvaru R(x,
√
ax2 + bx+ c) , kde R je racionálna funkcia dvoch premenných, a 6= 0

a polynóm ax2 + bx+ c nemá dvojnásobný koreň, možno vždy previešt na integrovanie racionálnych funkcíı
premennej t 9, a to

1. substitúciou
√
ax2 + bx+ c = ±

√
ax± t, ak a > 0 10 (prvá Eulerova substitúcia);

2. substitúciou
√
ax2 + bx+ c = ±xt±

√
c, ak c > 0 10 (druhá Eulerova substitúcia);

3. substitúciou

√
a(x− α)
x− β = ±t 10, ak polynóm ax2 + bx + c má dva rôzne reálne korene α, β ; tj.

ak b2 − 4ac > 0 (tretia Eulerova substitúcia), táto substitúcia sa často zapisuje v tvare
√
x(x− α)(x− β) =

±t(x− β).

31. Použit́ım Eulerových substitúcíı nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

dx

x+
√
x2 + x+ 1

; 2.
∫

x2 dx

1 + 2
(
x+
√
x2 + x+ 1

) ;

3.
∫ (1 + x) dx
x+
√
x+ x2

; 4.
∫ √

x2 + 4x+ 3 dx ;

5.
∫

dx

1 +
√

1− 2x− x2
; 6.

∫
dx

(1 + x)
√

1 + x− x2
;

7.
∫

xdx√
(7x− 10− x2)3

; 8.
∫

dx

(x− 2)
√

4x− 3− x2
.

Riešenie. 4. Zaṕı̌seme najprv vlastný výpočet, komentár k jednotlivým krokom urob́ıme na záver:
Použijeme prvú Eulerovu substitúciu v tvare√

x2 + 4x+ 3 = x+ t , (1.11)

z nej po umocneńı obidvoch strán na druhú vyjadŕıme x :

x2 + 4x+ 3 = x2 + 2tx+ t2

x(4− 2t) = t2 − 3

x =
t2 − 3

2(2− t) . (1.12)

Odtiǎl

dx = − t
2 − 4t+ 3
2(2− t)2

dt . (1.13)

9na to možno okrem tu uvedených Eulerových použǐt aj goniometrické (alebo hyperbolické) substitúcie,
pozri poznámku pred pr. 44

10presneǰsie povedané, substitúciou, ktorej predpis dostaneme, ak z uvedenej rovnosti vyjadŕıme x ako
funkciu premennej t (pozri riešenie pr. 31.4)



Ak teraz do pravej strany rovnosti (1.11) dosad́ıme za x poďla vzťahu (1.12), dostaneme√
x2 + 4x+ 3 =

t2 − 3
2(2− t) + t = − t

2 − 4t+ 3
2(2− t) . (1.14)

Preto∫ √
x2 + 4x+ 3 dx =

∫ (
− t

2 − 4t+ 3
2(2− t)

)(
− t

2 − 4t+ 3
2(2− t)2

)
dt =

1
4

∫
(t2 − 4t+ 3)2

(2− t)3
dt =

t− 2 = z
dt= dz

=

= −1
4

∫
(z2 − 1)2

z3
dz = −1

4

∫
z4 − 2z2 + 1

z3
dz = −1

4

∫ (
z − 2

z
+

1
z3

)
dz =

= −1
4

(
z2

2
− 2 ln |z| − 1

2z2

)
+ C = −1

8
(t− 2)2 +

1
2

ln |t− 2| − 1
2(t− 2)2

+ C =

= −1
8

(√
x2 + 4x+ 3− x− 2

)2

+
1
2

ln
∣∣∣√x2 + 4x+ 3− x− 2

∣∣∣− 1

2
(√
x2 + 4x+ 3− x− 2

)2 + C

(v poslednom kroku sme dosadili za t poďla vzťahu (1.11)).

Všimnime si teraz výpočty súvisiace so vzťahmi (1.11) – (1.14) podrobneǰsie. Pri ȟladańı nášho neurčitého
integrálu sme použili substitúciu v tvare x = ϕ(t), overme teda, či sú splnené všetky predpoklady vety 5.

Integrand, tj. funkcia
√
x2 + 4x+ 3 ( =

√
(x+ 1)(x+ 3)), je definovaný na množine (−∞,−3]∪[−1,∞).

Substitúciu voĺıme v podobe x = ϕ(t) =
t2 − 3

2(2− t) (pozri (1.12)). Zistime teraz, kde je funkcia ϕ prostá. Zo

vzťahu pre ϕ′ (pozri (1.13)) vyplýva: ϕ je klesajúca na (−∞, 1] a na [3,∞), rastúca na [1, 2) a na (2, 3];
ďalej plat́ı limt→−∞ ϕ(t) = limt→2− ϕ(t) = ∞, limt→∞ ϕ(t) = limt→2+ ϕ(t) = −∞, ϕ(1) = −1, ϕ(3) =
−3. Teda funkcie ϕ|(−∞, 1], ϕ|[1, 2), ϕ|(2, 3] a ϕ|[3,∞) sú prosté, pričom ϕ((−∞, 1]) = ϕ([1, 2)) =
[−1,∞), ϕ((2, 3]) = ϕ([3,∞)) = (−∞,−3]. Nasledujúca tabǔlka zachycuje inverzné funkcie k jednotlivým
zúženiam funkcie ϕ :

funkcia inverzná funkcia
ϕ|(−∞, 1] −x−

√
x2 + 4x+ 3, x ∈ [−1,∞)

ϕ|[1, 2) −x+
√
x2 + 4x+ 3, x ∈ [−1,∞)

ϕ|(2, 3] −x−
√
x2 + 4x+ 3, x ∈ (−∞,−3]

ϕ|[3,∞) −x+
√
x2 + 4x+ 3, x ∈ (−∞,−3]

Teraz už môžeme overǐt oprávnenosť použitia vety 5. Pri ȟladańı primit́ıvnej funkcie k funkcii√
x2 + 4x+ 3 na intervale (−∞,−3] použijeme substitúciu

x =
t2 − 3

2(2− t) , t ∈ [3,∞) ,

potom (pozri štvrtý riadok tabǔlky)

t = −x+
√
x2 + 4x+ 3, x ∈ (−∞,−3] ,

teda plat́ı (1.11) aj (1.14). Pri ȟladańı primit́ıvnej funkcie na intervale [−1,∞) použijeme substitúciu

x =
t2 − 3

2(2− t) , t ∈ [1, 2) ,

potom (pozri druhý riadok tabǔlky)

t = −x+
√
x2 + 4x+ 3, x ∈ [−1,∞) ,

tj. opa̋ť plat́ı (1.11) a (1.14). Pritom zápis výpočtu pre x ∈ (−∞,−3] aj pre x ∈ [−1,∞) je rovnaký,
teda primit́ıvnu funkciu ȟladáme na celom definičnom obore ,,naraz“. (Z uvedeného tiež vidno, že substitúcia

v tvare x =
t2 − 3

2(2− t) , t ∈ (−∞, 1]∪ (2, 3] zodpovedá Eulerovej substitúcii
√
x2 + 4x+ 3 = −t−x, pozri prvý

a tret́ı riadok tabǔlky.)



Uvedený integrál by bolo možné ȟladať aj použit́ım druhej alebo tretej Eulerovej substitúcie, zaṕı̌sme teraz
stručne výpočty vedúce k nájdeniu nového integrandu v týchto pŕıpadoch.

Pri použit́ı druhej Eulerovej substitúcie v tvare
√
x2 + 4x+ 3 = tx+

√
3 dostaneme

x2 + 4x+ 3 = t2x2 + 2
√

3 tx+ 3 ,
x2 + 4x = t2x2 + 2

√
3 tx ,

x(x+ 4) = x(xt2 + 2
√

3 t) ,

x+ 4 = xt2 + 2
√

3 t ,
x(1− t2) = 2

√
3 t− 4 ,

x =
2
√

3 t− 4
1− t2 ,

dx =
2
√

3 t2 − 8t+ 2
√

3
(1− t2)2

dt

a √
x2 + 4x+ 3 = tx+

√
3 = t

(
2
√

3 t− 4
1− t2

)
+
√

3 =
√

3 t2 − 4t+
√

3
1− t2 ,

teda ∫ √
x2 + 4x+ 3 dx = 2

∫
(
√

3t2 − 4t+
√

3)2

(1− t2)3
dt ,

pritom

t =
√
x2 + 4x+ 3−

√
3

x
.

V pŕıpade tretej Eulerovej substitúcie v tvare
√
x2 + 4x+ 3 =

√
(x+ 3)(x+ 1) = t(x+ 1) bude

(x+ 3)(x+ 1) = t2(x+ 1)2 ,

(x+ 3) = t2(x+ 1) ,
3− t2 = x(t2 − 1) ,

x =
3− t2
t2 − 1

(
= −1 +

2
t2 − 1

)
,

dx = − 4t
(t2 − 1)2

dt

a √
x2 + 4x+ 3 = t(x+ 1) = t

[(
−1 +

2
t2 − 1

)
+ 1
]

=
2t

t2 − 1
,

teda ∫ √
x2 + 4x+ 3 dx = −

∫
8t2

(t2 − 1)3
dt ,

pritom

t =
√
x2 + 4x+ 3
x+ 1

.

Zistǐt, či boli pri použit́ı druhej a tretej Eulerovej substitúcie splnené predpoklady vety 5, odporúčame
len zvlášť snaživým čitatělom. Toto overovanie nebudeme robǐt pri každom jednotlivom použit́ı Eulerových
substitúcíı (čitatěl ho môže skúsǐt urobǐt vo všeobecnosti).

Všimnime si, že použit́ım tretej Eulerovej substitúcie
√
x2 + 4x+ 3 = t(x + 1), kde na konci výpočtu

dosádzame t =
√
x2 + 4x+ 3
x+ 1

, nájdeme hodnoty spojitej funkcie F : (−∞,−3] ∪ [−1,∞) → R, primit́ıvnej

k funkcii f(x) =
√
x2 + 4x+ 3 11 , len pre x ∈ (−∞,−3] ∪ (−1,∞). Hodnotu F (−1) nájdeme potom ako

limitu limx→−1 F (x).

11rovnosť D(F ) = (−∞,−3]∪ [−1,∞) vyplýva z rovnosti D(F ) = D(f), spojitošt funkcie F vyplýva z jej
diferencovatělnosti



Podobná situácia nastane pri použit́ı tretej Eulerovej substitúcie, kde na konci výpočtu dosádzame t =√
x2 + 4x+ 3−

√
3

x
; takto nájdená funkcia F je śıce definovaná len na množine (−∞, 3]∪ [−1, 0)∪(0,∞), ale

existuje konečná limx→0 F (x). Ȟladanou primit́ıvnou funkciou je potom funkcia F ,,spojite dodefinovaná“
v bode 0 (tj. F (0) := limx→0 F (x); pozri tiež pr. 46; limx→0 F (x) možno nájšt jednoduchou úpravou:

ak zlomok t =
√
x2 + 4x+ 3−

√
3

x
rozš́ırime výrazom

√
x2 + 4x+ 3 +

√
3, dostaneme po úprave výraz

x+ 4√
3 +
√
x2 + 4x+ 3

, ktorý je definovaný aj pre x = 0; uvedená úprava súviśı aj s overeńım predpokladov

vety 5 v tomto pŕıpade: pri ȟladańı primit́ıvnej funkcie na intervale [−1,∞) použ́ıvame vlastne substitúciu

x = ϕ(t) =
2
√

3 t− 4
1− t2 , t ∈ (1,

√
3] ,

potom

t = ϕ−1(x) =


2√
3
, ak x = 0

√
x2 + 4x+ 3−

√
3

x
, ak x ∈ [−1,∞) \ {0}

,

čo možno skutočne zaṕısať v tvare ϕ−1(x) =
x+ 4√

3 +
√
x2 + 4x+ 3

, x ∈ [−1,∞) . )

Eulerove substitúcie predstavujú univerzálny prostriedok na výpočet neurčitých integrálov funkcíı typu
R(x,

√
ax2 + bx+ c), ich použitie však často vedie k integrovaniu pomerne zložitých racionálnych funkcíi .

Uvedieme teraz pŕiklady funkcíı typu R(x,
√
ax2 + bx+ c), ktorých integrovanie m ožno vykonať bez použitia

Eulerových substitúcíı.

Integrály Ik =
∫

xk dk√
x2 ± a2

, resp. Jk =
∫

xk dk√
a2 − x2

, a 6= 0, k ∈ N, možno vypoč́ıtať na

základe rekurentného vzťahu (pozri tiež pr. 16.4); špeciálne pre nepárne k možno použǐt aj substitúciu√
x2 ± a2 = t, resp.

√
a2 − x2 = t 12. Na lineárnu kombináciu integrálov tohto typu možno previešt

integrál
∫

P (x) dx√
px2 + qx+ r

(P je polynóm, p 6= 0), ak použijeme substitúciu x+
q

2p
= t.

32. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

xdx√
5 + x− x2

; 2.
∫

x2 dx√
1 + x+ x2

;

3.
∫

x10 dx√
1 + x2

; 4.
∫ 1− x+ x2

√
1 + x− x2

dx ;

5.
∫
x4
√
a2 − x2 dx , a > 0 ; 6.

∫ √
2 + x+ x2 dx .

Uvedeným spôsobom možno odvodǐt vzorec∫
Pn(x)
y

dx = Qn−1(x) y + λ

∫
dx

y
,

kde y =
√
ax2 + bx+ c (a 6= 0), Pn je polynóm stupňa n, Qn−1 je polynóm stupňa n − 1. Koeficienty

polynómu Qn−1 a č́ıslo λ nájdeme, ak zderivujeme obidve strany uvedenej rovnosti a porovnáme źıskané
výrazy (teda použit́ım metódy neurčitých koeficientov).

12ďaľsou možnosťou výpočtu uvedených integrálov je samozrejme – ako v pŕıpade všetkých funkcíı typu
R(x,

√
ax2 + bx+ c) – použitie goniometrických (alebo hyperbolických) substitúcíı, pozri poznámku pred pr.

44 a pr. 8, 53



33. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

x3 dx√
1− 2x− x2

; 2.
∫
x3 − 6x2 + 11x− 6√

x2 + 4x+ 3
dx .

Na výpočet integrálov
∫

dx

(x− a)n
√
x2 + px+ q

(n ∈ N) možno použǐt substitúciu x− a = 1/t.

34. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

dx

x4
√
x2 − 1

; 2.
∫

dx

x3
√
x2 + 1

;

3.
∫

dx

(x+ 2)2
√
x2 + 2x− 5

; 4.
∫

xdx

(1 + x)
√

1− x− x2
;

5.
∫ √

x2 + 2x+ 2
x

dx ; 6.
∫

dx

(x+ 1)5
√
x2 + 2x

.

Riešenie. 3. (Poznámky ku krokom označeným jednotlivými č́ıslami sú za zápisom riešenia.)∫
dx

(x+ 2)2
√
x2 + 2x− 5

=
x+ 2 = t
dx= dt

=
∫

dt

t2
√
t2 − 2t− 5

=
t= 1/k
dt=−dk/k2 =

(1)
= −

∫
dk

k2
1
k2

√
1− 2k − 5k2

k2

= − 1√
5

∫ |k| dk√
1
5
− 2k

5
− k2

=

(2)
= − sgn k√

5

∫
k dk√

6
25
−
(
k +

1
5

)2
= k +

1
5

= z

dk= dz
=

= −
sgn

(
z − 1

5

)
√

5

∫ z − 1
5√

6
25
− z2

dz =

= −
sgn

(
z − 1

5

)
√

5

∫ z dz√
6
25
− z2

− 1
5

∫
dz√

6
25
− z2

 =

= −
sgn

(
z − 1

5

)
√

5

(
−
√

6
25
− z2 − 1

5
arcsin

5z√
6

)
+ C =

=
sgn k√

5

(√
1
5
− 2k

5
− k2 +

1
5

arcsin
5k + 1√

6

)
+ C =

(3)
=

sgn t√
5

(√
t2 − 2t− 5

5t2
+

1
5

arcsin
5 + t√

6 t

)
+ C =

=
sgn t√

5
·
√
t2 − 2t− 5√

5 |t|
+

sgn t
5
√

5
arcsin

5 + t√
6 t

+ C =

(4)
=

√
t2 − 2t− 5

5t
+

sgn t
5
√

5
arcsin

5 + t√
6 t

+ C =

=
√
x2 + 2x− 5
5(x+ 2)

+
sgn (x+ 2)

5
√

5
arcsin

x+ 7√
6 (x+ 2)

+ C , x ∈ (−∞,−1−
√

6) ∪ (−1 +
√

6,∞) .



(1) substitúciu x+ 2 = 1/k sme rozložili na dve za sebou nasledujúce substitúcie x+ 2 = t, t = 1/k, aby
bolo vidno, ako sa zmeńı integrand na ľavej strane rovnosti (1) použit́ım substitúcie t = 1/k;

(2) funkcia f(k) =
1√

1− 2k − 5k2

k2

je definovaná na množine

(
1−
√

6
5

, 0

)
∪
(

0,
1 +
√

6
5

)
, pre k ∈ D(f)

je f(k) =
|k|√

1− 2k − 5k2
; ak ȟladáme primit́ıvnu funkciu na intervale

(
1−
√

6
5

, 0

)
, tak

∫
f(k) dk = (−1) ·

∫
k dk√

1− 2k − 5k2
= sgn k ·

∫
k dk√

1− 2k − 5k2
;

pri výpočte primit́ıvnej funkcie na intervale

(
0,

1 +
√

6
5

)
je

∫
f(k) dk = 1 ·

∫
k dk√

1− 2k − 5k2
= sgn k ·

∫
k dk√

1− 2k − 5k2
;

keďže źıskané zápisy sú v obidvoch pŕıpadoch rovnaké, môžeme primit́ıvnu funkciu ȟladať na obidvoch
intervaloch ,,naraz“ ;

(3) pri úprave sme využili rovnosť sgn (1/t) = sgn t, t 6= 0;

(4) pri úprave sme využili rovnosť sgn t · (1/|t|) = 1/t.

35. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

xdx√
1 + 3
√
x2

; 2.
∫
x5 3

√
(1 + x3)2 dx ;

3.
∫
x2
√

x

1− x dx ; 4.
∫

dx(
1−
√

1− x2
)2 ;

5.
∫ (

x+
√

1 + x2
)12

√
1 + x2

dx ; 6.
∫
x−
√
x2 − 3x+ 2

x+
√
x2 − 3x+ 2

dx ;

7.
∫

x− 1
(x2 + 2x)

√
x2 + 2x

dx ; 8.
∫ 1 +

√
1− x2

1−
√

1− x2
dx ;

9.
∫

x+ x3

√
1 + x2 − x4

dx ; 10.
∫

x2 + 1
x
√
x4 + 1

dx ;

11.
∫

dx√
x2 + 1−

√
x2 − 1

; 12.
∫

dx√
2 +
√

1 + x+
√

1− x
;

13.
∫ √

x(x+ 1)√
x+
√
x+ 1

dx .

360. Dokážte rovnosti

arcsinx = 2 arctg
x

1 +
√

1− x2
= −2 arctg

√
1− x
1 + x

+
π

2
= 2 arctg

√
1 + x

1− x −
π

2
, x ∈ (−1, 1)

tak, že na výpočet integrálu
∫

dx√
1− x2

postupne použijete substitúcie
√

1− x2 = 1+tx,
√

1− x2 =

(1 + x) t,
√

1− x2 = (1− x) t.

37. Ak primit́ıvna funkcia F k funkcii f je racionálna, tak primit́ıvne funkcie k funkciám
f(x) arcsinx, f(x) arccosx sú elementárne. Dokážte!



1.4 Integrovanie niektorých goniometrických funkcíı

Integrál

I =
∫

sinn x cosm xdx , m, n ∈N ∪ {0} ,

možno vypoč́ıtať

1. pre nepárne m substitúciou sinx = t:∫
sinn x cos2k+1 xdx =

∫
sinn x

(
1− sin2 x

)k
cosxdx ;

2. pre nepárne n substitúciou cosx = t;

3. pre párne m,n použit́ım vzorcov

sin2 α =
1− cos 2α

2
, cos2 α =

1 + cos 2α
2

, cosα sinα =
sin2α

2

alebo použit́ım rekurentných vzťahov pre výpočet integrálov Ik =
∫

sink xdx, resp. Jk =
∫

cosk xdx
(pozri pr. 16.5,6):∫

sin2i x cos2j xdx =
∫

sin2i x
(
1− sin2 x

)j
dx =

=
∫

sin2i x

(
1− j sin2 x+

(
j

2

)
sin4 x+ · · ·+ (−1)j sin2j x

)
dx =

= I2i − jI2i+2 +
(
j

2

)
I2i+4 + · · ·+ (−1)j I2(i+j) ;

analogicky možno integrál I previešt na lineárnu kombináciu integrálov Jk, k = 2i, 2i+ 2, . . . , 2(i+ j).

38. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

sin3 x cos2 xdx ; 2.
∫

cos5 xdx ;

3.
∫

sin5 x cos7 xdx ; 4.
∫

sin2 x cos4 xdx ;

5.
∫

sin6 xdx ; 6.
∫

sin4 x cos4 xdx .

Riešenie. 4.∫
sin2 x cos6 xdx =

∫
(sinx cos x)2 cos4 xdx =

∫ (
1
2

sin 2x
)2 (1 + cos 2x

2

)2

dx =

=
1
24

∫
sin2 2x

(
1 + 2 cos 2x+ cos2 x

)
dx =

=
1
24


∫

sin2 2xdx︸ ︷︷ ︸
I1

+
∫

2 sin2 2x cos 2xdx︸ ︷︷ ︸
I2

+
∫

(sin 2x cos 2x)2 dx︸ ︷︷ ︸
I3

 (1)
=

=
1
24

(
5
8
x+

sin3 2x
3

− sin 4x
8
− sin 8x

64

)
+ C ,

pričom rovnosť (1) vyplýva z nasledujúcich výpočtov:

I1 =
∫ (

1− cos 4x
2

)
dx =

x

2
− sin 4x

8
+ C ;

I2 =
∫

2 sin2 2x cos 2xdx =
sin 2x= t

2 cos 2xdx= dt
=
∫
t2 dt =

t3

3
+ C =

sin3 2x
3

+ C ;

I3 =
∫ (

1
2

sin 4x
)2

dx =
1
4

∫
sin2 4xdx =

1
4

∫ (
1− cos 8x

2

)
dx =

x

8
− sin 8x

64
+ C .



39. Odvoďte rekurentný vzťah pre výpočet integrálu

1.
∫

dx

sinn x
; 2.

∫
dx

cosn x
.

Nasledujúce neurčité integrály možno nájšt použit́ım vzorcov

sinα cosβ =
1
2

(sin(α + β) + sin(α− β)) ,

cosα cosβ =
1
2

(cos(α+ β) + cos(α− β)) ,

sinα sinβ = −1
2

(cos(α+ β)− cos(α− β)) .

40. Nájdite neurčité integrály:

1.
∫

sin 5x cosxdx ; 2.
∫

sin
(

2x− π

6

)
cos

(
3x+

π

4

)
dx ;

3.
∫

sinx sin(x+ a) sin(x+ b) dx ; 4.
∫

sinx sin
x

2
sin

x

3
dx ;

5.
∫

sin3 2x cos2 3xdx .

Integrovanie funkcíı tvaru R(sinx, cos x), kde R je racionálna funkcia dvoch premenných, možno previešt
na integrovanie racionálnych funkcíı premennej t substitúciou tg

x

2
= t; pritom využ́ıvame rovnosti

sinx =

 =
sin 2

x

2
cos2 x

2
+ sin2 x

2

=
2 sin

x

2
cos

x

2
cos2 x

2
+ sin2 x

2

= 13

 =
2 tg

x

2
1 + tg2x

2

, x 6= (2k + 1)π, k ∈ Z ;

cosx =

 =
cos 2

x

2
cos2 x

2
+ sin2 x

2

=
cos2 x

2
− sin2 x

2
cos2 x

2
+ sin2 x

2

= 13

 =
1− tg2x

2
1 + tg2x

2

, x 6= (2k + 1)π, k ∈ Z .

Poznámka. Zrejme integrovanie funkcíı tvaru R(sinαx, cosαx) možno substitúciou αx = z previešt na
integrovanie funkcíı tvaru R(sin z, cos z) .

13zlomok sme rozš́ırili výrazom
1

cos2(x/2)



41. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

dx

3 + cosx+ sinx
; 2.

∫
dx

2 sin x− cosx+ 5
;

3.
∫

dx

(2 + cosx) sinx
; 4.

∫ sinx cosxdx
sinx+ cosx

;

5.
∫

dx

1 + ε cosx
, ε > 0 ; 6.

∫
dx

2 + sin 3x+ cos 3x
.

Riešenie. 1. Pre x 6= (2k + 1)π, k ∈ Z, plat́ı

∫
dx

3 + cosx+ sinx
=

∫ 2 cos2 x

2
3 + cosx+ sinx

· dx

cos2 x

2

=
tg (x/2) = t

dx/ cos2(x/2) = dt
= 14

=
∫ 2 · 1

1 + t2

3 +
1− t2
1 + t2

+
2t

1 + t2

dt =
∫

2dt
2t2 + 2t+ 4

=
∫

dt(
t+

1
2

)2

+
7
4

=

= t+
1
2

= z

dt= dz
=
∫

dz

z2 +

(√
7

2

)2 =
2√
7

arctg
2z√

7
+ C =

2√
7

arctg
2t+ 1√

7
+ C =

=
2√
7

arctg

2 tg
x

2
+ 1

√
7

+ C .

Takto nájdená funkcia F1(x) :=
2√
7

arctg

2tg
x

2
+ 1

√
7

 je primit́ıvnou funkciou k funkcii f(x) :=

1
3 + cosx+ sinx

len na množine
⋃
k∈Z

((2k − 1)π, (2k + 1)π) ( = R \ { (2k + 1)π ; k ∈ Z } ), pritom

body xk := (2k + 1)π, k ∈ Z, sú bodmi nespojitosti 1. druhu funkcie F1 :

lim
x→xk−

F1(x) =
π√
7
, lim

x→xk+
F1(x) = − π√

7
. (1.15)

Pretože však definičným oborom spojitej funkcie f je množina R, muśı k nej poďla vety 2 existovať
primit́ıvna funkcia F definovaná na R, ktorá – pretože je diferencovatělná – je spojitá na R. Poďla vety 1
muśı pre x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π) platǐt F (x)− F1(x) ≡ konšt; teda graf funkcie F |((2k − 1)π, (2k + 1)π)
vznikne posunut́ım grafu funkcie F1|((2k − 1)π, (2k + 1)π) v smere osi Oy.

Na nájdenie neurčitého integrálu funkcie f stač́ı poďla vety 1 nájšt jednu primit́ıvnu funkciu F :R→R;
ȟladajme napr. tú funkciu F , pre ktorú plat́ı F (x) = F1(x) pre x ∈ (−π, π). Z predchádzajúceho vyplýva,
že graf funkcie F dostaneme, ak ,,poposúvame“ grafy funkcíı F1|((2k− 1)π, (2k+ 1)π), k ∈ Z \ {0} tak, aby
sa z bodov xk, k ∈ Z , stali odstránitělné body nespojitosti, pričom hodnoty F (xk) dodefinujeme ako limity
v týchto bodoch. (Teda z ,,poposúvaných“ čast́ı grafu funkcie F1 ,,zleṕıme“ graf spojitej funkcie F.)

Z rovnost́ı (1.15) vyplýva, že graf funkcie F1|(x0, x1) treba posunúť o 2π/
√

7 ,,nahor“; podobne zist́ıme,
že graf funkcie F1|(x−2, x−1) treba posunúť o 2π/

√
7 ,,nadol“, graf funkcie F1|(x1, x2) potom posunúť

14cos2(x/2) =
cos2(x/2)

cos2(x/2) + sin2(x/2)
=

1
1 + tg2(x/2)

, x 6= (2k + 1)π, k ∈ Z; rozširovaniu výrazom

2 cos2(x/2) sa môžeme vyhnúť, ak namiesto vety 4 použijeme vetu 5 o substitúcii (a teda zo vzťahu tg (x/2) =

t vyjadŕıme x pomocou t), pre x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π) dostaneme x = 2arctg t+ 2kπ, dx =
2dt

1 + t2



o 4π/
√

7 ,,nahor“ atď. Tak dostaneme graf funkcie danej predpisom

F (x) =


2√
7

arctg

2tg
x

2
+ 1

√
7

+
2kπ√

7
, ak x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π) , k ∈ Z

(2k + 1)π√
7

, ak x = (2k + 1)π , k ∈ Z

.

Teda ∫
dx

3 + cosx+ sinx
= F (x) + C .

Namiesto univerzálnej substitúcie tg (x/2) = t možno pri výpočte integrálu
∫
R(sinx, cosx) dx, kde R je

racionálna funkcia dvoch premenných, použǐt substitúciu

1. sinx = t, ak R(u,−v) = −R(u, v);

2. cosx = t, ak R(−u, v) = −R(u, v);

3. tg x = t, ak R(−u,−v) = R(u, v) 15.

V pŕıpade substitúcie tg x = t využ́ıvame vzorce

cos2 x =
1

1 + tg2x
, sin2 x =

tg2x

1 + tg2x
, sinx cosx =

tg x
1 + tg2x

, x 6= (2k + 1)
π

2
, k ∈ Z .

Poznámka. Funkcia R(sinx, cosx) = sinn x cosm x (m,n ∈ Z) zrejme vyhovuje prvej z uvedených
podmienok v pŕıpade nepárneho m, druhej v pŕıpade nepárneho n a tretej v pŕıpade párnych m, n (porovnaj
s textom pred pr. 38).

42. Nájdite nasledujúce neurčité integrály
1. použit́ım substitúcie sinx = t alebo cosx = t :

a)
∫

dx

sinx (1 + cosx)
; b)

∫ sinx+ sin3 x

cos 2x
dx ;

c)
∫ cos5 x+ cos3 x

sin2 x+ sin4 x
dx ; d)

∫ cosx− cos 3x
1− sin4 x

dx ;

2. použit́ım substitúcie tg x = t :

a)
∫ sin2 xdx

1 + sin2 x
; b)

∫
dx

(a sin x+ b cosx)2
;

c)
∫

dx

2 cos2 x+ sinx cosx+ sin2 x
; d)

∫ tg xdx
tg x− 3

;

e)
∫ sinx dx

sin3 x+ cos3 x
; f)

∫ 1 + tg3x

sin 2x
dx .

43. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

dx

cos3 x
; 2.

∫ sin3 x

cos4 x
dx ;

3.
∫

dx

sinx cos4 x
; 4.

∫ sin 2xdx
3 + 4 sin2 x

;

5.
∫

dx

4 cosx− 3 sin x− 5
; 6.

∫
dx

a cosx+ b sinx+ c
, c >

√
a2 + b2 > 0 ;

15niekedy môže byť výhodneǰsie použǐt substitúciu ctgx = t



7.
∫

dx

3− 4 sin 2x+ 2 cos2 x
; 8.

∫
dx

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
;

9.
∫

dx(
sin2 x+ 2 cos2 x

)2 ; 10.
∫ cos2 x dx

sinx cos 3x
;

11.
∫

dx

sin6 x+ cos6 x
; 12.

∫ sin2 x− cos2 x

sin4 x+ cos4 x
dx ;

13.
∫ sin3 x dx√

cosx
; 14.

∫
dx

sinx
√

1 + cosx
;

15.
∫ sinxdx

cosx
√

1 + sin2 x
; 16.

∫ sin2 x dx

cos2 x
√

tg x
;

17.
∫

dx√
1 + cosx

, x ∈ (0, π) ; 18.
∫

dx√
1 + sinx

, x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Poznámka (o výpočte integrálov
∫
R(shx, chx) dx ). Pri ȟladańı integrálov

∫
R(shx, chx) dx, kde

R je racionálna funkcia dvoch premenných, možno postupovať podobne ako v pŕıpade integrálov∫
R(sinx, cosx) dx (vyplýva to zo skutočnosti, že pre hyperbolické funkcie platia vzorce podobné gonio-

metrickým – pozri aj pr. I.63, 64). Teda integrál
∫
R(shx, chx) dx možno substitúciou th (x/2) = t previešt

na integrál z racionálnej funkcie premennej t. Ak funkcia R vyhovuje podmienke

1. R(u,−v) = −R(u, v) , resp. 2. R(−u, v) = −R(u, v) , resp. 3. R(−u,−v) = R(u, v) ,
možno použǐt substitúciu

1. shx = t , resp. 2. chx = t , resp. 3. thx = t .

Poznámka (o použit́ı goniometrických substitúcíı pri výpočte integrálov
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx ).

Nech R je racionálna funkcia dvoch premenných, a > 0, D := b2 − 4ac > 0 . Použit́ım substitúcie
x+ b/2a = z možno integrál

∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx previešt na integrál

∫
R1(z,

√
z2 − p2) dz , kde p2 =

D/4a2 a R1 je racionálna funkcia dvoch premenných.
Substitúcia z/p = t prevedie integrál

∫
R1(z,

√
z2 − p2) dz na integrál

∫
R2(t,

√
t2 − 1) dt , kde R2 je

opa̋ť racionálna funkcia dvoch premenných.
Analogicky možno postupovať aj pre a > 0 , D < 0 a pre a < 0 , D > 0 .
Výpočet integrálu

∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx možno teda použit́ım vhodných substitúcíı previešt na

výpočet integrálu

1.
∫
R2(t,

√
t2 − 1) dt , ak a > 0 , D > 0 ;

2.
∫
R2(t,

√
t2 + 1) dt , ak a > 0 , D < 0 ;

3.
∫
R2(t,

√
1− t2) dt , ak a < 0 , D > 0 .

Na výpočet týchto integrálov možno použǐt goniometrické substitúcie16

1. t = 1/ sinu , u ∈ [−π/2, π/2] \ {0} alebo t = 1/ cosx , u ∈ [0, π] \ {π/2} ;

2. t = tg u , u ∈ (−π/2, π/2) alebo t = ctg u , u ∈ (0, π) ;

3. t = sinu , u ∈ [−π/2, π/2] alebo t = cosu , u ∈ [0, π] ,

ktoré výpočet integrálu v premennej t prevedú na ȟladanie integrálu
∫
R3(sinu, cosu) du , kde R3 je

racionálna funkcia dvoch premenných17.

16alebo hyperbolické substitúcie 1. t = chu , u ≥ 0 pre t ≥ 1 ; t = −chu , u ≥ 0 pre t ≤ −1 ; 2. t = shu ;
3. t = thu

17Ak na výpočet integrálu
∫
R2(t,

√
1− t2) dt použijeme substitúcie t = sinu , u ∈

[
−π

2
,
π

2

]
a tg

u

2
= v

a vyjadŕıme v pomocou t , dostaneme

v = tg
arcsin t

2
= sgn t ·

√
1− cos arcsin t
1 + cos arcsin t

= sgn t ·

√
1−
√

1− t2

1 +
√

1− t2
∗= sgn t · 1−

√
1− t2
|t| =

1−
√

1− t2
t



44. Použit́ım goniometrických substitúcíı nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

dx√
(x2 + 2x+ 5)3

; 2.
∫

dx

(x+ 1)2
√
x2 + 2x+ 2

;

3.
∫

dx

(x2 + 6x+ 10)
√

(x2 + 6x+ 8)3
; 4.

∫ √
3− 2x− x2 dx .

1.5 Ďaľsie pŕıklady

45. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

dx

(x2 + x+ 1)3 ; 2.
∫

x 3
√

2 + x

x+ 3
√

2 + x
dx ;

3.
∫

dx

x 3
√
x2 + 1

; 4.
∫

2 +
√
x+ 1

(x+ 1)2 −
√
x+ 1

dx ;

5.
∫

dx

x
√

1 + x3 + x6
; 6.

∫
dx

(1 + x2)
√

1− x2
;

7.
∫ √

x2 + x+ 1
(x+ 1)2

dx ; 8.
∫

dx

(x2 − 3x+ 2)
√
x2 − 4x+ 3

;

9.
∫ √

x2 + 2
x2 + 1

dx ; 10.
∫

x+
√

1 + x+ x2

1 + x+
√

1 + x+ x2
dx ;

11.
∫

dx

(2x− 3)
√

4x− x2
; 12.

∫
x2 + 1

x
√
x4 + x2 + 1

dx ;

13.
∫

dx

cosx 3
√

sin2 x
; 14.

∫
dx√
tgx

;

15.
∫ √

sin3 2x
sin5 x

dx ; 16.
∫

dx

cos3 x
√

sin 2x
;

17.
∫

2 cosx+ sinx− 3
2 cosx− sinx− 3

dx ; 18.
∫

2 + cos 4x
5 + 4 cos 4x

dx ;

19.
∫

dx

6− 5 sinx+ sin2 x
; 20.

∫
sin 4xdx

sin8 x+ cos8 x
;

21.
∫

dx

sin4 x+ cos4 x
; 22.

∫ sin
x− a

2

sin
x+ a

2

dx ;

23.
∫
x cosx− sinx

x2
dx ; 24.

∫
x
√

1− x2 arcsinxdx ;

25.
∫

1
1− x2

ln
(

1 + x

1− x

)
dx ; 26.

∫
eαx cosβxdx , αβ 6= 0 ;

27.
∫
xex sinxdx ; 28.

∫
x2e3x cos 2xdx ;

29.
∫
x7e−x

2
dx ; 30.

∫
x2e
√
x dx ;

31.
∫

cos2
√
x dx ; 32.

∫
dx

1 + ex/2 + ex/3 + ex/6
;

(zlomok na ľavej strane rovnosti * sme rozš́ırili výrazom 1 −
√

1− t2 ), odtiǎl
√

1− t2 = 1 − vt , čo je zápis
druhej Eulerovej substitúcie. Rovnako možno zistǐt, že použitie substitúcíı t = cosu , u ∈ [0, π] a tg

u

2
= v ,

resp. t = − cosu , u ∈ [0, π] a tg
u

2
= v zodpovedá tretej Eulerovej substitúcii v = ±

√
1− t
1 + t

; podobná

situácia nastane aj v ostatných pŕıpadoch.



33.
∫ √

ex − 1
ex + 1

dx ; 34.
∫

lnn xdx ;

35.
∫
x3 ln3 xdx ; 36.

∫ (
lnx
x

)3

dx .

46. Nech f, F sú spojité funkcie definované na intervale I, nech M ⊂ I je konečná množina. Ak pre
všetky x ∈ I \M plat́ı F ′(x) = f(x), tak F je primit́ıvna funkcia k funkcii f. Dokážte!

47. Rozhodnite o platnosti tvrdenia ,,rovnomerne spojitá funkcia f definovaná na ohraničenom intervale
I má ohraničenú primit́ıvnu funkciu F “!

48. Nech a, b ∈ R, a < b. Nech funkcia F : (a, b)→R je primit́ıvna k spojitej funkcii f : [a, b]→R na
intervale (a, b). Potom existujú konečné limx→a F (x) =: A, limx→b F (x) =: B a funkcia F1 : [a, b]→R daná
predpisom

F1(x) =

 A , ak x = a
F (x) , ak x ∈ (a, b)
B , ak x = b

je primit́ıvna k funkcii f. Dokážte!

49. Nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫

xdx

1 + cosx
; 2.

∫
x sinx

(1 + cosx)2
dx ;

3.
∫

xdx

(a cosx+ sinx)2
; 4.

∫
sinx ln

(
cosx+

√
2− sin2 x

)
dx ;

5.
∫

ln2
(
x+

√
1 + x2

)
dx ; 6.

∫
ln
(
x+
√
x2 + 1

)
(x2 + 1)

√
x2 + 1

dx ;

7.
∫

ln(
√

1− x+
√

1 + x) dx ; 8.
∫

lnx dx

(1 + x2)3/2
;

9.
∫

x ln |x|
(1− x2)

√
x2 − 1

dx ; 10.
∫
ax2 + b

x2 − 1
ln
∣∣∣∣x− 1
x+ 1

∣∣∣∣ dx ;

11.
∫

x lnx
(1 + x2)2 dx ; 12.

∫
x
√
x2 + 1 ln

√
x2 − 1 dx ;

13.
∫

x√
1− x2

ln
x√

1− x
dx ; 14.

∫
x ln

(
x+
√

1 + x2
)

(1− x2)2 dx ;

15.
∫
x arcsin(1− x) dx ; 16.

∫ √
1− x2 arcsinx dx ;

17.
∫

(2x+ 3) arccos(2x− 3) dx ; 18.
∫

arcsin
2
√
x

1 + x
dx ;

19.
∫

arcsinx
x2

· 1 + x2

√
1− x2

dx ; 20.
∫

arcsin3
(x

3

)
dx ;

21.
∫

x arcsinx
(x2 − 1)

√
1− x2

dx ; 22.
∫

arccosx

(1− x2)3/2
dx ;

23.
∫
x3 arccosx√

1− x2
dx ; 24.

∫
ax2 + b

x2 + 1
arctg xdx ;

25.
∫
x arctg x√
x2 + 1

dx ; 26.
∫
x4 arctg x
x2 + 1

dx ;

27.
∫
x arcctg x

(1 + x2)2 dx ; 28.
∫
x(1 + x2) arcctg xdx ;

29.
∫

3x2 − 1
x
√
x

arcctgxdx ; 30.
∫

arctg ex/2

ex/2 (1 + ex)
dx ;



31.
∫
x arctgx ln

(
1 + x2

)
dx ; 32.

∫
sh 2x+ 3shx

ch2x+ 2ch2
(x

2

) dx ;

33.
∫
a1chx+ b1shx
a chx+ b shx

dx ; 34.
∫

ch 2xdx
sh4x+ ch4x

;

35.
∫
x4 + 1
x6 + 1

dx ; 36.
∫

x4 − 1
x (x4 − 5) (x5 − 5x+ 1)

dx ;

37.
∫
x2 + 1
x4 + 1

dx ; 38.
∫ (

x2 + 1
)
dx

(x2 − 1)
√
x4 + 1

;

39.
∫ √

x4 + x−4 + 2
x3

dx ; 40.
∫

dx

1 +
√
x+
√

1 + x
;

41.
∫

dx

sin(x+ a) sin(x+ b)
; 42.

∫
dx

cosx+ cos a
;

43.
∫

sinxdx√
2 + sin 2x

; 44.
∫

sin2 xdx

sinx+ 2 cosx
;

45.
∫ cosn−1 x+ a

2

sinn+1 x− a
2

dx , n ∈N ( použite substitúciu t =
cos

x+ a

2

sin
x− a

2

) ;

46.
∫

(x+ |x|)2 dx ; 47.
∫
e−|x| dx ;

48.
∫

[x] sinπxdx .

50. Za akých podmienok je
∫
Pm(x) dx
(x− a)n

(kde Pm je polynóm stupňa m a n ∈ N ) racionálnou funkciou?

510. Ak primit́ıvna funkcia F k funkcii f a derivácia g funkcie G sú racionálne, tak primit́ıvna funkcia
k funkcii fG je elementárna. Dokážte!

520. Ak P je polynóm, tak primit́ıvna funkcia k funkcii P (lnx) je elementárna. Dokážte!

53. Pomocou hyperbolických substitúcíı nájdite nasledujúce neurčité integrály:

1.
∫ √

a2 + x2 dx , a > 0 ; 2.
∫

x2 dx√
a2 + x2

, a > 0 ;

3.
∫
x2
√
x2 − 1 dx .

540. Nech a1, . . . , an sú reálne č́ısla také, že
an
a1
,
an−1

a1
, . . . ,

a2

a1
∈ Q . Potom

∫
R (ea1x, . . . , eanx) dx , kde

R je racionálna funkcia n premených18 je elementárna funkcia. Dokážte!

55. Dokážte, že výpočet integrálu
∫
R(x,

√
ax+ b,

√
cx+ d) dx (kde R je racionálna funkcia troch

premenných18) možno previešt na výpočet integrálu
∫
R1(t) dt , kde R1 je racionálna funkcia.

56. Nájdite všetky spojité funkcie f : (0,∞)→R , g :R→R , ktoré pre x > 0 vyhovujú podmienkam

f(x) + g(x) = x+ 1 ,
f ′(x) − g′(x) = 0 ,

f ′(2x) + g′(−2x) = 1− 12 x2 .

57. Zostrojte funkciu, ktorá je darbouxovská na R, ale nemá primit́ıvnu funkciu19.

18defińıciu pojmu racionálna funkcia n premenných prenechávame na čitatěla
19Plat́ı totiž (pozri napr. [23, str. 160, veta 2]): Ak funkcia f : I→R je diferencovatělná v každom bode

intervalu I, tak funkcia f ′ je darbouxovská na I. (Pr. 57 teda ukazuje, že obrátená implikácia neplat́ı.)



58. 1. Ak f : R→R je prostá funkcia a existuje primit́ıvna funkcia k funkcii f, tak existuje primit́ıvna
funkcia aj k inverznej funkcii f−1. (Využite, že f muśı byť darbouxovská na R, pozri poznámku 19.)

2. Ak f :R→R je prostá diferencovatělná funkcia a
∫
f(x) dx = F (x)+C, tak

∫
f−1(x) dx = x f−1(x)−

F
(
f−1(x)

)
+ C. Dokážte!


