oo

:—/Ol(Z—Inx)dx— Z /xlnxdm—Zﬁ:;(%_n_’_l) Zn+1

n=1 n:l

o0
rovnomerna konvergencia radu E — 2™ Inz na (0,1] vyplyva z Weierstrassovho kritéria | 3;
n

n=1

7 =3.141592654 £ 1077, pri ddkaze rovnosti (4.19) sme pouzili vzorce 2arctga = arctg ﬁ
pre a? < 1, arctga — arctg 3 = arctg n % pre af > 0 (pozri rieSenie pr. 1.87.1);
406 | In2=10.6931472+10"7, In3 =1.0986123+10"7, In5 = 1.6094379+10"", In6 = 1.791 760 +
-1 2 -1 -7 2 3 9
1076, In10 = 2.3025854+ 10~ (inverzné matica k matici 3 1 =2 je | —-11 3 5 , In 0=
-4 4 -1 —-16 4 7

24 1
—0.105 360 516 = 1072, In % = —0.040821 995+ 1077, In :—0 =0.012422520 4+ 107°

— (1 ['d
407] 1. 2.8354 + 10~* (/ Mo dy = / Z —dr = (—,/ —f) priblizni hodnotu
—_— nlx nl Jo z"

n=0
100 100
In(1 In(1+1 1
In2 pozri v rieseni pr. 357) ;2. 80405+ 1074 / M dr = / n(l+1/z) +Inz dr =
10 z 10 €T
100 o (_1)n,+1 100 Inx e (—l)n 100 dx 3 2 v s
/10 (Em>dl~+/lo dezz< ~ /10 xn+1)+§1n 10, pribliznti hodnotu In 10

n=1 n=1

pozri v riegeni pr. 406; treba si uvedomit, ze Maclaurinov rad funkcie In(1+z) nekonverguje v Ziadnom bode

intervalu [10,100], preto sme pouzili uvedené ﬁpravy) ;

Dodatok. Krivky a funkcie dané parametricky

3
1. 0 = a/sin2¢, ¢ € [0, 721} U {77, g] (ak v danej rovnici polozime x = gcosy, y =

osing, ¢ >0, dostaneme ¢* = p?a’sin2¢p, odtial o =0 (a ¢ je lubovolné) alebo o> = a’sin2yp; pretoze
0 >0, jedruhd z tychto rovnic ekvivalentnd s rovnicou ¢ = a+/sin2¢; rovnicou ¢ = 0 je popisand mnoZina
obsahujtica len bod s pravouhlymi stradnicami x =y = 0, tento bod je obsiahnuty aj v mnozine popisanej
rovnicou ¢ = a+/sin2¢ (staéi polozit ¢ = 0), preto na popis nasej krivky staci rovnica o = a,/sin2¢,
pritom — pretoze body s poldrnymi stradnicami (o, ) a (g, +2kw), k € Z, st totozné a pretoze jednou
z periéd funkcie a+/sin2¢p je &islo 2 — sa staél obmedzit na <p € [0,2n] také, ze sin2¢ > 0, porovnaj

v/sin 2 y/sin 2
tiez s poznamkou ¢ k pr. 410.4) ;2. o=uaysindpl; 3. o= \/_ \/ SH:_ 1 — = \/Cll :lcr;fz L.
sin® o + cost ¢ 3% 2

3
4. krivka je zjednotenim polpriamok ¢ = —% , o= IW , krivky o=10 (tj. jednobodovej mnoziny {0, 0)})
1
a krivky o = —3 (sin3g0+cosgg0:\/§sin(<p+z) (sin2<p—sin<pcosg0+6082g0)>;
a(cos3 ¢ + sin® @) 4

409 | 1. dand krivka je zjednotenim jednobodovej mnoziny {(0,—a)} a krivky s parametrickym vy-

oo

3dosadenim 2z = m do rovnosti z poznamky 37 k pr. 249 mozno dokézat rovnost E = my

sposob ddkazu tejto rovnosti pozri v [10, odsek 440, pr. 7, alebo odsek 511, pr. 4])
'k definiénému oboru pozri poznamku 6 k pr. 410.4



a(l —1t) _at(l—1t)
A+ro2 V7 a2
(0,b), b € R\ {0}, existuje usporiadand dvojica (z,t) tak, ze X = (x,tz); bod tvaru (x,tz), x # 0,

lez{ na nagej krivke prave vtedy, ked (x +tz)? = a(x — tz), odtial (1 +1t)?> = a(1 —t) (vyuzli sme pred-

jadrenim z = te R\ {-1} (pre kazdy bod X = (z,y) okrem bodov tvaru

a(l—t
poklad = # 0) a — pretoze pre ¢t = —1 neexistuje x riesiace posledni rovnicu — x = (1(+—t)2) , potom
at(l—t .
y=at = ( ). zostava ndjst body tvaru (0,b) leziace na nasej krivke: dosadenim z = 0 do poévodnej

(1+1¢)* "

rovnice dostdvame y? = —ay, teda y = 0 alebo y = —a, z bodov (0,0), (0,—a) len bod (0,—a) nie je
at at?

T+ VT T

sme y = tr; parametrické vyjadrenie danej krivky mozno tiez odvodit z jej rovnice v polarnych stradniciach,
2

popisany predtym ziskanymi parametrickymi rovnicami 2; 2. = teR <poloZili

. : . 1
ktora ma tvar g = M , odtial x = pcosp, y = psiny, a ak ziskané zlomky rozsirime —
cos* ¢ +sin” ¢ Cos™
. atgep atg?yp 5 ) 7/t —1)3
_ Ly = C 8 x=4t(t—1),y=163¢-1)2,tcR;: 4. z= Ly =
e AL ARl g r=A4tt-1), y (t—1) x 5 y
7 t—1 R lozili o 3\ .
T,te \ {0} (polozili sme z = ty®);
2 2
410| 1. elipsa (pre b # d), resp. kruznica (pre b = d): (z—a) + ly—c) = 1; 2. vetva

b2 d?
hyperboly: z = +/y2+1 (inverznou funkciou k funkcii sh je funkcia Arsht := In (t—l— Vi2 + 1) );

.. T T T T .. .
3. usecka y = 5% 2 € <—§,§> (y = arcctg(tgz), = € <—§,§> , dalej pouzite rovnost
arcctga = g — arctga 2 ); 4. priamka p : ycospy — xsingpy = d (podia poznamky ¢ k zada-
niu staéf uvazovat ¢ € (po,¢0 + 7); dand rovnica je ekvivalentnd s rovnicou d = pgsin(p — @g) =

osin@cos gy — pcospsinggy, ¢ € (vo,p0 + ), ktord — pretoze podla definicie polarnych siradnic je
pcosp = x, psing = y — popisuje tie body priamky p, ktoré lezia vnutri uhla s vrcholom (0,0),
ktorého pociatoéné (koncové) rameno zviera s kladnym smerom osi Ox uhol ¢ (¢ + m); lahko zistime,

ze vnutri tohto uhla lezia vietky body priamky p); 5. parabola y? = —4da(x — a) (Vyuzite vztahy
cosgg = %(1 +cosyp), o= \/W, ocosp =z ); 6. parabola y?> =4da(z +a);

@ 2. = 2rcosty, y = 2rcos®psing, ¢ € (—g,0> U (0, g) (rovnica krivky K v polarnych
stradniciach je o = 2rcos® ¢, ¢ € (—g, g) \{0} : oznaéme ¢ velkost orientovaného uhla AOB; bod B lezi

na kruznici (z —r)? +4? =2 a na priamke y = 2tgy, odtial B = (2rcos? ¢,rsin2y), C = (2rcos? ¢,0);
z pravouhlého A-a OCM , v ktorom pozname dlzku prepony, vypocitame velkost |[OM|, polarne stradnice
bodu M s potom (|OM|,<,0)) :

3. © = actgp + becosp, y = bsingp, ¢ € (0,7) U (m,27); krivka K je zjednotenim grafov funkcif

_ ety (aty) /Py

—_y = ( zvolme nov1 stradnicovi sistavu s osami Oz’ a Oy’

Yy Y
tak, aby platilo 2’ = z, ¥ = y+ a; potom os Oz je dand rovnicou y = a; ak ¢ je smerovy uhol
a
priamky p, tak p = ¢ = =0 priesecnik priamok Oz a p m4 suradnice 2’ = actgy, 3y = a
cigp

a poldrne suradnice (vzhladom na novi stradnicovi sistavu) o = /22 +y? = p; poldrne

3 sin ¢

stradnice bodu M st potom (g + b, ¢) alebo (¢ — b, ), odtial 2/ = (90 +b)cosp =actgep +bceosy, y' =

(0+b)sing = a+bsing, p € (0,7) alebo a2’ = actgp —beosy, ¥y = a —bsinp, p € (0,7); ak

vyuzijeme rovnosti ctg(p + ) = ctge, cos(p + 7 —cosp, sin(p +m) = —singp, modzeme pisat
! ! i ’

) fr—
' = actge +bcosp, ¥y = a+bsing, ¢ € (0,7)U (7,27), odtial x = 2’ = actgy + beosp, y =

2pokial by sme polozili z = ty, dostali by sme parametrické vyjadrenie, ktorym by bol popisany bod
(0,—a), ale nebol by nim popisany bod (a,0) leziaci tiez na nasej krivke
3na jej dokaz staci na obidve strany aplikovat funkciu ctg



y —a = bsing, p € (0,7) U (m,27); pre ¢ € (0,7—2T> U (377(,27'() , resp. @ € (g,%) je tymito

0+ 9P 0+ V=7

rovnicami parametricky dana funkcia ©r = ———~—— resp. * = —————"—: k predpisom

5 Y Y
tychto funkeif mozno prist aj nasledovne: ak M; = (z1,y1), M2 = (22,y2) sd body krivky K, pricom
Yy > O, Y2 < O, tak (pOZI‘i obr. 12) |M2B| = |M1B| = b, |BD1| =Y, |D2M2| = |y2|7 odtial |M1D1| =

obr. 12.

V02 =y, |BDo| = /02 —y3, dalej |ACi| = a+y1, |[ACo| = a+ya, |CoMa| = |21|, |C1 M| = |z2];

. , |AC,| |Co M| |AC! |
dobnosti AAC3My; ~ AMsDsB, NACi1 M, ~ ABD{M 1 = =
z;o obnosti Co Mo 2DsB C1 M, 1My vyplyva D) D>B| a IBD, |
|G| odtial 2 Yi 2] i =1,2; teda pre stradnice z, y bodu M leziaceho na krivke K

[D1My |’ il P =2
plati (a+y)y/0? —y? = [ay|, tj. (a+y)*(V* —y?) = nyQ) :

412 1. ak cykloida vznikla pri kotilani sa kruznice s polomerom a po osi Oz a lezi na nej bod (0,0),

tak jej parametrické vyjadrenie je z = a(p —sing), y = a(l —cosyp) (nech S je stred kruznice, M ten jej
bod, ktorého pohyb sledujeme, nech ¢ je uhol, ktory zviera polomer SM s polomerom SD, kde D je bod

dotyku kruznice a osi Ox; potom S = (ap,a), @ : =M — S = <acos (—ap — g) ,asin (—ap — g) ) , M =

S+ ﬁ) ;

3. nech S =(0,0) jestred kruznice, M je koniec nite, D je bod, v ktorom sa napnutd nit dotyka kruznice;
ak je nit namotand v smere pohybu hodinovych ruéiciek a pred za¢atim rozmotévania plati M = D = (R,0),
tak parametrické vyjadrenie evolventy kruhu je z = R(cosp + psing), y = R(sing — ¢ cosy), ¢ >0 (ak

usecka M S zviera s kladnym smerom osi Oz uhol ¢, tak D = (Rcosp, Rsingp), dizka rozmotanej nite
je Ry, potom pre @ := M — D plati @ = Ry - (sing, —cosp) (vektor (singp,—cosy) dlzky 1 je zrejme
kolmy na vektor M — S = (Rcosp, Rsin gp)) ) ;

413 | 1. o(u) = p(v) = P(u) = P(v), u,v € I; 2. nutnd a postacujica podmienka je ¢(x(J))) =
©(I) spolu s podmienkou z pr. 413.1, podmienka x(J) = I spolu s podmienkou z pr. 413.1 je len postacujiica;

414| 1. dokaz urobime pre rasticu funkciu ¢; kedze f = 1o o', staci dokdzal implikdciu = —

a— = ¢ 1(x) — B— a vyuzit vetu o limite zloZenej funkcie; z rydzej monoténnosti funkcie ¢ a z rovnosti

tlirﬁn ©(t) = a vyplyva, Ze a je hromadny bod mnoziny (), tj mnoziny D(p1!) (pritom a ¢ D(@*l)) ;

nech je dané lavé okolie (g,3) bodu §, nech § = p(c), potom — kedze ¢ aj @~
§<a aplati z € (§,a) N D(p~t) = ¢~ 1(x) € (¢,3), ¢o bolo treba dokdzat;

. f=1op !, pridokaze spojitosti funkcie ¢! mozno postupovat podobne ako pri rieseni pr. 414.1;
nech ¢ je nekonstantnd funkcia (pre konstantnd funkciu ¢ je tvrdenie zrejmé); nech a je vnitorny

I s rastiice funkcie — je

e I



bod mnoziny D(f), tj. intervalu o(I), nech M := {t € I; o(t) = a a ¢ je nekonstantnd na kazde]
mnozine O(t) N1, kde O(t) je okolie bodu t}, nech My (Ms) je mnozina tych ¢ € M, pre ktoré existuje
okolie O(t) tak,ze Yz €INO(t) : ¢(z) >a (Vze€lINO(t) : ¢(z) <a), nech Mz:= M\ (M;UM,);
ak Mz # 0, zvolme « € Ms pevne; nech je dané ¢ > 0, zo spojitosti funkcie @ vyplyva dn >0 Vte
(a=n,a+n)NI : [(t)—¥(e)| < e; mnozina ¢((a—n,a+n)NI) obsahuje niektoré s—okolie bodu a, potom
|z —a| <§d = |f(z) — f(a)| <e; ak M3 =0, zvolime a1 € M7 a as € M> a predchddzajicim postupom
dokézeme spojitost funkcie f v bode a sprava a zlava; podobne mozno postupovat, ak bod a € ©(I) nie je
vnitorny bod intervalu ¢(I);

4. nie;

- )

\ﬁ[ funkcia y = f’(z) je dand parametricky rovnicami 1. o= ({322 43t—4)et, y = L ‘e
(1,00); 2'xzc@%’y:ﬁft%4w¥t+3%te<Qg>;

416 | body cykloidy leziace na osi Ox zodpovedaji hodnotdm parametra ¢ = 2kw, k € Z; pre ¢ #
2km, k € Z, mé rovnica doty¢nice v bode (a(p—singp),a(l—cos¢p)) parametrické rovnice x = a(p—sinp)+
ta(l —cosy), y =a(l —cosy) +tasinp, t € R (odtiai y =a(l—cosp) + ctg% Az —alp - Sinap))) ;
pre dané ¢ ma stred vytvdrajicej kruznice cykloidy stradnice (ap,a) (pozri rieSenie pr. 412.1), preto
najvyssim (najnizsim) bodom tejto kruznice je bod (ay,2a) (bod (ap,0));

417| 1. krivku mozno zadat parametrickymi rovnicami r = a(p) = f(¢)cosp, y = ﬂ(gp) =
f(p)sing; smerovy vektor dotycnice v bode (a(y),B(p)) (spojnice bodov (0,0) a (a(e),B(y))
U1V + UV2

Vg 3 /o 03
2. treba ndjst uhol, ktory zvieraji dotyénice danych kriviek v prieseéniku tychto kriviek; smerové vektory

tychto dotyénic si (cosl —sinl,cosl +sinl), (—cosl —sinl,cosl —sinl); uvedené krivky sa pretinaju
pod pravym uhlom;

u = (ug,uz) = (/(9), 3 (¢))  (v=(v1,v2) = (cosp,sing) ), potom cosw =

1
418 | funkcia y = f’(x) je dand parametricky rovnicami 2. x=c¢clsint, y=— ,
y=r'(z) ] p y 2 y Jk%&@+ﬂ@
waw t2—2t—5 (55 — t)(t +5)* ,
t — 3. = — =0, 1 ;4. = t ,tel,;

\ﬁ[ 1. uvedenymi rovnicami je parametricky dana funkcia f(z) = 2?; funkcie ¢(t) = 2t + |t| , Y(t) =
5t% 4 4t|t| nie st diferencovatelné v bode 0 (v tomto pripade mozno vetu 1 pou zit na vypoéet jednostrannych
derivacii f(0), f(0), pretoze funkcia f|[0,00), resp. f[(—00,0] je dand parametricky rovnicami z =
p(t), y=1(t), t >0, resp. = =(t), y=19(t), t<0);

t
2. pre z € R\ {0} je funkcia f’ dand parametricky rovnicami z = @(t) := 1 y = () =
3+12 t
ﬁ ,t € R\{0}; funkcia p(t) =t— e je rasttica a spojitd, preto ¢! je tiez rasttica a spojitd, a teda

lir% ¢ 1(z) =0; potom lir% f(x) = lir%w(gpfl(x)) = }irr(l) Y(t) = 3, preto podla pr. 1.384.1 je f'(0) = 3;
3. f/(0) = 3, argumentdcia je rovnakd ako v pr. 419.2;

1. cely dokaz urobime pre ¢'(a) > 0; najprv dokdzeme tito lemu: nech J je interval, ¢:J— R
je spojitd funkcia, a je vnitorny bod intervalu J; mnech existuje vlastnd ¢'(a) > 0, nech existuji rastice
funkcie r,s:J — R spojité v bode a také, Ze b := r(a) = p(a) = s(a) a Vte I : s(t) <o) <r()),
nech ® je pravé inverzné zobrazenie k funkcii ¢ *, potom funkcia ® md v bode b derivdiciu a plati ®'(b) =

1

¢'(a)

funkcie r=', s7! k rydzomonoténnym funkcidm r, s si spojité a bod b je hromadny bod ich defini¢ného

oboru (vyplyva to zo spojitosti funkcii r, s v bode a), preto lin%)r_l(r) =7r ) =a = 1in}) s7Hr),
T— T—

d(1) —D(b
a teda aj HH%)@(T) = a; ak na vypocet lim M

T—b )

D(1) —P(b t— 1
M = lim a4 = ); z definicie derivicie vyplyva 30;1(a) Vit €

dokaz: dokazeme, ze HH%)@(T) =a : pre T € p(J) je r7 (1) < &(r) < s7H(7), inverzné

pouzijeme substiticiu @(7) = t, dostaneme

T—b T—0 t—a Qp(t) - <p(a) gp'(a)




O1(a) \ {a} : ‘M—ap'(a) < *”/é“), odtial (¥) 3O0i(a) VYt € Oi(a) : la) + ¢'(a)(t — a) —

t—a
éa) [t —al < o) < pa) +¢'(a)(t —a) + %‘l)

©(O2(a)) C D(f) obsahuje niektoré okolie bodu ¢(a) (z nerovnosti (x) vyplyva, ze v O2(a) nadobuda ¢
hodnoty v&csie nez ¢(a) aj mensie nez ¢(a), pritom ¢ je spojitd, a teda darbouxovské na Os(a)), pritom
<f|<p(02(a))> (z) = ¢(P(x)), kde @ je pravé inverzné zobrazenie k funkcii ¢|Oz(a); pre funkciu ¢|Oz(a)

AS)

[t —al; nech Os(a) := O1(a) N O(a), potom interval

3
o(a) + 3 ¢'(a)(t—a), ak t€O0s(a),t>a
su splnené predpoklady nasej lemy (staéi polozit r(t) =

gp(a)—l—%(p'(a)(t—a), ak t€O0z(a), t<a

podobne pre s(t), pozri nerovnosti (x) |, potom podla vety o derivdcii zlozenej funkcie je f'(¢(a)) =

(le(02(@) (pla) = o (#(p(a)) - (pla) = T

2. nech A::{l;n:3,4,5,...} , B::{l—l;n:3,4,5,...}, polozme
n n

t ak te(-1,1)\ (AUB) t ak te(-1,1)\ (AUB)
ot) =14 t*+t, ak te A , P(t)={ t?+t, ak t€ A ,
1-t, ak teB t—1, ak teB

x, ak ze€(-1,1)\(AUB)
—x, ak z€A

i 50~

<pri overovani tohto prikladu vyuzite, ze ziadny prvok

1 1 1 1 1 1
— 4+ —,n €N, nepatrido A, zrovnosti — = — + — vyplyva totiz m=n—14+ —— &N | ;
n? n m n? n n+1

421| 1. obr.13 ®; 2. obr. 14; 4. obr.15; 5. obr. 16, rovnica v polarnych stradniciach je o =

alcos2¢|; 6. obr. 17, dand krivka je zjednotenim priamok z =0, y =z, y = —x (teda v polarnych

, .. . s T U 3T m 37
sturadniciach polpriamok ¢ = —3> = 5 p = 7 Y = 1 p = 1 = = hodnoty ¢ sme
nasli rieSenim rovnic cosp = 0 a cos2p = 0| a krivky p = 4 uvedené priamky sd pritom

cos pcos2p’
asymptotami tejto krivky;

obr. 13. o=¢ (Archimedova 3pirdla)

Sv obr. 13-30 st jednotky deky na osiach Ox a Oy rovnaké a si vyznacené len na osi Ox; k priamkam,
ktoré st asymptotami zobrazenych kriviek, je pripisand ich rovnica



obr. 15. 0% = 2cos2p

grafy funkcii fo a f3
obr. 18;

1
obr. 14. o= —
2

(Bernoulliho lemniskdta)

(hyperbolickd $pirdla)

obr. 16. (22 +y?)® = a?(2? — y?)?

1 1
(-3 | |-5:9] | 011 | o)
21 21
—o0 —To | =75 0|0 -3 -3 o
—oo -1 -1 0 -1|-1 o0
U N U N

(f3 a f1) maju spolo¢ni jednostrannt dotyénicu v bode (0, 0)

(v bode (-3,-1)),

Snasledujiice tabulky st zostavené takto: nech parametrické vyjadrenie danej krivky je = = ¢(t), y =
/

¥(t); potom v prvom riadku tabulky st jednotlivé intervaly, v ktorych funkcie ¢, ¢/ ani %

!
nemenia

znamienko (v rieSenf pr. 422.4 a 422.7 intervaly, v ktorych funkcie ¢’, ¢’ nemenia znamienko), v druhom

(trefom) riadku st funkéné hodnoty, resp. prislusné jednostranné limity funkcie = = ¢(t)

(funkcie y = 1 (t))

v krajnych bodoch tychto intervalov; rydzomonoténnu funkciu dand parametrickymi rovnicami x = ¢(t), y =

¥(t), kde t prebieha ity z tychto intervalov, budeme oznacovat f;; symbol U

hovori, ze funkcia f; je konvexnd (konkdvna)

(N) v poslednom riadku



X

obr. 19;

3. z rovnosti ¢(—t)
obmedzit na t € [0,00);

obr. 20;

obr. 17. z(2? — y?) = a(2? + y?)

obr. 18. x = 5t2 +2t°, y = 3t% + 2t3

—p(t), (—t) = 1p(t) vyplyva, ze krivka je simernd podla osi Oy, staci sa preto

2 2
¢ [0\/;] W;% 1, 00)
o 82082 L,
3v3 | 3v3
16| 16
_ — 92192 —
y |0 9 9 00
U N n




obr. 19. z =2t -2, y=2t> -3 obr. 20. a* + 2y3 = 42%y

4.
1 13 3
- - =2 21l |
Temo [FA B B[
24 24
S T Tt i
T oo 010 5% 5% 0|0 oo
1 1 1728 | 1728
yl=ee 010515 3195 | 3125 0|0
obr. 21;

6. polozili sme y =tz;

1 13 3 3 3
3 (_0070] |:07 5) <§7Z:| |:4_171:| |:1,§:| |:§,OO)
18 18 9 9
_ 22 1l 22 2 C
z|4o00 0|0 o0 00 16 16 3 S 00
54 54 27 27
y|—o0o 0[]0 o0 | —00 61| T6a —11] -1 6| 16 —00
N U N N U N
grafy funkcii f; a fo maji spoloéni jednostranni dotyénicu v bode (0,0), obr. 22;
7.
4 4 5 b)
x (_0070) (07 1] |:]-7 §:| |:§7 §:| |:§, OO)

9 9 108 108
_ 7 7 7 7
2|0 ocof—co 010 \/1024 V/1024 V/3125 V/3125 0
27 97 21 21
0 —co|-00 0[0 (/== | {/=—— {/— | {/——= 0
Y oo T %6 | V256 V625 625

na vipocet (2)0), (RL(0) (T40), (o)4(0), ke Tufo) = { S0 28 72DV 7 -

{ 55(33)’ lez ifé)(f5) , pouZzijeme jednostranné verzie tvrdenia z pr. 1.384.1: (f2)"_(0) = lir(r)l fo(x) =
: W(t) _ / _ : / _ . W(t) _ T\ _ . r/ _ : / _
tLHln_ o) 0o, (f3)}(0) = xlggjs(x) = tl_lfﬂr o) oo, (f1)4(0) = zli)fgl+f1(x) = xlggjl(x) =



obr. 21. 4y? = 422y + 27 obr. 22. 2% — 2z%y — 4> =0

i S =0, ()00 = i T

0, ktord je jednym z predpokladov tvrdenia z pr. 1.384.1, vyplyva z pr. 414.1); obr. 23;

~—

=0 (spojitost funkeif f, a f5 v bode

8. dang krivka K je stimernd podla bodu (0,0) ((;my) € K = (—z,—y) € K) , staéf preto skimat

. t| t|¢|
krivku z° +2° = 29?2, x > 0; ak polozime y = tx, dostaneme x = ¢(t) = | , y=Y(t) = ;
Y=y’ x> po y (t) NiewAk ¥(t) s
¢isla v druhom a trefom riadku tabulky s zaokriihlené na 3 desatinné miesta;
10 10 2 2
t —1,—15/6——} [—56——,0] 0, /= f/j,?/z V4, 00
( V3 V3 3 3 [ )
| oo 0.845 | 0.845 0 0 0.714 | 0.714 0.590 | 0.590 O
Yy | —o0 —0.628 | —0.628 0 0 0.659 | 0.659 0.779 | 0.779 0
U N U N N

vsimnite si, ze hoci ¢'(0) ani ¢/(0) neexistuji, mozno rovnost (f2)’,(0) = 0 odvodif z vety 1 (na vypocet
(f2)!.(0) totiz staci existencia ¢, (0) # 0 a ¢/.(0)), rovnako z vety 1 vyplyva rovnost (f3)’, (0) = 0;

podobne ako v rieeni pr. 422.7 mozno dokézat, ze (f5))(0) = oo, kde f5(z) = { gS(x)’ Zi i EOD(fS) ;
obr. 24; §
9. dand krivka K je sumernd podla priamky y =z ((z,y) € K = (y,z) € K), polozili sme y = tz;
t | (=00, 1) | (=1,0] {o L] [L %] (92, 00)
) ) ) \3/§ {5/57 )
z |0 oo |—o00 0]0 %a \B/Za %a %a 0
yl|0 —00 oo 01]0 %a \3/§a %a \3/1—1a 0
U U U N N

podobne ako v riesen{ pr. 422.7 mozno dokazat rovnosti (f, ) (0) = —oo, (f5)}(0) = 400, kde f;(z) =
fiz), ak x€D(fi)
0, ak =0

y =1, z ktorej vyplyva, ze f, (fs) je inverznd funkcia k funkcii fo (f3); obr. 25;

,i=1,5; tieto rovnosti mozno odvodit aj zo symetrie krivky K podla priamky



obr. 23. y° 4+ z* = xy? obr. 24. % 4+ 5 = xy?

10. dand krivka K je simernd podla osi Oz ((x7y) € K = (z,—y) € K) a podla osi Oy ((x7y) €
K = (—z,y) € K) — a teda aj podla bodu (0,0) — apodlaosi y =z ((z,y) € K = (y,7) € K);

. T
staci teda skimaf krivku dant parametrickymi rovnicami = acos®t, y = asin®t, t € [0, 5} (pozri aj pr.

411.1);
T
t][o.3]
2
z|a O
¥y10 a
U
obr. 26;
obr. 25. 23 +y? = 3zy (Descartesov list) obr. 26. x2/3 +y%/3 =1 (asteroida)

11. tymito rovnicami je parametricky dand funkcia y = f(z) (funkcia ©(t) = a(t — sint) je rastﬁca) ,
ktord mé periédu 2mwa (Vyplyva to z geometrického popisu cykloidy — pozri pr. 412.1 — a z rovnosti



p(t+2m) = p(t)+2ma, p(t+2m) = (1)) ; staci uvazovat t € [0,27], tdto krivka je simernd podla priamky

T =arm;

t | [0,7] [, 27]

z|0 am|am 2am

y|0 2a|2a O
N N

[ (2kar) = +oo, fL(2kar) = —o0, k € Z; obr. 27,

12. dand krivka je simernd podlaosi Oz (funkcia o = a(1+cos¢) je nepdrna) ; pretoze o = a(l+cos )
je nepdrna funkcia a jej periédou je éislo 2, staci skiimaf krivku o = a(1+cos¢), ¢ € [0,7], jej parametrické
rovnice si z = a(p) := gcosp = a(cosp + cos? @), y = B(p) = gsing = asinp(l + cosp), ¢ € [0,7],

_3p o 3p o (dp)\ _ 3(ltcosp)
potom o/ (p) = —2a sin =~ cos B'(p) = 2acos ~ €08 3 3(0) = (Sing £ sin2g)?
0.~ T 2T 2
v '3 373 37
3a 3a a a
“j2e 7T 7 1|1 "
0 3\/§a 3\/§a \/§a \/ga 0
4 4 4 4 4
n N U
obr. 28;
obr. 27. x =t —sint, y=1—cost (cykloida) obr.28. p=1+cose (kardioida)

13. z rovnakych pricin ako v pr. 422.12 je dand krivka simernd podla osi Oz a staci uvazovat krivku
o=142cosp, ¢ €0,7];

¢ | [0,a] | [a,b] [b.c] | [e,7]
1 1
z|3 a1 |ar “3| % c1 e 1
Y 0 ao |as ba ba ca|ca O
N N U U
-1 1 v 1
kde a = arccos V33 ~ 0.936, b = arccos (_Z) ~ 1.823, ¢ = arccos (—%) ~ 2574, a; =
1 15 — 34+ v33 15 33 1
@ml.%%cl:wmo.fﬂ&ag:( i )\/_ +\/_%1.760,b2:\/——5m0.484,62:
16 16 16v/2 8



(3—+33) V15— /33

~ —0.369; obr. 29;

1612
14.
t | (—00,0] | [0,00)
rloo 1 |1 o0
yloo 1 |1 oo
U N

funkcie f1 a fa maji spolotni jednostranni dotyénicu v bode (1,1), obr. 30

obr. 29. obr. 30

o=1+2cosy r=t+e?t,

(Pascalova zdvitnica) =2t+e 2
423 | 1. 2an?; 2. 6a (zvolﬂi sme parametrické vyjadrenie x = acos®t, y = asin®t, t € [0, 2],

2r /2 ch3/227 — 1 3 (7
/ 3a|sintcost|dt = 12a/ blntCObtdt) 3. — < = 5/ sh 2t v ch 2t dt) ;4.8
0 0 0

3

cosg‘ dgp); 7. 507

1 dt 2m
<=/ 2t2(3+5t2)dt); 5 Inmw (: _) 6. Sa (zza/
1 t 0
3T
1
(: /O asin2§d<p); 8. 4—|—ln3 < 5

ocosp(o), y = gsing(o), odtial 22(p) + y2(p) = 0*(0) + 1>; 9. shR (1 + sh? =

1
<g —) do; parametrické vyjadrenie je x =
0

ch?p); 10. T (parametrické vyjadrenie je x = o(t)cosp(t), y = o(t)sinp(t), odtial z'2(t) 4+ y(t) =

t
02 (t) + 0% (t)¢%(t); 2cos? 5 = 1+ cost

3v3) 3a

4 — .
424 | bod (CL(%, > (prvy oblik cykloidy zodpovedd hodnotdm ¢ € [0,27]; treba néjst

F(T)-F(0) 1
F(2r)—F(T) 3’
425| zvolme t > 0, mnech M

€ [0,2x], pre ktoré

t t
kde F(t) := / x2(t) + y2(t)dt = 2a/ sin %dt, te [O,27r]) ;
0 0

t? .
<t, 4—) , zrejme M € p; mnech p(t) je obraz kotiulajicej
a



sa paraboly p v okamihu, ked sa jej os Oz dotyka v bode M; parabolu p(t) mozno ziskat z
: t2 t2
paraboly p nasledujicou postupnostou transformdcii: posunutie o vektor <0, 4—) < bod (0,—4—)
a a
£2
je priesecénik dotycnice d k parabole z? = 4ay v bode (t,4—) S osou Oy), otocenie o uhol
a

t
arctg2— okolo bodu (0,0) v smere hodinovych rucic¢iek | tento uhol zviera dotyénica d s osou Ouz;
a

t
pri tejto transformdcii je obrazom bodu s poldrnymi sdradnicami (g,¢) bod | g,¢ — arctg 2—) ,
a

preto — pozri aj rieSenie pr. 4284 — obrazom bodu (z,y) je bod (z1,y1), kde z; =
( " t ) 2ax N yt i < " t ) 2ay tx )
cos [ — arctg— | = , = psin | ¢ — arctg — | = - ,
¢ v %2 V2 +4a2 V12 + 4a? e 4 2 V2 +4a2 V12 + 4a?
tVtZ + 4a? .
posunutie o vektor (3— % , O) . kde s je dlzka oblika paraboly z? = 4ay medzi bodmi
a

t2) <t\/t24—4a2 .
2a

(0,0) a <t,4—a je dizka tseku doty¢nice d medzi bodom dotyku a priese¢nikom

S osou Oy); obrazom bodu (0,a) pri tychto transformécidch je bod (x(t),y(t)), kde z(t) =
alnt—l—\/t2—|—4a2 o(t) = V2 + 4a?
2a ’ B 2

kottilani sa paraboly ,,doprava“, pri kottilani sa ,,dolava® vznikne krivka simernd s nasou podla osi Oy ;

t + VtZ + 4a?
2a

, t > 0, tieto rovnice parametricky popisuji pohyb ohniska pri

inverzna funkcia k funkcii © = aln je funkcia t =a (e’r/“ — e"r/“) ;

2
0
,,zdola® ohrani¢eny grafom funkcie danej parametricky rovnicami z = 2t — 2, y = 2t2 — 3t € [1,2],

2 1
1. 18—5 (: / |2’ () |y(t) dt —/ |2’ (t)|y(t) dt = —/ 2/ (t)y(t) dt; dany ttvar je ,,zhora*, resp.
1 0

resp. t € [0,1], pozri riesenie pr. 422.2 a obr. 19 | ;

1
™
2. 1- 1 ( =-2 / 2’ (t)y(t) dt ; pre nase potreby postacujiici ndcrtok krivky K ziskame, ak vyuzijeme,
0
7e K je simernd podla osi Oz, pre t > 0 je funkcia z = e klesajuca, a ak zistime, kedy funkcia
t(1—¢2
Yy = % nadobuda kladné, nulové a zaporné hodnoty; pri vypocte uvedeného integralu mozno dvakrat
. 11—
pouzit metédu per partes: najprv v’ = 2t m (na ndjdenie funkcie u pouzijeme substitticiu z = 1+¢2)
2t t ! 2t t
av= otom ' = ——= a v=t|;
2 2 2m
a“m(4 3
3. w =— / 2/ (t)y(t) dt; ak si naértneme dani krivku, zistime, Ze nds itvar pozostdva
0
z Utvaru ohrani¢eného grafmi funkcii f; a fo a z utvaru ohrani¢eného grafmi funkcii f3 a fy, kde f1,..., fa

su funkcie dané parametricky rovnicami x = a(cost 4 tsint), y = a(sint — tcost), pricom t postupne

3 3 3
prebieha intervaly [O, g], [g,c}, {c, g] , [%,277] , kde ¢ € E,g] je rieSenie rovnice ¢(c) = a;

potom /;aﬂ (f2(2) — f1(2)) dz + / (fs(x) = fa(x)) dz = < - /;/2 ' (t)y(t) dt — /7r

—37ma/2

(_lZ&VQx%ﬂyU)dt— £j;x%ﬂy@ﬁﬁ)>;

w/2
[ o - o) dt) :
0

a c

2 (t)y(t) dt) +
/2




3ma? L[
5. Ta = —/ (a(1 —I—cosgp))ngo ;
2 2/,
ma> 1 [/ o
6. - ( = n(§ / (asinnyp) d<p> , pre a=1, n=>5 je dand krivka zndzornené na obr. 16> :
0
2(r —1 1 [™/? 1 /0
7. % ( =3 / (acos p)’dp + > / (a(cos¢ + sin gp))2 dy; cos +sinp =
0 —m/4

V2 cos (gp — %) , teda krivka ¢ = a(cos p+sin¢) vznikne otocneim krivky o = v/2acos ¢ okolo bodu (0,0)

™
o uhol 1 proti smeru hodinovych ruéiéiek> ;

90

Q. 71'/3 \/g
L(;TWL < = %/ (f_l(gp))2d<p = %/ r?f'(r)dr  (pouzili sme substittciu f~!(p) =
0 0

r, odtial p = f(r))) :

t
9. %(arctgto - 1—:t2> (funkcia at) = t — arctgt je rastica, preto rovnicami o = f(t) :=
0
a
, ¢ = «at) je parametricky dand kladnd funkcia o = f(p) = 6(0[’1(@)), potom P =
V142
1 frelto) ) 1 rolto) a2 [to 2t
1 do — = 2 2( e 2 )
2/0 )y 2/0 3 (a™( /ﬁ 4/0 (1+1¢2)2 >
2 1o d d T/ d
10 ™ (:_/ L:Cﬂ/ —@.4:@2/ _ % omipr. 93.2
V2 2 Jo costp+sinte o costy+sin®p —x/2 costp +sin”
a45.21);

\/3 1 77/6@2 1 /4
427 a® E—i—l—— = —/ —d<p+—/ a’cos2pdy | | ;
(6 2 2 Jo 2 2 Jrs6

Irab? 9ra? 3 3 V3
28] 1a) ST qp) 32T g 37;:@ . gp) 08T (:2(%/ x(t)y(t)a:’(t)dt>>;
0

(S 105 353

3a) — (dany Gtvar je ohraniceny grafmi funkcii f;, fo danych parametrickymi rovnicami = =
a(1)

a(t) =2t =2, y = B(t) = 4t — 3, kde t € [0,1], resp. t € [1,2]; V = 7r/ f3(z)de —
a(2)

o[ e = o [ owoa - [rowoa) ) m S5 (<o [ atosom-

2/V3 8mad 27 [T 3 ma? 27
'(t)d ; 5. =— 1 5 inpdy | ; 6. =92
/2 a”(1)B'(t) t>> 3 ( 3 / (a(l + cosyp))” sing gp) 1 3

0

/2 ™\’ 8ra® [T/ 14
a cosQ( — —) sinpdp =7 1—2sin’t costdt; 7. mwa ( ln4) (V jadrite
/0 ( = ) pde="275 | ( ) 3 N

dant krivku najprv v poldrnych stradniciach (pozri pr. 421.6), potom = = pcosg, y = osing; hladané
V je objemom telesa, ktoré vznikne rotaciou okolo osi Ox tutvaru ohranic¢eného osou Oz, priamkou

t 1 1
x = 3a a krivkou danou parametricky rovnicami xz = L, Yy = a8y , ¢ € |0,z arccos=| ; V =
cos 2p 2 3

cos 2¢

larccos(1/3)]/ 1 1 — cos 2@ 1 .
7r/ Y2 () (t) dt = 7Ta3/ - —— = - 2sin2p dp, dalej pouzite substitiicie cos2p =
0 1/3 1 +cos2¢ cos*2¢

Kﬁ

N

dmas /4 {rad /4 8rad m/4
ma cos®/2 2t (sint + cost) dt = a cos®/2 2t cost dt = —2

T 32 Joaps 3v2 Jo 3v2

pouzili sme substiticiu ¢ — % =t apr. 93.1

7

(1 — 25sin? t) costdt,



1
u,uz;,t—I—l:z ;

pp— 12ma?® 3 v
429 | 1a) 75ra ; 1b) gﬂ'a? (4\/5 — 1) (hladané S je plosny obsah plochy vytvorenej rotéciou
1 1 64ma?
krivky = —a(sin®t + cos®t), y = —a(sin®t — cos®t) okolo osi Ox) ; 2a < = 8ma® -
o= sl ). v= g ) z) O
27 ™ 2
t
/ cos 5‘ dt = 16ma? / cos® 3 dt) ; 2b) 16720 ( = 27r/ z(t)\/22(t) + y'2(t) dt = dma®
0 0 0

cos t int
5 —| — S1n
2

21 21 T
t . . 14 .
/ (t cos —') dt, pritom / sint| cos —' dt = / sint
0 2 0 2 -
27 T 2 L 2
t .z 32ma . ™
tcos—dt:827r/ Sm—dz); 3. <:27r/ sin 2(p) + 02 d); 4. ——-
| tleos Cana:)s s [ deysing VDT FR ) 4

(7\/5 - 8+3In(1+ V2 )) (otoéenie okolo bodu (0,0) o uhol arctg2 v smere hodinovych ruciciek je

t
cos 5' dt =0 (pozri pr. 93.1,2);

o L x 2y _ ] 2x S .
popisnaé rovnicami T = — + = — — —, kde (x,y) je obraz bodu (z,y); obrazom oblika
VB VBT B , V5
t 2t
paraboly y? = 2px, y € [0,p], jekrivka 2= —— + —=, y = te [O,p]> ;
2v5p V5 f \f

2
430 % (4—|— V2+1n (1 + \/5)) (nech diagonala D je spojnicou bodov A = (0,0,a) a B = (a,a,0),

nech P C R? je pldst kocky, nech K, je rovina kolmd na D prechddzajica danym bodom z € D;
treba vypoéitat plosny obsah plochy, ktord vznikne rotéciou okolo osi Ox grafu funkcie danej parametricky

1

\/Eat, ak te |0, §

. . ~ _1 2

rovnicami z(t) = [XA| = V3at, y(t) =max {|XY];Y € PNK, } = aV6t?—6t+2, ak te€ 5’5]
— [2

V6a(l—t), ak te€ 5,1

ak |[XM| = max {|XY|; Y € PNK,}, tak M je priesetnikom niektorej z hran kocky s rovinou Ky ;
ak X = (ta,ta,(1 —t)a), t € [0,1], tak K, = z+y—z+a(l —3t) = 0, priesetniky roviny K,

1 12
s hranami kocky si: pre ¢ € {0, g] : (0,0,(1 - St)a), (3ta,0,a), (0,3ta,a); pre t € [g, ﬂ
((St —1)a,0, O) , (a,O, (2- St)a) , (a, (3t — l)a,a) , ((St —1a,a, a) , (O, a,(2— St)a) , (O, (3t —1)a, 0) :  pre

te E, 1] : (a, (3t — 2)a, 0) , (a, a, (3 — St)a) , ((3t - 2)a, a,0)>

z
cos dz =

Sz/ (z4m) 7T‘dzz/ z

.z
sin —
2

sin — ‘dz—l—ﬂ'/




