Chapter 2

Riemannov urcity integral



2. Riemannov urcity integral

2.1 Definicia a zakladné vlastnosti

Nech f : [a,b] — R je ohrani¢end funkcia. Delenim intervalu [a,b] nazyvame kazdi koneéni nekle-

sajicu postupnost D = {zg, z1, ..., z,} takd, ze zo = a, x, = b. Cisla xo, z1, ..., x, sa nazyvaji
deliace body (delenia D), intervaly! [xo,z1], [r1,22], ..., [Tn_1,7n] Ciastocné intervaly delenia D. Cislo
v(D) := max;=1,. nAz;, kde Azx;:=2; —x;,-1 (i=1,...,n) sanazyva norma delenia D. Cislo

U(f,D):=>_ MAz;,
=1

resp.
L(f,D) =Y mAx;
i—1
kde M; := Sup,epy, 0 f(®), mi = infocp, 2, f(®) (i = 1,...,n) sa nazyva horny, resp.

dolny intergdlny sucet funkcie f pri deleni D 2.

Veta 1. Nech f:[a,b] = R je ohranidend funkcia. Potom mnoZina U wvietkych horngch integrdlnych
suctov funkcie f a mnozina L vdetkych jej dolngjch integrdlnych siuctov si ohranicené a plati supl < inflf .

Cislo sup £, resp. infl sa nazyva dolngj, resp. horng (Riemannov) integrdl funkcie f (na intervale

b b
[a,b]) a oznacuje sa / f(z)dx, resp. / f(z)dx.

Veta 2. Nech f:la,b] — R je ohranidend funkcia. Potom pre kaZdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pre
kazdé delenie D intervalu [a,b], ktorého norma v(D) je mensia ako ¢, plati

<e€.

b
U(f.D) - / f(z) da

(Analogické tvrdenie plati pre dolny integral funkcie f.)

Postupnost {D,,}°°; delenf intervalu [a,b] sa nazyva normdlna, ak lim, ., v(D,) =0 3.

'symbol [a, 3] definujeme v pripade a = 3 rovnostou [a, 3] := {a} a mnozinu {a} nazyvame degene-
rovany interval

2niekedy sa pouziva aj ndzov horng, resp. dolny Darbouzov sicet

3index n v oznadeni D,, nesivisi s poétom deliacich bodov delenia D,



Désledok vety 2. Nech f:[a,b] — R je ohraniéend funkcia a {D,}°, je normdlna postupnost deleni
intervalu [a,b] . Potom

b
Jim U(£.D,) = [ f(a)do

b
Jim L(7.D) = [ fla)da.

Ohranicend funkcia f:[a,b]— R sa nazyva (riemannovsky) integrovateind na intervale [a,b], ak

/_abf(a:)daj :Zf(a:)dx.

Spoloéné hodnota horného a dolného integralu funkcie f na intervale [a,b] sa v takom pripade oznacuje

b
/ f(z)dr a nazyva sa urcity (Riemannov) integrdl funkcie f (na intervale [a,b] ). Cisla a, b v symbole

a
f; f(x)dz sa nazyvaju hranice integrovania. Skutocénost, Ze funkcia f je riemannovsky integrovatelns na
intervale [a,b], zapisujeme f € Rla,b].

Veta 3. Pre ohranicend funkciu f:[a,b]—R si nasledujice tordenia ekvivalentné:
a) f € Rla,b];
b) pre kazdé € > 0 existuje delenie D, intervalu [a,b] také, Ze plati

|U(f, Ds) - L(f, D5)| <e€.

59. Nech {D,}>°, je postupnost delen{ intervalu [a,b], nech lim,,_,~ d,, = o0, kde d,, je pocet
deliacich bodov delenia D,, . Vyplyva z toho, ze {D,}°2, je normdlna postupnost deleni?

60. Ngjdite horny a dolny integral funkcie f na intervale I, ak
L f@) =2, 1=[0,3); 2 f@)=a*, I=00,1];

3. f(x) =sinz, I= |:O7g:| ;

4. f(x):{_i: zi i;g , I=[-2,-1].

Ktoré z tychto funkcif sii integrovatelné?

61. Nech a, 8 € R, a < (. Zostrojte funkciu f : [0,1] — R tak, aby f_olf(x) dr = «,
Jo f(z)de = 3.

Nech f : [a,b] — R je ohrani¢end funkcia a D = {xg,z1,..., 2.} je delenie intervalu [a,b].
Integrdlnym sictom* funkcie f (pri deleni D) sa nazyva kazdy stcet tvaru

S f()Aw
=1

kde fiG[‘iEi,hxi],i:l,...,’rL. 3
Nech {D,}22, je normélna postupnost deleni intervalu [a, ], nech S,, je integralny sucet funkcie f pri
deleni D,,. Potom sa postupnost {S,,}°2, nazyva normdlna postupnost integrdlnych sictov funkcie f .

“niekedy sa pouZiva ndzov Riemannov sucet



Hovorime, ze éislo A je limita mnoziny {S(f, D)} integrdlnych sictov funkcie f pre normu delenia
v(D) idicu k nule (a zapisujeme (gr)n OS(f, D) = A), ak pre kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze plat{: ak

S je integralny sicet funkcie f prideleni D a v(D) <4, tak |A— S| <e.

Veta 4. Pre ohraniceni funkcz’u f:la,b] =R st nasledugice turdenia ekvivalentné:
a) f € Rla,b] f f(x)dr =

b) hml/(D)—»O S(fv ) - A 5
c) kazdd normdlna postupnost integrdlnych siuctov funkcie f konverguje k éislu A .

Pozniamka. Casto sa pojem riemannovskej integrovatelnosti a Riemannovho integralu definuje pomocou
vlastnosti b), resp. c)® z vety 4, teda bez pouzitia horného a dolného integralu. Hoci integrélne sicty mozno
(na rozdiel od hornych a dolnych integralnych stctov) zaviest pre Iubovolnt funkeiu f: [a,b] =R (teda aj pre
neohrani¢ené funkcie), staéi sa aj v pripade definicie zaloZenej na pojme limity integralnych siétov obmedzit
na ohrani¢ené funkcie, pretoze plati tvrdenie: Ak kazd4 normélna postupnost integralnych siétov funkcie
f:[a,b] =R m& kone¢nt limitu, tak f je ohranicend funkcia.

Hovorime, ze mnoZina M C R md Jordanovu mieru nula, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje kone¢ny pocet
otvorenych® ohrani¢enych intervalov (a1,b1), ..., (an,bs) 7 tak, ze M C Ui (a;,b;) a > (b —a;) <e.

Veta 5. Nech ohranicend funkcia f:[a,b]—R spl/ﬁa niektord z nasledujicich podmienok:
a) f je spojitd;
b) mnozina bodov nespojitosti funkcie f md Jordanovu mieru nula;

¢) f je monotdnna.
Potom f € Rla,b].

Veta 6. Nech f, g:[a,b] — R si ohranicené funkcie, mnozina M C [a,b] md Jordanovu miernu nula
plati
Va € la, b\ M: f(z) = g(z) .

Potom nastane prdve jedna z nasledujiicich moznosti:
a) f aj g st riemannovsky integrovatelné na [a, b] f f(z)dx = f:g(x) dx ;
b) f ani g nie si riemannovsky integrovatelné na [a,b] .

Poznamky. 1. Z vety 6 vyplyva, ze hodnota fab f(z) dx sa nezmeni, ak predpis integrovatelnej funkcie f
zmenime na mnozine s Jordanovou mierou nula (Specidlne: v koneénom pocte bodov) tak, aby takto ziskana
funkcia bola op4t ohrani¢end na [a, b] .

2. Na zdklade vety 6 mozno zovieobecnit pojem riemannovsky integrovatelnej funkcie:

Nech mnozina M C [a,b] mé Jordanovu mieru nula (Specidlne: nech M je koneénd mnozina), nech f
je ohrani¢end funkcia definovand na [a,b] \ M . Hovorime, ze f je riemannovsky integrovatelnd na [a,b], ak
existuje riemannovsky integrovatelns funkcia f:[a,b] — R takd, ze plati

Va € [a, b\ M : f(z) = f(z) .

Symbol f: f(z)dx potom definujeme nasledovne:

/ab f(z)dx := /ab?(a:) dx

(Volne povedané: Funkciu f dodefinujeme v bodoch mnoziny M tak, aby sme dostali ohrani¢ent funkciu

f :]a,b] — R, potom vySetrime riemannovski integrovatelnost funkcie f. Z vety 6 pritom vyplyva, ze
integrovatelnost funkcie f, resp. hodnota fa f(z) dx nezéavisi od toho, ako funkciu f dodefinujeme.)

®zrejme c) je obdoba Heineho definicie limity pre pripad limity integrélnych stétov
Sekvivalentné definicie tohto pojmu dostaneme, ak v uvedenej definicii nahradime otvorené ohranicené
intervaly uzavretymi intervalmi alebo polouzavretymi ohrani¢enymi intervalmi (porovnaj s [24, str. 47,

definicia 1))
T¢islo n zavisi na &isle €, tj. n=n(e)



62. Zistite, ¢ je funkcia f riemannovsky integrovatelna na intervale I, ak

1
1. fla) = zsin—, ak x#0 L I=[-1,1] :
0, ak =0

—n -n—1 9-—n —
Zf@w={§’ St S NN S5 (SR
3. f(x)zwlx], I=[0.1] ;

=
~
—~
8
~
I
»n

gn (sin—> , I=10,2] ;

xT

1 1
aﬂ@={5_Lﬂ’akx#0, =001 ;
0, ak =0

(=)

. f je Dirichletova funkcia x, I je lubovolny ohraniGeny interval ;

] 0, ak zeR\Q B
v f(x)_{q, ak z=p/q, kde p€ Z, ¢ € N st nestidelitelné I=[-11]

63. Nech postupnost {x,}°°; prvkov intervalu [a,b] konverguje k bodu zg. Nech f:[a,b] =R
je ohranicend funkcia a f(z) =0 pre vSetky = € [a,b]\ {zn; n € N}. Potom f € R[a,b]. Dokazte!

64. Dokazte, ze Riemannova funkcia

r(z) = 0, ak zeR\Q
| 1/q, ak z=p/q, kde p€ Z, g € N sui nestdelitelné

je riemannovsky integrovatelnd na kazdom uzavretom ohrani¢enom intervale 7. (Vsimnite si, ze
mnozina Q NI bodov nespojitosti funkcie r|I nemd Jordanovu mieru nula.)

65. Najdite nasledujuce urcité Riemannove integraly ako limitu niektorej normalnej postupnosti
integralnych suctov:

2
1. / 22 dx ;
-1

bd
2-/—2, 0<a<b (ndvod: polozte & = \/Zi1x1, i=1,...,n).
a T

66. Ndjdite § > 0 tak, aby z nerovnosti maxy—1,_, Az < § vyplyvala nerovnost

3 n
/ sin 50x dx — Z(sin 50&) Axy| < 0.001
0 k=1
kde 0 =xp <21 <29 < -+ <xpp =3 a & je lubovolne zvoleny bod z intervalu [xp_1,xg],

k=1,...,n.
67. 1. Nech f:]0,1]—R je spojitd funkcia. Potom

o (1 () +1 () e (2)) = f v

Dokazte!



20. Nech f:]0,1]—R je spojita kladna funkcia. Potom

1
TJim. ’(/f (%) f (%) g (g) _ 6/0 In f(x) da

Dokazte!

68. Zostrojte funkciu, ktord nie je riemannovsky integrovatelnd na uzavretom ohranicenom
intervale [a,b], ale pre kazdi normdlnu postupnost {D,}2%; deleni intervalu [a,b] existuje
postupnost {S,,}5°, integralnych si¢tov funkcie f taka, Ze S, je integralny sicet pri deleni D,, a
limy, 00 S, = 0.

69. Nech delenie D,, intervalu [0,1] je dané deliacimi bodmi zy = 0, x; = 1/2", 2y =
120t xg =1/2""2 .. 2,1 =1/2% x, =1/2, x,41 = 1; nech Sy(zl) ( 7(12)> je integralny

sticet funkcie f(z) = z pri deleni D, , ktory dostaneme, ak za & zvolime lavy (pravy) koncovy bod
intervalu [zy_1,z], k=1,...,n+ 1. Hoci f € R[0,1] (preco?), je lim, 0 s # lim, o0 @)
Je to v rozpore s vlastnostou c¢) z vety 47

70. Nech f:[a,b] =R je ohranicend funkcia a mnozina N := {z € [a,0]; f(z) = 0} je hustd v
[a,b] (tj. kazdy bod mnoziny [a,b] je hromadnym bodom mnoziny N ). Potom bud f & R[a,b]
alebo [ ; f(x)dx = 0. Dokédzte! Na prikladoch ukézte, ze obidva pripady mozu nastat!

71. Zostrojte funkciu f:R— R, ktord je spojitd v bode a, ale nie je riemannovsky integrovatelna
na ziadnom uzavretom ohrani¢enom intervale obsahujicom bod a!

Veta 7 (aditivna vlastnost urcitého integrdlu). Nech f:[a,b]—R je ohranidend funkcia, nech a <c <b.
Potom f € Rla,b] prdve vtedy, ked f € Rla,c] a sicasne f € R[e,b].

Naviac, ak f € Rla,b], tak
b c b
/ f(x)de/ f(a:)dx—i—/ f(x)de .

Veta 8. Nech fi,...,fn € Rla,b], nech ci,...,cn, € R. Potom je na intervale [a,b] riemannovsky
integrovatelnd aj funkcia c1f1+ -+ cnfn @ platd

/ab(mfl(x) + - Fenfu(x)) de = /abf1(x)d3:—|—-~-—|—cn /abfn(x) Ao

Veta 9. Nech f € Rla,b], nech f([a,b]) C [m,M] a nech funkcia ¢ je spojitd na intervale [m,M].
Potom ¢ o f € Rla,b].

Désledok. Nech f,g € Rla,b]. Potom fg € Rla,b], |f| € Rla,b]. Ak naviac inf e g(x) > 0 alebo
Supace[a,b] g(x) <0, tak aj f/g € R[a7b] .

Veta 10. Nech f,g € Rla,b] a f(x) < g(x) pre vietky x € [a,b]. Potom

b b
/ flz)de < / g(z)dx .
Specidlne:

a) ak m < f(x) < M pre vsetky x € [a,b], tak

b
m(b—a)g/ f@)de < M((b—a);



(z)dx

< [ i@ia.

72. Moze byt sticin (sicet) integrovatelnej a ohraniGenej neintegrovatelnej funkcie integrovatelny?
73. Ak f,g € Rla,b], tak aj max{f,g} € Rla,b], min{f, g} € Rla,b]. Dokdzte!
74. Nech f € Rla,b]. Vyplyva z nerovnosti ff f(x)dz >0 nerovnost f(z) >0, x € [a,b]?

75. Nech f:[a,b] =R je spojita funkcia a f;’f(x) dx > 0. Potom existuje interval [«, 3] C [a,b]
taky, ze f(z) >0 pre vSetky x € [a, §]. Dokazte!

76. 1. Nech f:[a,b] = R je spojitd nezdporna funkcia a f(xg) > 0 pre niektoré z¢ € [a,b].
Potom f;f(x) dx > 0. Dokdzte!

20. Nech f,g: [a,b] =R st spojité funkcie, f(x) > g(x) pre vsetky z € [a,b] a f(xg) > g(xo)
pre niektoré xo € [a,b]. Potom f;’f(x) dx > ff g(x) dz . Dokézte!

77. Dokazte nerovnosti:

L 0< T singx T 1 1 / T+ arcsinx < 3
. ; ——dr < = .
1212 f f 7r V22 + 8 2

78. Zistite, ktory z urcitych integralov je vacsi:

1 1
a2 .
1. /e sinx dx alebo /e T sinzdr ;
0 0

w/2 T &
9. / smx alebo / Sin & da
0 0 T

(x) da:) = f:|f(:c)|dx Potom f nemeni

79. Nech f:[a,b] = R je spojitd funkcia a nech
a [a,b] znamienko. Dokdzte!

80. Uvedte priklad riemannovsky integrovatelnych funkcii f, ¢, ktorych superpozicia fog je
ohranicend, ale nie je riemannovsky integrovatelnd.

2.2 Vypocet urcitého integralu pomocou neurcitého

Veta 11 (Newtonov-Leibnizov vzorec). Nech funkcia f je riemannovsky integrovatelnd na intervale
[a,b] a md na intervale (a,b) primitivnu funkciu F, pricom existuji konecné limity limz_q4 F(x) a
lim,_,— F(x). Potom

r—b— r—a+

/f :E—hm F(z)— lim F(z).

Specidlne: ak f € Rla,b] a F je primitivna funkcia k funkcii f na [a,b], tak

b
/ f(z)dx =F(b) — F(a) .

Cislo lim, ., F(x) — lim, 4 F(2) budeme oznacovat symbolom [F(z)]%

a



81. Vypocitajte nasledujice urcité integraly:

8 1/2 dx
1. / v dr ; 2. / —_—;
—1\/_ ~1/2 V1 — 22
\ V3 dx A sh2 dx
'/1/\/51—1—:172’ “Jshr V1422
2 14
5. / |1 — z|dx ; 6. / —Va2/3dz ;
0 -13
b 1007
7. / sgn x dx ; 8. V1 —cos2z dx ;
a 0
n+1 ™
9. / Infz] dz ; 10. / sinmzsinnzdr, m,n€Z:;
1 -
y dx ™/2 dx
m [ —== . 12. . a,b>0.
/0 3+ 2coszx /o a?sin? z 4 b2 cos? x @

Riesenie. 5. Funkcia |1 — z| je spojitd, a teda riemannovsky integrovatelnd na intervale [0,2]. Pri
vypotte vyuzijeme (aby sme sa ,,zbavili absolitnej hodnoty“) aditivnu vlastnost integralu:

2 1 2 1 2
/ |1 — x| dz /|1—x|dm—|— |1—J;|dx=/(l—x)dx—l—/(a:—l)dx:
0 0 1 0 1
1 2 2

A - ()9 G-

Poznamka. Pri vypocte integrélu f02 |1 — z| dz by bol mozny aj trocha odlisny postup: najst primitivnu
funkciu F k funkcii |1 — 2| na intervale [0,2] a priamo pouzit Newtonov—Leibnizov vzorec. Pretoze vsak pri
hladan{ funkcie F by bolo potrebné ,,zlepit* primitivnu funkciu na intervale [0,1] s primitivnou funkciou na
intervale [1,2] (porovnajs pr. 2.1b)), je postup vyuzivajici aditivnu vlastnost uréitého integralu vyhodne;jsi.

1
34 2cosz

11. Funkcia f(z) = je spojitd, a teda riemannovsky integrovatelnd na intervale [0,7].

Pouzitim substiticie tg(x/2) =t ndjdeme primitivnu funkciu F' k funkcii f na intervale [0,7):

2 tg (z/2)
F(x) = —= arct , xT€|0,m).
() 5 arete = [0, 7)
Podla Newtonovho-Leibnizovho vzorca potom
T d 2 t 2)1"
/ g = — arctg te (2/2) = lim F(z)— lim F(z)=
0 3 —+ 2 COS ™ \/5 \/5 0 T—T— x—0+4
2 2
— lim F(z)— F(0) = lim —arctg B2 g T

Pl v /5 /5 /5

82. 1. Objasnite nespravnost nasledujicich vypoctov formdlne pouzivajicich Newtonov—
Leibnizov vzorec:

1
a)/ @:[ln]xul_lzlnl—lnlz();
-1

1 1\/ 1 1
b) / (arctg —) dr = {arctg —} = arctg 1 — arctg (—1) = — ;
—1 X Tr]_1

" dzx " dx ™ dx/ cos? x 1 ™
© /0 1+ 2sin?z /0 cos?2x + 3sin’x /0 1+ 3tg2x /3 arctg ( gx) .

SE




- ! 1 !
2. Najdlte [1 <m) dx

83. Pomocou urcitych integrdlov najdite nasledujice limity:

LI 1 2 n—1\ 5 1 1P 4+2P 4 ... P 0.
* 6o n2+n2+”‘+ n2 ’ ey np+1 , p>03
.1 1 2 n
3. lim — 14+ =4+ /1+ =41+ —];

n—oon n n n

1 1 1 13 23 dn —1)3

(e L)L (B2 ),
n—oo\n+1 n+2 n+n n—oo \ p4  n nd

6hm§1+¢71+¢7l+ T —E
" m—oop n+3 n+6 n+3n-1))"

1 1
7. hm( + +"‘+7)§
n—oo \dn? — 12 /4n? — 22 4n? —n?

1 & —
8. lim —Zf(a—l—k-b—a) , kde fe€Rla,b| ;

9. lim ,\z/(n+1)(n+2)~-2n

n— 00 nmn
22 42 (2n)?
10. i e .
noo <n3+23 st +n3—|—(2n)3

Riesenie. 1. Ak limitovany vyraz napiSeme v tvare

1/1 2 n\ 1 1 2 n
an==(=+>+ === (0+-+>+ -+,
n \n n n n n n n
1
n

2 n—1
vidime, Ze ¢islo a, je integralnym sic¢tom funkcie f(x) = prideleni D, = {0, —, —, ..., , 1}, ktory
n
. k-1 k
dostaneme, ak za & zvolime lavy koncovy bod intervalu [ , —} ,k=1,...,n.
n 'n
Funkcia f(z) = x je spojitd, a teda aj riemannovsky integrovatelnd na intervale [0,1]. Pretoze

v(Dy) = 1/n, je {D,}3>; normélna postupnost deleni intervalu [0,1], teda {a,}3°; je normdlna pos-
tupnost integralnych stctov funkeie f, preto podla vety 4 je lim,—_ oo an = fol flz)dz, tj.

P (LSO Tt Y PR i R
o0 \ 12 n? —Oxx— 21, 2°

84. 1. Na zéklade nerovnosti®

2 2 3
x—%<1n(1+x)<x—%+%, x>0,
odhadnite integral I; = / 1 Mdm
0.5 x
2. Na ziklade nerovnosti?
23 . 2 2P
:c—€<smx<x—€+m, x>0,

8pripomefime, Ze tieto nerovnosti mozno dokdzat napr. pomocou Taylorovho vzorca so zvyskom
v Lagrangeovom tvare, pozri pr. 1.393.3
9pri dokaze tychto nerovnost{ mozno postupovat ako v pr. 1.352.2



0.64
de, I3= Vrsinzdr .
x 0

0.5 gin x

odhadnite integraly I, = /
0

85. Dokézte nasledujiice nerovnosti:

1 L 19 1
L=< ——dr < — ;
202 /0 V14 22 20

4 1 e® dx 1
2. 5(6—1)</0 m<§(6_1)5

200 ,—5x
3.0</ AT o1
0 x + 20

0.5 d T
4.0.5</ _r T s
0 V1—z2n — 6

86. Dotycnica ku grafu dvakrat spojite diferencovatelnej funkcie f zviera v bode [a, f(a)] uhol
/3 a v bode [b, f(b)] uhol 7/4 s osou Oz (a < b). Vypocitajte ff [ (x)dx!
87. Nech f € Rla,b] a F:[a,b]—R je spojitd funkcia taka, ze plati

Va € la,b]\ M : F'(z) = f(z),

kde M C [a,b] je koneénd mnozina. Potom

/abf(x) dz = F(b) — F(a) .

Dokdzte!

88. 1. Uvedte priklad funkcie riemannovsky integrovatelnej na intervale [a,b], ktord nem4
primitivnu funkciu na [a, b].

2. Nech f méd primitivnu funkciu na intervale [0,1]. Vyplyva z toho, ze f je riemannovsky
integrovatelnd na [0,1]?

V dalsom budeme (kvdli zjednoduseniu zgpisov) okrem symbolu f: f(z)dx, kde a < b, pouzival aj
symboly [' f(z)dz a [ f(z)dz definované nasledovne:

/baf(x)dx::—/abf(x)d:p, /aaf(x)dxzzo,

Veta 12 (metdda substiticie pre urcité integrdly). Ak f:la,b] =R je spojitd a ¢:[a, ] — R spojite
diferencovatelnd funkcia a ¢([ov, 8]) C [a, b], tak

»(8)

B
/ (@) o (@) de = / f(tydt . (2.1)
a o(a)

Poznamka. Rov:nosf (2.1) sa d4 dokdzat aj za predpokladu ,, f € Rla,b], ¢: [, 8] = R je monoténna
spojite diferencovatelna funkcia a ¢([c, 8]) = [a,b] “; vtedy mozno (2.1) prepisat do podoby

16) b
/ Fo(@)) |/ (2)| dz = / ) dt



89. Vypocitajte nasledujice integraly:

1 /1x<2_xz>udx. 5 /_d
0 ’ 0 1—|—sin4x ’

1 xrdx In2
3-/ —— 4. Ver —1dz ;
15 —4x 0 ¢ v

. /4 dz 6 29 3(x_2)2 p
" Jry3 34cosz Sz 34 {/(x—2)?
a — a dx
7./:1;2\/a2—a72da:, a>0; 8. —— a>0;
0 0 =+ Va?—2?

0.75 dr /2 o
9. / ; 10. / Vcosx — cos® x dx
0 (z4+1)Va?+1 /2

)

RieSenie. 1. Zvolme ¢(x) = 2 — 22, potom (pozri oznacenie z vety 12) a = 0, § = 1, odtial
p(a) =2, ¢(B) = 1. Teda

1

11. de, neN.

e—2mn

1 2—z2=t

/Ox(2—x2)12dx = —5/(J(—2x)(2—x2)12dx: —Zxda:;dt Eg 3 :

1 ! 12 1 12 1 t13 ? 1 13
= —= tedt = = t e dt = =—(2"7=-1).
2/2 2/1 ), = 2% )

5. Na rozdiel od pr. 89.1, kedy sme rovnost (2.1) pouzivali ,,zlava doprava“ (tj. vypocet urcitého integralu
na jej lavej strane sme nahradlh Vypoctom urc¢itého mtegralu vpravo), budeme teraz postupovat ,sprava
dolava“; aby sa nam zapis riesenia lahsie porovnaval s rovnostou (2.1), zamefime v nej navzdjom strany aj

premenné = a t:
w(ﬁ
/ dx—/ flp
e(a)

P (e [ ... o . . Tow
Na vypocet nasho integralu pouzijeme substiticiu tg 5= t, odtial — pretoze x € [g, 5}
x = 2arctgt = ¢(t). Zostdva néjst ¢isla a, (3 tak, aby platilo ¢(a) = z, w(B) = g Kedze funkcia ¢ je

osta, je *1<7T> t L L 8=t L7 1
TOS = — = — . = = — = - = == 1.
prostd, je a =@ (3) =te (53 | = 75 8\2°2

—_
[
—
|
S
~
=)
S~—"
|

— dostavame

Teda
w2 g tg (z/2) =t vt 1 1 2dt
Stooss xr=2arctgt /2 1 = TE Tie
/3 de=2dt/(1 + t?) /3 1/V/3 1/v3 34 1o g
_|_
_ /1 dt = [ ! arctg — t ]1 (arctg L — arctg )
a2+t V2 V2l V2 V2 v3/)

Poznamky. 1. Odporicame éitatelovi preverit, ze v obidvoch riesenych prikladoch boli splnené vietky
predpoklady vety 12.

2. V uvedenych prikladoch sme mohli postupovat aj trocha odlisne: néjst najprv primitivnu funkciu
k funkeii (2 — %), resp. 1/(3+ cosz) a potom pouzit Newtonov-Leibnizov vzorec. V pr. 89.5 by sme tak
dostali (primitivnu funkcm staci hladaf na intervale [r/3,7/2]):

dz te(z/2)=t 1 2dt dt
3+cosz ©=2arctgt - -2 1+¢ )2+~
dr=2dt/(1+ t?) 3+1 .
+t




L oretg Ly L te(z/2) T
\/iarctg\/i—i—C—ﬂarctg( 2 +C, $€[372}7

potom

/,,/2 dzr [ L arete (tg(x/z))]”“ 1 (a tg - avetg >

—— = |—ar = — | arctg — — arctg — | .
x/3 3+cosw V2 V2 w3 V2 V2 V6

Teraz by malo byt zrejmé, v ¢om sa uvedené dva spdsoby vypoétu ligia: v druhom z nich (uvedenom
v tejto poznamke) sa musime ,,vratit k povodnej integracnej premennej“ (to je krok oznaceny *), zatialco
v prvom (zaloZenom na vete 12) sta¢i namiesto toho len zmenit pri substitiicii hranice integrovania.

3. Mbze sa staf, zZe neurcity integral niektorej funkcie mozno najst pouzitim substiticie o(x) = t, ale pri
vypocte uréitého integralu tej istej funkcie nemozno vetu 12 pouzit (typickym prikladom je pouzitie substitticie
tg (z/2) =t pri vypocte integrélov f:r R(sin x, cos x) dx; pozri tiez rieSenia pr. 81.11 a 91.1).

1
90. 1. Na vypocet integralu / V1 —22dzx chceme pouzit substitiiciu o = sint. Rozhodnite,
0 .
¢i mozeme za nové hranice integrovania zvolit Cisla

a) 0 a m/2 ; b) 7 a m/2 ;
c) 0 abr/2.

1/v2 1 5
2. Na vypocet integralu / dx chceme pouzit substiticiu « = sint. Rozhodnite,

i (L= a2)

¢i za nové hranice integrovania mozeme zvolit ¢isla

a) —m/4 a w/4 ; b) m/a a 5w/4 .

3 3
3. Mozeme na vypocet integralu / z V1 — 22 dz pouzit substiticiu z = sint?
0

91. Najdite chybu v nasledujicich vypoctoch:

1.
/7r dx /7r dx /’T dz/ cos® x tgx=t . é
_— = = _— = m —
o 1+sinx o cos?z +2sin’z  Jo 1+2tg2z dx/ cos® x =dt 00

0 dt
0 1—|—2t2

T d
(vysledok je zrejme nespravny, pretoze / H7x2 je integral z kladnej spojitej funkcie, a teda
0 sin®
nemdze byt rovny 0 19);
2.
L d = vt - Lot
/ _ar _ x 1/t ) 1 1| = / 7/ - _/ = —[arctgt]£1 = _r
11422 | de=—dt/t 1 1 1 141/t2 11422 2
(uvedeny postup zrejme nemdze byt sprdvny, pretoze z neho vyplyva 7/2 = [arctgz]l; =

= —larctgx]t, = —7/2).

92. Dokézte rovnosti:
1

a 1/a 1 1 [7/2
' / dx :/ dx a0 5 / arctgxdx _ _/ t.dt '
1 1422 1 1422 0 x 2 Jo sint

Ypozri pr. 76.1




93. Dokézte nasledujuce tvrdenia:

1. Ak f:[-k,k]—R je spojitd parna (neparna) funkcia, tak

/_kkf@)dw:?/okf(x)dm (/_kkf(:v)dx:0>.

2. Ak f: R—R je spojitd periodickd funkcia s periédou T, tak pre lubovolné a € R plati

/anrTf(a?)dx = /OTf(a?)dx .

3. Ak f:[0,1] =R je spojitd funkcia, tak
/2 /2

a) f(sinz)dx = ; f(cosz)dr ; b) /Oﬂxf(sinx)dx:g/oﬂf(sinx)dw.

0

94. Vypocitajte integraly:

T, /2
1. / e’ sinzdr ; 2. (cos® z + x?sinx) d ;
-7 —7/2
T xsinx /4
3. ———dx; 4. In(1+4t dx ;
| | m+iga)do
@ In(2a — x) 1 /2
5. —dx, a>—7; 6. / In <sinx +1/sin?z + eCOS?U) dx .
—a In(4a? — 22) V3 —7/2 \/ '
RieSenie. 4.
/4 /4 . /4 /4
/ In(1+tga)dr = / In (M) dx:/ ln(sinx—i—cosx)dx—/ Incoszdx =
0 0 CoST 0 0

= /()W/Alln(\/icos (g—x>) d:r—/OWMlncosxdx:

1 /4 /4 /4 2 cos
(:> / In(v2 cos x) dx — / Incoszdr = / In V2cosz dx =
0 0 0

COST

/4 - -
= / Inv2dzr=-InvV2=—-In2;
0 4 8

pritom v kroku ozna¢enom (1) sme pri vypocte foﬂ/4 In(v/2 cos(m/4 — x)) dz pouzili substiticiu 7/4 —z =t :

/4 ™ /4 —x=t y t 0
/ In (\/§cos<— —x)) de = /4 0 |= —/ In(v/2cost) dt =
4 —dr=dt
0 0 =n/4 /4

/4 /4
/ In(v/2cost) dt = / In(v2cos z) dx
0 0

(poslednd rovnost by mala byt zrejma: hodnota integralu nezévisf na oznacen{ premenne;j).

Vsimnime si, ze hodnotu foﬂ/ ! In(1 + tgx)dx sme nasli bez toho, ze by sme poznali primitivnu funkciu
k funkeii In(1+ tgz).

Veta 13 (metdda per partes pre urcité integrdly). Ak funkcie f:[a,b] =R, g:[a,b] >R maji rieman-
novsky integrovatelné derivdcie definované na intervale [a,b], tak

b b
/ f(@)g(@) de = [f(@)g(@)], - / f(@)g () dz (2.2)



Pozniamka. V pr. 95.6 uvidime, ze vzorec (2.2) mozno niekedy pouzit aj v pripadoch, ked predpoklady
vety 13 nie st splnené. V inych pripadoch (ako ukazuji pr. 95.7,8) bude treba namiesto vety 13 pouzit
metédu per partes pre neurcity integral a Newtonov—Leibnizov vzorec (pozri tiez vetu o integricii per partes
pre Newtonov integral uvedent v pozndmke pred odsekom 2.6).

95. Vypocitajte nasledujice integraly:

In2 e
1./ ze “dx ; 2./ |Inz|dz ;
1/e
n
3. xlnx T ; 4./ " Inxdr ;
1 1
™ 3 T
5. / e?® cos 3z dx ; 6./ arcsin [ —— dz ;
0 0 14z
1 1
7. / arccos z dzx ; 8. / (arcsinz)? dx .
0 0

96. Pomocou rekurentnych vztahov vypocitajte integraly:

/2 1
1. In:/ sin” zdz ; 2. In:/ (1—2%)"dx ;
0 0

w/4 1
3. I, :/ tg®"x dx ; 4. Iyn :/ 2"(Inx)" dx ;
0 0

5] /“/4 sinz — cosx 2”+1d
" 0 SInx + cosx

Riesenie. 1. Odvodme najprv rekurentny vztah pre vypocet I, : pre n € N, n > 2 dostaneme pouzitim
metody per partes

/2 /2 )| o =sinz U =—Ccosw ]
I, = sin" xdx = sinz - sin"~ a:dx = no1 , . =
0 0 | v =sin" 'z v=(n-1)sin" zcosz |
/2 w/2 (2> w/2
= [—coszsin" ta]y/" + (n — 1)/ sin"?zcos’xdr = (n — 1)/ sin" 2z - (1 —sin’z)dr =
0 0
= (n—-1Li—a—(n-1I,,
teda
In=mn-I,—2o— (n—-11I,,
odtial 1
n—
I, = I, »
n

(k oznacenym rovnostiam urobme tieto pozndmky:
(1) aby sme mohli pouzit vetu 13, musime predpokladat n > 2 (pre n < 2 je derivécia funkcie sin” !z
neohranicend);
(2) pre n > 1 je [~cosxsin™ ! x]g/2 =0).
. 77
Na zaklade tohto rekurentného vztahu vieme pomocou hodnoty Iy (= fow/ *sin® 2 do = Oﬁ/ “dr) = 5

vyjadrit I, pre n pérne:

1 1 «
I, = -Ip==-—
2 20 22)
3 3 1 =
I, = “L==.-.Z2
4 47274 2 27
Lo 2k—1, 2%k—1 23 3 17
2k ok 27T "o T2k_—2 4 2 27



¢o skratene zapisujeme

I — k-1 =«
TR 2
(vyznam symbolu !! je ¢itatelovi iste zrejmy).
Podobne mé6zeme pomocou hodnoty I; ( = fowﬂ sinzdr = [— cosac]g/2 ) =1 vyjadrit I, pre n
neparne:
2 2
Is = -L=--1
3 =31,
4 4 2
Iy = -I3=----1
5 5 3 5 3 )
Lo 2%k 2%k 2k-2 4 2
LT k1 M T2k 2%k—1 53
Ziskané vysledky teda mézeme zhrnit
-1l
u-z, ak neN jeparne
n!! 2
In =
-1l
mﬂ% , ak n €N je neparne'!

97. Nech funkcia f je (n 4 1)-krét spojite diferencovatelnd na intervale I. Potom pre kazdé
x, xg € I plati
B (o)

fla) = +—"(z—x0)" + 1 /;(x — )" D (@) dt

k! n! Ja,

(tento vztah sa nazyva Taylorov vzorec so zvyskom v integrdlnom tvare).

98. Vypocitajte nasledujice integraly:

) /1 dx 0<a< /1 xdx
) , a< T ) —_—
122 —2xcosa+1 1 x2+z+1

3 d 1
rar : 4./x15\/1+3x8da:;
0

\/x—l—l—i-\/f)a:—i—l

[\

5 / 6 /_ dx .
—|—a:2 (1+22)3/2 CJee a2 41
. 7r/2 dx 8 2 dx
' /o 1+ a2sin?z’ ' sin*z + costz

. /47r dx . /2 dx
“Jo (2+cosz)(3+cosz) ’ (a?sin? x+b2 cos? x)?’

J,

J,

T ™
11./ Vsinz dz ; 12./ zsinxzdxr, meN;

. 0

J,

a,b>0;

/2 ;
13. TESINT G 14.

e® cos® xdx ;
/6 1+ cosx

1 /2
15. / (e +e Mtgrdr ; 16. / ze®sinx dz ;
-1 0

"pritom kladieme 0!! :=1



e 1/2 arcsin /z.
17./ 1—Inz)de; 18./ dx
, I ~n)de NZoET)

16 1 dx
. -1 ; 20. ;
/1 arctg \/ v« dx ; 0 /71 CEDCESIE

[P L gyt

1

Ne)

11+ 2 () z3(z — 2)
243 9 /
22. / <arcsin —x2> dx ; 23. / sgn (z — %) dx ;
—2-/3 14+
™
24. / rsgn cosx dx ; 25. /
0

2.3 Integral ako funkcia hornej (dolnej) hranice

Veta 14. Nech f € Rla,b], ¢ € [a,b] a nech funkcia F:[a,b]—R je dand predpisom

=/j f(t)at 2.

Potom

a) F' je spojitd funkcia;

b) ak funkcia f je spojitd v bode xy € [a,b], tak funkcia F md v bode xy vlastni derivdciu (v pripade
2o =a alebo xo = b prislusni jednostranni derivdciu) rovnid f(xg).

Poznamka. 7Z vety 14 vyplyva veta 2 z odseku 1.1.

99. Nech f:[c,d]—R je spojitd funkcia, funkcie ¢, v si diferencovatelné na intervale I a nech
o(I) C [e,d], ¥(I) C [c,d]. Potom funkcia G:I —R dand predpisom

@)
Gz) = /w £(t) dt

o(x)

je diferencovatelnd na I a plati

G'(z) = f(¥(2)) ¥ () — f(p(2)) (@) - (2.3)
Dokazte!

100. Vypocitajte!3:

d b . 2 d b . 2
1%/51 sinz“dzx ; 2.%/asm:1: dzx ;

d (b . 9 brd 9
3. %/a sinx®dx ; 4. /a <%smx ) dx ;

b

5. %/a sinz? da .

2pretoze hodnota urc¢itého integralu sa nezmem ak mtegracnu premennu oznac¢ime x namiesto ¢, mohli

by sme predpis funkcie F zapisat aj v tvare F(x f flz
d d
Bgymbolom é (resp. %) oznacujeme deriviciu funkcie y = f(z); dx tu ma podobnu tlohu ako

v symbole f; f(z)dz (kde oznacuje, ,,podla ¢oho integrujeme®): uréuje, ¢o v danom vyraze ,,pokladdme za

d d
—(ax?) =2% —22=0)

d, o
1% . = 2
premennu® (napr T (ax®) = 2az, o o



101. Ngjdite [/, ak

2 f@) = [,

1.f@9:i4ﬁ\/1+t2M¢

COS T

3. f(x) :/S cos (mt?) dt .

inx

¢ 2416
102. 1. N§jdite lokalne extrémy funkcie F(t) = / i dz .
o l+=zx
€T
2. Néjdite lokélne extrémy a inflexné body funkcie y = / (t—1)(t —2)*dt.
0
103. Vypocitajte limity:
T T
/ cos 22 dx / (arctg z)? dz
. im?&&— 2. lim 29 :
x—0 x T—00 2 +1
r 2
(/ e’ dac)
3. lim ~0 /.
e e*” dx
0

104. Nech f : [0,00) — R je spojitd funkcia a lim, . f(x) = A € R. Vypocitajte
lim,, 00 fol f(nzx)dz.

105. Nech f: R— R je periodickd funkcia s periédou w, f € R[0,w], a € R a nech funkcia
F:R—R je dand predpisom F(z) = [ f(t)dt, x € R. Dokdzte nasledujice tvrdenia:

1. funkcia F je suc¢tom spojitej periodickej funkcie s periédou w a linedarnej funkcie;

2. funkcia F je periodickd prave vtedy, ked [3 f(t)dt = 0.

106. Nech f € Rla,b], nech funkcia F':[a,b] —R je dand predpisom F(z) = [ f(t)dt. Potom
1. funkcia F' je lipschitzovsky spojitd na [a,b] (tj.

ILeR"Va,y€la,b]: |F(z) - F(y)| < Llz—y| );

2. funkcia F mneméze mat v Ziadnom bode zy € [a,b] nevlastni deriviciu (v pripade
xo = a, g = b nevlastni jednostranni deriviciu).
Dokézte!

107. Nech f € R[a,b], nech funkia F':[a,b] —R je dand predpisom F(z) = [’ f(t) dt. Dokdzte
nasledujtce tvrdenia:

1. ak zg € (a,b) je bod odstranitelnej nespojitosti funkcie f, tak funkcia F je diferencovatelnd
v bode xg;

2. ak zg € (a,b) je bod nespojitosti 1. druhu funkcie f, tak funkcia F' m4 vlastné jednostranné
derivicie v bode z, ale nie je tam diferencovatelna.

108. Zostrojte funkciu f € Rla,b], pre ktort je funkcia F(z) := [ f(t)dt diferencovatelna na
[a,b], ale pre nekonecne vela = € [a,b] plati F'(z) # f(z).

109. Zostrojte takd nespojiti riemannovsky integrovatelnd funkciu f: [0,1] — R, aby pre funkciu
F(z):= [J f(t)dt, = € [0,1], platilo F' = f.



2.4 Vety o strednej hodnote

Veta 15 (prvd veta o strednej hodnote). Nech f,g € Rla,b], pricom g(x) > 0 pre vSetky z € [a,]
(9(z) <0 pre vsetky x € [a,b] ). Oznacme M = sup ¢, f(@), m = infoe(qy) f(2). Potom evistuje p € R
také, Ze m < u <M a

b b

[ f@g@de = [ gw)do.
Ak funkcia f je naviac spojitd na [a,b], tak ezistuje c € [a,b] * také, Ze

b b

[ f@g@de =1 [ oo
Specidlne, pre kazdi funkciu f € Rla,b] existuje ¢islo p také, e m < pu< M a
b
[ t@yde=uio-a)

(¢islo p s touto vlastnostou sa nazyva strednd hodnota funkcie f na intervale [a,b])®.

110. Najdite strednd hodnotu funkcie f na intervale I, ak:
1. f(z) =sin3x, [=][0,7/3]; 2. flx)=2a* T=1[0,1];
3. fx)=+/x, I=10,100].

111. Nech funkcie f, g si spojité na intervale [a,b], nech g(z) > 0 pre vsetky = € [a,]
(g(x) <0 pre vietky z € [a,b]). Potom existuje ¢ € (a,b) také, ze

Dokazte!

112. Urcte znamienko nasledujucich integralov:

2 2
1. / 28 sinz dr : 2. / 232% dx ;
0 -2
1 97 s
3. 2?Inzds ; 4. / Y g ;
1/2 0 x
Vian T
5. / sin2? da ; 6. cose’dr, T >In(n/2).
Vor In(m/2)

RieSenie. 1.
27

27 ™
/ 28 sinz dr = / 28 sinz dr + / 28 sinzdr |
0 0 T

pritom podla tvrdenia z pr. 111 (pre f(z) = '8, g(z) = sinz, z € [0,7]) je
s s
/ 18 sina dr = 6%58/ sinz dr = 2¢158
0 0

pre niektoré ¢; € (0,7) a

2m 2m
5 . 5 . 5
/ ¥ sing dr = 3™ / sinz dr = —2¢3%8
T T

“mozno dokonca dokdzat ze c € (a,b) (pozri rieSenie pr. 111)
Spre spojitd funkciu f:[a,b] —R teda plati f; f(z)dx = f(c)(b— a) pre niektoré c € (a,b), ¢o je vlastne
len ind formuldcia Lagrangeovej vety o strednej hodnote pre funkciu F(z) = faw f(t)dt



pre niektoré co € (m, 27).
Pretoze c; € (0,7) a cg € (m,27), je zrejme 0 < ¢1 < c2, a teda c158 < c158. Preto

2m
5 . 5 5
/ o8 sinz dr = 2¢}%® — 238 < 0.
0

Poznamky. 1. Keby sme pri rieSeni pr. 112.1 pouzili namiesto tvrdenia z pr. 111 vetu 15, podarilo by sa
nam dokézat len nerovnost fo% 8 sinzdr < 0 (z vety 15 totiz vyplyva iba ¢; € [0,7], ¢z € [r, 27, odtial
0<c1 <o, ateda 2(cl%® —e$%®) <0).

2. Nerovnost fo% 2158 sinz dz < 0 mozno dokazat aj na zaklade tvrdenia z pr. 76.2 (ktorého dosledkom je
napokon aj tvrdenie z pr. 111): Pretoze ffﬂ ¥ sinwde = — [ (x+ 7)PSsinw dx (staci pouzit substiticiu
c=t-—m), je [T sinadr= (= [7+[77) = [T[z"—(z+m)"]sinzdr < 0; poslednd nerovnost
vyplyva z tvrdenia pr. 76.1 (ktoré je Specidlnym pripadom tvrdenia z pr. 76.2).

113. Vypocitajte limity:

1 n 1 d
1. lim Y dr 2. lim/ _
n—oo Jo 1+ x e=0Jo exd +1
be dx
3. lim f(x)—, kde 0<a<bd, f:]0,1]] =R je spojitd funkcia ;
e—0+ Jqe X
/2
4. lim sin” x dx .
n—oo 0

RieSenie. 1. Podla vety 15 je

1 1
" 1 1 1
/ T = /a:"dxz :
o 14+=2 14+cn Jo 14+¢, n+1

o0
pre niektoré ¢, € [0,1]. Postupnost { T } je ohranicend (¢, € [0,1] pre kazdé n € N, preto
Cn

n=1
1
§§ e <1, neN) a n}eréon+1:0, preto
1
m 1 1
lim x dr= lim ({ —— - =0.
n—oo Jq +x n—ooo\14+¢, n+1

114. Nech strednou hodnotou spojitej funkcie f:[a,b] — R nalubovolnom intervale [a, ] C [a, b]
je vzdy to isté ¢islo k € R. Potom f(z) =k, x € [a,b]. Dokdzte!

115. Nech pre spojiti funkciu f: (a,b) — R a spojiti nezdporni funkciu g¢: [a,b] — R plati
fg € Rla,b]. Potom existuje ¢ € R také, ze

b b
| f@g@de = 1) [ gla)do. (2.4
Dokézte!

Veta 16 (druhd veta o strednej hodnote). Nech f:]a,b] —R je montdnna funkcia, g € Rla,b]. Potom
existuje ¢ € [a,b] také, Ze

b c b
/ f(@)g(x) dz = f(a) / o) dz + () / g(z)dz 6.

6pre niektoré Specidlne pripady dokdzeme tiito rovnost v pr. 119 a 387



116. Dokazte nasledujice tvrdenia:
1. Nech g € Rla,b], f:[a,b] — R je neklesajica funkcia, nech A < lim, . f(z), B >
> lim, ., f(x). Potom existuje ¢ € [a,b] tak, ze

/ab f(z)g(z)dx = A/acg(x) dx + B/Cbg(x) dzx.

20. Nech ¢ € Rla,b], f:[a,b] = R je neklesajica (nerastiica) funkcia a f(a) > 0
Potom

(f(b) = 0)
b b
| f@@)de = 1) [ gla)do (25)
b c
| f@@)de = 5(a) [ g@)da (26)
pre niektoré ¢ € [a,b] (rovnosti (2.5) a (2.6) sa nazyvaji Bonnetove vzorce).
117. Pomocou druhej vety o strednej hodnote dokézte nasledujice nerovnosti:
b s 2 b1 2
1. SO e <—, O<a<bd; 20. /—e*a‘rcosxdaj <—-, 0O<a<bd;
a \/.T a a X a
b 1
3. /sinx4dx <—, O0<a<b;
a 2a3
b
4. / cosp(x)dr| < ——
a

@) 0<a<b, kde ¢:[0,00) — R je dvakrat diferencovatelna
a
funkcia, ¢”(z) > 0 pre vSetky z € (0,00) a ¢'(0) > 0.

RieSenie. 1. Pre funkcie f(z) = 1/y/x, g(z) = sinz si na intervale [a,b] splnené vsetky predpoklady
tvrdenia z pr. 116.2 (ktoré je $pecidlnym pripadom vety 16), preto

b c
/ ! sinx d ! /s' d ! (cosa — cosc)
—sinzdr = — inzdr = ——=(cosa — cosc) .
o VT va Jq Va

Pretoze |cosa — cosc| < |cosal+ |cosc| <2, je

[ Esnras = 2 B
—= SINnx ax —| COSa — COSC Er—a
o VT va ~ Va
118. Dokézte rovnost
£B2
lim sinetdt =0 .
r—00

xT

119. Nech g:[a,b]— R je spojitd funkcia, nech deriviacia f’ funkcie f:[a,b]—R je nezdpornd
riemannovsky integrovatelna funkcia definovand na [a,b]. Dokdzte za tychto predpokladov druhu
vetu o strednej hodnote pouzitim integracie per partes a prvej vety o strednej hodnote!



2.5 Niektoré aplikacie Riemannovho urcitého integralu

Veta 17. Nech f,g: [a,b] = R st spojité funkcie a f(x) < g(x) pre vietky = € [a,b]. Potom plosngm
obsahom!™ mnoziny {(z,y) E R xR;a<z<b, f(z) <y<g(x)} je éislo

b
/ (9(x) — F(x)) dz .

120", Vypocitajte plosny obsah titvaru ohraniceného krivkami:
2
T 3
bl —9_ 2.
2 b y 2x )
2. y=f(z)= 2—4a?+42® —2t, y=0, xz=x1, x=u1x9, kde x1, 29 sibody lokilneho
maxima funkcie f ;

1. y=

3. y=|logz|], y=0, z=01, x2=10; 4. y=arctg\/z, y+22=0, z=1;
5. y=tgx, y:§cosx, z=0; 6. y = arcsinx, y =arccosz, y=0;
3

7. y:sin?’x—l-cos?’:c, y=0, T € { T —W} ;
4’ 4
9 1
8. y=6z"—-bx+1, y=cosnx, T € 0,5 ;
2 2
L y o _ 4. 2 _ 20,2 2y .
9'§+b_2_1’ 10. y* = z*(a” — z°) ;
11. y2:sin2:ccos:c, xe[—g,g}; 12. [ \/>—1 r=0, y=0;
13. (y —arcsinz)? = o — 22 ; 4. (y—z+2)?%=9, =0, y=0;

15. 22 +y2 =16, 22+y> =4y, V3y—z=4V3, y+\/3:v:4;
16. 22 +1y? =3a%, 2% =2ay, y®=2ax.

2
T 3
RieSenie. 1. Krivky y = - ay= 2 — g% sa pretinaji v bodoch, ktorych z-ové stiradnice ndjdeme

rieSenim rovnice

2
T 3
Z _9_ =
2 2"
. PSS = z 3 19 71~ . ,
tej vyhovujd ¢isla ©1 = —4, zo = 1. Pre vSetky x € (—4,1) plati 2 — -z > . Utvar ohranic¢eny

2
3
krivkami y = % a y=2— 5% je teda mnozina {(z,y) e RxR; -4 <z <1,

N’| amm|&m

SyﬁQ—%x} a jeho

plodnym obsahom je podla vety 17 &islo

'"korektnd definicia pojmov plosny obsah rovinného ttvaru, objem telesa, plosny obsah povrchu telesa,
dlzka rovinnej krivky presahuje ramec tohto textu, ¢itatel ju moze ndjst napr. v [10]
18ysetky parametre vystupujice v pr. 120141 pokladdme za kladné
3 z?
Ygpojitd funkcia y = (2 — ix) Y nadobiida nulové hodnoty len v bodoch 1 = —4, x5 = 1, preto na
intervale (—4,1) nemeni znamienko; na zistenie jej znamienka na tomto intervale sta¢i najst funkéni hodnotu

v niektorom jeho bode



10. Rovnost 32 = 22(a? — 2?) mozno upravit na tvar |y| = |z|v/a? — 22, krivka y? = 22(a? — 2?) je teda
zjednotenim grafov funkcii fi(z) = |z|va2 — 22, fao(z) = —|z|va2 — 22, pritom fi(x) > fo(z) pre vietky

x € [—a,a] 2°. Utvar ohraniceny krivkou 2 = 22(a2? — 22) je preto mnozina {(z,y) € Rx R; —a < & <
<a, —|z|va? — 22 <y < |z|va? — 22} a jeho plosny obsah je

‘ 2 _ 2 2 _ .2 o [T @, [ JaZ — 224 — (a® —a?)*? a_4 3
<|x|\/a — 22 + |z]Va —x)dx—2 lz|va? —a?de = 4| xv/a?—a?de=4|———F—| ==a
—a —a 0 0

3 3

(rovnost (1) vyplyva z parnosti integrandu — pozri pr. 93.1).

121. Vypocitajte plosny obsah krivociareho §tvoruholnika ohrani¢eného grafmi elips
22/a? + /0 =1, 22/b? +y?Ja’ =1 (a >b).
122. 1. Vypocitajte ploSny obsah tej casti dtvaru ohrani¢eného krivkami ¢™ = 2™ a

y* =z (m,n € N, m > n), ktord lezi v prvom kvadrante.
2. Vypocitajte plodny obasah celého ttvaru!

123. Vypocitajte plosny obsah titvaru ohraniceného parabolou y = 22 +4x+9 a jej dotyénicami
v bodoch 1 = —3, 29 =0.

124. Priamka sa dotyka paraboly v bode A, tetiva BC' paraboly je s nou rovnobeznd. Dokazte,
ze plosny obsah tdtvaru ohrani¢eného tseckou BC' a parabolou je 4P/3, kde P je plosny obsah
trojuholnika ABC.

125. 1. Nech su dané éisla p, ¢, b, pricom b > gq. Pre ktoré k € R je plosny obsah dtvaru
ohrani¢eného krivkami y = 22 + px + ¢ a y = kx + b minimélny?

2. Kedy je plosny obsah ttvaru ohranic¢eného parabolou z? = 2py (p > 0 je dané) a normalou k
nej najmensi?

Veta 18. Nech f,g: [a,b] = R si spojité funkcie, nech 0 < f(x) < g(x) pre vietky = € [a,b]. Potom
objem telesa, ktoré vznikne rotdciou mnoziny M = {(z,y) e RxR;a<x <b, f(z) <y <g(x)} okolo osi
Oz, je ¢islo

b
x / (¢*(x) - 12(x)) de

Ak a > 0, tak objem telesa, ktoré vznikne rotdciou mnoZiny M okolo osi Oy, je ¢islo

b
v [ agla) ~ fa)de 7.

126. Vypocitajte objem telesa, ktoré vzniklo rotdciou plochy ohranic¢enej grafmi kriviek

2\ 2/3
1.y="> (5) , x€][0,a], okolo osi Oz ;
22 2

'ﬁ_b_Qzl’ r=a+h okolo osi Oz ;

Dkrivku y? = 22(a? — 2%) mozno samozrejme zapisat aj v tvare zjednotenia grafov inych funkcii premenne;j

x (napr. g¢1(z) = zva? —2?, go(x) = —xva? — x?), uvedené vyjadrenie ndm vsak vyhovuje preto, lebo
fi(x) > fa(x) pre vetky x € [—a,a] a fi, fo st spojité funkcie

21y geometrickej interpretdcie potom vyplyva, Ze pre spojiti rasticu funkciu f : [a,b] — R takd, ze
a>0, f(a) >0, plati

b f(®)
2/ xf(x)d:r:/f( ) (b* = (fH(2))?) da

(porovnaj s pr. 137 a 143)



3. 2px =y, 2¢q(a—2x)= okolo osi Oz ;

4. 2px =y?, 2q(x —a) = y* (g >p) okolo osi Oz ;
5. y=2zx—2%, y=0 a) okolo osi Oz ; b) okolo osi Oy ;
z\? x
6. y= (—) , y=>bl— a) okolo osi Oz ; b) okolo osi Oy ;
a a
2 2
-3
7. x——l—M:l okolo osi Oz ;
4 9
8 22 —zy+y?=d? okolo osi Oz ;
9. y=cosz, y:—x2 okolo osi Oz ;
272
10. y ==, y:x+sin2x, r=0, x=m okolo osi Oy ;
ad .
11.y:m, y=0, z=0, z=a okolo osi Oy ;

[3+3
12.y=x 3+$, r=0, =2, y==6 okolo osi Oy ;
—x

13. y =arcsinz, =1, y= —g okolo priamky y = g .

127. Torus je teleso, ktoré vznikne rotaciou kruhu (s polomerom a ) okolo osi leziacej v rovine
kruhu, ktorej vzdialenost od stredu kruhu je b (b > a). N&jdite vzorec pre jeho objem!

128. N4jdite vzorec pre objem zrezaného rotacného kuzela (rovina rezu je kolmd na os rotécie)
s polomermi zdkladni R, r (r < R) a vyskou h.

129. Rovina kolm4 na os rota¢ného paraboloidu z neho odsekdva segment s polomerom zakladne
r a vyskou h. Vypocitajte objem tohto segmentul!

130. Vypukld sosovka je ohrani¢end dvoma stosymi paraboloidmi, jej priemer (v rovine prieniku
paraboloidov) je D, hribka (v ich spolocnej osi) je h. Vypocitajte objem V' Sosovky!

131. Parabolicky segment je ohrani¢eny oblikom paraboly a jej tetivou dfzky 2a, ktora je kolma
na os paraboly a je vzdialend h od vrcholu paraboly. N&jdite objem telesa, ktoré vznikne rotaciou
tohto segmentu okolo tetivy!

Veta 19. Nech f:[a,b]— R je spojite diferencovateind funkcia. Potom dlzkou krivky {(z,y) e R x R;
x € [a,b], y= f(x)} je cislo

b
/ VIFP@P dx .

132. Vypocitajte dlzku krivky danej rovnicou

Ly=a"2 2€[0,4]; 2.y =2px, z€l0,z0];
1 1
3-33213/2—51“97 y€[le;
M—éb/ax
Va—/x ’
5. y=+Ve2 — 1 —arctgve2 —1, ze€l0,1];

(;v\/a:2—1—ln(x—|—\/x2—1)> , z€l[l,a+1];

4.y =2aln z€0,x0]  (z0<a);

6 1
.y—2



Vo —
7.x:alnw—\/a2—y2, y € [b,a] ;
Y
1—
8.y:2arctg\/ x—\/l—x2, |z <a<1;

1+

2

9. y=aln z € 0,0 (b<a);

a2 — 52
10.y=5VaT12, zel-11,-3); L= 51 el
1

12 y =20 —22 -1, xeh’l}; 13. y =1Incosz, x€(0,q] (a<7—2T);
14 y=2y/1+e7/2, In9<z<In6d: 15.y:Z\/2—x2, ze0,1];

9 23 5 2/3 | .2/3 _ 2/3
16, 4% = , xE{O,—a]; 17, 223 2 = g2l

20 —x 3

, x
133. Vypocitajte dlzku krivky y = / vVcostdt.
—7/2
134. Vypocitajte obvod titvaru ohraniceného krivkami 3% = 22, y = v/2 — 22.

135. Vypocitajte dlzku tej casti krivky z2/3 — ¢2/3 = a2/3, ktord lezi vnitri paraboly
27ax = 10/10y2.

136. Nech M je bod refazovky y = ach(x/a), | jej dotycénica v bode M. Oznaéme M;
projekciu bodu M na os Ox a N projekciu bodu M; na priamku [. Dokazte, ze dlzka oblika
AM retazovky (kde A = (0,a) je vrchol retazovky) je rovnaka ako dlzka tdsecky M N.

137. Nech f:[a,b] =R je prostd spojite diferencovatelnd funkcia, pricom f’(z) # 0 pre vietky
x € [a,b], f(b) > f(a). Potom

[V @R = [ G R e

Dokazte uvedenti rovnost a interpretujte ju geometricky!

Veta 20. a) Nech f:[a,b] =R je spojite diferencovatelnd funkcia. Potom plosny obsah mnozZiny, ktord
vznikne rotdciou krivky y = f(x) okolo osi Oz, je cislo

b
2r [ |f@)|VIT @ do

b) Ak naviac a > 0, tak plosny obsah mnoziny, ktord vznikne rotdciou krivky y = f(z) okolo osi Oy, je

¢islo
b
27r/ xy/ 1+ [f(2)]? dz .

138. Vypocitajte plosny obsah mnoziny, ktord vznikne rotaciou krivky

1.y:$1/§, x € [0,a], okolo osi Oz ;
a
0 .
2. y=tgz, 336[0,1}, okolo osi Oz ;

3.y =2px, xz€l0,z0], a) okolo osi O ; b) okolo osi Oy ;



Vo —
4.x:alnm—\/a2—y2, 0<b<y<a, okolo osi Oz ;
Yy

1
5.y = 2—((12—1—:132), x € [0,a], okolo osi Oz ;

a

1
6. y=—, z€ll,qd, okolo osi Oz ;

T

5 5
_ 2 2 9 : )

7.y—ln(x T 1), 376[4,3}, okolo osi Oz ;

1, 1 .
8.y:Z( —2Inz), z€|-,e|, okolo osi Oz ;

e
. T a 3a .

9. y:aarcs1n,/5—|—\/x(a—:c), x € h,z} , okolo osi Oz ;

1
10. y = 5 (arcsinx—l—x\/l —x2) , x€l0,1], okolo osi Oy .

139. Vypocitajte plosny obsah mnoziny, ktord vznikne rotdciou oblika retazovky y = ach (x/a)
odrezaného priamkou y = 5a/3 okolo tejto priamky.

140. Vypocitajte plosny obsah mnoziny, ktord vznikne rotaciou oblika kruznice 22 + y? = a?

od bodu A = (a,0) po bod B = (0,a) okolo priamky =+ a =y.

141. N4jdite vzorec pre vypocet ploSného obsahu povrchu segmentu rota¢ného paraboloidu
s vyskou h a polomerom zakladne R.

142. Krivka y = cosz, = € [—7, 7|, rotuje okolo priamky y = a. Pri akom a bude plosny obsah
S mnoziny, ktora vznikne touto rotaciou, minimalny? Vypocitajte tento minimélny plosny obsah!

143. Nech f:]a,b] — R je nezédporna prosta spojite diferencovatelns funkcia, pricom a > 0,
fla) < f(b), f'(xz) # 0 pre vietky z € [a,b]. Potom

[T @R = [ I (G R de.

Dokazte uvedenti rovnost a interpretujte ju geometricky!

Poznamka (Newtonov integrdl a zovseobecnend primitivna funkcia). Pri rieseni prikladov 91.1 a 95.7 sme
sa stretli s pojmom Newtonov integral, preto na tomto mieste uvaddzame jeho definiciu a niektoré zakladné
tvrdenia.

Nech F : (a,b) — R je primitivna funkcia k funkcii f : (a,b) — R, nech existuju konecéné
lim,_,, F(z), lim,_p F(x). Newtonovym integrdlom funkcie f na intervale (a,b) sa potom nazyva ¢islo

r—a

b
(N)/ f(z)dx = [F(2)]} = lim F(z) — lim F(x) .

Pouzitim pojmu Newtonovho integralu mozeme vetu 11 (Newtonov—Leibnizov vzorec) sformulovat takto:

Nech f € Rla,b] a existuje (N) f; f(z)dx. Potom

/abﬂx)dx:(m/abf(a:)dx.

Pojem Newtonovho integrdlu moézeme zovSeobecnit, ak v jeho definicii pouZijeme namiesto pojmu
primitivnej funkcie pojem zovSeobecnenej primitivnej funkcie definovany nasledovne:



Spojita funkcia F' definovana na intervale I sa nazyva zovseobecnend primitivna funkcia k funkcii f:1—
R, ak existuje konetnd mnozina K C I taka, ze

VeelI\K:F'(z)= f(z).

(V stvislosti s takto zovseobecnenym pojmom Newtonovho integralu si v§imnite pr. 87.)

Veta (integrdcia per partes pre Newtonov integrdl). Nech F, G : (a b) — R st zovseobecnené

primitivne funkcie k funkcidm f, g : (a,b) — R, mnech existuje f F(z)g'(z)dx a konecné
lim,_.q F(2)G(x), lim,_p, F(z)G(z). Potom

b b
N) / (@G () de = [F@)G(@)] — (V) / F(z)g(z) dz .

Veta (substitucénd metdda pre Newtonov integrdl). Nech w je spojitd rijdzomonotdnna funkcia zobrazujica
interval (a,b) na interval (c,d) (a,b,c,d € R*); nech pre kazdé x € (a,b)\ K, kde K je koneénd mnoZina,
existuje nenulovd vlastnd derivdcia w'(x). Potom

/f 2)|dz = (N /f

ak aspon jeden z uvedenych integrdlov existuje.

/2 d 1
Vyuzime teraz Newtonov integral pri vypocte / —$2 (pr. 91.1) a / arccosz dz (pr. 95.7):
0 14 sin“x
T dr T2 dx /2 dx /2 dx/cos® cos?x
——— = V) ———=- =) =) =
0 1+sin“x 0 1+sin“x 0 2sin® 2 + cos? z 2tg2r +1
tgr=t 1 e
= tg ((0,7/2 Ooo’ N / z[—arctg\/_t] =
' dx/ cos? v =dt ((0.7/2)) = ( )| =) o 1—|—2t2 V2 o
1
_ ™
2v2
1 1 _ Y 1
/ arccosxdr = (N)/ arccos x dr = G =arccosy g =—1/VI—x
0 0 =1 F=x
= [rarccoszl} dx = [zarccosz]p + [V 1 — 22y = 1.
| oy — b+ VTl

2.6 Dalsie priklady

144¢. Nech {a,}2%; je prostd postupnost bodov intervalu [a,b], pricom a; = a, az = b. Nech delenie
D, intervalu [a,b] je vytvorené deliacimi bodmi ai,...,a,.1 (usporiadanymi podia velkosti). Dokézte
nasledujice tvrdenie:

{D,}2>, je normélnou postupnostou deleni prave vtedy, ked kazdy bod intervalu [a,b] je hromadnou
hodnotou postupnosti {a,}52 .

145. Dokézte, 7ze pre kazdé ¢islo A € [0, 1] a kazdd normdlnu postupnost {D,,}°; delen{ intervalu [0, 1]
existuje postupnost {5, }5%; integrdlnych stictov Dirichletovej funkcie y takd, ze S, je integralny sticet pri
deleni D,, a lim,—o Sy, = .

146. Ak nekonstantng periodickd funkcia f:R—R je integrovatelns na kazdom uzavretom ohranicenom
intervale I C R, tak f m4d najmensiu periédu. Dokazte!

147. Ak f:[a,b] =R je ohrani¢end funkcia a f € Rla — ¢,b] pre kazdé ¢ € (0,b — a), tak f € R]a,b].
Dokéazte!

148. Nech f : [a,b] — R je nezdpornd ohrani¢end funkcia, nech pre kazdé a > 0 je mnozina
{z € [a,b]; f(x) > a} konetnd. Potom f € R[a,b]. Dokazte!



149. Nech M C [a,b] je nekonecne spoéitatelnd mnozina. Na [a,b] definujte funkciu f tak, aby bola
nespojitd v kazdom bode mnoziny M a aby platilo f € R][a,b].

n—1
0 1 2" —1
150. Oznaéme E, := {2—n, o’ om }, n=0,1,2,..., nech E} := FE, \ U E), n € N; nech
k=0

{A\n )22, je ohrani¢end postupnost redlnych éfsel. Definujme funkciu f:[0,1] —R predpisom

fz) = An, ak xz€E}
TV ak 2 e0,1\U, e E;

Dokazte nasledujuce tvrdenia:
1o. f € R[0,1] prave vtedy, ked lim, 00 Ay =0 ;
2. ak feR[0,1], tak fol f(z)dz =0.

151. Ohranicend funkcia f:[a,b]—R je riemannovsky integrovatelnd prave vtedy, ked existuje normélna
postupnost {D,,}°°; deleni intervalu [a,b] takd, Ze vietky k nej patriace postupnosti integralnych stétov (t;.
vSetky postupnosti {S,}52, také, ze S, je integrélny sicet funkcie f pri deleni D,, ) konverguju k tomu
istému ¢islu. Dokazte!

152. Nech f:[a,b]— R je ohrani¢end funkcia. Dokézte, ze nasledujice tvrdenia si ekvivalentné:

a) f € Rla,bl;

b) pre kazdé € > 0 a kazdé X\ > 0 existuje delenie D intervalu [a,b], pre ktoré siucet d dlzok tych jeho
¢lastoénych intervalov, na ktorych je oscildcia funkcie f vécsia alebo rovna A, je mensi ako e.
(Oscildciou funkcie f na intervale [a,b] sa nazyva ¢islo w(f,[a,b]) == sup,cpep f(2) — infrcpa ) f(2).)

153. Ak f e Rla,b] a [, f] C [a,b], tak
B

i [ 17+ ) f(a)|dz =0.

Dokézte!

154. Ak ohranicend funkcia f:[a,b] — R je nespojitd v kazdom bode intervalu [a,b], tak f & R]a,b].
Dokézte!

155. Ak ohranicend funkcia f:[0,1]— R je spojitd v kazdom bode z € [0,1]N (R \ Q), tak f € R[0,1].
Dokazte!

156. Nech A C R je ohrani¢end mnozina. Definujme mnoziny A™, n = 0,1,2,..., nasledovne:
A0 =4 . At = (A("))I (symbol B’ oznacuje mnozinu vietkych hromadnych bodov mnoziny B).
Dokazte tvrdenie:

Ak niektord z mnozin A, n =0,1,..., ma Jordanovu mieru nula, tak aj A mé Jordanovu mieru nula.

157. Ak f:R— R je konvexnd funkcia a g € R[0, 1], tak
1 1
r([ owas) < [ slaonas. (2.1
0 0

158. Nech f:[a,b]— R je spojitd funkcia a nech pre kazdi funkciu g € R[a,b] plati ff f(x)g(z)dx = 0.
Potom f(x) =0 pre vSetky z € [a,b]. Dokdzte!

Dokézte!

159. Ak f:[a,b]— R je spojitd nezdpornd fukcia, tak
b 1/n
lim (/ () dm) = max f(x).
n—00 a z€[a,b]

160. Nech f:[0,7]— R je spojitd funkcia, nech foﬂ f(z)sinzdx = foﬂ f(z)cosxdxr = 0. Potom funkcia
f mnadobida aspon v dvoch roznych bodoch intervalu (0,7) nulovd hodnotu. Dokazte!

Dokézte!



161. Ak f € Rla,b] a f(z) >0 pre vsetky x € [a,b], tak f; f(z)dx > 0. Dokazte!

162y. Ak f, g € Rla,b] a f(x)> g(x) pre vietky = € [a,b], tak f; f(z)dx > f;g(x) dz. Dokézte!

163. Ak f € R[a,b] a f(z) > 0 pre vsetky z € [a,b], tak existuje interval [a, ] C [a,b] taky, ze
infyep,p f(x) > 0. Dokézte!

164. Nech f:[a,b]— R je nezédpornd riemannovsky integrovatelnd funkcia. Potom f: f(z)dx > 0 préve

vtedy, ked mnozina N := {x € [a,b]; f(z) = 0} nie je hustd v [a,b] (definiciu hustoty pozri v pr. 70).
Dokézte!

165. Nech f € Rla,b], f(x) #0 pre vietky x € [a,b]. Potom fx & R[a,b]. Dokdzte!
166. Ak f:[a,b]— R je spojitd konkdvna funkcia, tak

(b— ) ES0) /f Yz < ( b—a)f<a+b>.

Dokézte!

167. Ak f:[0,1]— R je spojite diferencovatelns funkcia a f(1) — f(0) = 1, tak
1
| @iz,
0

Dokézte!

168. Nech f:[a,b]— R je spojite diferencovatelns funkcia, oznaéme

b [ oo ).

k=1

Ngjdite lim, o, nA, !

169. Dokézte nasledujice nerovnosti:

1 20 1
1 4 1 n
1.1</idx<—3; 2. 1-— </e*w de <1;
1 1‘7
3. o.o3</ dx < 0.05 .
o (e® 4+ e )1+ 22

4o &1 " sin? z 3
170. Porovnajte msla/ e Tdr a ?!
0

171,. Dokézte nerovnost

2"31 </"dx<”11
el LTIk
a na jej zéklade rovnost
1 1
L+ 5+t
lim —=——0 — 1,
n— oo Inn

172. Vypoéitajte priblizne 1° 4 2% + ... 4+ 1005 .
173. Najdite lim,_ Sy, ak

1. Sn:<sm >E2+Tlm/n)

1
2. Sn:mz\/(nx—kk)(m:—l—k—kl), z>0;
k=1




174. Vypocitajte integraly:

/2 s o — 1 /2 : 2

1./ Wd:r, meN ; 2./ (swnm) dr, neN;
0 sin x 0 sinz

3./ Sl?nx de, neN.
o sinz

175. Vypocitajte integraly:

1 2 1
1. / + x4 dx  (pouzite substiticiu x — — =1t) ;
1 1+ x

b1 —a?)da
> /a (1+22)V1+at’

176. 1. Nech ¢:R — R je periodickd funkcia s periédou P, ¢ € R[0, P], nech f:[a,b] — R je spojitd

funkcia. Potom X

lim f(@)e(nz)de =0.

n—oo

Dokazte!
2. Ak f:[a,b]— R je spojitd funkcia, tak

b

b
lim f( )|sinna:|dx=%/ f(z)dz

n—oo

Dokézte!
2 1
177. Vypodcitajte / (1 +z— —> et g
1/2 T

178. Pouzitim rekurentného vztahu vypocitajte integral I = fol(l—xQ)" dx , n € N. Na zéklade ziskaného
vysledku dokazte rovnost
n
n)  (2n)!

1-— <1) + (2> - <3) 2n+1  (2n+ DI

3 ) 7

4o (—1)"

179. Viacndsobnym integrovanim per partes vypocitajte Eulerov integrdl
1
B(m,n) = / ™M1 —2)" tdx (m,neN).
0

Na zdklade ziskaného vysledku dokézte rovnost

() s




180. Dokézte rovnost

(m — D — D! I , ak m, n € N st parne
/2 (m +n)!! 2
I ::/ sin™ x cos" x dx =
0 (m—1D(n -1 ak aspon jedno z &isel
(m+n)!l ’ m, n € N je nepdrne

181. Na ziklade vysledku pr. 96.1 a nerovnosti sin®" ™!z < sin®" x < sin®" 'z pre n € N a x € (0,7/2)

dokazte Wallisov vzorec: )
) 1 (2n)!! ™
lim =—.
n—oo 2n+1 \ (2n — ! 2

182. Vypocitajte integraly:

/2 /2
1. K, = / cos" xcosnxdx ; 2. L, = / cos" xsinnz dx .
0 0
183. Dokézte nasledujiice rovnosti:
/2 1 /2
1. / cos® ' xsin(a + Dadr = — ; 20. / cos® tacos(a+ 1)zdr =0 ;
0 « 0
/2 . 2 /2 N 2
30- / sin® ! zcos(a + 1)z dx = M ; 4. / sin® ! zsin(a + Do de = M .
0 a 0 a

184y. Nech a < a < 8 < b, nech funkcie f,g:[a,b]— R st n—krét spojite diferencovatelné a nech plati
Va € la, b\ (o, B) : f(z) =g(x)=0.
Potom
b b
[ 1@t de =1 [ pa)g™ @) de
Dokazte!

185. Nech f € R[a,b] je kladnd funkcia. Potom existuje ¢ € (a,b) také, ze [7 f(z)dx = fcb f(z)dx.
Dokéazte!

186. Vypocitajte limity:

sin

1 n 1 Vigtdt
1. lim —/ 1n<1+—)d:ﬂ' 2. lim 24— — .
n— oo ’ r—04 g
Vi Ve v / Vsint dt
0

187. Nech f:(0,00)— R je spojitd kladnd funkcia. Dokézte, ze funkcia g:(0,00) — R dand predpisom

/x oL

0

9(x) = Sm——
/ () dt
0

je rastuca.

188. Nech f:R — R je spojita funkcia. Rozhodnite, ¢i plati tvrdenie ,, Ak ffa f(z)dx = 0 pre kazdé
a >0, tak f je neparna funkcia. .

189. Spojitd funkcia f je kladnd na intervale [a,b] prave vtedy, ked plat

B
3)\>0Va,ﬂ€R,a§a<ﬂ§b:/ f(x)dx > X5 —a) .

Dokézte!



190. Zostrojte funkciu f:[—1,1]— R tak, aby f € R[—1,1] a funkcia F(z) = [* f(t)dt, x € [-1,1],
nemala derivéciu sprava ani zlava v bode 0.

191. Ukézte, ze funkcia F(z) = [* sin(1/z)dz je diferencovatelns v bode 0.

192. Nech funkcia f:R— R je riemannovsky integrovatelna na kazdom intervale [a,b] C R, nech § > 0.
Definujme funkciu F5:R — R predpisom

z+0
Fy(z) = 21_5/_5 F(6) dt .

Dokazte nasledujice tvrdenia:
1lg. Fs je spojitd funkcia;
20. ak f je spojitd, tak Fs je spojite diferencovatelnd;
30. ak f je n-krét spojite diferencovatelns, tak Fjs je (n + 1)-krét spojite diferencovatelns;
4. ak f jerastuca (klesajuca), tak aj Fj je rastica (klesajica):
50. ak f je konvexnd (konkdvna), tak aj Fs je konvexnd (konkdvna);
6. ak f je spojitd, tak plati

Ve, ) CRVe>035>0Vx € a,b]:|f(x) — Fs(z)| <e.

193. Nech f:]a,b]— R je spojitd funkcia, nech n € N a ¢ > 0 st dané. Potom existuje n—krat spojite
diferencovatelnd funkcia f::[a,b]— R, pre ktoru plati

Va € la,b]: |f(z) = fe(z)] <e.
Dokazte!
194 (Steffensenova nerovnost). Nech pre spojitt funkciu g:[a,b]— R plati 0 < g(z) <1, z € [a, b], nech
f:la,b]— R je spojitd rastiica funkcia; oznacme [ := [ g(x)dz. Potom

a+l b b
/ f(t)dté/ ft)g(t)dt < f@t)dt.
a a b—1

Dokézte!

195. Nech f:[0,1]— R je klesajtica funkcia. Potom pre kazdé 9 € (0,1) plati nerovnost

ﬁ/lf(x)dx < /ﬁf(x)dx.

0 0

Dokazte!
196. Najdite lim, . fol nf(x)e " dx, kde f:[0,1]— R je spojitd funkcia.
197. Nech f,g:[0,1]— R si spojité neklesajice funkcie. Dokézte nerovnost

/ ' f(@)o(a) de > / fa)de / ors

198. Nech f:[a,b] — R je spojitd funkcia, nech v kazdom intervale [«, ] C [a,b] existuje préve jedno
¢islo ¢ také, ze f(c) je strednd hodnota funkcie f na intervale [a, 5]. Potom f je rydzomonoténna funkcia.
Dokazte!

199 (Schwarzova—Cauchyho—Bunjakouwského nerovnost). Nech f, g € Rla,b]. Potom

(/abf(x)g(x)dx)Q </abf2<x>dx-/ab92<x>dx.

Dokézte!



200. Nech f, g € R[a,b], nech 0 < p < infoeiop) f(2) < supyepap f(2) < P, 0 < g < infoeap 9(2) <
< SUP,epqp 9(7) < Q. Potom

2 — 2
’ |PQ | pa ’ ’
(/a f(x)g(x)dx) ( E—F\/%) 24/(1 fg(x)d:r-/a g*(x) dx .

201 (Youngova nerovnost). Nech f:[0,00)— R je diferencovatelna rastiica funkcia taka, ze f(0) =0 a
lim, 0 f(2) = 00; nech g¢:[0,00) — R je inverznd funkcia k funkcii f. Potom pre kazdé a,b € [0, 00) plati

Dokézte!

a b
ab < / f(a:)da:—I—/ g(x) dx .
0 0
Dokézte! Na zdklade toho dokazte nerovnost

1 1
Vp>1,¢>1;, —+-=1 Vu>0,v>0: w<—+—. (2.8)
p q

202 (Hélderova nerovnost). Nech f, g € Rla,b], nech pre éisla p > 1, ¢ > 1 plati 1/p+1/q = 1. Potom
b b 1/p b 1/q
[ 1@l ds < ( / If(x)l”dx> ( / |g<x>|wx) .
Dokazte??!

203. Odhadnite hodnotu integralu I = fol V1+ 2t dx

1. pomocou prvej vety o strednej hodnote;

2. na zéklade pr. 166;

3. na zéklade nerovnosti 1+ a4 <1+2%/2, 2 > 0;

4. pomocou Schwarzovej—Cauchyho-Bunjakovského nerovnosti.

2zrejme $pecidlnym pripadom tejto nerovnosti je Schwarzova—Cauchyho-Bunjakovského nerovnost z pr.
199



