Chapter 4

Postupnosti a rady funkcii



4. Postupnosti a rady funkecii

4.1 Bodova a rovnomerna konver eoglma
Nech je dand postupnost funkeii {f,}°2,; %, nech a D(f,) (={zeR;VneN:xzeD(f)}).

Hovorime, Ze postupnost {f,}5, konverguje v bode a, ak ex1stUJe koneénd lim,,_,o fn(a). Ak je mnozina D
vietkych tych éisel # € R, v ktorych postupnost {f,}5%,; konverguje, neprazdna, nazyva sa funkcia g: D — R,
dand predpisom g(z) = lim, oo fn(z), (bodovd) limita (limitnd funkcia) postupnosti {fn}52, a oznacuje
sa lim, .o fn. Hovorime, Ze postupnost {f,}5, (bodove) konverguje na mnoZine M (k funkcii f ), ak
{fn}32, konverguje v kazdom bode z € M (a lim,—o(fu|M) = f|M); funkcia f|M sa nazyva
(bodovd) limita (limitnd funkcia) postupnosti {fn}; na mnoZine M. Namiesto lim, ,o.(fn|M) = fIM
budeme pisat f, — f na M 2.

Ak je dand postupnost funkeif {f,}>2, (k € {0,1,...}), pricom (\,—, D(f,) # 0, nazgva sa symbol

oo

Z fn (alebo fi+ fis1 4+ fu+--+) rad funkcii (funkciondlny rad). Ak je dany rad Y oo, f, !, nazjva
n==k

sa funkcia fx, resp.

Sk::f1+f2+"'+fkv kGN,

k—ty élen, resp. k-ty Ciastocny sucet radu Y oo | fn. Ak existuje lim,_. Sn, nazyva sa tdto funkcia su-
cet radu Y02 | fn a jej definiény obor obor konvergencie radu Y .-, fn 3. Hovorime, ze rad > .7, fn
konverguje v bode a ((bodove) konverguje na mnozine M, (bodove) konverguje na mnozine M k funkcii f),
ak postupnost {S,,}°°; jeho ¢iastoénych stictov konverguje v bode a (konverguje na mnozine M, konverguje
na mnozine M k funkcii f). Zapis S, — f na M budeme spravidla nahrddzat zdpisom Y .-, f, — [ na
M.

295. N4jdite funkciu f = lim,_ . fn, ak:

2
nx
L @) = ogngsy #2205 2. fula)=a"—3c" 24203, @ € [0,1] ;
3. fo(r) =sin" x + cos" z ; 4. fn(x) = n’z*sin 2;3—11 ;
5. fo(x) = (x — 1)arctgz™, x>0; 6. fu(z)=n (;Ul/” - 331/2") , x>0;

!z podobnych dévodov ako v kapitole 3 uvadzame definicie a vety spravidla len pre postupnosti, resp. rady

tvarn {£, 13, ) resp. 300, fo

2zapisme tu este rovnost lim, o (fn|M) = f|M pomocou kvantifikdtorov:

Ve>0Vore M3Inge NVne N, n>ng : |fulz) — f(z) <e

Soborom konvergencie radu > 7, f, je teda mnozina vSetkych tych z € R, pre ktoré &iselny rad
>0 | fn(z) konverguje



7. folz) =ndz?e™™ 2>0; 8. folz) = L nna ;
n

2\ 1
9. fu(z) = narcctgna®, = >0; 10. fu(z) = dl + 2" + (%) , x>0;

1, ak z€][l/n,o0)
11. fo(x) =< -1, ak z € (—o0,—1/n] ;
nr, ak z¢€(—1/n,1/n)
0.9~

[ 2n, ak zelo,277]
12 f"(x)_{ 0, ak x€ (27", 00)

296. Nech {f,}>°, je postupnost funkcii definovanych na intervale (a,b), nech f, — f na
(a,b). Potom

1. ak {f,}5°, je postupnost neklesajicich funkcii, tak f je neklesajica funkcia;

2. ak {f,}22, je postupnost konvexnych funkcif, tak f je konvexnd funkcia.
Dokézte!

297. Najdite obory konvergencie nasledujicich radov:

> 1 > n
Ly —; 2. ) ik
n=1 n=1
2"sin" = (=1 -
3 ; 4. E e—nsmx’
n=1 n2 n=1 \/ﬁ
o o0
(1) (-1
5. : 6. , p>0;y
nz::lx2+\/ﬁ ;(“n)p
LS () M
C2n-1\1+x/) = (l+z)(A4a?) (T+an) ]
9 i n! _ 10 i cosTnT
(2 1)(a? +2) - (22 4 n) " —nln*(n+1) ]
1 icosnm_ 19 i "
'nzl \3/7_1 ’ ‘nzll_xn'

298. Nech {f,}°°, je postupnost linedrnych? funkcii definovanych na R; nech a # b a rady
Yomeifola) a 302 fn(b) konverguju. Potom Y 02, f, je linedrna funkcia definovand na R.
Dokézte!

Hovorime, Ze postupnost funkcii {f,}5°, konverguje na mnoZine M rovnomerne k funkcii f (a zapisu-
jeme fn, = f na M), ak plati

Ve>03dnge NVneN, n>noVe e M : |folx) — f(z)] <e °.

Ak pre postupnost {f,,}52, a neprdzdnu mnozinu M C ()°_, D(f,) existuje funkcia f takd, ze f, = f na
M, hovorime, e postupnost {fn}52, konverguje rovnomerne na mnoZzine M.

‘pripomenime, 7e funkcia g sa nazyva linedrna, ak jej predpis mozno pisat v tvare g(z) = ax + b, kde
a,beR

®ak tento zépis porovname so zapisom z pozndmky 2, vidime, ze v pripade rovnomernej konvergencie ¢islo
ng zavisi len na ¢isle €, tj. ng = np(e), zatialco v pripade bodovej konvergencie zavis{ toto ¢islo naviac aj na
x, tj. no =no(e,x); ak {fn}S2, je Specidlne postupnost konstantych funkcii, f, =c,,n € N, z € M, je
zrejme rovnomernd konvergencia postupnosti {f,}52, ekvivalentnd s existenciou koneénej lim,_, o ¢,



Hovorime, ze rad Y. -, f, konverguje rovnomerne na mnozine M (k funkcii f), ak postupnost

{S,}22, jeho éiastoénych sictov konverguje rovnomerne na mnozine M (k funkcii f)5. Zapis S, = f
na M nahrddzame zdpisom Y - f, 3 f na M.

Veta 1. Ak f, = f na M, tak f, — f na M.

Veta 2. Postupnost funkcii {f,}5°; konverguje na mnozine M rovnomerne k funkcii f prave vtedy,
ked

lim sup |fu(z) — f(z)| =0 7.

=0 geM

Hovorime, ze postupnost {f,}; [rad Y .7, fu] konverguje na mnoZine M k funkcii f nerovnomerne

(konverguje na mnoZine M nerovnomerne), ak f, — f na M [>.07 | fn — f na M], ale neplat{ f, = f na
M [>, fn = f na M] (ak postupnost {f,}22, [rad Y, f,] konvergujena M bodove, ale nekonverguje
tam rovnomerne).

299. Nech {f,}°; je postupnost funkcii definovanych na mnozine M; nech pre funkciu
f:M — R a postupnost {c,}>2; kladnych éisel plati |fn(z) — f(z)] <c, (x € M, neN) a
lim,, .o ¢, = 0. Potom f, = f na M. Dokézte!

300. Zistite, ¢i postupnost {f,}5°; konverguje rovnomerne na mnozine M, ak:

L fale) = ) M= (0,00) 2 fule) = i M =[0.09)
3. fn(x):sinl—gnnx, M=R:
L g = T M= [l00)

1+ n2z?t sm%,
5. fn(x) :sin%, M=R;

0. fn(fU) = 77,3/2 (1 — COs \LV—E> , M= [07 OO) ;

n
7 fale) = M= 1,00)
* n xr)= n+x? - 9 Y
8. fn(x) = arctgx + arctg 2nzx — arctg nx a) M =1[0,1], b) M =][1,00) ;
2nx
T, T
11. fn(x)zlj_iﬂ a) M =[0,1-6], b)M=[1+d00), ¢)M=[1-0,1+6],1>6>0;
1
12, fu(x) = "D M =(0,1); 13. fa(z) =22+ 5, M=R;
1 o) = VT 7, M=[0,2]
n2zx, ak x€[0,1/n]
15. folx) =< n%(2/n—2), ak z€(1/n,2/n) , M =][0,00).
0 ak z € [2/n,00)

6z poznamky ° vyplyva: ak {f,}5; je $pecidlne postupnost konstantnych funkcif, f, =¢c,, n € N, z €
€ M, je zrejme konvergencia ¢iselného radu > 7 | ¢, ekvivalentnd s rovnomernou konvergenciou funkcio-
ndlneho radu Y -, f, na mnozine M

"tdto rovnost v sebe ,,automaticky“ zahffia podmienku ,,po¢inajiic niektorym ngy st funkcie |f, — f]
ohranicené“



Riesenie. 8. Ak postupnost {f,}3°, konverguje na mnoZzine M rovnomerne k niektorej funkcii
f:M— R, tak podla vety 1 musi platit f = lim, .o fn|M. Zistime preto najprv, ku ktorej funkcii kon-
verguje postupnost {f,}°%; na mnozine M bodove:

Pretoze lim, ., arctgu = /2, platia pre kazdé = > 0 rovnosti lim, ., arctgnz = m/2,
lim,, o arctg2nz = 7/2; pre © = 0 je lim,_, arctgnz = 0, lim,_ o arctg2nz = 0; dalej pre kazdé
z € R je lim,_ o arctgx = arctgx. Preto

arctgr + /2 —7w/2 = arctgx, ak x>0

f(z) = lim fo(x) = nlingo(arctgx+arctg 2nx —arctgnx) = { arctgz + 0 — 0 = arctgz, ak =0

n—oo
Teda f,(z) — arctgz na [0,1] a f,(x) — arctgz aj na [1,00).
Teraz treba zistif, ¢ postupnost {f,}5%; konverguje na mnozine M k funkcii arctgz aj rovnomerne; na
to pouzijeme vetu 2. Aby sme nasli ¢isla sup, e |fn(z) — f(x)| (pokial existuji), vySetrime pomocou prvej
derivacie priebeh funkcii f, — f:

n(1l — 2n%ax?)
(1 +n222)(1 + 4n222) ’

(fu(z) — f(x))" = (arctg 2nz — arctg nz)’ =

teda funkcia f, — f rastie na intervale [0,1/v/2n] a kles& na intervale [1/v/2n,00). Ak naviac uvdzime, ze
(fn=0)0)=0 a limyoo(fn(z) — f(x)) = 0, vidime, ze funkcia f, — f je na intervale (0,00) kladn4.
Zaoberajme sa teraz pripadom a), tj. M = [0, 1]. Z priebehu funkcii f, — f vyplyva, ze

S [fo(@) = f(@)| = (fn = f) <ﬁ) = arctg V2 — arctg % :

Potom

1 — 1
lim sup |fn(z) — f(z)] = lim (arctg V2 — arctg —) = arctg V2 — arctg — # 0,
n—00 40,1] n—00 V2 V2

¢o podla vety 2 znamens, ze postupnost {f,}>2, nekonverguje na intervale [0,1] k funkcii f(z) = arctgz
rovnomerne. Pretoze f, — f na [0,1], ale neplat{ f, = f na [0,1], konverguje postupnost {f,}>; na
intervale [0,1] k funkcii f(x) = arctgx nerovnomerne.

Uvazujme teraz pripad b), tj. M = [1,00). Na intervale [1,00) je kazdd z funkcii f, — f kladnd a
klesajica, preto

s |fn(@) = f(@)] = (fn — £)(1) = arctg 2n — arctgn .
Potom
lim sup |fo(z) — f(z)| = nlin;o(arctg 2n — arctgn) = g -

N0 ze(1,00)

]
I
=

¢o podla vety 2 znamend, ze f, arctgz na [1,00).

Poznamky. 1. Nerovnost
VeeM : |fu(z)— flz)|<e

(ktord je ekvivalentnd s nerovnostou
VeeM : f(z)—e< folz) < f(x)+e )

(e > 0 je dané ¢islo) ,,geometricky hovori“, ze graf funkcie f,|M ,lez{ medzi“ grafmi funkeii f(x)—e, x € M,
a f(z)+e, x € M (hovorime tiez, ze graf funkcie f,|M leZi v e-pdse okolo (grafu) funkcie fIM). Ak
teda f, 2 f na M, znamend to, ze pre kazdy epas okolo funkcie f (& > 0) vieme ndjst ng € N tak, ze
grafy funkcii fno11|M, fng+2|M ... uzlezia v tomto e-pése. Na obr. 1 je zndzorneny e-pds okolo funkcie
f(z) = arctgx, x € [1,00) pre € = 0.1 a grafy funkcii f,(z) = arctgz + arctg2nz — arctgnz, = € [1,00),
pre n = 4,5,25, z ktorych prvy nelezi v tomto e—pase a zvysné dva v niom lezia.

Ak neplati f, = f na M (pricom M C D(f), M C (2, D(f»)), teda ak plati negécia tohto tvrdenia,
ktorou je vyrok

Je>0Vng e NIneN, n>ngIag € M : |fu(xo) — flzo)] > €,

znamend to, 7e existuje e—pas okolo funkcie f (e > 0) s touto vlastnostou: akokolvek velké nyg € N
zvolime, vzdy ndjdeme od neho vAcsie ¢islo n € N tak, ze graf funkcie f,,|M nelezi cely v tomto e—pése (tj.



obr. 1

,,vysko¢i“ z neho aspon v jednom bode xp € M ). Vsimnime si teraz znova pr. 300.8a), v ktorom dokonca
plati, ze graf lubovolnej z funkcii f1, fo, ..., fn, ... nelezi cely v e pése okolo funkcie arctga, = € [0,1],
pre 0 < e < arctgV/2 — arctg (1/v/2) = 0.3398... (z rovnosti sup,cy, |fn(z) — f(2)| = ¢ totiz vyplyva,
ze graf funkcie f,|M lezi v e—pése okolo f pre kazdé ¢ > ¢ a nelezi v ziadnom z e—pdsov okolo f pre
0<e<c ®). Naobr. 2 je znizorneny e-pas okolo funkcie f(x) = arctgz, x € [0,0.1], pre ¢ = 0.1 a grafy
funkeii fp(x) = arctgx + arctg 2na — arctgnz, = € [0,0.1], pre n = 25,50, 100, 250.

2. Nech je dané § > 0. Z priebehu funkcii f,, — f, ktory sme vySetrili pri rieseni pr. 300.8, vyplyva, ze
postupnost {f,}52; konverguje k funkcii arctgx nerovnomerne na intervale [0,d] a rovnomerne na intervale
[6,00). Dokézeme to nasledovne: Pretoze lim,, . (1/v/2n) = 0, musi existovat ng € N tak, ze 1/v/2n € [0, d]
pre n > ng (pripomeinme, ze v bode 1/v/2n nadobida funkcia |f,,(z)—f(z)| = |arctg 2nz—arctgnz|, = >0,
svoje maximum). Pre n > ng je teda

1
)= 1= o= (G).

pre n > ng funkcia f, — f klesd na intervale [§,00) a je tam kladnd, preto

sup | fn(2) = f(2)] = (fn = £)(5) -

z€[6,00)

Potom
1 — 1
lim sup |fn(z) — f(x)| = lim (arctg\/i—arctg—) = arctg V2 — arctg — # 0 ,
'n’_>oog;€[0’5]| TL( ) ( ) n—oo \/5 \/5

lim sup |fn(z)— f(z)] = lim (arctg2nd — arctgnd) =

N0 pe[8,00)

ol
|
T
[
(an)

8toto je myslienka dokazu vety 2



obr. 2

301¢. Ak f, = f na M a funkcia g je ohrani¢end na mnozine M, tak f,g = fg na M. Dokdzte!

302. Nech je dand funkcia f:[a,b] — R, definujme funkcie f,:[a,b] — R predpisom f,(z) =
= [nf(z)]/n, n € N (symbol [.] oznacuje celt ¢ast). Potom f, = f. Dokdzte!

303. Nech {f,}5°, je postupnost spojitych funkcii definovanych na intervale [0, 1]. Rozhodnite
o platnosti nasledujuicich tvrdeni:

1. ak f, = 0 na [0,1]NQ, tak f, = 0 na [0, 1];

2. ak f, — 0 na [0,1]NQ, tak f, — 0 na [0,1].

304. Nech pre kazdi postupnost funkcii {f,}%, definovanych na danej neprazdnej mnozine
M plati implikdcia ,,ak {f,}>2; konverguje na M bodove, tak tam konverguje aj rovnomerne“.
Potom M je koneénd mnozina. Dokazte!

305. Zistite, ¢i nasledujice rady konverguju rovnomerne na mnozine M:

=
M8
IS
3

a) M =]—q,ql,kde 0<g<1, b)M=(-1,1);

i
o

2z — 1
(2)"

(1—x)z", M=101]; 3. i

n=0

M

M =[1,00) ;

S
I
o

1

[e.e]
X
M=[-1,1]; D. M= (0 ;
(Z-= - S oy M0

Mg

3
Il
—

M
=

((n — 1)$+1)(nx—|—1) = (0,00) .

3
Il
—

306. Akrad Y o, f, konverguje rovnomerne na mnozine M a funkcia g: M — R je ohranicena,
tak rad > ;2 gfn konverguje rovnomerne na mnozine M. Dokazte!

307. Dokazte tuto nutnd podmienku rovnomernej konvergencie radu > o2 fn: Ak rad > 02 fn
rovnomerne konverguje na mnozine M, tak f, =0 na M.
2. Na zéklade toho dokézte, ze nasledujice rady konverguji nerovnomerne na mnozine M:



8

oo 2
a)ze_m, M = (0,00) ; b) E(arctg£>, M=R;
n

1

3
—_

8

/nw o
c)n T3 s M =[0,00) ; E: sm3nx M = (0,00) ;

sin nx

(1 +nx)y/nz’

3. Uvedte priklad radu Yoo 1 fn, ktory nekonverguje rovnomerne na intervale [0, 1], ale spfﬁa
tam nutni podmienku rovnomernej konvergencie.

e) M = (0,7) .

M 1

Veta 3 (Cauchyho—Bolzanovo kritérium rovnomernej konvergencie). Postupnost funkcii {f,}2, konver-
guje rvnomerne na mnozine M prdve vtedy, ked plati

Ve>0 Inge N VnmeN,n>ng, m>ng Ve €M : |fo(x) — fm(2)] <e.

Specidlne pre funkcionélne rady mozno toto tvrdenie sformulovat nasledovne:
Rad >"°° | fn konverguje rovnomerne na mnoZine M prdve vtedy, ked plati

Ve>0 Inge N VneN,n>ng VpeN Ve e M : |fos1(x) + foge(x) + -+ frgp(x) <e. (4.1)

308. Pomocou Cauchyho—Bolzanovho kritéria rovnomernej konvergencie dokazte, ze nasledujice
rady konverguji na mnozine M nerovnomerne:

o0 o0 .
1. 2g=m2® M = (0,00) ; 9. 5 2T —(0,1)
Zx e ) ( ’Cx))’ 7;2”—1—”21‘2’ ( ) )’
00 .
3. Z arctg 8T M= (1,00) ; 4. Z 81171127133, M = (0,00) .
e
n= 1 n=1

RieSenie. 2. Mame dokazat, ze dany rad konverguje bodove na (0, 1), ale nekonverguje tam rovnomerne.
sin nx

2n +n2xz?

Nech je dané x € (0,1), potom z nerovnosti a z konvergencie ¢iselného radu

— n2z?

o0 o0
1 1 1 .
E (z — E —2> vyplyva podla porovnéavacieho kritéria (veta 4 z odseku 3.2) konvergencia
T n
sin nx

dn D |

dokazana bodova konvergencia nasho radu na intervale (0,1).

a teda (podla vety 11 z odseku 3.3) aj konvergencia radu Z Smne Tym je

— 2n+n?a?’

L sinnzx . .
Aby sme ukdzali, ze rad Z nekonverguje rovnomerne na (0,1), dokdzeme pre f, =
n

— 2n + n*a?
sinnx
2n + n2z?

Je>0VnoeN IneN, n>ng 3peN Jz e M : |frp1(x) + fote(z) + -+ farp(®)| > e, (4.2)

a M =(0,1) vyrok

ktory je negaciou vyroku (4.1).

Nech je dané m € N, oznaéme g, () := fin(2) + frns1(z) + -+ + fom(z). Potom
1
. sin {14+ — sin 1—|—
g (1) _ sinl n m T
mn me 2(m+1)+<1+a) m—|—2)+( >
sin <1+ m_—l)
m sin 2
+

2(m—|—(m—1))+<1+—

4m+4
m



Ak vyuzijeme nerovnosti sin(l + k/m) > sinl > 0 a 0 < 2(m + k) + (1 + k/m)*> < 4m + 4
(odtial 1/[2(m+k)+ (14 k/m)?]>1/4(m+1)) pre k=0,1,2,...,m, dostaneme

sin(l-l—ﬁ) sin1
n > gy P k=0,1,2,
m
2(m+k)+<1+ )

S,m

3=

a preto

Y

()] e g1

VYmeN : 'fm (%)“‘fm—!—l (%)"‘"""fém (%)'Zsizl,

odkial — ak polozime m = n + 1 — dostdvame

Plati teda

sin 1

1
fn+1<ni1>+fn+2<ni1>++f2n+2<n+1)'> 4

. sin 1 .
Z tohto vyroku uz vyplyva tvrdenie (4.2): staci zvolit € = 4 a pre dané ng polozit n =ng+1, p =

1
n+2,x 1

VneN :

309. 1. Nech {f,}5°, je postupnost spojitych funkcii definovanych na intervale [a,b]. Ak rad
>0 1 fn konverguje rovnomerne na (a,b), tak konverguje rovnomerne aj na [a,b]. Dokdzte!

2. Dokdzte, ze rad > ;> 2" sin(1/2™) konverguje nerovnomerne na intervale (—2,2).
310. Akrad > 02 | fn| konverguje rovnomerne na mnozine M, tak na M konverguje rovnomerne
aj rad > ;2 fn. Dokazte!

Veta 4 (Weierstrassovo kritérium). Nech {fn}S%, je postupnost funkcii ohranicenijch na neprdzdnej
mnozine M, nech {c,}2, je postupnost mezdpornijch &isel takd, Ze |fn(z)] < cn, v € M, n € N. Ak
ciselng rad Y 7 | ¢, konverguje, tak funkciondlny rad Y07, fn konverguje rovnomerne na M.

Rad 3077, ¢, z vety 4 sa nazyva (Ciselny) majorantny rad k radu Y .2 | fn.

Poznamky. 1. Z predpokladov vety 4 vyplyva aj rovhomernd konvergencia (a teda aj konvergencia) radu
>0 | fn(x)] na M. Weierstrassovo kritérium teda nemozno pouzit na vySetrenie rovnomernej konvergencie
radu, ktory konverguje relativne aspon v jednom bode mnoziny M.

2. Najmensie mozné ¢islo ¢, vyhovujice nerovnosti |fn(z)] < ¢,, € M, je ¢islo sup,eps | fn(2z)]. Ak
teda rad 3277 ) sup,epr [ fn(2)] diverguje, nemozno na vysetrenie rovnomernej konvergencie radu 377 fn
na mnozine M pouzit Weierstrassovo kritérium.

3. Nazdklade tvrdenia ,,ak rad >~ f,, konverguje rovnomerne na mnozine M a g je funkcia definovand
na M, tak rad g+ Y oo, fn ? konverguje rovnomerne na M “ mozno formuldciu Weierstrassovho kritéria
upravit do tejto podoby:

Veta 4’. Nech {fn}>2, je postupnost funkcii definovangch na mnozine M, nech existuje ¢islo ng € N
a konvergentny rad Zzo:no ¢y tak, Ze |fn(x)] < ¢, pre x € M a n > ng. Potom rad Y ,° | fn konverguje
rovnomerne na mnozine M.

311. Pomocou Weierstrassovho kritéria dokézte, ze nasledujice rady rovnomerne konverguji na
mnozine M:

= 1 = x?
1. —, M=R; 2. —, M=R;
nz::lx?—knw ’ ;::11—1—113/2332’ ’

%tj. rad Y07 hpn, kde hy =g, hy = fnoq1 pre n>1




NE
~
o
3

n=1
> x
4 z:lsma ln<1+%>, M = (0,00) ;
n—=
>, sinnx > z?
5‘2171\[’ M=R; 6 221“<1+n1n2n) M = [—a,d ;
7‘7;::11—#714372’ =R; 8.;:1:6”3”, M =[0,00) ;
0 1 n o0 TZ.TQ
0. X (14+-—2) , M=[01]; 0.y =2  M=R;
n 3
n=1 n=1y/nln’(n+1)
> sin(y/z/n) > 2z
11. —, M =10,00); 12. arctg ——=, M=R.
2 i 0.00) 2 Aty

RieSenie. 4. Z nerovnosti |sinu| < |u| pre v € R a In(1+wu) <wu pre u > —1 (pozri pr. 1.353 a
1 .
<— a hl(l—l—%) zln(l—l—%) S\/iﬁ pre z € (0,00), odtial

nx
1 T 1 T 1
n— 14+ )|<—. 2 . 4.
— n( +\/ﬁ)‘_nx NV z €(0,00) (43)

1
riesenie pr. 1.352.2) vyplyva |sin —
nx

Pretoze rad Z konverguje (pozri vetu 5 z odseku 3.2), vyplyva z nerovnosti (4.3) na zdklade Weier-
n=1

1
ny/n
- o0
strassovho kritéria rovnomerna konvergencia radu E sin — In <1 + T) na intervale (0,00).
n
n=1
oo

7. Bude nds zaujimat konvergencia majorantného radu E sup
n—1 zeR

(pozri tiez pozndmku 2 za

14+ niz2

vetou 4). Pretoze funkcie f,(z) = st nepdrne, plati sup,cg [fn(2)] = SupP,cpo,00) [fn(2)], na

T
1+ ntx?
ndjdenie &isla sup,c(o o0y [fn(2)] staci vysetrit priebeh funkcie f, na intervale [0, 00):

!
T 1 — niz?
frlz(x) = 1.2 = 4,.2\2
1+ ntzx (1+ nt2?)
preto f, rastie na [0,1/n%] a klesd na [1/n? 00). Z rovnosti f,(0) =0 a lim, . fu(z) =0 vyplyva, Ze
fn je nezépornd na [0,00). Preto

1 1
sup |fn(z)| = sup |fu(z)| = f <_>:_
w€R| ’ﬂ( )| wE[O,oo)| ’ﬂ( )| " n?2 2n2
oo
7 konvergencie radu E 55 (pozri vetu 5 z odseku 3.2) a z nerovnosti
n=1 2n
x 1
‘m <oz TERMEN,
= x
vyplyva podla Weierstrassovho kritéria rovnomernd konvergencia radu Z T i na R.
nix
n=1

312. Nech {f,}%, je postupnost monoténnych funkcii definovanych na intervale [a,b], nech
¢iselné rady Y02 fu(a) a Y02, fn(b) absolutne konverguji. Potom rad > 02, f,, konverguje

rovnomerne na [a,b]. Dokdzte!



313;. Nech {f,}5°, je postupnost funkcii definovanych na intervale [0, 1] predpisom

0, ak x € [0,2-(D)
1
folz) ={ —sin?(2""lnz), ak ze (2™t 2") | peN.
n
0, ak z €27 1]

Potom rad 2%, f, konverguje rovnomerne na [0,1], ale nemoZno ho tam majorizovat konver-
gentnym ¢iselnym radom (tj. neexistuje konvergentny rad Y oo ¢, taky, ze |[fn(z)| < ¢, pre
z €[0,1] a n e N).

Hovorime, 7e postupnost funkcii {fn,}°%, je rovnomerne ohrani¢end na mnozine M (0 # M C
C N2, D(fn)), ak plati

JK>0VneNVeeM : |fo(v) <K.

Veta 5 (Abelovo kritérium). Nech postupnosti funkcid {fn}52, a {gn}52, vyhovuji nasleduficim pod-
mienkam:
1. rad Y., fn konverguje rovnomerne na mnozine M ;

2. postupnost {gn}°2, je rovnomerne ohrani¢end na mnoZine M a pre kaidé x € M je postupnost
{gn(2)}22, monoténna.
Potom rad Y| fngn Tovnomerne konverguje na mnoZine M.

Veta 6 (Dirichletovo kritérium). Nech postupnosti funkcii {fn}%; a {gn}>2, vyhovuji nasledujicim
podmienkam:

1. postupnost ¢iastoényjch sictov radu Yo" | fn je rovnomerne ohraniéend na mnozine M ;

2. 9,20 na M a pre kazdé x € M je postupnost {gn(x)}>>,; monoténna.

Potom rad Y| fngn Tovnomerne konverguje na mnoZine M.

Poznamky. 1. 7Z viet 5 a 6 vyplyvaji — ak za M zvolime jednoprvkovi mnozinu — vety 13 a 14
z odseku 3.3.

2. Formuldciu Abelovho kritéria mozno upravit podobne ako sme upravili formuldciu Weierstrassovho
kritéria (pozri vetu 4’):

Veta 5°. Nech postupnosti funkcii {fn}22, a {gn}S>, vyhovuji nasledujicim podmienkam:

1. rad Y_,° | fn konverguje rovnomerne na mnozine M ;

2. existuje ng € N tak, Ze postupnost {gn}ff’:no je rovnomerne ohranicend na M a pre kaZdé x € M je
postupnost {gn(2)}2L,, monotdnna.

oo . .-
Potom rad ), fngn rovnomerne konverguje na mnoZine M.

Rovnako mozno upravit aj formuldciu Dirichletovho kritéria.

314. Dokazte, ze nasledujice rady konverguju rovnomerne na mnozine M:

1 §OO: CD™ =0 2 §OO: EDDR  y — C10,10
Catn = (0.00); C =Tt e = [710.10]:
- (_1)n n - (_1)n z"
5 M =1[0,1] ; 4. : M =[1,00) .
3 n:1 n X bl [07 ]; O n:1 n xn+17 [ 700)

315. Akrad Y .,2; an konverguje, tak Dirichletov rad Y ;- (a,/n"*) konverguje rovnomerne na
intervale [0,00). Dokazte!




316. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich radov konverguji rovnomerne a ktoré nerovnomerne na
mnozine M:

© nx
~ 7 M =[-1 : 2. _ M=R;
+ 1)3n ) [ 73] )] ,rLz::l 1 +n5x27 )

T
n
1 /)2 \" . . ,
3. Z - (—) , M je obor konvergencie daného radu ;

x
n=1
[e'¢] 1 0 .Tn

43 g, M=(0,%); 52y M=R:
nz::l(l—l—nm)2 nz::l n!
oo (1 o) -1 n+1_—nx

6. Z cosnxsm2( /nx) M = (2,00) ; 7 Z()ie’ M =10,00) ;
= 4+In"nx n=1 n
00 >, sinz sin nz

] enxsu,lnm’ M:R’ 9 — Y, M:[0700)a
nz::l nz::l Vn+x

10 Zsmnm a) M =le2r —¢|], kde #m>e>0, b) M=]10,27];

<1 n+x
1) In a) M =(0,1), b) M= (1,00);

12. i@smi a) M =1[0,1], b) M =10,00) ;

—n n2

© 1
13. Mg ————— M =10,6 b) M = () :
S P W M=, B M=)

x x
14. ———arctg — M=R.
7;1+n2x4angn’

4.2 Niektoré vlastnosti rovhomerne konvergentnych postupnosti a
radov funkcii

Veta 7. Nech a € R* je hromadng bod mnoziny M. Ak f, 3 f na M a pre kazdé n € N 10 existuje
konecnd lim,_., fn(z) =: Ay, tak existuje konecnd lim, o A, a plati

lim f(z) = lim A,

r—a n—oo

(je teda opravnend nasledovnd zdmena poradia limit:

lim lim f,(z) = lim lim f,(z) ).

r—a n—0oo n—oo r—a

Désledok. Ak f, 2 f na M a kaZdd z funkcii f,, n € N, je spojitd na mnoZine M, tak je na mnoZine
M spojitd aj funkcia f.
V pripade radov funkcif mozno tieto tvrdenia sformulovat nasledovne:

Veta 7°. Nech a € R* je hromadny bod mnoziny M. Ak rad Y.°°, f. konverguje rovnomerne na M a

n=1
pre kaZdi z funkcii f, (n € N) ezistuje koneénd lim,_.q fn(z) =1 Ay Y, tak rad Y 00 | Ay, konverguje!? a

;%i fn(x) = iAn
n=1 n=1

Ypamiesto ,,pre kazdé n € N“ sme mohli predpokladat aj ,,po¢inajic niektorym ng ¢
"na rozdiel od vety 7 tu uz nestaci predpokladat ,,poéinajiic niektorym ng existuji koneéné lim, ., f,,(x)*“
2konvergencia radu Zzozl A, vyplyva napr. aj z ivah pouzitych pri rieSeni pr. 309.1

4



(je teda oprdvnend zadmena poradia znaku sumdcie a limity:

lim Y fo(2) =) lim fu(z) ).
n=1 n=1

Dosledok. Ak kazdd z funkcit f,, n € N, je spojitd na mnozine M a rad Y ,—, fn konverguje
rovnomerne na M, tak funkcia Y .| fn je spojitd na mnoZine M.

317. N4jdite limity:

00 1 x (—1 n+1 n
1. lim Z—; 2. lim (=1 R ;
z—0+ el 2"nT r—1 n=1 n " +1
00 xz 0o
: . : n __ nt+l
3 xlirlgo; 14+n(n+1)2?’ 4 xlinlainz::l(x =)
318. Urcite definiény obor nasledujicich funkcif a vySetrite ich spojitost:
> In"x > 2
Lfa) =S 2 fl@) = 3w
n=1 n n=1
5. f@) =y, A 4 f@) = Y e
. f(x) = —_—; . flz) = e COSNT ;
n=1 a? + \/n 7 n=1 7
> 1\" > x
9. f(x) = ZL‘+—> ; 6. f(x) = —_— .
r@=3 (e S0 =3 5

RieSenie. 5. Na ndjdenie definicného oboru funkcie f (tj. na vySetrenie bodovej konvergencie radu
>ooe i (z+1/n)™) pouzijeme najprv Cauchyho kritérium (veta 7’ z odseku 3.3):

(-2)

preto dany rad konverguje pre x € (—1,1) a diverguje pre = € (—oo,—1)U(1,00). Pre =1 a = —1 nie
je splnend nutnd podmienka konvergencie (lim,_.(1 4+ 1/n)" =e #0 a lim,o(—1+ 1/n)" neexistuje,

v = lim

n—oo

lim

n—oo

1
r+ = :|£C|,
n

pretoze pre a, = (=1 +1/n)" = (=1)"(1 — 1/n)" je limp_ooa2r = 1/e, limg_o0 ask—1 = —1/e). Rad
Yoo (@ +1/n)" teda konverguje len pre z € (—1,1), preto D(f) = (—1,1).

Ukédzeme teraz, ze funkcia f je spojitd v kazdom bode a € (—1,1) (tj. ze f je spojitd). Nech je teda
dané a € (—1,1); zvolme ¢ > 0 tak, aby platilo —1 < a —¢ < a +¢ < 1. Na intervale (a — ¢,a + ¢)
konverguje rad o0 | (z +1/n)" podla Weierstrassovho kritéria rovnomerne ( |(z +1/n)"| < (|a| +&+1/n)"
pre = € (a —e,a+¢) '3, rad Y00 (Ja| + &+ 1/n)" konverguje podla Cauchyho kritéria) a kazdé z funkcif
fn(z) = (x4+1/n)", n € N, je tam spojitd, preto podla désledku vety 7’ je na intervale (a —e,a+¢) spojitd
aj funkcia f =37 | f,. Pretoze a je vnitorny bod intervalu (a —e,a+ ¢), vyplyva zo spojitosti funkcie f
na intervale (a — ¢,a + ¢) spojitost funkcie f v bode a 4.

Uvedend dvaha plati pre kazdé a € (—1,1), preto je funkcia f spojitd v kazdom bode intervalu (—1,1) =
— D()).

Poznamky 1. Na intervale (—1,1) konvergujerad >~ ;(z+1/n)™ nerovnomerne (nie je splnend nutnd
podmienka rovnomernej konvergencie z pr. 307.1:

1 n
(-+3)
n
Bzrejme (a—e,a+¢) C (—(|la| +¢),|al +¢€) apre z € (—(|a] +¢€),|al + &) — tj. pre |z| < |a|] + & — iste
plati [(z +1/n)"| = [z + 1/n[" < (Jz[+1/n)" < (Ja| + £ +1/n)"
t1ito dvahu mozno sformulovat nasledovne: ak a je vnitorny bod mnoziny G C D(f) a funkcia f je
spojitd na mnozine G, tak f je spojitd v bode a (pozor: hoci toto tvrdenie pdsobi uplne primitivnym
dojmom, je v iom predpoklad ,,a je vnitorny bod mnoziny G* podstatny)

lim sup
N0 ze(—1,1)

= lim <1+l)n:e7é0 ),
n

n—0o0




preto pri vySetrovani spojitosti funkcie f nemdzeme pouzit désledok vety 7’ na celom intervale (—1,1)
,,naraz“.

2. Na zéklade myslienok z rieenia pr. 318.5 mozno dosledok vety 7’ zovseobecnit:

Hovorime, ze rad Y .- fn konverguje lokdlne rovnomerne na mnozine M, ak pre kazdy bod a € M

existuje také jeho okolie O(a), ze rad Y .-, f, konverguje rovnomerne na M N O(a).
Plati toto tvrdenie: Ak kazdd z funkcii f,, n € N, je spojitd na mnoZine M arad Y.,-, fn konverguje
lokdlne rovnomerne na M, tak funkcia > 7, fn je spojitd na mnoZine M.

319. Nech {f,}°, je postupnost funkcif spojitych na intervale [a,b], nech f, = f na [a,b]. Ak
{xn}5°, je konvergentnd postupnost prvkov z [a,b] a lim, . T, = z, tak lim, o fo(x,) = f(2).
Dokézte!

320. Nech {f,}5°, je postupnost funkcif rovnomerne spojitych na mnozine M. Ak f, = f na
M, tak f je rovnomerne spojita na M. Dokédzte!

321. Moze postupnost nespojitych funkcii rovnomerne konvergovat

1. k spojitej funkecii? 2. k nespojitej funkecii?

322¢. 1. Ukézte, 7e rad Y50, (nze " — (n— 1)e~ ("~ 1?) konverguje nerovnomerne na [0, 1], ale
jeho sucet je spojity na [0, 1].
2. Ukézte, ze {fn}52;, kde

1 1
sin? Z, ak =z € [—,—]
x n+l'n

=y T [T

n+1'n
je postupnost spojitych funkcii, ktord konverguje nerovnomerne na R, ale jej limita je spojita funkcia.

323). 1. Uvedte priklad postupnosti funkcii {f,}°%, definovanych na intervale [0,1], ktord
konverguje na [0, 1] nerovnomerne k funkcii f, pricom

a) kazd4a z funkcii f,, n € N, je spojita a funkcia f je nespojitd;

b) kazdd z funkcii f,,, n € N, je nespojita a funkcia f je spojit4;

c) kazda z funkeii f,, n € N, aj funkcia f si nespojité.

2. Rieste tu istd dlohu pre pripad radu ;2 f, a jeho suctu.

Veta 8. Nech f, = f na [a,b] a kaidd z funkc? f,, n € N, je riemannovsky integrovateind na [a,b].
Potom f € Rla,b] a plati

/abf(x) dzx = nleréo/CLb fn(z)dx

(teda je oprdvnend zdmena poradia integralu a limity:

/ " i £ () dr = Tim. / " de ).

n—oo
a

Veta 8. Nech {f.}3%, je postupnost funkcii definovanijch a riemannovsky integrovatelngich na inter-
vale [a,b]. Ak rad Y .7, fn konverguje rovnomerne na |a,b), tak aj funkcia >..° | fn je riemannovsky

integrovatelnd na [a,b] a plati
b [ o0 b
/ (Z f,,(a:)) dx = Z (/ fn(x) dx) . (4.4)
a n=1 n=1 @

Ak funkcie f,, n € N, aj funkcia Y~ f, st riemannovsky integrovatelné na [a,b] a plati rovnost
(4.4), hovorime, ze rad Y o, f, moZno na intervale [a,b] integrovat ¢len po clene.




324. Vypocitajte integraly:

Ins 2w 0 COS nx
nz g 9. /
5" e da IR

1n2n1

1 1
325. Na zéklade vypocétu integralov 3 / "Y1 — )2 dt najdite stcet radu
0

326. Nech {f,}°, je postupnost funkeif definovanych a riemannovsky integrovatelnych na
intervale [a,b], nech mnozina M C [a,b] ma Jordanovu mieru nula. Ak sic¢tom radu > 0% f je
ohrani¢end funkcia f a jeho konvergencia je rovnomerna na mnozine [a,b] \ M, tak ho mozno na
intervale [a,b] integrovat ¢len po ¢lene. Dokdzte!

327. 1. Ukdzte, ze rad Y00, (z2(®+1) — 22") konverguje nerovnomerne na [—1,1], ale mozno ho
tam integrovat ¢len po ¢lene.

2. Ukéizte, ze hoci vietky cleny radu (1 —x) 322 (n(n + 1)z"~! — (n — 1)nz""2) aj jeho sticet
su spojité na intervale [0, 1], nemozno tento rad na mtervale [0, 1] 1ntegrovaf ¢len po clene.

328. Ukdzte, Ze postupnost {f,}°2,, kde f,(z) = n“ze™"®
1. konverguje na intervale [0,1] bodove pre kazdé o € R;
2. konverguje na intervale [0,1] rovnomerne len pre « < 1;
ale
3. rovnost lim, oo [) fo(z)dz = [3 limy, 0o fo(z) dz platf pre vietky a < 2.

Veta 9. Nech definicngm oborom funkci f,, n € N, aj ich pruych derivdcii je ohraniceny interval I. Ak
1. postupnost {fn}52, konverguje aspori v jednom bode a € I
a
2. postupnost derivdcii {f!}°°, konverguje rovnomerne na I
tak
a) postupnost {f,}°, konverguje rovnomerne na I

a

b) funkcia g =lim,_ . f) je derivdciou funkcie f =lim, oo fn.

Ak funkcia >°°° | f, a kazd4 z funkcii f,, n € N, je diferencovatelna v bode a € R (na intervale I) a
plati

(gfn)(a) i_oj :
>

( (an> () "(x), wel 1° ),

hovorime, ze rad >, fn mozno v bode a (na intervale I) derivovat élen po clene.

Pre pripad funkcionalnych radov mozno vetu 9 sformulovat nasledovne:
Veta 9°. Nech {f,}5%, je postupnost funkcii diferencovatelngjch na ohranicenom intervale I. Ak

1. rad Y07, fn konverguje aspori v jednom bode a € I

2. rad Y7, fr konverguje rovnomerne na I,

tak rad Y | fn konverguje rovnomerne na I a mozno ho tam integrovatl clen po élene.

Yak I =[e,d], I =]c,d) alebo I = (c,d] tak v bode ¢, resp. d ide o prislusné jednostranné derivacie



329. Dokdzte, Ze postupnost {f,}52; konverguje rovnomerne na mnozine M :
1

lo. fo(x) =cos —, M =]1,2];
nx

fn(x):nln(1+i), M=lab,a>0:

nx

1
3. falz) =narctg—, M =][1,10];
nx

T T
4. r)=n|— —arctg — M =10,1] .
o fulw) =n (< —merg =) M =01
RieSenie. 3. VyuZijeme tvrdenie a) vety 9; mnoZina M = [1,10] je ohranic¢eny interval, postupnost

1 o0
{n arctg —} konverguje iste v bode x =1 € M:
nxf, _,

1 tg (1
lim narctg — = lim M

=1 1 (4.5)

1+ n2z?
k funkcii g(z) =1, = € [1,10] :

2,2
postupnost  {f/ 15, tj. {7} 17" konverguje podla vety 2 na intervale [1,10] rovnomerne
1

lim su '(z) —g(z)] = lim sup ——— = lim =0.
"Hooxeugo]'fn( ) g( )| ”mee[lgO] 1—|—7’L2J)2 — 00 1+n2
. 131%™
St teda splnené vietky predpoklady vety 9, podla jej tvrdenia a) postupnost {n arctg —} konverguje
nx), _,

rovnomerne na intervale [1,10].

Pozniamka. Podla tvrdenia b) vety 9 je funkcia g(z) = 1,

x € [1,10], derivdciou funkcie f :=
= lim,— o ful[1,10], preto predpis funkcie f musi maf tvar f(z) =
1,1

xz + C. Pretoze — ako vyplyva
1
z rovnosti (4.5) — f(1) =1, je C =0. Teda narctg — =z na [1,10].
nx
330. Dokdzte, ze nasledujtice funkeie st diferencovatelné v kazdom bode svojho definiéného oboru
a ich derivécia je spojita funkcia:

1¢m=§%$% 2 J@) =3
2

8 f@) = 1 f@) =

n=1 n=1
C o : =)'z . . o
RieSenie. 4. Definitnym oborom funkcie fn(a:) =~ Je mnoZina R\ {-n}, pre kazdé z €
€ ﬂ D(f,) =R\ {-n; ne N} rad Z konvergUJe podla Leibnizovho kritéria'®, preto D(f) =
n=1 o
=R\{-n;neN}= U —n—1,—n).
arctgu
pripomeiime, Ze lim =1

u—0

"keby sme sa chceli btrlktne pridfzat znenia vety 9, v ktorej je definiéenym oborom funkcif f, a f., n € N,
interval I, tj. v naSom pripade interval [1,10], mali by sme vlastne uvazovat postupnosti {f,|[1,10]}22,,

vesp. {£41[1, 10132,

, n
¥pozri vetu 12’ z odseku 3.3, pre dané z je postupnost { n
n+x

[ee]
} monoténna, ak ng +x > 0

n:no



o~ (D)
Pomocou vety 9’ teraz ukazeme, ze rad Z —

n mozno derivovat ¢len po ¢lene v kazdom bode a €
n+x

n=1
€ D(f). Nech je teda dané a € D(f); zvolme € > 0 tak, aby (a —¢,a+¢) C D(f). Na ohranicenom
intervale (a —e,a+ ¢) st splnené vsetky predpoklady vety 9’:
1. rad Y2, fn konverguje dokonca v kazdom bode intervalu (a—e,a+c¢) (pretoze (a—e,a+¢e) C D(f));

— (—1)" 1 5
2. rad Z fi(z) = nz::l ( n) N pymP konverguje na (a—e, a+¢) rovnomerne podla Abelovho kritéria
(=n"

n

n=1

o0
(pozri vetu 5’; rad Z
n=1

je rovnomerne ohrani¢end a monoténna pre kazdé x € (a —e,a+¢), ak ng > —-a—1).
Podla vety 9" mozno teda rad > -, f,, derivovat na intervale (a —e,a+ ¢) ¢len po ¢lene:

. 1 =
konverguje rovnomerne na (a —¢,a+¢) % a postupnost {m}

n:no

f'(x)sz,’,(x):Z%, r€(a—e,a+e). (4.6)
n=1

= n=1

Z diferencovatelnosti funkcie f na intervale (a —¢,a+¢) vyplyva jej diferencovatelnost v bode a 2°, hodnotu
f'(a) ndjdeme dosadenim = = a do (4.6). Kedze tieto tvahy platia pre kazdé a € D(f), m4 funkcia f
derivéciu v kazdom bode svojho definiéného oboru a plati

/ = (_1)nn
= — . 4.7
s N .. L o (-)"n . iy
Spojitost funkcie f’ dokézeme podobne ako v pr. 318.5: kazdd z funkeil f/(x) = W je spojita na
T+n

intervale (a —e,a+¢) (¢sla a, € maju ten isty vyznam ako predtym) a — ako sme uz dokdzali — rad

S>> | [l konverguje rovnomerne na (a —£,a+ €); preto funkcia ]f’ = Z;o:l 1! je podla dosledku vety 7’

spojitd na (a—e,a+¢), ateda iste spojitd v bode a. Kedze a bol lubovolny bod mnoziny D(f) = D(f),

je funkcia f’ spojitéd v kazdom bode svojho definiéného oboru.

o0 o0
_1 n 1
Poznamky. 1. Rad nz::l = nz::l ( n) : A+ a/n)? konverguje rovnomerne na kazdom z intervalov
(-1,0), (=2,-1), ..., (=n —1,-n), ... (mozno to dokazat pomocou Abelovho kritéria rovnako ako
v rieSeni pr. 330.4). Na ohrani¢enych intervaloch (-2,-1), (=3,-2), ..., (=n —1,—n), ... si preto

splnené vietky predpoklady vety 9’, na kazdom z tychto intervalov mozno teda rovnost (4.7) dokézat pre
vietky jeho prvky ,,naraz“. Na zdklade vety 9’ vSak tito rovnost nemédzeme dokazat ,,naraz“ pre vsetky
prvky intervalu (—1,00), pretoze (—1,00) je neohrani¢end mnozina.

2. Funkcia f(z) = i (;:—)lx

n=1
oboru); vySetrime teraz charakter jej bodov nespojitosti, ktorymi si vsetky prvky mnoziny {—n; n € N}.
Nech je dané k € N, k > 1; napiSme funkciu f ako sicet troch funkcii:

k—1 00
n=1

n=k+1

je spojitd (pretoze méd konecénu derivéciu v kazdom bode svojho defini¢ného

Kazdd z funkcii f,, n € N\ {k}, je spojitd na (—k —1,—k+ 1), preto je na (—k —1,—k + 1) spojitd
aj funkcia Zfb;i fn (ako stiéet konecného poctu funkeif spojitych na (—k — 1, —k 4 1) ); zo spojitosti funkcif
fal(=k—=1,—-k+1), n >k, azrovnomernej konvergencie radu fo:kﬂ fn na (=k—1,—k+1) (td vyplyva
z Weierstrassovho kritéria alebo z vety 9°) vyplyva podla désledku vety 7’ spojitost funkcie Y77, .\ fn
na (—k —1,—k +1). Kedze funkcie Zﬁ: fooa Yoo iiq fo S0 spojité na (—k —1,—k+1), je iste

lim, (P21 ful2) + > omeii1 Jn(2)) konecnd; sucasne

)

lim (—1)kx_{ —oc0, ak k je péarne

m fiel@) = dm S co, ak k je nepdrne

9pozri poznamku 6
20pri tejto tivahe vyuzivame, Ze a je vnitorny bod intervalu (a — g, a + ¢€)



lim  fi(z) =

z——k—

oo, ak k je parne
—oo, ak k jeneparne

Preto

k-1 o o
lim f(z) = lim [( ful@)+ > fn(x)>+fk(x)] :{ —o0, ak k- jepdrme

o — kot Tkt oo, ak k jeneparne
n=k+1

ak k je parne

. OO’
lim f (x)—{ _ ak k je nepdrne

0, ’

teda —k je bod nespojitosti 2. druhu. Podobne mozno postupovat pre k = 1.

331. 1y. Dokézte nasledujice tvrdenie: Nech funkcie f,,n € N, si k-krét diferencovatelné na
ohrani¢enom intervale I (k€ N). Ak

(i) kazdy z radov Y o>, fy(zm) ,m=0,1,... &k, konverguje asponi v jednom bode intervalu [
a

(ii) rad k—tych derivécii > o2, fflk) konverguje rovnomerne na I,
tak rad 3%, f, konverguje rovnomerne na intervale I a mozno ho tam k-krét derivovat ¢len
po élene (tj. pre m = 1,...,k platf rovnost (32°%, f,,)™(z) = .20, ém)(:c), xel; ak I =
= [¢,d], I =[c,d) alebo I = (¢,d], ide pre z = ¢, resp. & =d o prislusné jednostranné derivécie).

2. Dokdzte, Ze nasledujice funkcie si spojite diferencovatelné:

a) f(z)=)_ ni ; bo) fla) =Y e ™.
n=1 n=1

332. Ak kazda z funkcii f,, n € N, mé primitivnu funkciu na intervale [a,b] a f, = f na
[a,b], tak f md tiez primitivnu funkciu na [a,b]. Dokézte!

337. Rozhodnite o pravdivosti tychto tvrdeni: Nech funkcie f,,n € N, st diferencovatelné
na neohrani¢enom intervale I, nech rad > 2, f/ konverguje rovnomerne na I a rad Y oo fy
konverguje aspon v jednom bode a € I. Potom

1. rad Y72, fn konverguje rovnomerne na I;

2. rad Y ;2 fn mozno na intervale I derivovat clen po ¢lene.

. 1
334. 1y. Ukdzte, ze postupnost {f,}>2,, kde f,(z) = —arctgnz, konverguje na R rovnomerne
n

k diferencovatelnej funkcii f, ale f/(1) # lim, o0 f/(1).
2. Zostrojte postupnost {f,}5°; diferencovatelnych funkcii a funkciu f:[—1,1] — R tak, aby
fn=f na [—1,1], a pritom neexistovala f’(0).

4.3 Mocninové rady

4.3.1 Polomer a interval konvergencie mocninového radu. Zakladné vlastnosti
mocninovych radov

Rad funkcif (premennej z ), ktory m4 tvar

oo
Z an(z —a)", (4.8)
n=0
kde a € R a {an}>, je postupnost redlnych &isel, sa nazyva mocninovy (potenény) rad (so stredom a ).
Cisla a,, n=0,1,..., sanazyvaji koeficienty radu > v an(x —a)™ 21

#pri niektorych zdpisoch ¢leny s nulovymi koeficientami ,,vypadnd®; napr. > > | anx®™ ™1 je zapis mocni-

nového radu so stredom 0, zodpovedajiceho postupnosti koeficientov 0, a1, 0, a2, 0, as, ...



Veta 10. Ak rad Y07 ant"™ konverguje v bode to # 0, tak konverguje absolitne v kazdom bode intervalu
(=Itol, [tol)-

Déosledok. Pre mocninovy rad (4.8) nastane prdve jedna z nasledujicich moznosti:

a) eristuje R > 0 tak, Ze rad (4.8) konverguje absolitne v kaZdom bode x € (a — R,a+ R) a diverguje pre
x € (—o00,a— R)U(a+ R,00);

b) rad (4.8) konverguje absolitne na R;

c) rad (4.8) konverguje len v bode a.

Ak nastane pripad a), nazyva sa ¢islo R polomer konvergencie radu (4.8) a interval (a — R,a + R)
interval konvergencie radu (4.8); v pripade b) sa nazyva polomerom konvergencie radu (4.8) ¢islo R = oo a
jeho intervalom konvergencie interval (—oo,c0); v pripade ¢) za polomer konvergencie radu (4.8) povazujeme
¢islo R=0 22,

Pri hladani polomeru konvergencie R sa najcastejsie pouzivaji nasledujice tvrdenia

23.

Veta 11 (Cauchy, Hadamard). Nech r:=limsup,_ . V|a,| (€ R*). Potom pre polomer konvergencie
R radu (4.8) plati:
1/r, ak reRT
R=<¢ oo, ak r=0
0 , ak r=o

Veta 12. Ak pocinajic niektorym ng je a, # 0 a existuje lim (e R*), tak pre polomer

n—oo

An+1
konvergencie R mocninového radu (4.8) plati

R = lim

n—00

Ap+1

335. Néjdite (pokial existuje) interval konvergencie mocninového radu:

> (n+1)(x—2)"
1Ly 3"z +1)"; 2. E 4n+2 ;
n=0
X In+2 n? o
3. Z ( ) " 4. Zn”x” :
n=0 n+5 n=1
- n?_n . In? n n
5 E a”z", a>0; 6 E 2 ;
n=0
o0 2\ " 0 2nx4n
7. "= . ;
Sont(2) 8% s
n=1 n=1
>, 2" cos(3mn/4) e n?
9. I e 10. sin— | (x —3)" .
S &) e
336. Nijdite obor konvergencie mocninového radu
1 — 2. x+2)";
= TR
[e.e] o0
(n!)? !
-3 L3t
n=1 : n=0

22y pripade a) sa nemusi obor konvergencie D radu (4.8) zhodovat s jeho intervalom konvergencie — rad
(4.8) moéze totiz konvergovat aj v niektorom z bodov a — R, a+ R, pripadne v obidvoch — vo vieobecnosti
platia len inklizie (a — R,a+ R) C D C [a — R,a + R)

#3tie si odvodené z Cauchyho a d’Alembertovho kritéria (vety 6’ a 7’ z odseku 3.3), pri hiadani R mozno
samozrejme pouzivat aj dalie kritéria z kapitoly 3



o | o0
5.2”—'21’”, a>0; 6. Y sin(Vn+1—+vn)(x+1)"
an
n=0 n=0
s nHm 3n—2 >
7.Z(x+) In 22— 2 8. 3 (Va—-1)a", a>1;

n I
—vn+l 3n+2 —

it 1\"* it 1 1\
9.Zl<1+ﬁ) 10.2:1(1+§+---+E>x ;
o0 n 2 o0 n
1.y +7§ " 1) 12,3~ azb>0;
n=1 n=0
0 o9
B+(=D"" .. (2n)”

337p. Pre dané R € Rar U {oo} zostrojte mocninovy rad s polomerom konvergencie R.

338. Nech Y >°,ay, je relativne konvergentny rad. N4jdite polomer konvergencie R radu
Yo anx".

339. 1. Nech polomery konvergencie radov > .2 ,anx” a > o gbyz™ si Ry a Ra. Aky je
vztah medzi Ry, Rs a polomerom konvergencie R radu >.0° (ay, + by)x™, ak

a)R1>R2? b)RlzRQ?

2. Nech polomer konvergencie radu ) -, a,z" je R € R(J{ U{oco}. Aky je polomer konvergencie
r radu

oo oo
a)zaﬁx" (EeN)? b)zanxk" (keN)?
n=0 n=0
3. Nech {a,}5°, je postupnost nenulovych é&isel a existuje 11120 , nech k,m € N. Potom
- Ap+1
pre polomer konvergencie R radu Y, Azt plati
a
R= lim { "

Dokdzte!

340. Uvedte priklad mocninového radu, ktorého oborom konvergencie je interval

1. (-1,1); 2. (—1,1]
3. [-1,1); 4. [-1,1] .

341. 1. Ak pre polomer konvergencie R radu > .2 apz™ plati R > 1, tak lim, . a, = 0.
Dokézte!

2. Ak pre polomer konvergencie R radu Y oo apz™ plati R <1, tak {a,}52; je neohranic¢end
postupnost. Dokdzte!

3p. Uvedte prikald mocninového radu » 02 a,x”

s polomerom konvergencie R =1 takého, ze
a) lim an =0; b) lim ap =a € R\ {0} ;

¢) lim a, =00 .
n—oo



Veta 13. Nech rad (4.8) md nenulovy polomer konvergencie R, mech r € (0,R). Potom tento rad
konverguje rovnomerne na intervale [a — r,a + 7).

Veta 14. Ak rad (4.8) md polomer konvergencie R € R™ a konverguje v bode a+ R (v bode a — R), tak
konverguje rovnomerne na intervale [a,a + R] (na intervale [a — R, a])?*

Veta 15. Rady Z an(z—a)"®

n=0 n=0

a)”Jrl , Z nay,(x — a)n_1 maji rovnaky polomer konver-

gencie.

Z tychto viet mozno na zéklade viet 8°, 9’ a désledku vety 7’ odvodit nasledujice tvrdenie:

Veta 16. Nech rad (4.8) md nenulovyj polomer konvergencie R. Potom
a) Funkcia f(z) =31 qan(z —a)™ je spojitd v kazdom bode oboru konvergencie D radu (4.8)%
b) Rad (4.8) mozno integroval élen po élene na kaidom intervale [c,d] C D, $pecidlne

n+1

0= [ soa= [ (ZW‘” )dt Z/W—a t = Zanx_a . wED ™,

¢) V kazdom bode x € I, kde I je interval konvergencie radu (4.8), md funkcia f derivdcie vietkijch
rddov; hodnotu f®(z) (k€ N, z € I) mozno ndjst k-ndsobngm derivovanim radu (4.8) clen po clene:

F®)(z) (Za" - ):2#@,1(3;—@)”_’“, zel, keN. (4.9)

e !

Ak R € R™ a rad E v an(z — a)" % konverguje pre © = a+ R (x = a — R), tak funkcie
— (n—k)!

o f, .., f% si definované aj v bode a + R (v bode a — R) a v tomto bode plati tiez rovnost (4.9).

342. Integrovanim clen po ¢lene najdite sucty radov:

E 2. ) n(n+1)"
n=1 n=1
D =

2 00
n—l— n; 4. Z(_l)ngan .

RieSenie. 1. Polomer konvergencie daného radu je R = 1 (na jeho vypocet sme mohli pouzit vetu

1 (R = m =1) ajvetulQ(R:nlli_)néonj_l =1)); vbodoch z =1 a z = —1 (.
v krajnych bodoch intervalu konvergencie (—1,1)) rad > °  na" diverguje (nie je splnend nutnd podmienka
konvergencie). Defini¢nym oborom funkcie f(z) =>" 7 na™ je teda interval (—1,1).

Zapisme predpis funkcie f v tvare

f(z) = zg(x)

o0
x) = Z na" !
n=1

Sucet radu 22021 nz" ! nijdeme integrovanim ¢Elen po éElene: podla tvrdenia b) vety 16 je fun-

kde

keia G(z) =Y 07 [;t" "t dt =Y ;7 ;2™ primitivna k funkeii g, pritom sicet radu Y 7, 2" (ktory je geo-
metricky pre kazdé z € R) uz pozndme:

243 — ako vyplyva z vety 13 — na kazdom intervale [a—r,a+R], —R<r < R ([a—R,a+r], —R<r < R)
25tj. v kazdom bode svojho defini¢éného oboru, ¢o znamend, 7e f je spojitd funkcia
26pripometime, Ze podla vety 14 z odseku 2.3 je F' primitivna funkcia k funkcii f, pricom F(a) =0




Odtial dostédvame

o) =G = (<14 122 ) = o 2 (LD,
a teda

Zna: =zg(z (l—xx)Q’ x e (-1,1).

Poznamka. V uvedenom postupe sme mohli namiesto integrovania ¢len po élene pouzit samozrejme aj
derivovanie ¢len po ¢lene:

S e o e O e ]

pritom rovnost (*) vyplyva z tvrdenia c) vety 16.

343. Derivovanim ¢len po ¢lene najdite sucty radov:
00 2n—1 00 an+1,.4n—1

x 2 x
Pyfas S
— 2n — 1

)n+l 2n "

o0
32 n@2n—1) Z:: (n+2)

M

)

dn +1

—

Riesenie. 4. Polomer konvergencie daného radu je R =1, pricom v bodoch z =1 a x = —1 tento
n

rad konverguje. Definicnym oborom funkcie f(z) = je teda interval [—1,1].

x
n(n+2)
n
n+2)
upravami dospiet k mocninovému radu, ktorého sticet uz pozname (zatiai su pre nas takymi radmi len ge-
ometrické rady, neskor — s Taylorovymi radmi — sa pocet mocninovych radov, ktorych stcty pozname,
ZVACS).

Aby sme nagli sucet radu E , budeme sa podobne ako pri rieseni pr. 342.1 snazit postupnymi

Pretoz ! Ll ! lat{ el-1,1) t
retoze —— = — [ — — ati pre z € [— rovnos
nn+2) 2\n n+2 ) Pl p ’
1
£(#) = 5(fi(e) — )
kde
2 a = an
z:: n’ falw) = nz::l n+2
d st latit =1, t tomto bod d ju).
(uvedend rovnost nemdze platit pre x = pretoze v tomto bode rady nzzl Z —— )
Stcet radu Z r uz mozeme najst derivovanim élen po élene: podla tvrdenia c) vety 16 pre = €
n
n=1
. . — " )
€ (-1,1) ((=1,1) je interval konvergencie radu Z — ) plati
n
n=1

i(z) = (Z%) ZZx’“l: 1ix'

n=1 n=1
Preto pre x € (—1,1) je

filz) = 1%alaﬂ——ln(l—ac)—i-C;



o0 n

pre hladant funkciu f; plati f1(0) =0 (hodnotu f;(0) sme vypoéitali dosadenim 2z =0 do radu Z % ),
n=1

odtial C =0 a

filz)=—-In(1—z), ak =xe€(-1,1) 27 (4.10)

& n

Teraz hladajme sicet radu Z r . pre z € [-1,1),  # 0 plati
n:1 n + 2 ) ?
1
Fale) = 25 g(a)

kde

n+2

%)
oo n+2

T
a sucet radu
nz::l n+2

uz mézeme najst derivovanim ¢élen po ¢lene: pre z € (—1,1) (tento interval je

0 n+2

intervalom konvergencie radu E
‘N + 2

n=

!
, o nt2 0 i 72 ) 1
S\ Lomg) T s T

n=

) plati

preto

2
g(x)=/<—$—1+11 )dgp:—%—x—ln(l—x)—i—C, ak z e (-1,1),
-z

a pretoze z rovnosti g(0) =0 vyplyva C =0, je

2

g(z) z—%—x—ln(l—x), ak ze(-1,1) 2
¢ 1 1 1 In(l-uz)
n(l—=z
fg(x):ﬁg(x):—§—§—T, ak xze(-1,1), z#0. (4.11)
Pre z € (—1,1)\ {0} teda plati
1 1/1 1 (1-2)n(l-2)
= - =—_|=4+== . 4.12
@) = 3Uh@) - ) = (5+ 1 . (4.12)
Zosts t t rad —_— =0,z=1 = —1; zacni fpad = —1. Podl
ostdva najst siucet radu E (n+ %) pre x , T ax zaénime pripadom x odla
tvrdenia a) vety 16 je funkcia f(z Z Spojité v kazdom bode svojho defini¢ného oboru, ktorym
n(n
n=1
Z"mohli sme tiez pouzit rovnost fi(x) = —l—fo f(t)dt, prihladan{ predpisu funkcie f; na z € (—1,1)

sme mohli rovnako dobre pouzit aj integrovame ¢len po clene.
P pp. Z/t“d’f / Seet)a= [ -
=1 n 0 1 0 1-—1t

28rovnako aj pri hladani predpisu funkcie g pre x € (—1,1) sme mohli pouzit tvrdenie b) vety 16:

g(z) = i o E/ "l dt = / (it”“) dt =

n=1 n=1

fd t2 £E2
=———z—-In(l—=x)
, 1t 2




je interval [—1,1], preto

o0

Z%:f(_l): lim f(z)= lim 1(14_1_(1—%2)1]0(1_33));

z——1+ z——1+2\2 «x x2

1/1 1 1—22)In(1 -
pretoze elementarna funkcia 3 (5 + - - ( ) In( z)

5 je spojitd v bode —1, je jej limitou v tomto
x

bode funkénd hodnota; to znamend, ze rovnost (4.12) plati aj pre z = —1.
Rovnako zo spojitosti funkcie f v bode 1 vyplyva

S . o111 RS A 3 3
;n(n—f—Q):f(l): lim f(z)= lim —(5—1——)—(11111 5 )(Ilir{l(1_x)ln(1_$))21_2'021
(pri vypoéte lim, 1 (1—x)In(1—2) sme pouzili I'Hospitalovo pravidlo, ostatné limity sa ndjdu dosadenim)2°.

Zostal pripad =0, v ktorom sa zaobideme bez vypoctu limity (hoci samozrejme podla tvrdenia a) vety
n

16 aj tu plati f(0) = limy_o f(z)): dosadenim = =0 do radu Z T

n=1

dostdvame f(0) =0 3°.

Celkovo teda

1/1 1 (1-2H)n(l-2)
) 5(5 . - Cak ze[=1,0)U(0,1)
Z 0, ak =0
= n(n + 2) 3
LI 5 ak xr = 1
Poznamky. 1. Uvahu7 ktorid sme pouzili na dokaz rovnosti (4.12) v bode x = —1, mozno sformulovat

nasledovne:

Ak pre x € (—a,a) plati rovnost Y~ jana™ = f(z), pricom funkcia f je spojitd v bode a (v bode —a)

arad Yo7 ganz™ konverguje v bode a (v bode —a), tak uvedend rovnost plati aj pre v =a(x = —a).
& " & "
2. V rieSeni pr. 343.4 sme uviedli sucty radov Z — a Z (ktoré konverguji na intervale
n=1 n n=1 n+2

[-1,1)), len pre = € (—1,1) (rovnost (4.10)), resp. = € (—1,1)\ {0} (rovnost (4.11)). Z tvrdenia uvedeného
v pozndmke 1 vyplyva, ze rovnosti (4.10) a (4.11) platia aj pre = —1, okrem toho zrejme f(0) = 0.

344. Nijdite sicty ciselnych radov:

= (1) < (L
1 —_— 2.
z_: n z_: 2n— 1’
n=1 n=1
9 n2 00
3.) o 4.3
— 3 —n(2n+1

. = 1
Zhodnoty f(1) a f(—1) sme v tomto pripade mohli ndjst aj bez pouzitia vety 16: E —_— =

(e}

n:n
1 11 1 1 11 1
- ), preto n-ty stcet rad e Sh=o(142-— ,neN,
2Z<n n+2) preto oty suce rau; nn+2) 2<+2 nt1 n+2> "

(—

n(

w

o0 o0
odtial ; m = lim S, = 1 analogicky mozno postupovat pri dékaze rovnosti E

n—o0

) < . . 1/1 1 1-— 1 —
3%snazivy citatel si moze preverit platnost rovnosti lim 5 <§ + = — (1-2?) ;1( x)) =0
r— x T



1)n+1

o1 konverguje podla Leibnizovho kritéria a plati
n—

RieSenie. 2. Rad Z

kde funkcia ¢ je dana predpisom

oo
o EDM
= (=)™ o i
7 konvergencie radu Z o1 * "~% v bode 1 vyplyva podla vety 10 jeho konvergencia na intervale
" —
n=1
0 1 n+1 .
(—1,1) 31, Na tomto intervale mozno siéet radu E % 22" n4jst na zdklade vety 16: pre z €
n—
n=1
(_17 1) Je
() = i( 1)"+1 Z/ 1yt1g2n—2 dt:/m i(_l)n+lt2n72 dt:/m dt _ arctgs .
w2l o\t o 1+1t2
1)n+1
Funkcia g je podla tvrdenia a) vety 16 spojitd v kazdom bode oboru konvergencie radu E o1 2t
n—

n=1
teda aj v bode 1, preto

> n+1 -
Z 2n_1 = (1) :QH{LQ( x) :wlir?iarctgx: 1
(na dokaz rovnosti g(1) = arctgl sme mohli pouzit aj tvrdenie z pozndmky 1 za rieSenim pr. 343.4).

Poznamka. Postup, ktory sme pouzili pri rieSeni pr. 344.2, sa spravidla formuluje ako samostatné
tvrdenie:

Ak rad Y7 o an konverguje, tak Y o g an =limg_q— Y oo anz™.
345. 1. Uvedte priklad mocninového radu Yoo anx™, pre ktory existuje konecna
limg, - > 2 ganz™, alerad Y oo, a, diverguje.

2. Nech a, > 0, n € N. Ak existuje konetnd lim, ,;_ > o2 ja,2z” =: S, tak rad > ;2 jan
konverguje a Y o2, a, = S. Dokézte!

346. Nech ciselné rady Y o2 gan, >eoobn, aj ich Cauchyho suéin > o2 ¢, konvergujd,
Yomeoan =A, Y2 0by =B, > 2 c, =C. Potom C = AB. Dokédzte!
4.3.2 Taylorove rady

Nech funkcia f ma v bode a € R derivacie vetkych radov. Potom mocninovy rad

sa nazyva Taylorov rad funkcie f v bode a. Ak a = 0, pouzivame spravidla ndzov Maclaurinov rad
funkcie f. Funkcia f sa nazyva analytickd v bode a, ak jej Taylorov rad konverguje na niektorom okoli
O(a) bodu a k funkcii f|O(a).

oo
. -1 n+1
3linterval (—1,1) je v tomto pripade aj intervalom konvergencie radu E % 271 yyplyva to
n—
n=1

z rieSenia pr. 338



Veta 17. Ak mocninovy rad Y - an(z —a)™ konverguje na niektorom okoli O(a) bodu a € R k funkcii
flO(a), tak 307 an(z —a)™ je Taylorov rad funkcie f (a funkcia f je teda analytickd v bode a) 32
Platia naledujtice rovnosti:

x ..n 0 2n—
1. e :nz:%%, x € (—00,00) ; 2. sinx:nﬂ(—l)"“h, z € (—00,00) ;
i xQn 00 L
3. cosx=§<—1>"(2n)! 8,z e (—00,00) 4. In(1+w) =;<—1>"+1;, ze(-1,1];
-1 -1 -2
5. (1+x)" =14+ mz+ m(rr;' ) x? + m(m 33(m ) a3+
' ' —1)--- — 1
fopmm D) ,(m ntl g, zel,
n!
(—00,00), ak meN
) -1} , ak me(0,00)\N
kde =9 (1] . ak me(-1,0) ’
(-1,1) , ak me (—o0,—1]
Specialne
5.1 L —ix” z e (—1,1)
1—1‘ _nzo ) ) Y
1 = (2n—1)!
2. =1 — " -1,1);

pritom intervaly, na ktorych rovnosti 1-5 a 5.1,2 platia, s obormi konvergencie prislusnych mocninovych
radov.

347. 1. Ak >0 anz™ je Maclaurinov rad péarnej (neparnej) funkcie, tak agp+1 =0 (a2, =0)
pre vsetky n € N U{0}. Dokdzte!

2. Ak € >0 a pre kazdé z € (0,¢) plati > o2 jan,z™ =0, tak a, =0 pre vietky n € N U{0}.
Dokézte!

348. Ukazte, ze nasledujice funkcie su analytické v bode 0 a urc¢ite obor konvergencie ich Mac-
laurinovych radov:

1. f(x)=a", a>0,a#1; 2. f(zr)=chax ;
2
e’ —1
3. f(z) = x2 ak 270 ; 4. f(x) = zsin2x cos 3z ;
1 , ak =0
— nd e - _ .
5. f(x) =sin”z ; 6.f(:c)—a+bx, ab # 0 ;
br —4 1
7. flz) = R 8. fla)= 53— —3;
9. f(5) = oy 10, f(2) = s
@)= . =T
1 1+
11. = — ; 12. =1 ;

327 vety 17 vyplyva, Ze definiciu funkcie analytickej v bode sme mohli vyslovit v tejto prirodzenejsej podobe:
funkcia f sa nazyva analytickd v bode a, ak existuje mocninovy rad so stredom a, ktory na niektorom
okoli O(a) bodu a konverguje k f|O(a)

3pritom kladieme (—1)°:=1

3funkcie sin a cos sa Easto definuji prave pomocou rovnosti 2 a 3



13. f(z)=In(12 — 2 — 2?) ; 4. f(x)=In(1+z+2*+2%);
15. f(x)=1+2z)In(1+x);
rsinz +In (1 — 2?)

. ak 0
16. f(z) = at ew?

, ak x=0

|
SCIRN

Riesenie. 16. Pouzijeme podobné postupy ako pri hladani Taylorovych polynémov v pr. 1.387.
Podla vzorca 2 z tivodu k tomuto odseku plati pre vietky z € R rovnost

. _ - (_1)n+1 2n—1
STy = E m X y
n=1
a teda aj rovnost
. . (_1)n+1 2n
xsmxzzmx . (4.13)
n=1

Podla vzorca 4 plati pre u € (—1,1]

Odtial vyplyva (stacf polozit u = —22), ze pre véetky z € (—1,1) plati

n(l—2% = i —Hm i D" = — i “—:: . (4.14)
n=1 n=1 n=1

Ak scitame rovnosti (4.13) a (4.14), vidime, ze pre vsetky = € (—1,1) (pre tieto z platia totiz rovnosti (4.13)
a (4.14) sucasne) plati

wsinz +In(1—-2?%) = ni(%_%)x%:
P
= i(%—%)x% (4.15)

Vydelenim rovnosti (4.15) vyrazom z* dostdvame pre x € (—1,1), z #0:

zsinz+In(1—2?) /(=) 1 ned = [(=1)FH 1
e _Z<(2n—1)!_ﬁ)x2 4‘%((2“3)!_“2)%% (4.16)

n=2

(pri poslednej tiprave sme polozili n — 2 =k, pritom (—1)"*! = (=1)*3 = (=1)**1). Pre x = 0 m4 sticet
[ (—1)k+t 1 11 2

raduz<( ) — ) hodnotu — = — - = ——-.
k=0

(2k+3)! k+2 32 3
1)k+1 1
2% +3)  k+2
17 znamena, ze funkcia f je analytlcka v bode 0 a uvedeny rad je jej Maclaurinovym radom.

. > —1)k+1 1
Zostava najst obor konvergencie radu kz:% <((2k‘ —)I- Bl y—

konvergencie radov, z ktorych sme tento rad vytvdrali. Rad na pravej strane rovnosti (4.13) konverguje pre
kazdé x € R, rad z rovnosti (4.14) len pre z € (—1,1) 3%, preto ich sicet (tj. rad z rovnosti (4.15))

Na intervale (—1,1) teda rad Z ( ) 2?* konverguje k funkcii f|(—1,1), &o podla vety

) 2?*; vyuzijeme pri tom znalosti oborov

#okrem iného to vyplyva aj z tejto tvahy: rad — Y > (z*"/n) sme ziskali substiticion u = —z* z radu
S (=)™ 'u™/n; kedze druhy z tychto radov konverguje len pre u € (—1,1] (pozri vzorec 4 z tvodu

k tomuto odseku), konverguje prvy z nich len pre tie € R, pre ktoré —z? € (—1,1]



konverguje len pre x € (—1,1) 3¢ . Ak konvergentny (divergentny) rad vyndsobime nenulovou konstantou
(v nasom pripade éislom 1/x%), dostaneme konvergentny (divergentny) rad,; odtial vyplyva: rad z rovnosti
(4.16) iste diverguje pre x € (—oo, —1]U[1,00) a konverguje pre x € (—1,1)\ {0} ; jeho konvergencia v bode
0 (ktord nevyplyva z tejto tivahy) je zrejmad.

(_1)n+1 1
(2n+3)! n+2

oo
Teda oborom konvergencie radu Z < ) z* je interval (—1,1).
n=0
Pozniamky. 1. Pri hladani oboru konvergencie Maclaurinovho radu funkcie f sme mohli samozrejme
postupovat aj ,klasickym“ sposobom (tj. néjst polomer konvergencie a potom vysetrit konvergenciu daného
radu v krajnych bodoch intervalu konvergencie); ak chceme na vypoéet polomeru konvergencie pouzit vetu
11, je

0 ak n je
’ neparne
af L1yl 1 k42 ak n =2k a
Vlan| = (2k+3)!  k+2 kE+2 (2k+3)!) "k je prne :

o 1 1 o) 1 1 kE+2 ak n =2k a

E+2 (2k+3)! k+2 2k +3)! )" k je nepédrne

2
ak vyuzijeme rovnosti lim Xk+2=1 a lim _nts 0, dostaneme lim,, oo 2" V/|azm_1] =

k—o0 k—oo (21 + 3)!

=0, iMoo aam| =1, limy, oo ™ Y |a4m_2| =1, odtial lim SUP,, oo ’{/m =1 (pozri tiez riesenie
pr. 1.160).

2. Uvaha, ktord sme pouzili pri hladani oboru konvergencie radu z rovnosti (4.15), je vlastne $pecidlnym
pripadom tohto tvrdenia:

Nech rady Y.," gan(z —a)® a Y oo oba(x —a)® maji navzdjom rézne polomery konvergencie. Potom
obor konvergencie radu Y~ (an +bn)(z — a)™ je prienikom oborov konvergencie radov Y.~ an(z —a)™ a
Yoo obn(x —a)™ (pozri tiez rieSenie pr. 339.1).
rsinx +1n (1 — 2?)

v
0 tak, ze funkcia, ktort dostaneme, bude analyticka v bode 0 (tdto poznamka sa vztahuje aj na pr. 348.3,
sine In(l14+2z) 1-—cosx )

’ T ’ x2
349. Ukazte, ze nasledujice funkcie si analytické v bode 0 a urcite obor konvergencie ich Mac-
laurinovych radov:

3. Priklad 348.16 ,,hovor{“ vlastne toto: funkciu g(x) = mozno ,,dodefinovat “ v bode

obdobne mozno dodefinovat napr. funkcie

1. f(z) = arctgx ; 2. f(xr) = arcsinz ;

2 2
3. f(x)=In(x+Va2+22), a>0; 4. f(;v):arctg2+x ;

g2

5 f(z) =xln(z+V1+2a2) —V1+a2; 6. f(r) =warctgr —Inv1+ 22 ;

7 f(x):/oxi?tdt; 8, f(:z;):/ox%, ze(=1,1).

1
VI—a2?

RieSenie. 2. N4gjdeme najprv Maclaurinov rad derivacie funkcie f, tj. funkcie f'(x) =

Podla vzorca 5.2 z tvodu k tomuto odseku pre kazdé u € [-1,1) plati

! :1+§:Mm2n. (4.17)

36pri tejto tivahe vyuzivame, Ze sicet dvoch konvergentnych radov je konvergentny rad, sicet konvergentného
a divergentného radu je divergentny rad



Integrovanim ¢len po ¢lene (tvrdenie b) vety 16) dostdvame pre x € (—1,1) rovnost

e = [T (2n—1)N
arcsin x 37/ / 1—|— t2" dt:/ dt + / (7t2" dt =

(2n — 1N 2n+1
_ n 418
x+z 2n”2n—|—1)x ’ (4.18)

oo

< 2n — 1N

¢o podla vety 17 znamend, ze funkcia arcsin je analytickd v bode 0 a rad « + E % g2t
n)!1(2n

je
jej Maclaurinovym radom.

N4jdime teraz obor konvergencie tohto radu: Rad z rovnosti (4.17) konverguje len pre z € (—1,1) (mozno
to odvodit podobnymi tivahami ako v pozndmke ** k rieSeniu pr. 348.16), teda jeho polomer konvergencie je
R = 1. Pretoze podla vety 15 mé lubovolny mocninovy rad rovnaky polomer konvergencie ako rad ziskany

oo
. L y . . (2n —1)N

ho int 1 1 1 k d —_—
z neho integrovanim ¢len po €lene, je polomer konvergencie radu x + nz::l ) 2n + 1)
1; pritom v bodoch z =1 a = —1 (tj. v krajnych bodoch intervalu konvergencie (—1,1)) tento

(2n — 1)l

rad konverguje podla Raabeho kritéria 33. Oborom konvergencie radu z + E Wﬂl—l) I+l
interval [—1,1]. (Z tvrdenia uvedeného v pozndmke 1 za riesenim pr. 343.4 potom vyplyva, Ze rovnost (4.18)
platf ajpre x =1 a . =—1.)

22" tiez rovny

je teda

= (@2n-1!
Poznamka. Polomer konvergencie R radu z + Z #:_1) p2ntl
n)!!(2n

priamo (tj. bez tvah o polomere konvergencie radu z I"OVDObtl (4.17)), nemozno na to vsak pouzit vetu 12
[ee]
(2n — 1N .
(rad =+ Z 22" totiz nespliia podmienku ,,poéinajic niektorym ng je a, # 0¢ z tejto vety,
2n)(2n + 1)
pozri t1ez poznamku 1). Cislo R mozno vypoéitat napr. na zdklade tvrdenia z pr. 339.3 alebo pomocou
d’Alembertovho kritéria (veta 6’ z odseku 3.3), z ktorého je toto tvrdenie odvodené.

mozeme samozrejme najst aj

350. 1. Nech funkcia f je si¢tom radu > o2 ;a,z™ s nenulovym polomerom konvergencie.

fa)

N3§jdite Maclaurinov rad funkcie

2. Najdite Maclaurinove rady funkcii:
2) f() = (1 — ) ; b) f(z) = (arctg )’ .

351. N4jdite Taylorov rad funkcie f v bode a a urcite jeho obor konvergencie, ak:

1 1
1. f(#)=—5———-=, a=1; 2. f(z) = , a=05;
/(@) (22 — 2z + 3)? i@ Va? —10x + 29
1
3. f(x) =(2x+ 1)sinzsin(z + 1), a=-z; 4. f(z)=In(2®> =9z +20), a=3.

Navod: Substiticiou 2 —a = ¢t mozno hladanie Taylorovho radu funkcie f v bode @ previest na
hiadanie Maclaurinovho radu funkcie g(t) := f(t+a). Pritom zrejme plati: ak interval I je obor konvegencie
Maclaurinovho radu funkcie ¢, tak interval J =a+1 (= {z+4+a; x € I}) je oborom konvergencie
Taylorovho radu funkcie f v bode a.

Tyyuzivame rovnost f(z) = f(0) + [ f/(t) dt
38konvergencia v bodoch x =1 a x = —1 vyplyva aj z pr. 345.2



352. Pomocou derivovania alebo integrovania c¢len po ¢lene najdite sucty radov:

(2n+ 1)z n?+1
L. Z ; 2. Z n nl Tl ;
n=0 n!
o0 [e.e]
(2n +1) , 2n — 1)
3. Z " 4. Z n
n=0 n:l 2n + 2
353. Nijdite sucty ciselnych radov
2 n? L 2%(n+1)
Ly 2y 2l
n=1 n=0 '
5 i (=)"n A i (—1)m(2n — 1)1
= (2n + 1)’ ’ = (2n)!! ’
(2n — )N 1
5.1+ Z : :
= @)l 2n41

354. Nech funkcia f:(a,b) — R m4 derivacie vSetkych rddov v kazdom bode intervalu (a,b),
nech pre niektoré M >0, ¢ > 0 plati

VneN Vze (a,b) : |[f™(x) < M"

Potom Taylorov rad funkcie f v bode zy (z¢ € (a,b)) konverguje na intervale (a,b) k funkcii f.
Dokézte!3?

355. Uvedte priklad funkcie, ktors mé derivécie vietkych radov v bode 0, ale nie je v tomto bode
analyticka!

4.4 Niektoré vypocty pomocou radov

356. Vypocitajte nasledujiice hodnoty s uvedenou presnostou:

1. Y130 (107%) ; 2. V15 (107%);
3. arctg X (107%); 4. In1.2 (107%);
5 ¢ (1079).

RieSenie. 1. Plati

Y130 = V12515 = ,3/125 % 5001+ 2—5
14— 2 (1 + —
.3 25 2132 \ 25 3!33 25

(pouzili sme vzorec 5 z Gvodu odseku 4.3.2 pre m =1/3 a x=1/25), teda

5 1 P 2.5
1 = . — . . —
VIS =545 13755 =9 33751 70 313950

= 5

Ak éislo b je suctom radu Y2 by, je prirodzené aproximovat ho niektorym &iastoénym sictom tohto
radu. Odhadnime absolitnu chybu takejto aproximdcie: ak pre n-ty zvySok R, := > o 41 bn uvedeného

3pecidlne teda (ak ¢ = 1) plati: ak postupnost {f,}3%, je rovnomerne ohrani¢end na (a,b), tak Taylorov
rad funkcie f v bode zg (x¢ € (a,b)) konverguje na intervale (a,b) k funkcii f; na zdklade tohto tvrdenia
mozno dokdzat napr. vzorce 1-3 z ivodu tohto odseku



radu plati |R,| < e1, ak kazdé z éfsel by, by, ..., b, vypoéitame s presnostou 2 (tj. ndjdeme aproximdacie
Bo, ..., Bn cisel by, ..., b, také, ze |by — Bi| <eg pre k=0,1,...,n) a ak zaokrthlenim ¢isla Y )'_ B
dostaneme ¢islo 3, pre ktoré plati | >, Br — 8] < e3, tak &islo 3 je aproximdciou éfsla b, pre ktorej
absolitnu chybu e plati

e<er+(n+1)ex +e3;

vyplyva to z nerovnosti

n

Z(bk — Br)

k=0

+ +

>

k=n+1

= <

Zbk—ﬁ Zﬁk—ﬁ' :
k=0 k=0

Ak presnost, s ktorou mame vypoéitat éislo b, je § = 10=™ (m € N), zaokrithlujeme spravidla &islo
> r_o Bk na m desatinnych miest; pre chybu e3, ktorej sa tym dopustame, plati
)

63§0.5-107m:§.

Ak teda chceme, aby platilo €1 + (n + 1)eg +e3 < § = 10™™, treba zvolit £; a &2 tak, aby bola splnend
nerovnost €1 + (n + 1) < §/2; polozme preto

g1 = —
a najdime (¢o najmensie) ¢islo n, pre ktoré plati

)
|Rn| <81:Z

(také n existuje, pretoze z konvergencie radu Y ;- br vyplyva lim, .o R, = 0), potom zrejme staci polozit

)

2T+ 1)

V nasom priklade mdme pocitat s presnostou § = 107, ndjdime teraz &sla n a e5. Rad > po bk,
ktorého stictom je éislo /130, strieda — poéinajic élenom by — znamienka, pricom postupnost {br}22 4
rydzomonoténne konverguje k 0, preto pre jeho n-ty zvysok R, (n € N) plati (pozri vetu 12 z odseku 3.3)

2.5-8---(3n—1) [ 1 "“<
(n+ 1137+ \ 25 =
5  3:6:9---(3n) 1 1

< . = )
= 3(n+1) n!3n 5202~ 3(n 4 1)52n+1

[Ral < [bnta =5-

Nerovnost |R,| < §/4 = 107°/4 bude preto iste splnend pre tie n € N, ktoré st rieSeniami nerovnice

1 1
<
3(n—+ 1)52n+1 = 4.105

najmensim takym ¢islom je n = 3; potom

) 1075
- = =6.25-10"7.
2T dn+1) 16

Aby sme teda nasli &slo /130 s presnostou 1075, sta&l vypoéitat kazdé z ¢isel by, by, bs, bs
s presnostou 6.25 1077, scitaf ich a vysledok zaokrihlit na 5 desatinnych miest:

bo= 5, o= 5,
1

b= 5 e B = 0.066 666 7 ,
2

by =5+ o [z = —0.000 888 9 ,
2.5

by= 5- B3 = 0.0000198 ,

313356



potom Zz:o Bk = 5.065 797 6, zaokrihlenim na 5 desatinnych miest dostavame 5.065 80, preto

/130 = 5.065 80 = 0.000 01 .

Poznamky. 1. Pri odhade R, sme mohli pouzit napr. aj Lagrangeov tvar zvysku Taylorovho polynému
(pozri [23, str. 173, pozndmka 2]): pre
fl@) =501 +)"°

je
2.5... -1
FOD () = (—1)7 5. % (14+2)-C2/5  peN,
preto
f(n+1) 9 i il —(3n+2)/3
Ro| = "2 1 _5. 25 Bn ( o ] 1
e (n+1)! 25 N (n+1)!13n+1 " 25 25n+1
kde ¥, € (0,1), odtial (ak pouzijeme rovnaké tpravy ako v rieSeni pr.  356.1 a nerovnost
(1+9,/25)~6Bn+2)/3 < 1)
1
|Ry| < ———=—, nmEN.

3(n + 1)b2n+1”’
2. Cislo +/130 sme mohli napisat aj v tvare

V130 = /216 —86 = 6 {/1 — %

a dalej pokracovat obdobne ako pri rieseni pr. 356.1 (ziskany rad ovSem vtedy nie je radom so striedavymi
znamienkami, preto nemozno pouzit odhad |R,| < |b,41|; z nerovnosti

2 /43 \"
<= (==
|bk|_k(108) ,

2.5.--(3k—4) [ 43\"
bk::_(;.w( 3> k2,

kde

k! 3k 108
vyplyva tento odhad:

Bl=| S b < 3 <2y (43>k
n| = k > kKl > — 1 Tho =
k=n-+1 k=n+1 n+ 1 k=n-+1 108

2 43 \ 1 1 86 43 \"
— — - — ) , neN;
n+1\108 1—43/108  65(n+1) \ 108

najmensim prirodzenym rieSenim nerovnice
86 43 " < 107°
65(n+ 1) \ 108 4
je n=12 19).
Nemalo by vsak zmysel pisat éislo Y130 napr. v tvare

V130 = V64 +66 = 4 (/1 + 66

64’

49pouzitim Lagrangeovho tvaru zvysku dostaneme odhad

R - 6-2.5“.(3n_1) - 4_3 —(3n+2)/3 ﬁ n+1<
" (n+ 1)!137+1 " 108 108 -



pretoze 66/64 > 1, nelezi ¢islo 66/64 v obore konvergencie Maclaurinovho radu funkcie &1+ .

357. Dokézte rovnost

1 1 1
] 1) =1 2
n(n+1)=ln+ <2n+1+3(2n+1)3+ TR Deny T )

a vypoéitajte pomocou nej In2 a In3 s presnostou 107°.

358. 1. Vypocitajte ¢islo m s presnostou 10~° na zaklade rovnosti

m ¢ 1 4 arct 1
— = arctg — + arctg - .
1 3 &3
2. Vypoéitajte sin18° s presnostou 1074,

359. S presnostou 1072 vypoéitajte integraly:

2 1
sin x
1./ dx ; 2. / cos x? d ;
o X 0

1/9

1
3./ Vx cosx dx ; 4. Vzetdr .
0

0

RieSenie. 3. Podia vzorca 3 z tvodu k odseku 4.3.2

e 2n
n T
cosx—;(—l) o)’ r€R,
preto pre kazdé x € R plati
e 2n e (6n+1)/3
3 _ 3Ny Y _q)nt _
Yz cosz = \/xnz::O( 1) o)l = nz::O( 1) ol
6n+1)/3 3

Rad Z ———— konverguje rovnomerne na intervale [0,1] (mozno to dokézat Weierstrassovym alebo

Abelovym krlterlom alebo odvodit z vety 13 a pr. 306), preto (podla vety 8°)

1/ o0 L (6n+1)/3 (6n+1)/3
A(Z(‘” e ) Z/ e “

1
/ I cosx dx
0

n=0
o0 - 3g(6nt)/3 1 . 3
= > )| = Z(_l) | :
o (2n)!(6n+4)], o (2n)! (6n + 4)
Dalej budeme postupovat rovnako ako pri rieseni pr. 356.1: Kedze rad nz::Obn = nz_:o(—l)"WZM
3

o0
je radom so striedavymi znamienkami, pricom postupnost { j } rydzomonotdénne konvergu-

el 6ntd) [, ,
je k 0, plati pre jeho n-ty zvysok Ry := 3" ., by odhad

3 1
@n+2) (6ntr10) - @ni3)’

_ 9 . 43 —(3n+2)/3 43 n+1 _ 9 108 n+1 43 n+1 B 9 43 n4+1
= n+1 108 108 “n+1\65 108 T n+1\65 ’

najmensim prirodzenym rieSenim nerovnice

2 /43 "+1< 105
n+1\65 4

|Ry| <

jen=25



obr. 3

najmensim prirodzenym rieSenim nerovnice
1 1
<
(2n+3)! — 4-103

je n=2; potom
1

T 3.4-108

Treba teda vypoéitat b, pre n =0, 1, 2 s presnostou €3, vypocitané &isla séitat a vysledok zaokrihlit na
3 desatinné miesta:

€9 =83-107°.

3

b= 7 = 0.75 ,
3

b=-5 =015 ,

by= —>— = 000781

> 24.16

0.75 —0.15+ 0.007 81 = 0.607 81, teda

1
/ Yz cosx dr = 0.608 £ 0.001 .
0

Poznamka. Pretoze ¢isla by a b; sme vypoéitali presne, stacilo by poéitat ¢islo by s presnostou
1

—— =25-10""%

4-103

360. Odvodte nasledujice priblizné vzorce pre obsah p kruhového odseku ABC', zodpovedajiceho
malému stredovému uhlu AOC' velkosti 29 (pozri obr. 3):

h
1. p~=dh; 20. p%ﬁ(7d+38);

kde d je dizka tetivy AC, s je dizka oblika AC, h je vyska odseku ABC.

4.5 Dalsie priklady

361. N§jdite obor konvergencie radov:

(nn:—i)n : 53 (3)" -

1o

3
Il
—
3
Il
—

= (2n—1)! 2z \" Zx(z—1)---(x—n+1)
. ; 4. ;
Sl () e
n=1 n=1
) °°§ ! # 6 OOE sinmnx ;
' Ynl 14 a2ma?’ ' ,

3
Il

1 : n=1



> >\ nPsinnz
7. E e "sinn ; 8. g —, q¢>0,2€(0,7);
14 nd
n=1 n=1
9. sinx — sinsinx + sinsinsinx — - - - ; 10. cosx — coscosx + coscoscosx — - - -

362. 1. Na zaklade rovnosti

2’ﬂ
n—1 1—
()41 +at) (a2 )= s,
-z
0 2n71x2n71
najdite sicet radu —
n=1 1‘1‘332

2. Na zéklade rovnosti .
sinx

x xX X
COS —COS —+-*COS — = ——(———F— <
24 27— 2ngin(z/2")

o0
1 x
najdite siucet radu E 2—ntg on & € (—m,m).
n=1

363. 1. Nech a, >0 pre véetky n e N arad Y .- ,(1/a,) diverguje. Potom

ai n ar a2 I a1 Gz  ag _’____:ﬂ’ >0,
as + a2+ asz—+<x a2+x az3+x a4+ x
Dokézte!

2. Dokézte rovnost i n! _ 1 z>1

' @+ )@+2) - (@+n) w1 '

3. Najdite sucty radov:

) 2, 0 + ! + >0

a ...’x ;

1+2x  (1+22)1+3z) (1+22)(1+3z)(1+4x)
2 4 2"

Y Yy Y Y
)1—y2+1—y4+1—y8+ +1_y2”+1+ ’

141

°) nz::l (1— x"a;(l —gntl)

364. Nech f(x):= E Tﬂ—T—ixQ Potom mILH;O F(z) = g Dokézte!
n=1

365. Vysetrite bodovii a rovnomernd konvergenciu postupnosti {f,}5°; na mnozine M, ak:
1
1. fn(x):n< x—i———ﬁ) , M =(0,00);
n

T tn
2. fn(a:):n/ sin%dt, M=[0,a],0<a<1;
0

n—1 T
3. fn(a:):tg< - a:) M= (0.7):
_ V/n+arctgne

4. fu(x) Jnz a) M =(0,1), b) M = (1700) )

5. fn(z) =xarctgnz, M = (0,00) ; 6. fn(z) =2 +2°" —22°", M =10,1];

7. fulz) = YJsing], M=R; 8. fu(z) =1In <1+ COSM) . M =10,00);
NCE

9. fu(x) =nln (1+n_la:) a) M =(0,2), b)M=(2,00);

10. fo(z) =n(@¥/" —1), M=[l,d; 1. fo(z) = ;lln (1 + %) . M =(0,10) ;

12, fn(x):<1+%>n a) M=[ab, b)M=R.



3660. Nech {f,}5°, je postupnost funkcii definovanych na intervale [0,1], nech f, — 0 na [0,1]. Pre
e>0 a z €0,1] polozme

ne(x) :=min{n e N; Vk >n : |fu(x)] <e}.

Potom f, 30 na [0,1] prave vtedy, ked kazd4 z funkcii n. (e >0) je ohranicend. Dokdzte!

367. 15. Nech f:R— R je rovnomerne spojita funkcia, nech
1
fn(x) ::f(a:—I—E) , re€R, neN.

Potom f, = f na R. Dokédzte! §
2. Nech f:R— R je spojite diferencovatelnd funkcia, nech

Fulz) :zn(f(x—k%) —f(x)) , z€R,neN,

nech a < b. Potom f, = f’ na [a,b]. Dokazte!
3. Nech f:R— R je spojita funkcia, nech

n—1

fn(x):erl—Lf<x+%> t€R,neN.

i=0
Potom postupnost {f,}32; konverguje rovhomerne na kazdom ohrani¢enom intervale [a,b]. Dokazte!

368. Rozhodnite o platnosti nasledujicich tvrdeni:
1. Nech {f,}5%; je postupnost kladnych funkcif definovanych na intervale (a,b), nech f, = f na (a,b).
Potom pre kazdé « € (0,1] plati > f* na (a,b).

2. Ak f, 3 f na (a,b) a g, 3¢ na (a,b), tak frg, = fg na (a,b).
369. Vysetrite bodovi a rovnomernu konvergenciu radov:

4

> x
1. 27 € [a, b] pricom a)ab>0, b)ab<0;
4 ) ) ? )
n=1 (1+{E)
2. in—Q(a:"—l—x_"), 1§|J;|§2; 41, |z] < a;
n:l\/m 2
4 i cosnzsin(x/n) 5 Zarct 21
.nzl332—1—1113(n—|—1)7 . gnln n—l—l) -
. arctg (1/nz) cosnx
6. S a)z e (0,1), b)yz>1
— 4+ In"2nzx
75022"‘5 ! a)x € (0,0), b)z>J; SZ:C (I—-2™), ze€ 11 ;
* — gg,nlx_'_l ) ) ) * — 2 )
nsin/n = (=1)" n .
921_'_”3333 Jx>a>0, b)xz>0 10.;::1 \/ﬁarctgx, z>1;
11. E ne a)z €0,0], b)ax>d;

12.

2
370. N4jdite vsetky a € R, pre ktoré rad > > 2%~ "™ konverguje rovnomerne na (0, 0).

1] tu oznacuje celi ¢ast



x2—|—n
n2

371o. 1. Ukdate, ze rad » (—1)"
n=1
nekonverguje absoltutne v ziadnom bode z € R.

konverguje rovnomerne na kazdom ohrani¢enom intervale, ale

2. Ukézte, ze rad E(—l)"(l — z)a™ konverguje rovnomerne a absolitne na [0,1], ale rad absolitnych

0o n=1

hodnét 2(1 —z)z" konverguje na [0, 1] nerovnomerne.

n=1

oo oo
1
372. Ak rad E —— konverguje, tak rad E konverguje rovnomerne a absolatne na kazdom
n=1 n=1

|an|

uzavretom ohrani¢enom intervale [a,b] neobsahujicom ziadny prvok mnoziny {a, ; n € N}.

T —ap,

373. Nech {f,}22, je postupnost spojitych funkcif definovanych na intervale [0,1], nech rad > °7, f,
bodove konverguje a f, =0 na [0,1]. Vyplyva z toho rovnomernd konvergencia radu > -, f, na [0,1]?

374. Rozhodnite o platnosti tohto tvrdenia: Ak postupnost funkcii {f,}5; je rovnomerne ohrani¢end
na intervale I, tak lim, oo Sup,c; fn(x) = sup,c; f().

375. Ak rad ) ., f, konverguje lokdlne rovnomerne na uzavretom ohrani¢enom intervale I, tak
> | fn konverguje na I rovnomerne. Dokdzte!

376. Néjdite defini¢ny obor nasledujiicich funkcii a vysetrite ich spojitost:

x4+ (=1)"n > 1

1. = — = 2 = _—
o) =3 HE 10 =3

=\ cosnx

377. Ukazte, ze funkcia
1 - 1 - 1
F(z) = ——
(@) 1—|—x2+;1+(x+nw)2+;l+(x—nw)2

je spojita a periodicka.

378. 1. Nech postupnost {f,}32; funkcii definovanych na otvorenom intervale I konverguje na I
rovnomerne k funkcii f. Ak ziadna z funkcii f,,, n € N, nemd bod nespojitosti 2. druhu, tak ani funkcia
f nemad bod nespojitosti 2. druhu. Dok&azte!

2. Uvedte priklad postupnosti {fn}52, spojitych funkcii definovanych na R takej, ze lim, oo frn je
definovana na R a mé bod nespojitosti 2. druhu.

379. Nech postupnost {f,,}5°; monoténnych funkcif definovanych na intervale [a,b] konverguje na [a, b]
k spojitej funkcii f. Potom f, = f na [a,b]. Dokézte!

380. Ak postupnost {f,}52; konvexnych funkcif bodove konverguje na intervale (a,b) k funkcii f, tak
f je spojitd na (a,b). Dokdzte!

381. 1. Dokézte, ze existuje spojitd funkcia f:R— R, ktora nie je monoténna na Iubovolnom intervale
I CR!

2. Dokizte, ze existuje spojite diferencovatelnd funkcia g : [0,1] = R, ktord nie je konvexnd a nie je
konkavna na Iubovolnom intervale I C [0,1]!

382. Dokaizte, ze existuje funkcia f:R— R také, Zze mnozina jej bodov nespojitosti je Q, pric¢om

1. kazdé a € Q je bod nespojitosti 1. druhu a lim,_q4 f(2) # f(a), im,—.— f(z) # f(a);

20. kazdé a € Q je bod nespojitosti 2. druhu a lim, .+ f(2), limgz—— f(x) neexistujd.

383. 1. Ak postupnost {f,}2%, funkcif riemannovsky integrovatelnych na intervale [a,b] je rovnhomerne
ohrani¢end na (a,b) a konverguje tam lokdlne rovnomerne, tak lim, ., fn € Rla,b] a

b b
/ lim f,(z)dx = lim fn(x)de .

Dokézte!



2. Uvedte priklad postupnosti {f,,}52, funkcif riemannovsky integrovatelnych na intervale [0,1], ktora
konverguje na (0,1) lokdlne rovnomerne k 0, ale lim,, .o fol fu(x)dr =1.

384. Nijdite limity:

1 n /2
1
1. lim R ; 2. lim sin" x dx ;
n—oo Jq 1+ x2 n—oo J
T s 14+1/n
3. lim ST g ; 4. lim 2" Inxdr ;
n—oo J n\/E n—e Jo
LS
5. lim dr, kde f:[0,1]— R je spojitd funkcia .

n—oo Jq 1+nx

385. Vypoél’tajte/
/6 =1

386. Uvedte priklad postupnosti {f,,}22, funkcif definovanych na intervale [0,1], ktora konverguje na
[0,1] nerovnomerne k ohranic¢enej funkcii f, pricom

L fueR[,1] (neN), f€R0,1

2. fa €R[0,1] (neN), feR[0,1].

387. Na zédklade pr. 119, 192 a 193 dokézte druhii vetu o strednej hodnote integralneho poétu (veta 16
z odseku 2.4) pre pripad spojitej funkcie ¢:[a,b]— R a spojitej monoténnej funkcie f:[a,b]— R.

388. N4jdite definiény obor nasledujicich funkcii a ich prvych derivacii:
—nx

L@ =3 S 2 f) =Y s
n=1

n=1

389. Nech funkcie f,, n € N, si spojite diferencovatelné na (ohranicenom alebo neohrani¢enom)
intervale I. Ak rad > 7, f, konverguje aspon v jednom bode a € I arad Y ., f, konverguje lokdlne
rovnomerne na I, takrad > 2, f, konverguje lokdlne rovnomerne na I a mozno ho tam derivovat ¢len po
¢lene. Dokazte!

. sinnx t
390. Ukdzte, ze postupnost f,(z) = konverguje na R rovnomerne k diferencovatelnej funkcii, ale
n

pre ziadne z € R neexistuje koneénd lim,, . f},(z).

391. Nech funkcia f a jej derivacie vietkych radov st definované na R., nech postupnost {f(™}
konverguje na R lokdlne rovnomerne k funkcii . Potom ¢(x) = Ce® pre niektoré C' € R. Dokézte!

392. Nech {f,}>°, je postupnost funkci{ definovanych na intervale I, nech {K,}°; je postupnost
kone¢nych podmnozin intervalu I, nech definiénym oborom funkcie f;, je mnozina I\ K,, (n € N). Ak
rad > 7, f, konverguje aspoii v jednom bode a € I a existuje konvergentny ¢iselny rad > -, a,, taky, ze
plati

|f,'l(x)|§an, er\Knv neN,

tak rad > 7, f, konverguje lokdlne rovnomerne na I a mozno ho derivovat ¢len po Elene v kazdom bode
€ I\ U,en Kn. Dokéizte!

393. 1. Nech {a,}5; je prostd postupnost obsahujiica vetky racionalne &fsla z intervalu (0,1). Potom
funkcia

f@=zﬁgﬁaf@m
n=1

je spojitd a definiénym oborom jej derivdcie je mnozina (0,1) \ Q. Dokdzte!
29. Zostrojte spojiti funkciu f : (0,1) — R takd, ze D(f’) = (0,1) \ Q, pricom v ziadnom bode
a € QnN(0,1) neexistuji jednostranné derivacie f! (a) a f’(a).



394. Ni§jdite obor konvergencie radov:

LS (S) ()

N
(¢
s
3
|
3
Q
&
3

> 1 > 1) (m— 1
3 Z(lncos§> oy L Zm(m ) n!(m n+ )xn;
n=1 n=1
a T
5.E<—+—2)x", a>0,b>0; 6. Y
n=1 n n n=1 TL'
> " oo 37\/7_1‘,1:71
Y . a>0; 8. ) :
n=1 a\/E n=1 Tl2 + 1
S (_1)n ny\" n
) Zjl n! (E) v
> 10¥(n)
10. E (1—=x)", kde v(n) je pocet cifier &isla n ;
n
n=1
> (cos%) o (1+2cos%ﬂ)

13. i%x” : 14. i (Siin)" .

395. Nech polomer konvergencie radov Y -
povedat o polomere konvergencie R radu

> a
Anbpx™ ; 2. Z
n=1 1 +la

cnz™, kde Y00

n=1

7

3
Il
—

. Ao " 00 n
o, ™ je Cauchyho sicin radov Y07 apa™ a > o7 bpa™?

s

3
Il
—

396. N3ijdite Maclaurinove rady nasledujicich funkcii a urcite ich obor konvergencie I:

1. f(z) =sin (parcsinz) ; 2 fla)=1n U3z 1 627 — 207 ;
2
3' f(x) - (xQ - 1) aI"CSin 21‘2 ; 4 f(x) — arctg 2 .’lfx2 ,
_In(+a) [® arctgt
5 f(z) = Tz 6. f(a:)_/o ot

2+ x
7. f(z)=1In <7r m) —|—arctg§

9. f(xz) = arcsin (2xﬂ) ; 10. f(z) = !

1+2)1+22)1+z4)(1 +a8)

*

f(z) = arctg (x T \/1-1-—%2) :

397. Dokazte rovnosti:

> [y 11 1 a2l
1. arctgx - In(1 4+ 2?%) = Z 1—|—§—|—§—|—~-~—|—% 1’ x€[-1,1];
In(l+x) = 1 1 ™
2. <T) = z:: <1+ + - +n+1)m, ze(—1,1]\ {0} ;

ln(a:—l—\/l—l-—x)_ = , 22 (),
Ve P eSS

anx™ a 320 b,a" je Ry € RT a Ry € RT. Co viete



o0
arcsinz 2t .
4. 1_332 E 2n—|—1 , xe(-1,1);

o0

5. (ln (a:—l— 1—|—x2)) — Z(_l)n+1 22"1(((27;)—! 1)!)? 2 rel-1,1].

398,. 1. Na zéklade identity (1 + z)P(1 +x)~*! = (1 +z)P~*~! dokaizte rovnosti
= k -k-1
E(—1)5< +8)< b ):(p ) n=01,....p—k—1.
s n—s n
s=0
2. Z identity (1 — )~ (1 — )" 7' = (1 — 2)~™ 972 odvodte rovnosti

p—m
1
E (q—l—s)( 5>:<p—|—q—|— ), p>m, m,gq=0,1,2,....
p—m

S=

399. Dokdzte, ze funkcia F:(—1,1)— R dand predpisom F(x) = fo%l (1 —xcost)dt, jeelementdrna.

400. N3ijdite sucty radov:

=z = In" 2
1. : 2. .
E(Qn)!’ Z n! "’
n=0 n=0
= (-1)"In"z
3.2% TP
gL 2 Y, 1 2z 3_+ 13 ( 2 5_+ 1-3.5 ( 2z 7_+ .
2 \1+22) T2 a\1 522 2.4-6 \1+a2 2.4-6-8 1+x2 ’
= (—D)ran
2 S
1 /x 1-4/2\2 1-4-7 /x\3
T5(3) 5 () i (3)
401. Nijdite sucty ¢iselnych radov:
— (=1 — (="
1 2
nz:%n(?m—l—l)’ nz::lémQ—l’
= 1 1 1 = 1 1 1
. D) (144 =) —— 4. “D)" (14 =+ -
B (g ) S (g )

402. Ak Maclaurinov rad funkcie f konverguje na mnozine R rovnomerne k funkcii f, tak f je
polyném. Dokéazte!

403. Nech funkcia f:R— R je stc¢tom radu Y - anz™, nech {nla,}?°, je ohrani¢end postupnost.
Potom funkcia f ma v kazdom bode a € R derivacie v8etkych rddov a plati

x :i%(x—a)”, rER.

Dokézte!
404. 1. Dokéazte rovnosti:

1 e T
d 1 In(1
a) / @ Z — b) / In(1 +acosz) dr=marcsina, |a|<1.
0 nn 0 Cos T



2. Vyjadrite v tvare radu hodnotu integralu:

'n (2 + VI + 22 !
a)/ n (v x)d.]j; b)/ Inz-In(1—z)dx .
0 x 0
405. Dokéazte rovnost ) )
% = 4arctgg — arctg 239 (4.19)

a na jej zaklade vypocitajte ¢islo m s presnostou 1079 42,

406. Na zaklade rovnosti

hl%: —In2+2n3—- Inb
24

lng— 3In2+ In3-—-2Inb
81

1n%=—41n2+4ln3— Inb

vypocitajte In2, In3, In5, In6, In10 s presnostou 1076.
407. S presnostou 10~* vypoécitajte integraly:

4 100
1. / e dx 2. / Mdm
2 10 €T

2Po vyrieseni tohto prikladu iste nejeden citatel uznd, ze jednoduchsie je zapamétat si vetu
MAM, 6 BOZE & DOBRY PAMATOVAT SI TAKOVY CfSEL RAD!

VELKY SLOVUTNY ARCHIMEDES |,

ktord uddva ¢éfslo m na 12 desatinnych miest (staci zratat pocet pismen jednotlivych slov). Pre zaujemcov
uvadzame este anglickt verziu:

How I WANT A DRINK, ALCOHOLIC OF COURSE,
AFTER THE HEAVY LECTURES INVOLVING QUANTUM MECHANICS!

udavajicu ¢islo m na 14 desatinnych miest.



