Riesenia, navody, poznamky

,,Mily kamaréade, “ ekl jednoroé¢ni dobrovolnik, ,,miij
rozhovor, ktery bude nyni nasledovat, dokaze vam
neobycejné jasné, ze chyb neni nikdo usetfen! Jsem
presvédcen, panové, ze vy tam vzadu prestanete hrat
,,maso“, nebot to, co vdm nyni povim, bude velice
zajimavé uz tim, ze mnohym odbornym vyrazum
neporozumite.

J. Hasek: Osudy dobrého vojdka Svejka

1. Neurcity integral

5x2  4x3 925 2’ a? ad
ml.x—T—i—T—l—C 2. 27z — 923 +T_7+C 3. aln|x|—;—ﬁ+0; 4. x —
1 40083 4/3..5/3 2/3,.7/3 3 45/
2Injz|] — = + C; §.&+C; Q.agx—gax +9ax —x——i—C; Z.x —
T 83 5 7 3
2 17/12 43/4 47/4 2
3317 n $3 + C; 8. x7 +4x—1/4+0; 9. — arctgx + C = z + arcctg + C (ﬁ =
1 -1 1 1
%:1— 10. z—2In s +C; 11. arcsinx—i—ln’x—i— \/x2+1’+0:—arccosx+
1+ 22 1+ 22 x—1
2 1 e
1} VR 1|+ 6 12 30 -2 In 13. - 14 S -
et Vet H i O 12 3 ()/ ()+C B o5 T 5w T
e’ + z + C (pouzite vzorec a® + b® = (a + b)(a® — ab + b?)); 15. g— s1121x +C (sing -
1—
cosx) —ctgz—24+C; 17. x—thx+C (sh?z=ch?z—1);
22
1a) —74—0 pre x < 0, ——|—C pre x > 0; 1lc) —2r+C pre v < —1, 22 +1+ C pre
23 2 34
e[-1,1], 2¢+C pre z >1; 1d) E—l-Cpre x<—1,x+§—|—0prex€[—1,1],%—I-g—I-C'pre

x>1; 2. akpolozime x =e’, dostaneme f'(t)=1 pre t <0, f'(t) =€’ pre t >0, odtial f(t)=t+C
pre t <0, f(t)=e'—1+C pre t > 0;



1
. napr. f(z)=¢'(x), kde g(a:)za:QsinE pre x € (—1,1)\ {0}, g(z) =0 pre =0}

1. 4no (nech |F(x)| < M pre = € (a,b); zvolme ¢ € (a,b) pevne; potom pre = € (a,b) plati
|F(z)| = |(F(z) — F(c)) + F(c)| < |F(x) — F(c)| + |F(c)|; pritom podla Lagrangeovej vety o strednej
hodnote je |F(z) — F(c)| = |f(d)||z — | < M|b—al; teda |F(z)] < |F(c)]+ M|b—a|; 2. nie (napr.

F(a:):siné, z€(0,1));

— 1
|i| 1 lnjz—a|+C; 2. —(22 )

2 1 3
T —2)73/2 ;4. — \/j
5 +C; 3 15(533 ) +C; 4 arctg 5% + C
1 1 1 3 1
_ = - — subst. 5. 1n fx—i— 221+ C0=1 —
(2+3x2 2 1+ (322 \[ ) = V2 V3
2 1
ln’\/gx + \/3&02—2’ + C; 6. arct + C; 8. arcsm— + C; 9. —_ln r— = +
6 Jpuets = - V2 R
1 6—22?
\/z ——+1' + C (z ln‘\/_x - + /222 +2'+C); 100 — e * — + C;
2v2 2 99
1—
11. —ictg <2x+4>; 12 tg§+C’ (1+cosx:2cos2§>; 13. x—3cth§—|—0; 15. ( gg)
(1 _ 33)98 (1 _ 33)97
C.
49 + 97 &
o . 6 2 3 3)4
1 1
|£| 1. Sme—i—C; 2. %—1—0 (subst. 1+22=1t); 3. —V1+22+C; 4. (+x)+
2
8a® +27)1/3 —e 7 2
c; 5. %—I—C; 6. 62 +C; 7. m(2+€%)+C; 8. §1n3x—3lna:+c (subst.
Inz=1¢); 9. —In|cosz|+C (tgx::)ﬂ, subst. cosx =t); 10. In|arcsinz|+ C; 11. 3thx +
ST
1 z? -1 1 x4—\/§ 1 422 +3
C; 13. ——arctg——+C; 14. —1In subst. 2% =1t); 15. —— arcsin ———
= "t A — 2V2 a:4—|—\/— ( )i 18 2V2 V17

C; 17. 2sgnzx-In ’\/|x| + |z + 1|’—|—C, x € (—00,—1)U(0,00) (definiénym oborom funkcie o)
+x

je mnozina (—oo, — ) (0 00); pre x > 0 plati \/z(1 + x) = \/z-+/1 + 2 — pouZijeme substiticiu /z = t;
pre £ < —1 je e(l+z)=+—-z-v/-1—2— pouzueme substiticiu /—z = t; mozno postupovat aj ana-

1
logicky ako v pr. 5.6-9, vtedy dostaneme vysledok v tvare In |z + 5+ w2 +x|+C); 18, —(1—-2?)Y/242.
(1 _ x2)3/2 (1 _ x2)5/2

3 )

xdx 2
+C (subst. V1—2?2=1%, ————= =dt); 19. —
ubst. VI e B

sin® x
(subst. z™?t1 = ¢); 20. sinx — 3 + C (cos’z = cos’zcosz = (1 — sin®x)cosz, subst.

a2 4 \/1 +x"+2’ +C

2sinz — 1 2 b2 cos? x
sinx=t); 21. arcsinL+C; 22. Va? sin’ x+b2 > (subst. sin’z =t, 2sinzcoszds =

1n’cosx+\/cos2x—1/2’ In 1v/32 cos /cos 2
dt); 23. — po (= Inl2oosstyeos x|+C>; 24. In|In(inz)| +

V2 V2

C; 25. arctge®+C; 27. 1 ‘In

In(

na tvar 1_(2(/2?;)3)27« ; subst. ( )
\/ 1

@ 2. 2y/z—2arctg/z+C; 3. (Vo +1 +1) x—l— * ) +9(¥r +141)-3In|Vz + 1+1|+C

(pouzili sme najprv substiticiu = = 3 — 1, ktord Vyplyva zo vztahu ¥z +1 = t, potom substiticiu

3T+2’I‘
3v —2

. 1 .
+C (integrand mozno rozsirenim vyrazom 9z upravit

MM

N
\/§

1
V3 ’ + C'; teda ¢islo —_ ﬁ sme ,,zahrnuli“ do integracnej konstanty

n—(\/§x+\/3x2—2)'+02—ln‘\/§x+\/33:2—2‘ ( _lnﬁ—l—C) lgln)\/ga:—l—




— _ 1 111
— ). 44 4 . _r)3/2 _5_
l+t=2); 4. 2y/z—4Yz+4In(1+ Yz)+C; 5. D ((2x 5)< 4+ 30v2z -5 m) +C (ak

: 2% +5 VIter —1
chceme, aby platilo (22 — 5)3/2 = t, staci pouzit substiticiu = = Preo ); 6. In vite -2 +C
2 Viter+1

(modzeme pouzit dve za sebou nasledujtice substitticie x =Int; t = 22—1, 2 > 1 (prvii dostaneme zo vztahu
e =t, druhti zo vztahu v/t +1 = z) alebo — ¢o je to isté — priamo substiticiu z = In(z? — 1), z > 1,
ktord ndjdeme, ak vyjadrime x z rovnosti /14 e* = z);

@ 1. ﬁ—i—C (subst. x =sint, t € {—g,g

} , pri dpravéach sme vyuzili rovnosti \/ 1—sin?t =

1
cost, t € {—g, g} ; cos(arcsinz) = /1 — 2?2, sin(arcsinz) = x); 2. 3 arcsinx + %\/ 1—22+C (subst.
ako v pr. 8.1, cos? ¢t 1(1 +cos2t)); 3 o arcsin - — /a2 — 22+ C; 4 L arctg x + L T Lo
v pr. 8. == . 3. — 2 ZVa? - -4 = i
P2 2 b= a2 I R S R e
Tow ., [ cos oy 2 :
(subst. z = tgt, t € (——, —) , pri dpravach sme pouzili vztahy 1 + tg<t = , sinarctgxr =
272 cos?t
’ ¢ ! )i 5 ¢ 6 (sgna)- ¢ (definieny ob
———, cosarctgr = —); 5 ——— ;6. (sgnz) —arccos — efini¢ny obor
VAR E & V14?2 a?vz? + a? S x Y

. . . L. i a ™
integrandu je (—oo, —a)U (a,00); na intervale (—oo, —a) pouzijeme substiticiu z = p—t te (5,7r) , na
cos

a
intervale (a,00) substiticiu 2 = — , t € <O,E> ) ;
cost 2

@ pouzite substiticiu x =t", t > 0, pre n parne, resp. * =t", t € R, pre n neparne a vyuzite, ze
primitivnymi funkciami k polynému st polynémy;

2 4
flx) = —% —C, z>0; g(r) = sinz — % +C (C €R) (z prvej v priklade vystupujice;
2
3 . .
podmienky integrovanim dostaneme f(; ) +g(z) =sinz — Zx4 + K ) odportucame citatelovi urobit skisku
spravnosti ziskanych riesent;
2
(— t
11 l JZSiDJ,‘ + cosx —+ C, 2 — (J? + l)e_'” + C, § m — g —+ aI'C2gJ? —+ C
3 2 3 2P 222In°3 4+ 2zIn3 + 1 222 +5
4. el Ine — — 4+ — — C; 5 - Cc; 6. — 2
4 <3 2+x) nx 9+4 r+C; 92 9 4.10%3 +C; 6 1 Cos T+
1 1
g sin2z+C; 7. —=(In’z+2nz+2)+C (u' =—,v= 1n2x> 2, 8 tgz-lncosz +tgx —a+
x x
2 2 1 1 1
C; 9. ztgr+In|cosz|+C; 10. 2—7x3/2(91n2x—121nx+8)—|—0; 11. %111 14— +g—$+0
T
1 1
(pri derivovani zlozenej funkcie In |14 —| vyuzite, ze (In|u])) = —; wvyplyva to okrem iného zo vzorca
T U

2 v tabulke integrélov); 12. zlnz —2 4 C; 14. zarcsinz ++v1—22+C; 15. zln (z+v1+a?) —
Vi+z24+C; 17, m@”(asinbx—bcosbx)+0 3, 18. g(sin(lnx)—cos(lna:))+0;
.3
12| 1. —eT(l+a:3)+C’ (subst. z® =1t); 2. 2y/xeV® —2eV® £ C (subst. z =1, t>0);
3. (12y/x — 22y/x)cos\/x + (6z — 12)siny/z + C; 4. zarcsin®z + 2/1 — 22 arcsinx — 22 + C (u =
1
2

s w}) ¥ x cos 2x 9
9 oA

+C (sin®z=

— —sin2x —

arcsin® z, v/ =1, alebo subst. x =sint, t € [— T 1

_ - 1—
272 (

2y&imnime si, ze v pr. 11.7-9 nie je definiénym oborom integrandu interval, ale zjednotenie dvoch otvorenych
disjunktnych intervalov, resp. spoéitatelného systému po dvoch disjunktnych otvorenych intervalov; metédu
per partes by sme mali pouzivat na kazdom z tychto intervalov zvlast— veta 6 je totiz formulovand pre funkcie
definované na intervale; kedze vsak na kazdom z tychto intervalov je zépis vypoétu rovnaky, moézeme pouzit
metodu per partes na celom defini¢nom obore ,,naraz*

Sak I := [e*sinbrdr, J:= [e*cosbrdr, tak pouzitim metédy per partes v podobe u' = e, v =

. , 1 ) b 1 b .
sinbr, resp. u = e, v = cosbr, dostdvame I = — e**sinbx — —J, J = —e*cosbxr + —1I, z tejto
a a a a

stistavy rovnic uz vieme vyjadrif integraly I aj J; tento postup, pri ktorom najdeme hned dva ,,parové“
integraly naraz, mozno pouzit aj pri riesenf pr. 11.18



2x 2z 5in 2 t
cos2z)); 6. e—(2—<:os2x—sim2a:)~t—6’; 7 e——ez(cosx+sinx)+f+bm x—l—C’; 8. _%_cga:
8 2 2 4 2sin” t2
C; 9. —\/1—22arccosz—z+C; 10. V/1+221n <x+ \/1+£C2>—£C+C; 11. —2(1f_ 2)+ar02gx+
T
x 1 z 1 x 1 1 224a®—2?
C (':—, = )4; 12, ——arctg=+ == —5——5+C | —5—s5= 5 gy =
u (1+ 22)2 V=2 =2 5 3¢ ga+2a2 22+ a2 @+22)2 a2 (22 +a2)2
1 1 x? 1 . , T
ﬁ(x2+a2 — (x2+a2)2> )§ 13. E(arcsmx—x\/l—xQ) + C (u = ﬁ, v o= a:);

1 2 2
14. §(a2 arcsing + v a? — x2) +C (pre r € (—a,a) plati Va2 —2? = \/a;— — _\/af— — 5) ;
earctgx(x —1) (z + 1)earctgx e+l
———— > 4+ C (najprv subst. arctgx = t); 16. ——— + C; 1T7. +
2v/1 + 22 (najp 8 ) 2v/1 + 2 1
. , .. , - et / 1 t
C (naJprv subst. 4+ 1 =1¢; metdédu per partes pouzite len na vypocet 2 dt; u' = R v=e ) ;
13| zf'(x) — flz) + C;

— 2na? 1 1
16| 2. I, = x(a2 —x2)”+ 2;_?_1[”_1, n # —5; 3. I, = n_ltg"_la: —I, 2, n#1

15.

, sinz -1 . x . . el .
u = —, v =sin" " x; tento rekurentny vztah mozno odvodit aj bez pouzitia metédy per partes:
cos" x

1 1 -1
/tg"xdx = /tg"_2x<co 5 —1) d:p); 4. I, = —a" "Wa2 4 a2 — a?l In.o, n#0 (u’ =
s2x n

n
1 n—

T _ e
v=2za" 1); 5 I, = —— coszsin" "z +
n

VaZ +a2’

n—1

1
I,9, n#0; 6.1, = Zsinzcos" ta +
n

I, 2, n#0 (moZno pouzit substiticiu x =t — g a rekurentny vztah odvodeny v pr. 16.5);
3 9 9 s
2¢ (2,3 _ 2,2
(2 Tt It
J Pp(z)cosax dz = Qp(z)

2

(% + 3; —Z ?I) sin 2z + (g + Z) cos2x + C (plati
2 11 2 2

sinax+ Ry,_1(z)cosax+C); 3. (_%_ x+27) cos3x+(§+§) sin3z+C;

e

1 1. ¢

)+C 2.

1 11 1
4. ( _3 o - ! x — —) cos 2z + (—x2 + —) sin2z + C (vysledok sme hladali v tvare Q3(z)cos2z +

- 2 4 2 4 8
Ro(z)sin2x);
- 1 9 8 7
19] 1. Wnfe®+3z—10|+C; 2. ——ln|x—|—1|+2ln|x+2|—?—)ln|x—|—3|+C; 3. %—%+—3‘§ -
526 112°  21z* 4323 85x2 1024
o - - 1Tz 4 s injz — 1] — 1924 20+ C;
5 + 5 1 + 3 5 + JJ—I— nlx —1| 3 nlr+ 2|+
2 Jz—1 1 1 1 —5 c—1| 4 1
20| 2. 21 - C; 8 — - m|E21c; 4 41 -
=1 2 9nx+2‘ 31 2 9(x_2)+54nx+1'—|— ’ " —2‘ z-2 z-1
T 9 1 1 31
;5.1 2—— 6. — +2x — — -1 1 —1 -1 ;
C; 5. In|z+2 +C; 6 5 + 2z =1 4(x—1)2+8 nlr+1|+ S nlr—1/+C;
2 +1 1 2 T 2 2 +1
1. - 1 3 t — C: 2. -1 C: 4. — —arct —
In(z?4z+1)—+/3arctg 7 +C; 2 4nx2+2—|— ;4 x—f—l' \/Sarcg 7 +

4y prikladoch 12.11-14, ktoré tu riesime metédou per partes, mozno pouzit aj goniometrické substitiicie:

. 1
v pr. 1211 = = tgt, t € (—g,g) ., pri dalsich dpravdch potom rovnosti sin’t = 5(1 — cos2t),

2
sin(2arctgx) = 1_:;2 ;v opr. 1212 z = atgt, t € (—%, g) (pozri pr. 84), v pr. 12.13
T T

T =sint, t € (—5, 5) alebo z = cost, t € (0,7) (pozri pr. 83), v pr. 12.14 x = asint, t € [—5, 5} ,
alebo = =cost, t € 0, 7] (pozrl pr. 8.2)

*funkciu flx (a arcsin — —|— xVa? — x2> + C sme nasli integraciou pravej strany tejto rovnosti, preto
plati Vz € (— a,a) s fl(x) = \/a2 —22; zostéva eSte overit pravdlvost rovnosti f'(z) = va? —x? pre
x =a, x = —a; hodnoty f'(a), f’ (—a) pritom nemozno néjst tabulkovym derivovanim, na ich vypocet

treba poumt tvrdenie z pr. 1.384.1; inou moznostou dokazu rovnosti f’(a) = f’(—a) =0 je tvrdenie z pr. 48



1 1 x—1
C; 5 Injz + 2| + — arct + C | vsimnite si, ze koeficient pri najvyssej moc-
5. In| I+ 2 i g2 VI ( pri najvysse]
nine polynému v menovateli integrandu nie je rovny 1 — porovnaj s predpokladmi vety 7; rozmys-
lite si, preco mézeme rozklad integrandu na parcidlne zlomky hladat v tvare + +
x+2 (x +2)2
Cx+ D 1 22+ 2242
m) 6. g<ln (W)—l—amtgm—i—amtg(m—kl))+C;
1/ x+4+2 T 3 z 3
22] 1. — - t c; 2. —— - = —arct C;
= 4(x2+2 farcg\/’> + 2 d@yie T8 mar Togiier &
1 2?2+ 22 +1 x4+ 2 20 +1
3. =Iln + arct +C;
= 2 <J;2—|—a:+1 3(x2+x+1) 3\/5 & V3
a3 2 1, 22 -2x+1 1 20 +1 1 z—1
23| 1. =—— — ZIn|2® + 2 c; 2 -n—— 4+ —arctg—— 4+ C; 3. -1 —
28] L 7 - glfa® + 2] + I LY. Sy S ’_4na:—|—1’
1 1 2 +rv2+1 )
—arctgz + C'; 4. In + 2arctg (#v2 + 1) + 2arctg (zvV2 — 1) | + C 1 =
Laret 4 (T b et (v 1) o+ 2arctg (avE - 1) (
2 2 2 2 2 2 2 2 6 1 oa?+a+1
(a: +1)2—22% = (22 + 1) - (V22)? = (@2 + V22 + 1)(@? = V22 +1)) 6 5. Zl P ——

1 2x 1
+ arctg ) +C (2422 +1 = @+ 12 -2 T, 6 Jarctgr +

(rct 2z +
23\ e T

1 ?4+av3+1 1 6 3
4\/§1nx2_x\/§+1+é(arctg(2x+\/§)+arctg(2x—\/3))+C (x +1=@*)P+13=@?+1)(2* -
1 1—|—a:\/_—|—a:

2 . « .Y
z° + 1); vysledok mozno upravit na tvar In
) v , P 43 1 —2vV3+ 22
1 1 z2+2xz4+1 1 1 20 — 1 20 +1 2z +1
7. —————+—-In——— + —arctgx — ——=arct C; 8.
- 6(1—|—x)+6nx2—x+1+2amgx 3\/3aerg V3 to; 8 6(z2+x+1)2 3(224+x+1)

\/ﬁ

1
+ —arctga: + garctgx +C 8) :

Spokial hladdme neuréity integral len na mnozine R\ {—1,1}, mézeme pouzitim vzorca z pr. 1.87.1

: 1 2 2+1 1 2
vysledok integricie prepisat do podoby Fi(z) +C kde Fi(x) = In < + x\/_—i— + arctg V2

4v2 22 —zV2+1  2V2 1— 22

(vyraz em vystupujici v uvedenom vzorci sme ,,zahrnuli“ do integracnej konstanty C'; na symbol C sa
vztahuje pozndmka 2 za vetou 1’; ak chceme pomocou predpisu funkcie F; zapisat predpis funkcie F,

1 .
ktora by bola primitivnou funkciou k e na celej mnozine R, mo6zeme postupovat ako v rieseni
T
Fi(x) +9(x), ak zeR\{-1,1}
1 2—+2 s
In + , ak x=-1 _
pr. 41.1, dostaneme tak F(z) = 4/2 242 f ,  kde d(x) =0 pre
1 2
+V2 +—, ak z=1
IR 4\/2
T T
r<—1,9x)=—= pre x € (—1,1), d(z) = — pre x > 1
(x) 25 P (-1,1), J(z ) 5P
"neuréity integrdl na mnozine R \ {—1,1} moZzno pouzitim vzorca z pr. 1.87.1 napisat v tvare
L J;+x+1+ 1 arct x\/§ 5 +C; pouzit orca 1.62.2 mozno neurcity integral na mnozine
— I N uzitlm Vvzor Z pr. . .4 1INOZNO neurcl m T na mnozin
ey BN S P P v e
z? —I— r+1 1 1— a2
R\ {0} napisat v tvare —1 arct +C
\ {0} map 102 a1l 2B
1 1) /1 1 1
8plati totiz garctgx—l—g(arctg (2z+/3)+arctg (2x—\/§))+0 (:) <§arctgx—garctga:)+6arctg%+
—x

2 4

C (:) %arctgx—i—éarctg 1—|—(13arctg T s+C = @ ) ; 5 =) (:) %arctgx—l—%arctgx?’—i—c (v
(1) a (3) sme pouzili vzorec z pr. I.87.1, v (2) a (4) vzorec z pr.1.62.2 , v (4) naviac rovnost arctg(—a) =
—arctg a; konstanty vystupujice v pouzitych vzorcoch su ,,zahrnuté“ do integra¢nej konstanty C'; uvedené
rovnosti platia na mnozine R\ {—1,0,1}, pretoze viak vyraz na lavej strane rovnosti (1) a vyraz na pravej
strane rovnosti (4) si funkcie spojité na R, plati rovnost medzi tymito vyrazmi na celej mnozine R;

odportcame ¢itatelovi, aby si najm4 poslednd uvedent tdvahu podrobne rozmyslel




4arct2x+1+0' 9 —L—i-i—l—#—i—iarctf—i—c .
3V3 & V3 [ 48723 32z 128(22 + 4) 256 '8 a8 + 8z6 + 1624

1/1 1\’ 1 b x 1. (z+0b)?
— (= - ——) ); 10 —( —Zarctg—— + =1
16(3:2 x2+4) ), 10 a+b2<\/aarcg\/a + R + C pre

VR
—_
S—
~~
(V]
|

x2(x? 4+ 4
1 1 1
a > 0; — Injlzr++v—-a| + ————Injz — v/— —|— lna:—l—b + C re
2v/—a(v/—a —b) | | 2v/—a(v/—a+0b) @ g | | P
1 r—0b 1
2 . 1 2_0-
a<0,a+b"#0; 4b?mac_H)4—2b(%_’_b)+Cp1rea<0,a—|—b 0;

24| c¢=0 alebo bc = ad;

25| a) D :=b?—4ac =0 (tdto podmienka zahfia aj pripad a =b=0); b) D >0 (tito podmienka
zahffia aj pripad @ = 0 A b # 0) alebo a = b = 0 (vtedy staéf polozit R(z) = 1); ¢) D < 0 alebo
a=b=0;
4 2 1 2-1] 1
26 l 1n|x—1|—ﬁ+m+0 (SUbSt. x—l:t), 2 gh’l ;T —Zarctgx2+0 (SubSt.
1 1 -1 1 (2 +1)? §
2 =1t); t 4. Zarctgad t —In—7-—"—+C isat
T ); 3 4\/_arcg\/_ 4. garctgz +2\/§arcg 7 +12nx4—x2+1+ (napisa
4
ako sticet dvoch integralov, v prvom subst. x* = ¢, v druhom 2? = s); 5. % — ln(x4 +2)+
1 2%+ 2 1 1 210
“In(z* +1 c; 6. — — —arct 1 c; 7. ——— +ln——
pE D)+ 06 - e e et (@ + 1) + 5 7 0@0+1) ey
c; 8 ln(a:4—|—1)—§1na:4—§ln(a:4—|—2)—|—0' 9 ilnx—7 +C ! = ! =
. 8 8 T 49 2T+ T B +T7r (@ +7)

n

2 1, 1., L . 1 .
—— |; 10. —(z"+1)——|2"+1|4+C (: — ——lIn|z" + 1|+ C, ak konstantu — ,,zahrnieme*
z7(z7 +7) n n n n n

1 n
do integra¢nej konstanty C’) pre n20; 2lnz+C pre n=0; 11. 2—<arctga:" — 27+1> + C pre
n xrem
1 1 22—V2x+1 ?—1  1-1/2? 1—1/2?
n#0; -Inzx+C pre n=0; 12. n = —
7 4 P 2v2 22 +\2x+1 +1  22+1/22 (x+1/2)2—

pre x # 0; to, ze vysledok (ktory sme nali integrovanim funkcie definovanej na R\ {0}) je

. 1, 2224+ (1-+/5 2
hladanou primitivnou funkciou na R, vyplyva z pr. 46); 13. —In 2+ ( VB)z + + C (subst.
V5 2224+ (1+B)x+2
1 x4 —22V/2+1

1
T+ - = t) ; 14, — +C (na' rv subst. 22 = t a potom ako v pr. 26.12, alebo
T 4\/_ :Jc4 +a2v24+1 » P P

priamo subst. 224+ — = t)
z2

1 t— 1)mtn—2 1 —2 —2)2
o7 1 - - /( ) it J:_B(x )  z+3  (x-2)
(a — b)mtn—1 tm 625\ z+3 x—2 2(z + 3)2
-2
31n|Z ’ ) +C,
z+3
28| 1. pouzite metédu per partes a vyuzite, ze primitivna funkcia k raciondlnej funkcii F'(x)(arctgz)’,
1 7 5 3
resp. F(xz)(arcctgz)’, resp. F(z)(lnz) je elementdrna; 2a) 3 ((a:8 — larctgx — % + % - % +x)+

1 1 1
C; 2b) zarcctg ] + arcctg (x — 1) — 3 In(z? — 2z +2)+C ( pomocou vztahu arcctg o + arcctg
x— !

. 1 1
= g sgn o mozno vysledok upravit na tvar (r — 1)arcctg ——1 3 In(z* —224+2)+C); 2c) 5 ln(ac2 -
z —
1 -2
Lo 2d) Lm|® 2]
T +2

x+1)—ln|x|——ln(x —z— 1)—|—\/3arctg g
x

' +1In —|— C ( pri derivovani

\/‘
1

vyuzite vzorec (In|x|) = ),
T

2
funkcie In T

VI 12
29| 1. arctg ;x +Cro2 M2 — 6% — 4|V 4 1| + 2In|2¥C — V12 4 1] +

) 1/12 _ 1
4\/§arctg i

=

+C (subst. 2 =t2,¢t>0); 3 In(l+2)—3In(l+ JT+2)— 6arctg V1 +x+



12 — 1 —
Ci 4 T+ Y0 - 2+ YR+ 1+ Va7 =31+ YD)+ O

= / b
30| 1. Specidlne pre bc = ad je R <x7 Iy ax——:_— d) racionalnou funkciou premennej z; v ostatnych
cx

. b
pripadoch staéi pouzit substitiiciu, ktorej predpis dostaneme, ak z rovnice Y ax—I—’——d = t vyjadrime =z
cx
ako funkciu premennej t; pritom treba rozligit pripady n pdrne, n nepdrne a pripady ¢ = 0 Aa #
5 1 2
x + 1)4(25x — 20 2t 1, t°+t+1
0, c#0nbe—ad#£0; 2a) LTI ) {0 reR\[-10}; 2b) o 4l TIEL

36729

2 2t +1 1 6t3 ,
——arctg + +C, kde t = 3 T (vypoéet / —(72 dt mozno zjednodusit pouzitim metédy
T

V3 V3 -1 8 =1)

B—1"3 " (t—1)2

er partes: u’——i v=2t); 2c) 1111' crltve 1) vl + C  (integrand
per partes: E_10 LR E i Vao1| 20+ Ve o) &

1 . 1 2 2-1
ﬁ; vysledok mozno upravit na tvar §1n)x+ V2 + 1‘ + % — a:\/x#

C, z > 1 : zlomok v absolitnej hodnote staéi roz&irit vyrazom +x+1 + vz —1, druhy zlomok

rozsirit vyrazom

3 1 .
vyrazom z — Va2 —1); 2d) — 5 vw + 1 +C, 2z e R\{-1,1} <integrand mozZno prepisat do tvaru
T

gfz+1 1 n n,/r—0> at a 21
’ ;o2 C b}; 2f) — t
r—1 (x_l)(x_'_l))v _e) b—a IE—G,_'_ 7$>H1&X{aa}7 _) t4+1+2\/§arcg\/§t+

a 2 +tv/2+1 T 4t
In +C, kde t =} na vypocet /7dt ouzite najprv metédu per partes:
42 |12 —t/2+1 ¢a_ (na vyp tr+1)2 p 1p per p
4¢3 dt 1 [t2+1 1 [$2-1
u = m, v=t; /1—|—t4 = 5/#11 dt — §/m dt, v pripade druhého integrilu pozri pr.
26.12, prvy mozno najst analogicky) ;
1 tt 8t + 1 2dt
31] 1. -1 - C, kde t =z + /22 19<’Vt =T oz
15 n(%_'_l)3 2(2t+1)+ ; e T+ vVrr+o+ vypoce W2t 1) mozno
: 1 1 . 1 tt
zjednodusit substiticiou t = — alebo 2t + 1 = —; vysledok mozno zapisat v podobe —In——= +
z z 2 (2t+1)3
L—i—c 10)' 2 L(22’2—163'—|—41n|z|—E—g—g)—l—C kde z =2(x+ Va2 +a+1) +
2(2t + 1) T 256 22 23 24 ’ N
1 3 1
1 (pouzili sme postupne substiticie Va2 + z +1=t—z, 2 =2t+1); 3. S (z+31n |z|—= —2—2)4—0, kde
z 2z

1
20 +1+2vVa2 +x

1 1 R 2—
na tvar gln‘2x+2\/x2+x+1‘—§($2+2$)+1($+5) x2+x+C>; 5. Zarctg <1+ 1 ; z)
VI—2z—x

z2=2r+2vVr2+z+1 (pouiitim rovnosti = 22 +1—2+/22 + 2 mozno vysledok upravit

9 _
In ' v ; =+ 1/ + C | definicny obor integrandu je [-v2 —1,/2 — 1]; pouzili sme substiticiu
V1-2z—=x
2(t—1
V1—2x—22 = 1—te, inverznd funkcia k funkcii x = p(t) = t(2—|—1) L te 1 —V2,14V2], jet =

1_¢m’ ak ze[—v2—1,v2-1]\{0}

o Hx) = x ,  to mozno zapisat v tvare ¢~ 1(x) =
ak z=0

2
-1 1
9prislusnd Eulerova substiticia prepisand do podoby vyhovujiicej vete 5 m4 tvar x = te (—5, 0>

2t 417
. - L -1 ..
— tak ndjdeme primitivnu funkciu na intervale (—oo,—1), resp. x = TSR t € (0,00) — tak ndjdeme
primitivnu funkciu na intervale (—1,c0)
8t+1 .
Oplati Lk S + ———— acislo —2 mozno ,,zahrnit“ do integracnej konstanty C

2(2t + 1) 2(2t + 1)



2 - -1 .
- 11) ;6. 2arctg <1 + x—) +C <p0uiili sme substiticiu V1 +x — a2 =

14++vV1—2x— 22 1+V1+x— 22
V1 —22+1
tr + 1; funkcia —2arctg | 1+ M) najdend pomocou substitiicie v1+z—122 = tz — 1
x

9V5—=x 9V x—-2

+C (pouiili

f1+\/_>\{0}) g M0 frm2 4 5o

je primitivnou funkciou len na (

t—1

sme substiticiu (\/7x—10—x2 = ) Vie=2)5-z) = tlz —2) ?); 8 In ]

3—x 4o — 3 — x2

t= =2 (: — >,xe(1,2)u(2,3);

1 2 —1 1—v21 1 21 2r — 3
1. —arcsin%—\/5+x—x2+0, xe( \/_, +V ); 2. v 24+r+1-—

‘-i—C kde

2 2 2 4
1 1
gln’x + 5+ \/x2+x+1’ +C; o3 M\/Hx? (3842° — 43227 + 50425 — 6302 + 9451) —
945 — . . 1
3810 In ’x + \/ 1+ a:2’ + C (staéi opakovane pouzit rekurentny vztah I, = —az""'\/1+22 —
n
n—1 11 20 —1 1-2x 1-v5 1++5 x®  a%a®
I, ); 4. = arcsin = _— Vitz—2240, : . 5. (—— -
- 2 4 8arcsm 75 + 1 +x—224+C xG( 5 5 5 5 o
b
alg:) \/ a? — 22 + E arcsm —+C (integrand rozsirit vyrazom va2 — 22, potom mozno pouzit rekurentny
tah I, 1x”*1 a2 — a2+ 2= 1a2I kde 1, T g ind mo#znost: odvodit rekurentny
vz n — T - n—2, n = ; Z : v
n 2 / — 2 Yy
. —1 1 — .
vztah J, = ? a*J,_ 2=~ 2x”*1(a2—x2)3/2, kde J, = /x" Va2 — z2dx, Jy pritom mozno vypoéitat

2 1
s 2+x+2 —|——1n

+x+\/x2+x+2‘+0;

2

1 14
1 2 (x———x+37)\/x2+4x+3—

z+1
NG 3 3

substitdciou @ = acost, t € [0,7]); 6.

2 5
33| 1. (—% —x——)\/1—2x—x2 4 arcsin
661n|a:—|—2+\/a:2+4a:+ |—|—C’;

1. 22° +1\/ 1+C 2. —%\/%24—14— sgnx~lln

2

3

1 2 +1
||

+C (V}’/sledok

Ukeby sme pouzili (na prvy pohlad prirodzenejsiu) substitiiciu v/1 — 2z — 22 =tz —1, bolo by = = ¢(t) =

2(t—1 1 1— 2z — 22
% , t € (—o0, 1—\/§]U[1+\/§, ), t=¢ z)= +V i , pomocou tejto substitiicie ndjdend
x

— 2arctgt (kde ¢t = ¢~!(x)) je primitivnou funkciou len na [—v2 —1,v2 — 1]\ {0},

funkcia In

hiadanie primitivnej funkcie na celom intervale [~V 2-1,v2— 1] sa potom zakladd na rovnakych tivahach
ako riesenie pr. 41.1

[5— 5+ 2t2 5+ 22
Pteda t = x—_z,potomx:—i_— \/7x—10—x2:t(x—2)=t( + —2)

1+1t27 1+ 2
3%0, ze vysledok, ktory sme nasli integrovanim funkcie definovanej na (—a,a), je hladanou primitivnou
funkciou na intervale [—a,a], vyplyva z pr. 46

3 dt
“pouzitim substiticie # = = dostaneme na intervale ( / — | — naintervale
P x4\/x2 Vi—t2'
( 1) / dz 0 dt to mozno naraz zapisat odobe / de sgnt
—0Q0, — . — = 3 1mMozZno naraz zapi vV D —_— = — nit -
r4/z2 — 1 V1—1t2 riyV/az2 — 1

3 dt
/ ——— na vypocet posledného integralu pouzite substiticiu v1 —#2 = 2

V12’



. 1 1 241 2 1
mozno upravit do podoby ~5.7 241 + 5111 T 15); 4. arcsin x\/g
3 2 1)-vV1—x—2a2 2 1
sgn(z + 1) - In +ot2sen(rtl) R NG < = arcsin s + sgn(z + 1) -
2z +1) V5
3 2 1)-V1—x— 22 1
In ot 2sen (x_:_l) i + C, ak &islo ln§ ,,zahrnieme“ do integra¢nej konstanty C';
x
. 2 1 3 2V1 —x — 22
vysledok mozno upravit do podoby arcsin T + In trt T ) ;5. Va2 +2x+2+
V5 r+1
— 1 1 Va2 +2x+2 .
ln}x + 1+ a2 +2x—|—2| — V2sgnz - In|= + 3 + % + C <integrand roz§irit vyrazom
x x

Va2 4+2x4+2,  vysledok mozno upravit do podoby +z2+2x+2 + ln|x + 1+ \/x2+2x+2} -
242 +v2 Va2 + 2z +2
T

322 +6 5 3 1
v2In +C); 6. %\/a:Q+2x—§sgn(a:+1)-arcsinx+1+C,a:e
. . 322 46 5
(—00,—2)U(0,00) (ak vyuzijeme nepdrnost funkcie arcsin, mozeme vysledok napisat v tvare % —
1
garcsmm +C, x € (—00,—2)U(0,00));

1 1
35| 1. §k5—2k3+3k+0, kde k= V1+ Va?; 2. g1+ 3)8/3 _ 5(1+a: SYPyo, 3. —ﬁ(8x2+

5
10x + 15)/z(1 +z) + 3 arcsiny/z + C, z € [0,1) (vysledok sme ziskali pouzitim substiticie /z =
3

. x T
a rekurentného vztahu z navodu k pr. 32.5 16) ;4. — + C (pouiili
2(1-V1-2?) 6(1—«/1—:52)3
1 12 2
sme Eulerovu substiticiu v1—22 = 1 — tx 17); 5. 2 (m—i— 1+$2> + C; 6. 92 +
z

1 17 16
12 T 108 In |2| + 5 ln|z +3+C, kde z = 2(xz+V22—3z+2) — 3 (pouzili sme substiticie

242 242 —1
V2 -3z+2 = t—=x, 2t —3 = 2)5 T vt + x+3\/x + x—i—C (L rozlozte na

2z 2(x+2) x? 4 2z
/2 2
parcidlne zlomky; pri tprave vysledku pouzite rovnosti sgnax - R = z( —l—a:)’ sgn (z + 2) -
x x
V(2 2 2v/1 — 22
+2) ; 8 — — —x + i 2arcsine + C (integrand rozsirte vyrazom
2—1—3: T+ 2 x
2v1 — 22
1+ v1—22; pri vypocte /72% dr pouzite substiticiu z = sint, t € [—g,g} \ {0},
x
- . ., . 1 1 2 +1 1 1—va2+1
pre = > 0 by mala byt dprava zrejma; pre x < 0 je sgnx-ﬁln — T = —§ln _— | =
x x
1 1—V22+1 14++Va2+1 L ' z ' 1 1+ Va2 +1
——In . = mn| - = mn|—
2 T 1+vV22+1 2 1+ Va2 1| 2 T

1-— . 1
“pouzitim substiticie 4/ =% _ ¢ a rekurentného vziahu z pr. 16.1 by sme dostali vysledok —ﬂ(8x2 +
x

5 /1—
10z 4+ 15)y/z(1 — x) — garctg Tx +C pre z € (0,1) (:=F(z)), hodnotou primitivnej funkcie v bode

0 je potom ¢islo li%1+ F(x); pozri aj pr. 48
€T —>

. . 2
7inou moznostou je rozsirit integrand vyrazom (1 +v1-— x2) , na vypocet integralu

2v/1 — x2

o . T cos®t 9 1 C % e ) .
pouzit substiticiu =z = sint, t € {—5, 5} \ {0} i ctg“t - —; . a pri dalsich dpravéch rovnost
sin sin
V1 — 22 302 — 2 —2(1 — 2?)3/?

ctg arcsinx = ———— , dostaneme tak vysledok v tvare e
x x



. . , . 3 222 -1
alebo integrand rozsirte vyrazom +/1— 22 a pouzite postup z pr. 34); 9. —arcsin — —

4 V5
1\/7 1 2% (22 + V1+ %) 2 +
—1+z2—2% + C; 10. —1In + C; 11. —1 +1 —
2 2 ( 1+V1+a? s+ Va2 -1 (\/

S 1
\/x2_1)—|—C; 12. \/1+x—\/1—x—ﬁarcsinx+0 (integrandrozéirtevyrazom Vi+or+v/1—az—

2 2
V2); 13 s (22 — (x +1)°?) + 3 (z%2 + (z+1)*?) + C  (integrand rozsirte virazom va +1— /z);
F(x)
V1— 22

dx previest na / R(t)dt, kde R je raciondlna

37| vyuzite integraciu per partes a skutocnost, ze primitivna funkcia k funkeii

F(z)
N
1
funkcia; funkcia S(t) := / R(t)dt je elementérna, preto aj S <\/ I——F—i) je elementdrna funkcia) ;

je elementarna

(pouz1t1m tretej Eulerovej substiticie mozno /

cos®x  cosPz sinz  2sin’x cos?z  cos'®z  cosdzx
38] 1. - C; 2. - ine+C; 3. — -
2] 2 75 5 T2 T g emrtos 3 2 s 8
.12 .10 .8 . 6
sin*“x 3sin™ x 3sin®x  sin’x 5%
C bst. sz = t) alebo — - C (subst. sinzx =t); 5. — —
(subst. cosz ) alebo 5 + o S + G + (subst. sinz ); 5 T
sin2z  sin®2z n 3sindx 1O 3z sindxr  sin8x s
4 48 64 =128 128 1024 '
-2 1 1 1 .
39| 1. I, = n—In,g— -g n#1 <u': —5—, U= ———5—; ind moZnost: ak
— n— 1 n—1 sin” sin® o sin" " ‘x
do rekurentného vztahu odvodeného v pr. 16.5 — ten plati pre vsetky n € R\ {0} — dosadime n = —k,
. 1 i -2
dostaneme vztah medzi I, a Ip4o |; 2. I, = S i Iy o, n#1;
n—1 cos" 1oz n-—1

cosb6x cosdx 1 57 1 1
40| 1. — 2 " g +C; 2. 5(:0&(3:—1—5)—1—0605(5334-12)—1—0, 3. Ecos(SaH—a—i—b)

1 1 1
1 cos(z+a—>b)— 5 Cosa cos(z+b)+C (ak integrand prepiseme do tvaru 5( cos a—cos(2z+a)) sin(z +b) )

1 1 1
alebo Ecos(i%x +a+0b)— 1 cos(z + a + b) — 2 coszcos(a — b) + C (ak integrand prepiSeme dotvaru

. 1 3 z 3 5z 3 Tx 3 11z
smx-i(cos(a—b)—cos(2x—|—a—|—b))>, 4. §COS€_ECOSF_ﬁCOSF—FECOST—’_C’ 5 -
3 cos2x 3cosdx cosbr  3cos8x " cos 12z

16 64 48 128 192

. (1—cos4a:> (1+c086x) >
sin 2z 5 5 ;

2. F(z)+C, kde

1 3tg(x/2)+1) km
—arctg (BTN L BTk s e ((2k— D, (2k+ D), ke Z
arerg (PR 1 (2% = 1), (2% + 1))
F(z) = < primitivnou

2 1
%, ak z=2k+ 1), keZ

1 2) +1 1 2
funkcion na R\ {(2k + 1) k € Z} jo —arcts (M>+C>; 3 cln (tg2”2—3-(tg2g+3) )+

+ C <integrnad sme najprv prepisali do podoby

V5
dt .
C 18 (deﬁniény obor integrandu je R\ {kw; k € Z}; vypocet integralu / m mozno zjednodusit
1 1 1 1
substiticiou ¢ = ;), 4. §(Sinx — cosx) — mln‘tg (g-i— %)) +C (Sinxcosx = 5[(sinx +
18 iz 2 X 1 . 2T 1 . , .
pouzitim vzorcov cos® = = 5(1 + cosx), sin 5 = 5(1 — cosz) mozno vysledok upravit na tvar

lln (1 —cosx)(2 + cosx)?
6 (14 cosz)3

+C



. dx : o
;  pri vypocte / — pouzite substiticiu
SINT + COST

DN | =

1
cosz)? — (sin?z + cos’z)] = §(sinx + cosz)? —

JZ—I—% = t vyplyvajiicu z rovnosti sinz + cosz = v2sin (v + %) ); 5. ak e =1 : tgE +C; ak

2
o |ve + 1cos(x/2) + e — Lsin(x/2)

e>1: \/5+1cos(q;/2)—\/e—lsin(a:/2)‘+C 9. ak € € (0,1) : F(x)+C, kde F(x) =

1
Ve2 -1

2 l—e = 2km
—_— —tg — —_— k 2k —1 2 1 Z
marctg( 1+€tg2>—|—\/1_—52, ak z € ((2k—1)m, (2k+ 1)7), k €

;6. F(z)+C,
(2k +1)m

ak x=02k+)m, kel

Vi—ez’
2 t 2)+1 2k
garctg 8 (82/2) + —|—\/_3 7T, ak x € ((2]@—1)%,(21@4—1)%) , kel
kde F(z) = V2 ;
™ ™
% +1)—— | ak z=02k+1)s keZ
2+ 137 ok +1)]
1 1—cosx 1 1 1 sinx 1 1
42| 1a) —In —=2% . N = Zln|——" . SO
1a) 4 n(l—l—cosx) * 2 1+cosz * ( o 1+cosx * 2  1+cosw +
- 1 1—+/2 cos .
integrand rozsirit élenom sinx)QO; 1b) —cosx — 3 In V2 cos +C (integrand mozno zapisat
2 4v2 |14+ +/2cosx
2 — cos? 2 1 i
v tvare —2 % sing ; 1lc) sinz — —— —6Barctg sinz+C'; 1d) —2arctg sinz +1In ﬂ
2co8?x — 1 sin x 1—sinz
C (z—?arctg sinz 4+ 21n ﬂ 0)21;
1—sinz
1 km s 7r
x—Tarctg(\/itgx)—T, ak x € ((2k—1)§, (2k+1)§> kel
2a) F(x) + C, kde F(z) = ¢ V7 | 2 h :
—2k+1) 11— — k x=2k+1)=, ke’
Coe+) (1= ). ak o= (R4 ke
cosx . crnl . . 1
2b) - - +C (mtegrand rozsirit vyrazom ———; ak predpis funkcie Fi(z) = —— -
a(asinz + bcosx) cos? x a
1 1

ktord je primitivnou k funkcii f(z) = na mnozine D(f)\ {(Qk—i— l)g ik e Z} ,

atgz +b’ (asinz + bcosz)?

rozsirime vyrazom cosx, dostaneme predpis spojitej funkcie definovanej na D( f)), 2c) F(x) + C,

Ybody =z, = 2k + I)m, k € Z, si body odstranitelnej nespojitosti funkcie Fy(z) =
1 Vet+l++ye—1 2 1
In | Y2 tltve tg (/2) , ktord je primitivna k funkcii f(x) = ————— na mnozine
VeZ =1 |Ve+1—+ve—Ttg(z/2) 1+ecosz

D(f)\N{(2k + 1)m; k € Z}; ak logaritmovany zlomok v predpise funkcie F; rozsirime vyrazom cos g,

dostaneme predpis spojitej funkcie F definovanej na mnozine D(f); predpis funkcie F moZno up-

- €+ cosx++Ve?2 —1sinz . : , . ,
ravit na tvar n , ak v nom logaritmovany zlomok rozsirime vyrazom
Ve2 -1 1+ecosz
x x
ve+1 cos§ +ve—-1 Sin§
. R . . i Z i s
2%hoci pre R(—u,v) = —R(u,v) otakdvame spravidla od nahradenia substiticie tg 5= t substiticiou

x
cosx = t zjednodusenie vypoctu, je to v tomto pripade naopak: substiticia tg 5= t prevedie dany integral

1+¢2 1 1 1 x| 1 L=z
a/ of dt ( 2/(t+t)dt 2ntg2+4tg2+0>

3

Hyzorec cos3z = cos®x — 3cosxsin®x mozno odvodit z Moivreovej vety ,,(cosa + isina)™ = cosna +
isinna, n € N, a € R¥ ak lavii stranu rozpfseme podla vzorca (a +b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b a ndjdeme
realnu cast tohto komplexného vyrazu



2 2t 1 2k
—arctg 2tert ] +—7T, ak x € ((Qk—l)ﬁ,(Qk—i—l)E) , kel
kde F(z) = 4 V7 VT VT 2 2 o2d) — +
(2k+ )7 T 710
Gl ak z=02k+1)I, keZ
V7 ( E
3 (tgx — 3)2
—In|{ ———— 22, 2e) F k
20n<tg2x+1 +C 4% 2e) F(x)+C, kde
Fi(z) 7 ak z € D(F)N ((2k—1)§,(2k+1)g> L keZ
F(z) = - , pricom Fi(z) =
(2k + 1) ——= \/_ ak o=(2k+1)7, keZ
1. tg?z—t 11 2tgx — 1 .
6 In % + ﬁarctg % (integrand rozsirit vyrazom g defini¢ny obor integrandu

je D:=R\ {(4k - 1) i ke Z} 23 Fy je primitfvnou funkciou na mnozine D'\ {(2k+ - ke Z} )

1 1

2f) 5 |tgx|—|— tg Sz +C;

= sinz 1 1+sinz 1 1 1—cosz 1

43 . - —_— c; 2 — Cc; 3.1

cos’z 4 ‘1—sinx 7 3cosdx cosz T2 n(l+cosx> T sz

1 . .

T oo +C (éitatel integrandu — tj. ¢islo 1 — mozno zapisat v tvare (Sin2 x + cos?x)? a integrand
cos? x

. 1
potom napisat ako sucet troch zlomkov); 4. Zln(3 + 4sin’z) + C; 5. F(z) + C, kde F(z) =

Fl(a:), ak J?ED(Fl) . o 2 .
{ 0 DAk w—(ktl)r keZ pricom Fl(x)_79tg(a:/2)+3’ 6. F(x)+C, kde
2 (c—a)tg (z/2)+b 2km
arct , ak ze((2k—1)m, (2k+1)w), keZ
Pl@) = ez A Y B = - s ((2k=D)m, (2k+1)r)
o (2k+1)m _
definiénym oborom integrandu je R : acosz+bsinz+c = Va2 + b2 ( COS T+ ————— sin J;) +
( Va2 + b2 \/7
a? + b2 sin(x + +c¢ > 0; cislo e urcené podmienkami siny = —, cosp =
v (@ + ) e P 0 = e O8Y
b 1 dsinx — dcosx
— |; 7. -In|—— |+ C; 8 F C, kd
va2+b2> - 2 n‘ sinx — cosx O 8. F(z)+C, kde
1 k
—barctg (%tgx)—l—ﬁ, ak x € ((Qk—l)g,(%—l—l)g) ,keZ
F(x) = ?2k+ . ¢ _ ; 9. F(z)+C, kde
- k =2k+1)=, keZ
oab] ak w=Q@k+1)3, ke
5 <arct <tgx) tex +k ) ak z € ((Qk 1)7T (2k + 1)7T> kel
= = Y7 IRY ™ ) - ) o )
Py =1 V2 *\V2)  1etie) 2 : :
) 3(2k+ )7 T ’
—_ ak z=2k+1)=,kecZ
8v2 s
2pouzitim vztahu W = cos’z, = # (2k + 1)%, k € Z, mozno vysledok upravit na tvar

3
E + 0 In|sinz — 3cosz| + C', pricom tento predpis uvazujeme len na definiénom obore integrandu (pozri

pozndmku 2 pred vetou 3)

2
™
Zpouzitim substiticie z + — = ¢t a potom ctgt = 2z by sme dostali vysledok v tvare

%arctg (\/gctg (x + %) ) — % In <3ctg2 (x + g) + 1) +C

in 2
Zplati sin® 4 cos® z = (sinx + cosx)(sin® z — sinz cos x + cos® ) = v/2sin (:Jc—f— 4) (1—|— s x)



1 t .
10. 2 In n % 33 1 ’ +C (moZno pouzit substiticiu sin?z = t, v pripade substiticie tgz =t mozno na
g°T —

ypocet / dt ouzit substiticiu ¢ 1) 11. F(z)+C, kde

vypoce _— 7 ==); . ,
tg 2
arctg B +kmr, ak z¢€ ((214;—1)71,(2.%4-1)2) , keZ

F _ 2 4 4 . 6 6 B

() = 2% 1 1) sin®z + cos®x =

0
( Uy ak z=(2k+1)>, keZ
2 4

1—cos2z\® [1+4cos2c\® 1
( c205 a:) —|—< +C205 a:) = g[(1—30052x+300822x—00832x)—|—(1—|—300$2x—|—300522x+cosg2x)]:
1 1 V2 —sin2z 2
—(1+43cos?2z), potom subst. t 2x:t); 12. In +C; 13. —Vcos®x—2+v/cosx +
4( ) p 8 — 2V2 (\/§+sin2x> )

1 1 -1
C,ze U <—E+2k7r,z+2k7r> ; 14. \/_ —|—cosx
oz 2 2 v1+4cosx 2\/_ \/_—i—\/l—i—cosx
1 \/——i—\/l—i—smx \/——i—\/l—i—smx 16 2\/tg_x+ 1
2\/_ \/_— V1 +sin? a: \/_ | cos x| ! _. 22

tgxr —2tgx + 1 1 1
n — —arctg (v/2tgxr + 1) — —=arctg (/2tgx — 1) + C, re{xecR;tge >0};
tgxr +2tgz+1 /2 8 (V2 ) V2 8 (V2 ) { 8 )

17. \/§1H<M) +C, ze(0,m) (1 1 cosz = 2cos? §>’ 18, \/iln(\/§+sin(x/2)—cos(x/2)> N

cos(x/2) cos(x/2) + sin(x/2)
T T .. s ™
C,ze (——, —) (pouzrce substitiuciu x =t + —);
2°2 2
1 r+1 . . . tg a
44| 1. - ———+ C < ri uprave vysledku vyuzite rovnost sina = ———, a €
— = 4 2242245 PP Y Y V14 tg2a
( T 7r> ) 0 _\/x2+2x+2+0. 3 _ x+3 1 I Vr2+6x+8 — /2 (z +3) Le (pri
2°2) ) = T+1 — 2\/3324—6334—8 42 | V224 6r+8+ V2 (x +3)
— 1
tipravich nezabudnite, ze vcos6 o = |cosal®; pre a € [0,7] je Vsin® o = sin a) 4. 2 arcsin +
V3 =2z — 22
(r+1DV3 -2z —=x ‘e
2
— 1 2z + 1 2z + 1 4 27 + 1 3t 32 3 15 2
45| 1. = ¢ Ci 2.~ =" —hli-1 t
[45] 1 6 (:Jc2+x+1)2+3(x2+x+1)+3\/§arcg V3 * =42 | |+ In(t"+
27 2t +1 1. /3 V3 292 F1+1
t4+2) — ——arctg—— +C, kde t = {2+z; 3. —ln< x2—|—1—1>+—arct _— —
A N 2 r T
1 3 T+2-2v/z+1 2 2V +1+1
—ln<3 x2+12+\/x2+1+1>+0; 4 h————— — —arctg—————+C; 5 —s nz-
i (Vs rr2iid VAT 3%
1 1 V1+a3+af 1 |2+42%+2v1+a3 +af 1 V2
ln—3+§+T +C (z—gln p +C; 6. Tarctg\/_

C (moino pouzit goniometrickd substiticiu; ak ste pouzili tretiu Eulerovu substiticiu, ingpirujte sa

1 —_—— 1 1-— 2v/x2 1 2 1
prikladom 26.12); 7. ln‘x—l———l—\/xQ—l—x—i—l‘—l——ln z+2Va? o — va? 4+ + C;
2 rz+1 z+1
Va? -4 3 1 1 iz L9
8. _vr oA —arcsin —— + C'; 9. -In vrotetr —l—arctgix +C
x—1 |z — 2| 2 2 +2—x 2242
( ! ( 224 )+a ctg ————+C'; pouzili sme goniometrickt bubstitl’lciu> 10 x—+\/1—|—a:—|—a:2
=1In T T I ; S subs ; 10. -
SVEES AR : 2
3 3
2In|vVx24+z+l1+2+ 1|+ -In2vV22+z+1+ 22+ 1| + +C ( = V1+az+22 -
| +30] | 4 (2Va?+a+1+22+1)

21n|\/1—|—x+x2 + r + 1| + gln|2\/1+x+x2 + 2z + 1} + C, ak posledny zlomok rozgirime



1 20 —3
vyrazom 2vax2 +x +1— 21— 1) ;0 11, In ' ouzili sme tretiu Eulerovu
Y W e v ¢
bstitdciu) ; 1 11 2% (22241 +2Vat+ a2+ )—i—C 13 11 1+\/smx 1 1+ ¥sinz+ Vsin? z
substiticiu); 12. =In ;o 13, =
2 224242Vt + 22 +1 2 1- \/smx 1— /sin 2+ Vsin? T
V3 2¥smz+1 V3 2¥sma-1 1, (1-sinz) (1 + VSIM)
Tarctg # + Tarctg T +C =1 In =+
3 (1+sinz) (1- Voine)
3 Vsin®z — 1
£arc e + C; pritom sme pouzili vzorce z pr. 1.87.1 a 1.62.2, pozri tiez upravu

tgo ——
& V3 \3/sinx
1 t V2t 1
vysledku v poznamke k rieSeniu pr. 23.6) ;14 (1 gr + gr + + 2arctg (\/tha:—l— 1) +

2v/2 tgx —/2tgr +1
4v/2
2arctg (\/2tg33—1)> +C,ze{zeR; tgz >0}; 15, — T\/—sgn (sinx) \/ctg5x+C
/to 5
16. V2 sgn (cosz) - ( 5g x+\/tgx> +C,ze{zeR; tgx > 0}; 17. F(z)+C, kde F(z) =
t 2)+1 4 k
5&rctg%+3—;—gln(3+smx 2cosx)+6T7T, ak z € ((2k—1)m, (2k+1)7), k € Z
25.
12k 4 '
%—51115, ak o= (2k+ 1)1, keZ

18. F(z)+C, kde

éarctg%—i—?)x, ak z € ((Qk— 1)%,(2]@—}—1)2) ,keZ
F@) =9 50K+ 1)r - ; 19, F(x)+C, kde F(z) =
2 og (x/2)—1 1 3tg (2/2)—1 ( 2 1 )
—arctg —————— — —arctg————+ | —=———= | kwr, ak z € (2k—1)m, 2k+1)7), k€ Z
BT s T AT TR 57 ((2k—1)m, (2k+1)7)
2 1
2k +1)Z ak x—(?k—l—l) kel
(75~ 7) e+ 05
1 1 1 1 . cos?2x 4348 <
(6—58inx—|—sin2x 2 —sinx 3—Sinx> == ﬁn60822x+3_\/§+ SIn°x + cos”

1—cos2z\* 1+cos2z\* 1
( 5 ) +< 5 ) =§(1+660822$+COS42$), potom subst. 00822x:t); 21. F(z)+C,

tg2x km m
ak 1z € ((%-1)Z (2k+1)z) L keZ

— + —
kde F(z) = é;—l-l) vz - ; 22, — 2sina -
_ k =(2 1)— Z
N ak z = (2k+ )4,k6

+ xcosa + C | najprv pouzite vzorce pre sin(a + 3); potom mozno pouzit substiticiu

tg= =t 26 alebo tito dvahu: pre dané o, 3, 7, § € R, 42 +6% > 0, existuyji A, B € R

23 (1—a?)%?arcsinz

9 3

. Looflta 27. a ; s T g .
C; 25. Zln (1_x>_|_c : 26. meaxcobﬂx—i—mea sinfz +C; 27

+C; 24.

asint + Bcost ycost —dsint B). 23 sin x
ysint 4+ dcost ~ qysint+ dcost I

wly

25to ze definitny obor integrandu je R, zistime podobne ako v rieseni pr. 43. 6

%6pri rozklade na parcidlne zlomky treba potom rozlisit pripady cos g =0, cos = 75 0

2Tak ste pouzili metédu per partes, vyuZite, Ze na mnozine (—1,1) — tj. na deﬁmcnom obore integrandu
, 1+zx 1+
— plati In =1In
1 1—x

— T




x x263z 3x 3z

2
cosx) + %cosa: + C; 28 13 (3cos2x + 2sin2x) — 152 (5cos2x + 12sin2x) + 1633 (46 sin 22 —
e’
9cos2z) + C; 29. -— 3 (2% 4+ 32* + 62 + 6) + C (mozno pouzit metédu neurécitych
x sin(2 2
koeficientov) ;  80. 26V (a2\/Z—522+4202y/T—602+120/7—120)+C; 3L g+¢“m; V), cos( 4\/5) +
T_1
1+ /= - e
C; 32. x—31n<(e(x/6) —l—l)\/ew/?’—i—l) — Barctge™® + C; 33 1n—e+1 — 2arctg 1 +
et — ev
1—
e* +1

x el‘ - 1 vt cLs e 6.7) - 1 28
C = In (e" + v/ e2r — 1) — 2arctg + C', pouzili sme substiticiu =t ;
e’ +1 e’ +1

34. E x In*z+C (pouiili sme rekurentny vztah I, = 2 In" o —nl, ) ;35 1‘2—8(32 In®z—

1
24In*z +12Inz —3)+C; 36. — ﬁ(4ln3x+61n2x+61nx+3) +C;
x
na vypocet F’(a) pre a € M pouzite 'Hospitalovo pravidlo (pozri aj pr. 1.384.1);

47| plati; vyuzite fakt, ze f musf byt ohrani¢end (pozri pr. 1.256.1) a pr. 4;

48| uvedieme dva ndvody: 1. podia vety 2 existuje spojité funkcia G: [a,b]— R primitivna k funkeii f,

pritom podla vety 1 na intervale (a,b) plati G(z) — F(z) = konst; 2. existencia prislusnych limit vyplyva
z Tovnomernej spojitosti funkcie F' (pozri aj pr. 1.255); F’(a), F'(b) mozno najst pouzitim 1'Hospitalovho
pravidla (pozri aj pr. 1.384.1);
[49] 1. actgE + 21n’cos£’ + C ( = xtgE + In(1 + cosz) + C); 2. — % tgE +
— 2 2 2 ~ l+4cosx 2

T asinx —cosx

In|acosz + sinx| + +C (Vypoéet sa urychli, ak menovatel integ-

;3. .
T 1442 14+a? acosz+sinx

randu prepiete na tvar (a? + 1) cos?(x — ), kde cosp = sing = (pozri aj pr. 1.31) a

a 1
Va2 +1’ VaZz+1
pouzijete substiticiu a:—gozt); 4. \/2—sin2x—cosa:-ln<cosx+\/2—sin2x>+C’; 5. zln? <x+

1 Va2 +1 2
VI+a?) =2/T+ n (v +VI+2?) +22+C; 6, el (et Va?+1) In@?+1)

2 41 2

d 3 .
/ W | mozno pouzit goniometrickd substitl’lciu) ;T arc;ma: +zln(Vi-z+V1i+az) -

x a:lna: In |z| 1 In |z|
5 +C; 8 ln‘x—i—\/l—kxz)—i-c 9. 7+snx-arcsm +C <:7+
2 Vita? Va? -1 8 2 —1

— b
arcsin — + C' 10. azln L ot
|93| x

+C (na vypocet

2

1 x Inz
11 -1 -
‘J“C E oo sy "

vi—a?

2

r—1
z+1

In2

1
1'—aln|x2—1|—|—

C; 12.

| =

@+ )T - LT e - Y2 '¢+_1ﬂ

13.

Va2 + 1442 o
i 1 1— 22 In (z + V1 + 2?) V14 a? -2

e 1+ 22In————In tVi-a? +C; 14 ( \/2 + n| Y2 fx+
2(1 — 22) 4\/5 VI+22 4+ 2z

2 Vi—z

227 -3 3 s> in® §
(OF . x4 arcsin(l—x)—xl— V2z—22 + C; 16. W—l—g\/l—x?mcsinx—%—i—
T

1
c (pouzﬂi sme substiticiu & = sint, ¢ € [—5 2} ) 17, <(82% + 24 — 55) arccos(2r — 3) —
V=22 +3z -2+ C (odporicame vypocet zacat substitticiou 2z —3=1¢); 18. F(z)+ C, kde
F(x) =

1
28keby sme pouZili substitiiciu e* = ¢ a novy integrand napisali v tvare — T dostali by

; L Vi2—1  tv/t2 -
sme vysledok v podobe In (eI ++/e2¢ — 1) 4 arcsine™® + C

[y

2x 4+ 21




2
T arcsin vE + 2arctg /x — 2v/x + 2, ak z€[0,1] }
Tz 29 (pouiitim vztahov 2arctg/x =
. 2T
zarcsin 4 —2arctg Vo + 2V —2+ 7, ak x € (1,00)
x
2 2 .
arcsin VT , ¢ € [0,1]; 7 — 2arctg/x = arcsin . _\{5 , ¢ € [1,00) 3% mozno predpis funkcie F upravif
x x
2 in2 1 — 22
na tvar F(z) = (z + 1) arcsin 1 _\{E + 2|V — 1|) ;19 arcs;n - T arcsinz + In|z| + C (subst.
x x
arcsinx = t); 20. xarcsingg + 3vV9 — 22 (arcsin2§—2> — 6xarcsin§ +C; 21. - % +
1 1 1 2 2 3
—lnlli—i +C; 22 % — §ln(1 —2?)+C; 23 — tr \/1—x2 arccos r — a:—gl)—a: + C;

1 b— 24+ b—
24. a(xarctgx—gln(l—i—xQ))—i— 2aarctg2x—|—C (%:a—i—ﬂ—ﬁ); 25. z2+ larctgz —

2 2 3 2

In (x+ 2 + 1)—1—0; 26. _%+arct2g Ty (% — a:> arctga:+§—)1n(a:2—|—1)+0; 27. 4(227;11) arcctg x—
° +C (na vypocet /dix moZno pouzit substiticiu = = tgt, t € (—71 z) >

(221 1) 1+ 22)2 ’ 2°2) )’

28 (liwarcctgx + 24 x_3 +C; 29 l(xg + l)arcctgz + 4/ + C; 30. x — In(e” + 1) —

£ Ty 1712 = o=

2¢~"arctg e*/? — (arctge™/?)? + C; 31 2?41 arctg x - In(1 + z?) — gln(l +2%) — a:22+ 3 arctg x + 32_33 +

2+ 1

C (pri pouziti metody per partes (u’ =z, v=arctgz-In(1+x?) ) zvolte u =
4 2chx +1 31 9 5 aa; — bby aby — bay
chx+1)+ﬁarcth+C i 33. ak a® #£b* : o St

dané aj, by, a, b € R, a®> —b? # 0, existujii A, B € R tak, ze ajchx + bishz = A(achz +

); 32. In(ch?z+

In|ach z+bshz|+C (pre

1 1
bshz) + B(bchz + ashz)); ak a = +£b : 4—[(@1 F by)sh2z + (by F ay)ch2zx] + 2—(a1 + b))z +
a a
y 1 sh 2z arctg 3
C (integrand rozsirit vyrazom (chz Fshz)); 34. —=arctg——= + C; 35. arctgex + ———— + C
(integ y (cheFsha)); 34 —parctg—p 35. arctg 3
41 B (a*—a2?+1)+2* 1 n x? . 38 1ln 25 — 5z
2+ D)zt —22+1) (22 + )@t —22+1)  22+1 2+1 )7 T 5 |2b—br+1
. I PRI (@ =se+ )= (=50 . F@) + C, kde Flz) —
z(z* —5)(z® —bx+1) (@ —=bz)(x® = bz +1) | — ’ N

nemé derivaciu v bode 1, preto metédu per partes mozno pouzit len na

2z

T

2
Pfunkcia f(z) = aurcsin1

intervaloch [0,1) a (1,00), takto ndjdend funkcia x arcsin + sgn(z —1) - (2y/z — 2arctg vz ) + C je

primitivna k funkcii f len na [0,00) \ {1}

Ypre x € [0,1] je 2arctgyx € [0,7/2], preto 2arctg\/x = arcsin (sin(2arctg\/z)) =
. : _ NG 1 :
arcsin (2 sin(arctg/x) cos(arctg /x = arcsin | 2 . ; odobne pre x € |[l,00) je

T — 2arctg/x € [0,7/2] (uvedené rovnosti mozno najst aj integrovanim funkcie

1 . o . .
—————— ktord je derivaciou funkcie arcsin

NG
(z+1)vz 1+

3lniektoré vzorce pre hyperbolické funkcie najdete v pr. 1.63 a 1.64

resp.

b
(z+1)va’

na intervale [0,1), resp. (1,00))




1 o T 1/z L K -0
—arc —, ak =z
TR T A
1 vt — V2
L, ak =0 ; 38 — —In M + C (integrand rozsirte
2V/2 V2 |
1 x—1/x
—=arct , ak <0
Vit
1 _
vyrazom — a pouzite substiticiu x — — = t; pritom neabudnite, ze Va? = |x|), 39. —In|z| —
x x
2
1 1 1 1
FJFC <x4+x4+2: <x2+—2) ); 40. §+\/_—§\/x(1+x)—§ln(\/5+\/l+x)+C (pouzite
x x
i b
najprv substiticiu z =%, t > 0) ; 41, ak a—b#kn, keZ : — n s.m(x +b) +C (Vyuiite
sin(a—b) |sin(z + a)

rovnost 1 = _ sin ((z4a) — (z+b)) =

sin(a — b) (sin(z + a) cos(z + b) — cos(x + a) sin(z + b)) ) :

1

sinx

sin(a — b)
ak a—b=Fkr, k€ Z: (—1)Mlctg(x+b)+C; 42. ak a=kn, k€ Z :

Tr—a

+ (=) letgr + C;

1 cos 3
ak a # kv, k € Z : In 2 + C (moZno postupovat podobne ako v pr. 49.41, ak naj-

i x4+ a
sina oS :

prv pouzijeme vzorec cosa + cos( = 2cos

. sinx —cosx 1 .
arcsin ————— — 5 In | sinz +

V3
o
512

4
(2sinz + cosz) + —=1In
arctg 2 . 9 1. . . = .
+C sin“z = g[(smx—i— 2cosz)(sinz — 2cosx) + 4]; sinz + 2cosz = Visin(z + ), kde

43

a"'ﬁcosa_ﬁ)?,z. 1
2 2 ’ 2

—_——— 1
cosx 4+ /2 + sin 2x| +C (pouiite substiticiu x =t + %) ;44 — 5

5v/5
2

ZTta
si 2 co : teda tg 2)33 45. ak cosa # 0 2 ) +C; ak
ing = —=, cosp = —=, p=2)% 45 sa #0: — : = :
NG V5 ncosa G n% 0
a:g—I—Zkﬂr, k
inZ : 2~ =L L0y aka=l4 (Qk+1)m, keZ: —2—=2 40, 46. F(z) + O,
1—sinx 2 1+sinx
0, ak <0 9
kde F(z) = { 4 (teda F(z) = 22%@z + |x|)>; 47. F(z) + C, kde F(z) =
gxg, ak >0 3
l—e ™, ak >0 [x]cosmax 1
, = - (1= ezl _ et 2 (- [a:]) :
{ew—l, ak z <0 (teda F(z) = sgnz-(1—e 17l)); 48. - o (1 (-1) +C;
" (a)

50| ak P,Sln_l)(a) =0 (podia Taylorovho vzorca je P, (z) = Py(a) + P (a)(x —a) + -+
(x — a)m> ;
T a®
1. 3 22 +a? + 5 In (x + Va2 + a2> +C (inverzné funkcia k funkcii sh je dand predpisom

2 1 1
y:ln(a:—|—\/a:2—|—1)); 2. g\/CLQ—I—JZQ—%hl(Q?—I— a2—|—x2)—|—C’; 3. gx(Qa:Q—l)\/xQ—l—gln‘x—l—

Va2 — 1) +C (inverzné funkcia k funkcii y = cha, = > 0, je dand predpisom y = In (x +Va? — 1) ;

m!

32pouzitim substittcie tg g =t by sme dostali vysledok
1
a V1 — cos®

V1 —cosa sin(z/2) — /1 + cosa cos(z/2)
V1 —cosa sin(x/2) + /1 + cosa cos(z/2)

o

.m'

33%ind moznost: integrand rozsirit vyrazom sinz — 2cosz, vtedy dostaneme po tpravich vysledok
2+ +5sinz

+C
1+\/5005x

1 4
——(2sinx + cosx) + In
5( ) 5v/5




kfunkcii y = —chz, > 0, predpisom y = —In |z + vVa? — 1‘ ) ;
55| ak a# 0, ¢ # 0, tak substiticia vax + b =1t prevedie /R(m7 Vazx + b,Vcx + d) dx na integral,

ktory mozno néjst pouzitim Eulerovych substittcif;

E—a:?’—C’, ak <0

56 f(x)=a2—3+1—|—0,a:>0; g(z) = i ;
5—0, ak Z‘ZO
1 /
’—‘57 napr. f(z) = (sm;), ak x#0 :
0 , ak =0

58| 1. f je darbouxovska a prostda = f je rydzomonoténna a darbouxovskd =  f je spojitd a
rydzomonoténna, preto f~! je spojitd a definovand na intervale; 2. pouzite substiticiu f=1(z) =t¢.




