2. Riemannov urc¢ity integral
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1 Bn—1)3n 9 3 1,1 2 3n 9 1
n2 2 2 on’ U(z, Dy) n<n+n+ + ) 2+2n pretoze v(D,,) n—>0

; 3 9 3 9 3
pre n — oo, je podla dosledku vety 2 / xdr = lim L(z,D,)= lim (— ) = —; / rdr =
Jo_ n—od 25 Jo

n—00 2_%

9 3 9 3 3 3
lim (——i— —) = —; pretoze / xdx = / xdx, je funkcia f(x) = z riemennovsky integrovatelnd
n—oo \2  2n 2 Jo 0

na intervale [0, 3];

1 —1 1
2. ak D, = {O, =, ., r , 1}, tak pre a > 1 je L(a*,D,) = —(1+a1/”+'--+
1 1n " 1 1 1 " 1 1
(n-l/my _ 2 27 % 2 @ — gt T Cdr — lim [=.-2—° ) =
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, 1 a—1 , [T, (1 oy, a—1 a—1
(a_l)'ginéoal/n_l_ Ina /()adx—nlgrgo(ga m>_ Ina ’ pre @ =
1/n 1 —
1 je L(1,D,) =UQ1,D,) = 1; /1dx = / ldx = 1; pre a € (0,1) je L(a*,D,) =
JO 0 o
1 oy, a—1 - 1 a-1 L N e
i LG e /L dr = oo = G0
™ 27 3w n=1m 7wy, _ T /.
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1
pouzili sme vzorec 1+2+---+k = k(k; )
n_ 1
2pouzili sme vzorec 1+q+q2+"'+qn71:q 1 , qF# 1
3pripomenme, Ze HI% — =Ina, a>0
uU— u
4 . ™ , . - ™
teda interval [0, —} rozdelime na n intervalov dlzky —
2 2n
5 . . . 1 .a .a e’
pouz1hsmevzorec sina+sin2a+---+sinka = = — (sm—sma—l—sm—31n2a+~-~+s1n—-
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T (cos T _ cos (2n + 1)7T> T 4(271 — U
-— = —_— /2 COS — — COS
an = in ; / sinzdr = lim dn 4n = 1 6;
insn © : 70
4n /4n

w/2 . ™
/ sinxdz = 1; teda funkcia sin je riemannovsky integrovatelnd na intervale [0, —} ;
0

2
4. najprv dokdzte, ze pre kazdé delenie D intervalu [-2,—1] plati L(f,D) =
1 2 n—1
L(:L‘,D),U(f,D):U(—ZL‘,D), ak Dn:{_Qa _2—1—%’_2—1—%"”’ -2+ n _1}>
1 2n  2n—1 n+1 1 -
tak L(f,Dn) = E(_ 2SR ) = ——((n+ D4+ 2n - 1)+ 2n) =
i<2n(2n+1) n(n+1)> 3%+ U(f.Dy) = L(Qn(2n+1) n(n + 1)) B
n? 2 2 B 2n? ' M 2 2 2 B
3 2 -1 3 —1 3 .
r —I—n; / flz)de = —=, f(x)de = —, teda f nie je riemannovsky integrovatelnd
2n2 _2 2 —2 2

na intervale [—2,—1];
o a, ak xEQﬁ[O,l] .
napr. f(:c)—{ B, ak z€[0,1]\Q "’

1. je (f jespojitdna [-1,1]); 2. je (f je monoténna na [0,1]; integrovatelnost f na
[0,1] vyplyva aj z toho, ze mnozina {1/2";n € N} jej bodov nespojitosti ma Jordanovu mieru nula) ;
f(z), ak z€(0,1]
) 0 ak =0
je monoténna, a teda riemannovsky integrovatelnd na intervale [0,1]; integrovatelnost funkcie f
na [0,1] vyplyva aj z toho, ze mnozina {1/n; n =2,3,...} jej bodov nespojitosti mé Jordanovu
mieru nula ®); 4. je (aj na tiito funkciu sa vztahuje pozndmka 2 za vetou 6; pre lubovolné A € R
f(z), ak xz€(0,2]
A, ak =0
mé Jordanovu mieru nula, teda f, je riemannovsky integrovatelnd na [0,2]); 5. je (mnozina
{0} U{1l/n; n=2,3...} bodov nespojitosti funkcie f|[0,1] m4a Jordanovu mieru nula); 6. nie je

je (na tito funkciu sa vztahuje pozndmka 2 za vetou 6; funkcia f = {

plati: mnozina {0} U{1/n; n € N} bodov nespojitosti funkcie f4(z) = {

(pre [ubovolny uzavrety ohrani¢eny interval I = [a,b] je /bx(:v) dr =0, {bx(:v) dr =0b— a) ;
7. nie je (f totiz nie je ohrani¢end na intervale [—1,1], pozri tiez pozndmku za vetou 4);
dokazte, ze mnozina {z, ; n € N} md Jordanovu mieru nula;
@ pouzijeme vetu 3; pretoze pre lubovolné delenie D intervalu I = [a,b] je L(r,D) =0,
stacf pre kazdé £ > 0 najst také delenie D., pre ktoré U(r, D.) < £; nech je teda dané £ > 0;

mnozina M := <z € I ; r(z) > ﬁ je konecna, preto existuje konetny pocet po dvoch
disjunk;gnych podintervalov I, ..., I, intervalu I taky, ze sucet ich dizok je mensi nez % a
M C U I;; ak je delenie D intervalu I vytvorené bodmi a, b a koncovymi bodmi intervalov
i=1
I, ..., I, (usporiadanymi podla velkosti), tak U(r, D) < e (pre rxehUlbU...Ul, iste plati
Spripomenime, Ze iii% sizu =1
"pouzili sme vzorec 1+2+---+ k= k(k; )

f@), ak ze 1]
A, ak =0
¢islo, bola by mnozinou bodov nespojitosti funkcie f, mmozina {0} U {1/n; n = 2,3,...}, ktord m4 tiez
Jordanovu mieru nula

Skeby sme namiesto funkcie f zvolili funkciu f,(z) = { , kde A # 0 je dané



r(z) <1 apre z € I\(LHU...UIL,) je r(z) < ﬁ, preto U(r,D) < 1.d1+2(b€7—a)d2’
kde d; je sucet dlzok intervalov Iy, ..., I, a do je sucet dlzok zvysnych intervalov delenia D
(zrejme do < (b—a)), preto U(r,D) < 2—1—2(65—_(1)(1)—@) :5);
—1 -2 1 2 2n —1
65| 1. aan:{—l,—n ,—n g ey, 0y — o — o " ,2} a za & zvolime
— n n n’' n n
1Y, , U 1 n—1\2 1\? 9
vzdy lavy koncovy bod prislusného intervalu, tak S, = — |1+ +--4+ (=) +0°4+---+
n n n
2n — 12 1 1/1 1
( . >}:E[(nQ—i—'--+12)—|—(12+---—|—(2n—1)2)]:E<6n(n+1)(2n+1)+6(2n—1)2n(4n—
1)) 9 lim S, =3;
n—oo
— b— b
2. ak Dy = fa, a+ 2 a4+ 22=2, L a4 (n— 12— bhoa &
n

n
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n n n n
66| pretoze plati EmkAxk < Zsin50§kAa7k < EMkAa?k aj kaAa?k <
k=1 k=1 k=1 k=1
3 n
/ sin 50x dx < ZMkAZBk, je
0

3 n
/ sin 50x dx — Z sin 50& Az
k=1 0

k=1

n n

< ZMkAxk: — kaAZL‘k =
k=1 k=1

n

E(Mk — my)Axy; stacl teda ndjst & > 0 tak, aby z nerovnosti Axj, < & vyplyvalo My, —my, <

k=1
0.001
—5 (k=1,...,n); [ jespojitd na [xg_1,xk], preto My = sin50n;, my = sin 509 pre niek-

toré my, Uy € [tp_1,2]; podla Lagrangeovej vety My, —my, = | My, —my| = | sin 50m;, —sin 500y | =
150 cos 50¢|[ne — Px| < 50|mp — Ik| < 50Axy;  preto staci zvolit § =

150
1. limitovany vyraz je integralnym suc¢tom riemannovsky integrovatelnej funkcie f pri
1 2 .
deleni D,, = {0, — =, ., 1}, pritom {D,}>; je normdlna postupnost deleni intervalu [0, 1];
n’ n

napr. Dirichletova funkcia x, ak v kazdom ¢iastocnom intervale kazdého delenia zvolime
za £ iraciondlne ¢islo;

69| nie je; {D,}°° nie je totiz normdlna postupnost delenf;

70| za danych predpokladov mozno najst normalnu postupnost integrélnych stctov {5},
takd, ze S, = 0 pre vSetky n € N; prikladom su Dirichletova funkcia y a funkcia f(z) =0 (alebo

N N
1 .
9pouzili sme vzorec Z i? = 6N(N+ 1)(2N +1); vzorce pre Z i* (k € N) mozno odvodit nasledovne:

N i=1 i=1

plati Ezk = Poy1(N), kde Pyy1(N) = apy1 N1+ apN¥ + -+ + ag je polyném stupiia k + 1; nezndme
i=1

koeficienty aj41, ..., ao najdeme z podmienok Ppy1(N + 1) — Poy1(N) = (N +1)F, Peyi(1) = 1; iné

odvodenie pozri napr. v [27, str. 51]



Dirichletova a Riemannova funkcia);

Tr—a ak z€Q
1 . = ’ ;
napr. f(x) { r—a) ok rdQ
72| sicin 4no (ak napr. za jednu z funkcii zvolime f(z) = 0 a druh4 bude lubovolné ohranicend
riemannovsky neintegrovatelna funkcia, inym prikladom je stuc¢in Dirichletovej a Riemannovej funkcie

107); sticet nie;

. 1 .
73| vyuzite rovnost max{f,g} = =(f + g+ |f — g|) a analogickd rovnost pre min{f,g};
— 2

nie (prislugny priklad uz musite najst sami);

staci dokdzat f(xg) > 0 pre niektoré zoy € [a,b] a vyuZit spojitost funkcie f; z vyroku
b
Va € [a,b] : f(z) <0 by vyplyvalo / f(z)dx <0;

a
76| 1. nech xy je vnutorny bod intervalu [a,b] (v pripade xg = a, xg = b je dokaz obdobny);
iste existuju € >0, § > 0 tak, ze a <xg—0 <9+ <b, pricom V€ Os(xg) : f(x)>e (staci

f(x0)

2
xg—90
) >0, Va €lrg—0,z0+9] : f(x)>e, Ve lxg+,0b] : f(a:)>0 Vyplyva/O f(z)dz >

a

x0+5 b zg+6
/ x)dr > 20¢, / f(z)dx >0, teda / / / / > 20e > 0;
$0+5 $0+5

zvolit napr. ¢ = a vyuzit spojitost funkcie f v bode zg); z nerovnost{ Vz € [a,z9 — ] :

sin x 1
1. vyplyva z nerovnosti Va € (0,7) : 0 < ——— < == a z tvrdenia pr. 76.2;
2
1. druhy; vyplyva to z nerovnosti Vz € (0,1) : e ¥sinx < ¢~% sinz a z tvrdenia pr.

76.2; 2. (na obidva porovnavané integraly sa vztahuje pozndmka 2 za vetou 6) druhy; vyplyva to
sinx

T . . R
z nerovnosti Vz € {— 77) > 0, z tvrdenia pr. 76.2 a z aditivnej vlastnosti Riemannovho

w/2 T
integralu < / / / )
w/2

[79] oznacme f+t:= max{f,0}, f~ := max{—f,0}, potom ft, f~ st spojité funkcie (pozri
b b

pr. 1228)a f=ft—f", |fl=f"+ f; oznatme A ::/ ft(z)dx, B ::/ f(x)dx; ak
a a

b b
/ f(x)dx >0 (postup pre / flx)dx <0 je obdobny>, tak zo zadania vyplyva A— B = A+ B,

teda B = 0; odtial na zdklade pr. 76.1 vyplyva f~(z) =0 pre vietky = € [a,D];
80| napr. f(z)= sgnz, g je Riemannova funkcia;
45 -
1. e 2. g; 3. %; 4. 1 (Vyuiite rovnost /1 + sh2a = Cha) ; 6. 2
(pozor: V23 = \a:|1/3); T.ak b >a >0: b—a; ak b>0>a : b+a; ak

0>b>a: a—b; tomozno ,naraz zapisat v tvare |b| — |a|; 8. 100v/2 (\/1—008233:
\/§|sinx\); 9. In(n!) (=In24+Wn3+---+Ilnn); 10. pre m=n=0 apre m# +n : 0;

xT

pre m=n#0:7m; pre m=-n#0: —m; 12. i;
2ab

1 .
la) funkcia f(z) = — je neohranicend na [—1,1]\ {0}, teda nemodze byt riemannovsky
x

Ypozri tiez pr. 165; nie je Eazke dokézat nasledujiice tvrdenie zovieobeciiujiice obidva uvedené priklady:

ak g € Rla,b], g > 0, pricom / x)dr =0, a f:[a,b]— R je ohranicend funkcia, tak fg € Rla,b] a

/a f(@)g(a) dz =



integrovatelna na [—1,1] 1 (preto symbol / — dr nemj zmysel)

1\’ 1
1b) pretoze (arctg —) = iy © # 0, je (v zmysle pozndmky 2 za vetou 6)
x x
/1( t1>,d /1 ! 4o, funkeia arctg - je primitfvna k funkeii ——— 1
arctg — | dx = - x, funkcia arctg — je primitivna k funkcii — en na
-1 & 1 1422 & P 1+ z2

R\ {0}, preto na [—1,1] nie si splnené predpoklady vety 11 <tie st splnené pri nasledujicom

arctg — x = — =[—arctgz] ;= —=;
-1 & 1 1422 &%= 2’

1 1 1\’ .
pomocou funkcie arctg — mozno integral / <arctg —) dx vypocitat nasledovne:
x -1 x

o[ [ ol el -

pretoze na intervale [—1,0], resp. [0,1] st v tomto pripade splnené vietky predpoklady vety 11) ;

vypocte:

len na R\{(2k+1)g; ke

1 _
1c) funkcia —— arctg (vV3tgx) je primitivna k funkcii
V3 1+ 2sin’x

Z}, teda na intervale [0,7] nie si splnené vsetky predpoklady vety 11; tie si v tomto pripade

splnené len na intervaloch [0, g} a {g,w} , preto

/07r _ /07T/2 +/7r7;2 = {% arctg (\/gtga?)];rm + [% arctg (\/gtgg;)} :/2 — % :

2 1 !
2. 3 ( = {m} + [m] ; pri overovani predpokladov vety 11 v tomto pripade
-1 0

!/
nezabudnite preverit, ¢i je funkcia (m) riemannovsky integrovatelna na [—1, 1]) ;

1 1 2 L dx
83| 2. —— (:/ xpdx); 3. —(\/g—l); 4. In2 (:/ >; 5. 64
\ p+1 o . 3 } o 1+ ,

dx dx 1

3
= z°dx ); 6. 2 :/7>; (:/7>; 8. / x)dr;
( /0 ) - < o Vi+z 0 V4—21? ~ b—ala i@

2 1 1 /2 2%2d

(: h lna:dx’ pozri aj pr. 67.2) ; 10. T?) (: 2/ ﬁ—;) ;

4
e
@ 1. 03125 < I; < 0.40972; 2. 0.493055055 < I < 0.493107639; 3. 0.12610097 <
8

£l

=

5 O

9.

I3 12617146
5 ednothve nerovnosti si dosledkom tvrdenia z pr. 76.2 a nasledujicich nerovnosti:
Rt S A I L 6(01)\{1} (stact
=< <z, 1) 20 —e —_— < =¥ , = staci
T V2 V1422 9 (x+1)(2—2) 2 2
67590 67590

4jst i ini funkci 1)(2 — 0,1); 3. 0
najst maximum amlnllmum unkcie (x + 1)( f), xz € [0,1]); 3. 0< T <50 ¥ €
0,200]; 4. 1< ,.I‘E(O ],n>1;
( i 4 V1—g2n — \/1—332

Ufunkcia f mé hned dve ,,chyby“ nie je definovanéd v bode 0 a nie je ohrani¢end, z nich podstatnejsia je
v tomto pripade jej neohranicenost (porovnaj s pozndmkou 2 za vetou 6 a pozndmkou za vetou 4)



b
[ #@ie=0) - @) = 16 -tk =1-v3;

ak M C {a,b}, niet ¢o dokazovat; ak M ¢ {a,b} a M\{a,b} ={z1, ..., z,}, pricom
b 1 9 b " >
<oy < <a, tak [ = [T [Teg [P (F@E S F@IR 4+ P,
a a x] Tn

b
88| 1. napr. f(x) = sgn <:1; — a—2|— ) ; menej trividlnym prikladom je Riemannova funkcia

r (pri dokaze faktu, ze r nemd na [a,b] primitivnu funkciu, vyuzite tvrdenie z pozndmky ' k pr.

1
3/2 win L
57; 2. nie, napr. f=F', kde F(z) = TSI e, ak z € (0,1] :
0, ak =0
1 /9 dt 1 ™ 3V3m rat T
2. 0 = = ;3. = 4.2 — —; 6.8 ;70— 8. —
_ ( 201—1—752)’_6’_ 27 = +2’_16’_4
pouzite substiticiu x = asint a potom substiticiu ¢ + T_ z, pritom vyuzite vzorec cosa +

4

142
1 94 4+/2 1
sina = ﬁsin(a—kz)); 9. —1n+—f =—In 10. (pozor:

2 .
4 ) 7 V2o l1+vho | ] T

14
1 !
(COS In —)
T

la) dno; 1b) édno; 1c) 4no (vSimnite si, ze v pr. 90.1a,b, tj. pre t € [0, g} , Tesp.

[GLRIEN

_ |sinlnz|

\/1—0082x:\sinx|>; 11. 4n (

, potom subst. Inx = t) ;

pre t € [g,ﬂ} , ,,prebieha“ funkcia sint vSetky hodnoty medzi 0 a 1 (teda hodnoty sint presne
,,vyplnia“ interval [0,1], na ktorom chceme integrovat funkciu /1 — 22), zatialéo v pr. 90.1c je
sin ({0, 5;]) = [—1,1]; predpoklady vety 12 su splnené vo vsetkych troch pripadoch); 2a) éno;
1 . s . 1 ) T 5w
m nie je spojitd na intervale [_\ﬁ’ 1} = sin ({Z, Z}) ,

teda nie si splnené vsetky predpoklady vety 12> ;3. nie (neexistuje § € R tak, aby platilo

2b) nie (funkcia f(z) =

sin3 =3, teda pri lubovolnej volbe a, § ,,nevyplnia“ hodnoty sint, t € [a, 8], interval [0,3]);
91| 1. funkcia ¢(z) = tgz nie je definovand na celom intervale [0,7] (a nemozno ju ani

,,spojite dodefinovat “ !2), preto pri uvedenom vypoéte nie sii splnené predpoklady vety 12 ( spravny

13> :
)

2yetu 12 mozno totiz pouzit aj v pripade, ked funkcia ¢ sice nie je definovand v koneénom poéte bodov
intervalu [o, 8], ale existuje funkcia %:[a, 5] — R vyhovujica predpokladom vety 12 (a teda spojitd) taks, ze
3

je napr. nasledujuci vypocet:

™

B= 07 L [pmstmian] 7+ [JgmmsBran] -

Sl

?(z) = ¢(z) pre vietky z € D(p) (takto mozno pouzit napr. substitiiciu ¢ = 23 sin — na vypocet integralu
x

1 1
1 1 .
/ <x3 sin —) (x3 sin —) dz; presnd formuldciu uvedeného tvrdenia a jeho dékaz prenechdvame ¢itatelovi)
1 xT x

L3ysimnime si, ze pri vipocte integralov fow/ > a :/2 pouzivame substitiiciu ¢t = tga len ako substitticiu
pre neurcity integral (vetu 12 nemozno pouzit), musime sa teda ,,vracat k povodnej integra¢énej premenne;j*;
nebude to potrebné, ak okrem Riemannovho integrélu zavedieme aj Newtonov integral (pozri poznamku pred
odsekom 2.6) alebo nevlastny Riemannov integrél (pozri napr. [1])



1 .
2. funkcia ¢(t) = ; nie je definovand na celom intervale [—1,1] (a bod 0 je jej neodstrénitelny

bod nespojitosti), preto nie su splnené predpoklady vety 12 pri uvedenom vypocte;

1 t
1. pouzite substiticiu =z = e 2. pouzite substiticiu z = tg 5 (na integral na pravej
arctg
x

aj lavej strane rovnosti sa vztahuje pozndmka 2 za vetou 6, ako treba dodefinovat funkcie a

t
snt’ aby boli splnené predpoklady vety 127)
0
- / / / na vypocet / pouzite substiticiu = —t; 3a) pouzite sub-
—k

stituciu z = 5~ 3b) pouzite substitiuciu x =7 —t;
1. 0 (Vyplyva to z tvrdenia pr. 93.1); 2. g (Vyuiite 7e podla tvrdenia z pr. 93.1
/2 2
je / 2?sinzdr = 0) ;3. — (pouzite pr. 93.3b); 5. a / / / na vypocet
—7/2 4 —a —a
0
/ pouzite substiticiu =z = —t) ;6. 1;
—a
1. e 2 1
95| 1. ~In-; 2.2 - =; 3 —(5 — 2); — Dn™nn — pntt
95] 1. gng: 2 i 3 570 ); (n+1)2[(”Jr Jjnt nm = et A
2 4
1]; 5. kT h (e7“"+1); 6. g - V3 (pre funkcie f(z) = =, g(z) = arcsin,/l_:f_aj nie

su splnené predpoklady vety 13 — funkcia ¢'(x) nie je definovand v bode 0 (a nie

1
T 2/z(1+2)

je ohrani¢end na (0,3], teda nemoéze byt riemannovsky integrovatelnd na [0,3]), napriek tomu
fg € R[0,3] a plati (2.2) z vety 13, zd6vodnenie prenechdvame na éitateia) 701 (V tomto
pripade nemozno pouiif vetu 13, pretoze pre f(z) = x, g(z) = arccosz neplati f¢' € R[0,1],

symbol / f(z)d (x)dr teda nemd zmysel; metédu per partes tu mozno pouzit len pre neuréité
2 .
integraly 14) ;8. il 2 (na tento priklad sa vztahuje podobnd pozndmka ako na pr. 95.7);
2n)!! . 2 -
2. ﬁ (rekurentny vztah I, = %731[”_1 mozZno ojvodit samostatne alebo
. . T 1
7it substitiiciu o = cost 7it riesenie pr. 96.1); 3. (—1)"— —)nh—— (I, =
pouzit substiticiu x = cost a vyuzit rieSenie pr. 96.1); 3. (—1) 1 + z::( ) Y ( n
LI )i 4 (- n! (na integrdl L, (m,n € N) fahuj {mk
—I,1); 4. (-1)"————— (na integra m,n sa vztahuje pozndmka
om—1 n—1 | = (m+1)n+1 ng m,n ) Jj€ P
2 za vetou 6; rekurentny vztah I, = — I, n—1 sme odvodili pouzitim metédy per
partes pre neurcity integral — funkcie f'(z) = 2™, g(x) = In"z totiz nevyhovuji pred-
m+1
pokladom vety 13; rovnost lin%] z 11n"m = 0 mozno dokédzat pouzitim 1'Hospitalovho
‘o " 1 1
: . _1\n+1 _1\n+l1-k - = .
pI‘aVldla>7 5. (1) lnﬂ+,€z::1( 1) o (In o In_1>,
1 T
na vyjadrenie integrdlu — / (x —t)"f (1) (¢) dt pouzite n-krét za sebou metédu per
n! Jzg
partes;
1 1— 1
98| 1. ,—(arctgﬂ + arctgﬂ) ( = ,L, ak pouzijeme vzorec
— sin o sin o sin o 2sin«
1 -~ 14 29 1
arctgx + arctg; = gsgnx); 2. Inv3 — %3; 3. T 4. 770 5. 5(\/3 - V2);

aj v tomto pripade by sa podobne ako v rieSeni pr. 91.1 situdcia zjednodusila zavedenim Newtonovho
alebo nevlastného Riemannovho integralu, pozri tiez riesenie tohto prikladu v poznamke pred odsekom 2.6



2—1 1
6. In <2f ) <ak ste pouzili substiticiu = = 7 uvedomte si, ze V2 = —t pre

V-1

tg 1
t < 0; pouzitim substiticie = = tgt dostaneme vysledok v tvare ln(tg arc2g )—
arctg 2 s 2 1 > T a®+b?
In(t ; 7. ————; 8. 2v2m; 9. 2 10. - ———; 1. 0;
n(g 2 >> o144 var; 7T(\/’ V2 =4 @3 T T
2
- -
12. 7T— . % pre m € N pérne, Ww pre m € N nepérne; 13. %(1 +/3)
L ) T 1 — cos(m/6) 3 1 9

T T ™ tom tg— = (/] —— 20 14 2" 1) 15. 0; 16. —me™/? —
< 6 » PHIOI 18 79 1+cos(7r/6)>’ 14 ple"—1); 15.0; 16. gre
1 2 16 1
5; 17. 2e—5; 18. 71r_6; 19. %—2\/3; % (/ / / v prvom z integralov
subst. x = —t; po tprave vyjde / 1+$2> 21. arctg2—7 — 27 < = [arctg f(2))°, +

/
[arctg f(2)]3 + [arctg f(z)]3; nezabudnite preverif, & je funkcia % riemannovsky inte-
x
grovatelnd na [~1.3], na to staci vySetrit jej spravanie sa v bodoch 0 a 2 (dobre si rozmyslite,
T 2p 12+V3 y
preéo)) ;o 22, — = {arcsin— , tato rovnost ovSem nevyplyva bezprostredne z
3 1+22| 5 3

2r 1\’
vety 11, ale z pr. 87 (rozmyslite si, preco; vypocitajte (arcsinm> — nezabudnite pritom, ze
T
2

\/(1—x2)2:\1—x2|)); 23. —1; 24. —WZ; 25. 14 —In(7!) (e2~17.39).

podia vety 11 (uvedomte si, ze jej tvrdenie zostane v platnosti aj v pripade a > b) je
G(z) = F(¢(x)) — F(p(x)), kde F je primitivna funkcia k funkcii f (zv14st si rozmyslite dokaz

rovnosti (2.3) pre z = «a, © =, ak I = [a, ], a pre pripady ¢(x) = ¢, ¢(x) =d, P(x) =
¢, P(x) =d);
100| 1. sinb?; 2. —sina®; 3. 0; 4. sinb® —sina®; 5. 2(b—a)rcosx?;
322 2z
101| 1. fl(z) =2zV1+2%; 2. fl(z) = — . 3. — cos(mcos®z)cosT —
flo) = 2VTFT 2 fla) = oo = o2 (rcos” )
cos(msin®z) cosz (= cos(msin®z) - (sinz — cosz));

4 17
1. (globdlne) minimum 3~ 15In3 = F(In2); 2. (globdlne) minimum y = —13 bre
4
x =1, inflexné body = =2, 1‘25;
x
1.1 (rovnosf lin%] cost?dt, ktord (okrem iného) musime overif pred pouzitim
Tr—>
0 N 2
I’'Hospitalovho pravidla, vyplyva zo spojitosti funkcie F(z) = / cost? dt) ;2. i 3. 0 (pred
0
§ T 52
pouzitim I’Hospitalovho pravidla tu treba overit podmienku lir% 22" gy = oo, ta vyplyva z
z—0 Jo
x 2 2
nerovnosti / e27” g > x, ktord je dosledkom nerovnosti 2T >1, xz €0, oo)) ;
0

A (pouzite substiticiu nx =t);
105| (predovSetkym si uvedomte, ze z podmienky f € R[0,w]| vyplyva riemannovskd inte-

grovatelnost funkcie f na Iubovolnom uzavretom ohranienom intervale) 1. F(z) = G(z) +
W

1
K(x —a), kde K = a/ ft)dt, a G(z) = F(x) — K(x — a) je periodicka funkcia s periédou
0
w (ukézte, ze tvrdenie pr. 93.2 plati aj za predpokladov uvedenych v pr. 105); 2. ak K =0



(pozri vyjadrenie F v rieSeni pr. 105.1), tak F je periodickd funkcia '°, ak K # 0, tak
lim |F(z)] = oo, ateda F nemodze byt periodicka;

r—00

106| 1. staci si prezriet dokaz tvrdenia a) vety 14 (pozri napr. [24, str. 63]); 2. vyplyva z

F(z)-F
pr. 106.1, pretoze w < L pre vsetky = € [a,b] \ {zo};
— T
1. Fl(zg) = lim f(z); 2. Fi(xg) = 11m+f( x), fL(zo) = lim f(x) (pri dokaze
T—x( T—T() T—T()—
prvej z tychto rovnost{ mozno postupovat nasledovne: pre z € [xg,b] je F(x / flt)dt +
T _ - f(#), ak t € (20,0 = .
/x f@)dt, kde f(t) = hm+ Ft), ak t=um ;  pre funkciu f, bod zy a interval
T—T0

[0, b] st splnené predpoklady tvrdenia b) vety 14) :

vywsite pr. 107.1;

z vety 11 vyplyva: ak existuje primitl’vna funkcia F :[0,1] — R k riemannovsky inte-
grovatelnej funkcii £:[0,1]— R., tak F(z / f)ydt+C;,

a0] 1 2 2 45 8 2
m

oznacme m := min f(z), M := max f(z); uvedené tvrdenie zrejme plati, ak
z€la,b] z€la,b]

b .
/ g(x)dr = 0 alebo ak funkcia f je konstantnd na intervale [a,b]; dalej iste plati v pripade,
a

ked vnutri intervalu (a,b) lezi aspon jeden z bodov, v ktorych funkcia f nadobida hodnotu m, a

aspon jeden z bodov, v ktorych f nadobida hodnotu M  (vtedy totiz f — kedzZe je darbouxovské

— musf hodnoty f(a) a f(b), pre ktoré zrejme plati m < f(a) < M, m < f(b) < M, nadobidat
_ b

aj vnitri intervalu (a,b)); zostdva vySetrit pripad, ked / g(z)dx # 0, f je nekonstantna a

nadobida hodnotu m len v niektorom z bodov a, b (p?l’padne v obidvoch) alebo nadobida

hodnotu M len v niektorom z bodov a, b (pripadne v obidvoch); predpokladajme teda, ze
a

/ glx)dx >0, f(a) =M a Vax € (a,b) : m < f(r) < M (postup v ostatnych pripadoch je
b

b
obdobny); pretoze / g(xz)dx > 0, existuji ¢,d € (a,b), ¢ < d tak, ze Va € [¢,d] : g(z) >0

(pozri pr. 75, resp. 16?1), sucasne Vz € [¢,d] : m < f(x) < M; z uvedenych nerovnosti dostdvame
Va € le,d] @ mg(r) < f(x)g(x) < Mg(x); = tejto nerovnosti, nerovnosti Vz € [a,b] : mg(z) <

b b
flx)g(z) < Mg(x) azpr. 76.2 16 vyplyva m/ dx</a f(:L‘)g(:U)dx<M/a g(z)dx, preto

pre &slo p z vety 15 nemédze platit 4 = M = f(a); zostalo ndm teda este uvaZovat o hodnote
f(b) : ak f(b) #m, f(b) # M, tak z naSich predpokladov vyplyva, ze f nadobida hodnotu f(b)
aj vnutri intervalu (a,b) (za tychto predpokladov f musf nadobiidat hodnotu m vnitri (a,b),
sicasne f(a) = M, dalej stac¢f vyuzit darbouxovskost funkcie f); ak f(b) = M, niet uz co
dokazovat; ak f(b) =m a Vaz € (a,b) : m < f(z) < M, mozno rovnakym postupom ako
predtym dokdzat, Ze pre p z vety 15 neméze platit u=m = f(b);

112| integral je 2. kladny; 3. zaporny; 4. kladny (pozor: pre interval [0, 7] a funkcie

Ypritom kazda periéda funkcie f je aj periédou funkcie F'; opacénd implikdcia nemusi platit (uvazujte
napr. f =r, kde r je Riemannova funkcia z pr. 63), najdenie vztahu medzi mnozinou periéd funkcie f a
mnozinou periéd funkcie F v pripade, ze f je spojitd periodicka funkcia, prenechdvame ¢itatelovi

6tyrdenie pr. 111 zostane v platnosti aj vtedy, ked predpoklad ,,g je spojitd funkcia® nahradime predpo-
kladom ,,g € R[a, b]“, na tomto mieste dokazu musime potom namiesto pr. 76.2 pouzit pr. 162



1
f(x) = =, g(z) = sinz nie sd splnené predpoklady vety 15 ani tvrdenia z pr. 111 — f je totiz
x
neohranicend na intervale (0,1]'7; prislusnii nerovnost mozno dokazat podobne ako v pozndmke
Var Var q
2 za rieSenim pr. 112.1) ;5. kladny ( / sin 22 dx :/ —(2:L'sin:c2)dx) ;6. zaporny
vers Var 2%
T (T T
pre kazdé T > In— (staél' dokazat / cose*dr <0 pre T =1In (— + 2k7r) ,k=1,2,...,
2 In(r/2) 2
a vyuzit rydzu monoténnost funkcie F(x) = / cos e’ dt na kazdom z intervalov {g + lm,g +
In(r/2)
(k+1)7r} L k=0,1,2,... );
2. 1 (: lim #, kde ¢ € 0, 1]) ; 3. f(O)lné (ce € [ag,be], preto
= e—0 e +1 B a

w/2 w/2—e/2
lir%cE:O); 4. 0 (/ = I{ + I5, pricom If:/ sin"xdx — 0 pre n — oo, |I5| =
e~ 0 0

/2 € /2
/ sin” zdx| < = preto plati YVe>0 dANeN Vn>N,neN : / sin” x dx
T/2—¢/2 2 0
(=I5 +15) <c)™
114| 1. rieSenie: ak F':[a,b]— R je primitivna funkcia k f, tak F(z / f(t)dt =

k(r —a), potom f(z) = F'(z) = (F(a) + k(x —a)) = k; 2. rieSenie: v kazdom intervale
[, B] C [a,b] nadobuda f aspori raz hodnotu k, z toho a zo spojitosti funkcie f vyplyva tvrdenie
prikladu;

|115] ak /g = 0, tak g(x) = 0 pre vsetky = € [a,b] (pozri pr. 76.1), teda

. . b
/ flx = 0 a (2.4) plati pre lubovolné ¢ € (a,b); predpokladajme / g(x)dx > 0;
ak f je na (a,b) zdola aj zhora neohrani¢ena, tak tam ako hodnoty nadobﬁga vSetky redlne
¢isla, teda aj ¢islo ( / dx) / < / g(z dm) ; ak f je na (a,b) zhora neohranicend,
zdola ohraniCensd a 1{1f flx) = (a teda f nadobida ako hodnoty vsetky c¢isla z in-
tervalu (m oo)) tak z nerovnosti Vz € (a,b) : f(z)g(x) > mg(x) vyplyva u =

b
(/ flx )/(/ g(a?)dx> > m, pri dokaze skutocnosti, ze p = f(c) pre niek-
a

toré ¢ € (a,b) (zvldstnu pozornost vyzaduje len pripad g = m) sa mozno inspirovat
tivahami z rieSenia pr. 111; postup v ostatnych pripadoch, ktoré pre f mozu nastaf, je
obdobny 7

T sinx

. . 1 (7
"napriek tomu by nebolo tazké dokézat, 7e / dx = - / sinz dx pre niektoré ¢ € (0,7) (vSeobecne
o T €.Jo

je to urobené v pr. 115), potom by uZ bolo mozné postupovat rovnako ako v rieSeni pr. 112.1

¥pozri tiez pr. 384.2

¥vhodnou tpravou uvedeného dékazu ziskame dokaz tvrdenia, ktoré dostaneme, ak v pr. 115 predpoklad

b
g Jje spojitd funkcia® nahradime predpokladom ,,g € WRla,b]* implikdciu / glx)de = 0 =
b b ¢ b—e
/ f(x)g(x)de = 0 vtedy dokédzeme nasledovne: / f(@)g(x)de = hI(I)lJr fl@)glx)de =
a a e a+e

—€
lim f(x.) / g(z)dx = hm 0 =0, pritom prva nerovnost vyplyva z vety 14a), druhd z vety 15 a tretia
a-+te

e—0+ e—0



f(z), ak z€(a,b)
116| 1. funkcie g a f, kde f =< A, ak xz=a , vyhovuju predpokladom vety
B, ak x=15>

~

16;
b b 1
117| 3. /sinx4d$:/ — (4o sinz)dzr, 0 < a < b;
a a 43

2 .
< — a lim —=0;
er r—o00 et

2
xr
‘/ sine’ di
xr

b b b
| t@e@dz = F@c@l - [ @6@) d = (@G - 6@ [ fla)de, kde

G(z) := / g(t)dt je podla vety 14 primitivna funkcia k funkcii g; pri dalsich dpravéch pouzite
vety 11 a %;
44 8.1 T 2 1 V3 /4
120 2. —; 3. 99— ——; 4 ——=; 5 —+4+In—; 6. V2-1 = —
== & 75 2 it + 573 Bogthy 6V2 ( /0 (cosy

siny)dy, pretoze dani mmozinu mozno popfsat nerovnostami 0 < y < , siny < z <

S

5V 2
cosy> ;T %— sin® z 4 cos®z = (sinz + cosz)(sin? z — sinz cosz 4 cos®> x) = V/2sin (ZL‘ +
in 2 3 1 1
%) <1 — sz x) >0 pre z € {—%,f} ) ;8. e (funkcia f(x) = cosmz je konkdvna na
1 1 1 1
[0, 5} , funkcia g(z) = 62% — 5 + 1 konvexna na [0, 5} , f(0)=g(0), f 5) =y <§> , preto
1 8 b
f(x) > g(x) pre vsetky x € {O, 5] ); 9. mab; 11. 3 12. %; 13. jzr (ak vyuzijeme
ekvivalenciu |y —a|] = ¢ <= (y = a+cVy = a—c¢), ¢ > 0, vidime, ze krivka
(y — arcsinz)? = 2z — 22 je zjednotenim grafov funkcii fi(z) = arcsinz + vz —22, fo =

arcsinx — \/CB—$2); 14. % (uvedené krivka je zjednotenim grafov funkcii f; : = = y +
3Vy+2, for x=y—3/y+2, len graf druhej z nich sa pretina s priamkou z = 0; dtvar,
ktorého plosny obsah mdme vypocitat, je mnozina {(z,y) € RxR;0 <y <1, 0 <z <
fQ(y)}) : 15, 6(m + V/3) (dany utvar je na obr. 8, srafovanim si vyznacené jeho jednotlivé
¢asti, ktoré mozno popisat nerovnostami typu a < y < b, f(y) < x < g(y); plosny obsah
casti daného tutvaru leziacej v 3. a 4. kvadrante sme vypocitali ako rozdiel plosného obsahu
polkruhu s polomerom 4 a plosného obsahu nevysrafovanej ¢asti kruhu 22 + y? = 16 leziacej v

2 3a? 2 1 2 3 1
4. kvadrante> ; 16. \/? a’ + %(arcsin \/; — arcsin \/; > ( = g2 (% + 5 arcsin §> , ak

pouzijeme vzorec z pr. 1.87.2 ] ;

b b
121| 4abarcsin ———— < = 4dabarctg —, ak pouzijeme vzorec arcsinz = 2V

arctg xz € (-1, 1)) ;

x
V1—22’

m-—n m—n . m-—n . ,
1. ;2.4 , ak m, n su parne; 2 , ak m, n su neparne;

m—+n - m—+n m—+n

b b—e
z implikdacie ,,ak g € Rla,b x) > 0 pre vSetky x € |a,b z)dz =0 tak z)dxr =0 pre
plikicic ,ak g € Rla, ], gla) > 0 pre vietky @ € [a.8], [ g(o)dr =0, [ o b

a +e

b _ “
vSetky € € {O,Ta]

20

. sin arcsin x
= arctg (tg arcsinz) = arctg | ————
cos arcsin



obr. 8.

2
124] ak k>0, B = (bkt?), C = (c.k2), ¢ > b, tak A = <b%"k(b;c) ) P =

125| 1. pre k=p (zévislosf plosného obsahu na &sle k urcuje funkcia P(k) = —((k—p)? +

1
6
3/2 p x?
4(b—q)) > ;2. akide o normélu v bode (p, 5) (V pripade normély v bode | x, 5 | x>0,
p
9 2 2\3
je prislusny plosny obsah — - M

3 px3
x>0);

3 wh2b? npqa’ npqa’ 16 8
126] 1. —wab?; 2. 3 h); 3. . 4. . Ba) —m; 5b) —-7;
[126] 1 Zrab®s 2 5-(Ga By 3 SFTo 40 Tni Ba) omi 5b) o

;7 geometrickej interpretdcie vyplyva, ze sta¢i uvazovat

4 2 1 2 2 87Ta/3 . 2 2 2 . . z
6a) B'ﬂab ;  6b) Ewa b; 7. 367°; 8. 3 krivka z* — xzy + y° = a° je zjednotenim
1 1
grafov funkeii fi(z) = 5(37 — V4a? — 3.1:2) a fo(x) = 5(1’ + V4a? — 33:2), pritom fi(a) =
2a
0. h-a) = 0. 0> fola) > fila) pre @€ |~—tima| . @] < A@)] pre o €

2
[~a.0], |fa(a)| = |f(a)| pre = € [0.d], fale) 2 fi(z) 20 pre a € |a ﬁ} . teleso, ktorého objem
hladdme, je teda zjednotenim telies, ktoré vznikni rotéciou okolo osi Ox mnozin popisanych nasle-

- 2
dujicimi nerovnostami: —\/—% <z < —aAl|fax)] <y <|filx)]; —a<z<O0AN0<y<|fi(z); 0<

2
x<aN0 <y <|fo(x)]; a <z < 7(;/\]"1(3:) <y fg(a?)) ;9. ;—0(67T+5\/§) (uvedené krivky sa
3
™

<
0.

1 1 20V/3
pretinaji v bodoch (g,§>, <—g,§) ); 10 7; 11. ma®In2; 12. 487 — 0;/3 72 (na

3+ 3z

3 dr mozno pouzit substiticiu /3 — z =t a potom metédu neuréitych koefi-
-z

vypocet / z?



1 2
cientov, pozri text pred pr. 33) ; 13, 7w 44r ( = 7T/ {772 — (g — arcsin x) ] dx) ;
-1

127| 27%a%b;
h _ 2

12 %ﬂ'h(R2+RT+T2) (:77/ <T+thx> da:);
0

[\

1 7Thr2_
2 2’ 2 2
hD D D
13 T 3 (ak filx) =k <x2—7> , fa(x) = ko (I—xj) , kde k1 >0, ko >0, tak
D2 D/2 D2 D2
h = —(k:1+k2) V:27r/ <xk1<T—ax2) +xk2<T—ax2)>dx>;
0
1
131 1—§7rah2;
8 V2 v/ 2 —
132] 1. (V000 - 1); 2. pln VX +\/ﬁp+ 20 4 o /b + 210
v/ 2px( 2 2 1 2
/ 1+y—dy ; 3. et ; 4. 2aln a — o ; 5 e—1; 6. a——i—a;
2 b_ _-b
7. aln— 8. 2\/5(\/1—1—a— l—a); 9. alna+b—b; 10. —5; 11. ln%;
b’ a—"> 3 es —e—@
12, arcsin§; 13, llnl—i-s?na (: ln1+sina 1 cos(a/2)+s%n(a/2) _ 1nl+ tg (a/2) _
4 2 1-—sina cosa cos(a/2) — sin(a/2) 1— tg(a/2)
1
In tg (%4—%)); 14. 2+21n§; 7T+ (pozor: Vil —622+9 = 3 — 22 pre = €
. 1 5a/3 _
0.1); 16 2a(2+ V31n 3“[ ( - 4a 4 VB Y3t ) 82‘2_3; :

d a /3
a ) ; 17. 6a ( =8 ( ) dr: dang krivka je simernd podla osi = = +y, = =
20 — x a/V/8

0, y =0, staél preto vypocitat dlzku krivky y = (a?/3 — x2/3)3/2, T € [%,a}
(f(x)=) y=(a?>—- :1:2/3)3/2, x € [0,a], nemoZno poéitat na zaklade vety 19, pretoze f nemd
v bode 0 koneént derivaciu 22;

t
133| 4 <1+Cost: 2cos2§>;

21, dlzku krivky

13v/13 — 8)  (krivky sa pretinaji v bodoch (1,1) a (—1,1); ak chceme na

us 2
V2t
vypocet diiky krivky 32 = 2%, z € [0,1], pouzit vetu 19, musime jej predpis zapisat v podobe
(fly) =) z=y%% ye€0,1], funkcia g(z) = 2?3, z € [0,1] (ktorej grafom je tiez uvedend
krivka) nemd totiz kone¢nui derivaciu v bode 0);

Ta (;v—ové siradnice priesecnikov su rieSenim rovnice (y2/ 3 = ) 2?3 — a3 =

a1/3x1/3) ;

§|w
[en}

136| N = (m—athT,L) , ak M = <m,achm);

a’ ch(m/a) a

137| pouzite substiticiu z = f~1(¢), potom (podia vety o derivdcii inverznej funkcie) je
1 .

) = W; z predpokladov dalej vyplyva, ze f jerastica (pozripr. 1.239), a preto f'(z) >0

2o je cast danej krivky leziaca v uhle AOB, kde A= (0,1), O = (0,0), B = (1,0)

22pozri tiez pr. 423.2

el

8

F(




pre @ € [a,b] (a teda aj (f71)'(t) =2 0 pre t € [f(a), f(b)]; ~
1 %(21\/E+1n%); 2. 77(\/5—\/5)+7rln(\/2+1)2(\/3_1); 3a) 2%

(\/2P$0+P2(2330+P)—P2) (ZQW/M?J 1+%dy 23>; 3b) ((4370+P)'

V2x0 /220 + P \/ﬁ—i-\/\g?wo—l-p) 4. 2ma(a —b); 5. %(12(7\/5—1-3111(1—1-\/5));

2 4 1 4 1
6. W<1HL vaetl, p o vatl

>3

7. %(161113—91112—5) (pozor: In(z—+/z2 — 1)

1+v2 a2
m(, 1 8 . g . 9 1
pre z>1); 8 —(e——=——= nezabudnite preverit, ¢i x* —2lnxz >0 pre = € |—
16 et e? e’
a 72,2 om
) alnd /5
o (20 — 91n3) (:27'('/ (—a—ach ),/1+ch2 da:)
92 —aln3 \ 3 a
%(4 —) (poéitali sme plosny obsah mnoziny, ktord vznikne rotéciou oblika kruznice

2

a a a a
+ 9% = a? od bod AE(—,—) bdAz(——,—) kol inice bodov A
X Yy a” o odu 1 \/5 \/5 PO DO 2 \/5 \/§ OKOIO spojnice boaov 1 a
Az);
R
141 %((4h2+R2)3/2—R3);

a=0, S0)=47(v/2 + In(1 + v/2)) (treba najst globdlne minimum funkcie S(a) =

T
|cosx —aly/1 +sinx dx =
s

T T

477(/0 Cosa:\/1+sin2xdm—a/0 \/1—|—sin2xdx>, ak a< -1
T T —_—

47T<a/0 \/1+sin2xd:c—/0 cosx\/1+sin2xdm>, ak a>1

_ arccos a — :
- 47T(/0 cosa:\/1+sin2:vdx ’

arccos a 7r — , ak ae€(-1,1)
- a \V1+sin?z do + a/ 1 +sin’z dz —
- /0 arccosa\/
/ cosx\/1 +sin? z dx )

arccos a

2

T

funkcia S je spojitd, rastica (a linedrna) na [1, oo) klesajuica (a linedrna) na (—oo, —1], staci teda

arccosa
zistit jej priebeh na (—1,1); (S|(—1,1))(a) / \/1+sin?z do — / \/1 4 sin?z dx
arccos a

Zpocitali sme plosny obsah mnoziny M , ktora vznikne rotdciou grafu funkcie f(y) = g— , ¥ €[0,v/2px0],
p

z0
okolo osi Oz (a pouzili sme teda vetu 20b); vypoctom integralu 27r/ g(@)\/1+ g?(x)dx, kde g(z) =
0

V2px, x € [0,29] (rotéciou grafu funkcie g okolo osi Ox vznikne t4 istd mnozina M) by sme sice dostali
to isté ¢islo, ale — pretoze funkcia g nevyhovuje predpokladom vety 20a (nemd koneéni derivdciu v bode 0)
x

. .40
— veta 20a nds neopraviuje tvrdit, ze ¢islo 27 / g(x)\/1+ ¢"?(z) dx je plosnym obsahom mnoziny M
0



(pouzili sme vetu o derivacii sic¢inu a pr. 99), graf funkcie g(z) = /1 +sin’z, z € [0,7],
. /2 0

je sumerny podla priamky z = g, preto / g(x)dxr = / g(z)dx, z kladnosti funkcie
0 w/2

o i flawie (= [T fl) o [nar (= [ofL) e

(g,w), / g(x)dr < / g(x)dx pre c € (0 —); teda pre a € (—=1,0) je S'(a) < 0,
0 c
pre a € (0,1) je S’(a) >0; preto funkcia S nadobiida globdlne minimum v bode 0) :

pozri navod k pr. 137;
2. pozri pr. 70;

151| pre kazdé n € N existuju integralne sucty Sg) a Sg) funkcie f pri deleni D, také,
1

ze 0 <U(f,Dy)— ,(11) , 0< 5(2 L(f,D,) < —; z toho a z predpokladov tvrdenia potom
n’ n

vyplyva nh—>H<>10 L(f,D,) = nh—{go 52 — nh—{go S — nh—>H<>10 U(f,D,), dalej pozri dosledok vety 2;
152 ,,a) — b) : pre n = e\ existuje delenie D = {z¢, ..., z,} také, ze ecA = n >
n

U(f,Dy) — Zw fylrio, ) Axy = Z +Z” > Z” > \d, kde Z” je sucet tych
=1

sc¢itancov, pre ktoré w(f, [x;—1,zi]) > A;

,,b) = a) “ ak D={xg, ..., zn} vyhovuje predpokladom tvrdenia b), tak Ap :=U(f,D)—

L(f,D) :Z (f,[Tiz1,x1]) Az = Z —1—2” < Ab—a)+w(f,[a,b])e, kde Z Z” majui ten
i=1

isty vyznam ako predtym; vhodnou volbou X, e vieme dosiahnuf platnost nerovnosti Ap < n pre

vopred zadané n > 0;

(nezabudnite dokézat, ze funkcia gp(x) := |f(z + h) — f(z)| je pre dostatocne malé
h integrovatelnd na [a,3]) predpokladajme h > 0 (pre h < 0 je dokaz obdobny); pre dané
h € (0,b — 3) existuje delenie Dy = {z¢, ..., z,} intervalu [a,f] také, ze h < v(Dy) <
2h; predpokladajme, Ze n je parne ¢islo (pre m nepdrne st tivahy rovnaké, len treba zvolit iné
oznafenia), oznacme Tpi1 = Tpn +h, Axpi1 := Tpy1 — T, D1 :={x0, 22, 4, ..., Ty}, Dy =
{z1, 3, ..., Tpt1}, nech D,, resp. Dy je delenie intervalu [a,a], resp. [B+ h,b] také, ze
v(Dg) < 2h, v(Dy) < 2h, a nech delenie Dj intervalu [a,b] je vytvorené deliacimi bodmi deleni

16 n
D, D1, Dy, Dy (zrejme v(Dj) < 2h); potom 0 < / gn(x)dz < U(gp, Dp) < Zw(f, [Ti_1,xi+
o i=1

A:IZ‘Z < Z xl 1,.’El+1] AIL‘Z < Z .’El 1,{1,‘Z+1])(A(L‘i + AxH»I) = (U(f, Dl) - L(f, Dl)) +

(U(f, Dg) L(f, D)) <2(U(f,Dy)— L(f, Dy)); z vety 2 vyplyva: pre kazdé ¢ > 0 existuje § >0
tak, ze pre kazdé delenie D intervalu [a,b], pre ktoré v(D) <, plati |U(f,D)— L(f,D)| < ¢;

z toho a z predchadzajicej nerovnosti vyplyva hliro)aJr / gn(x)dx =0;
- «

nepriamo; vyuzijeme pritom tvrdenie: ak f € R(I), tak pre lubovolné € > 0, § > 0
existuje uzavrety interval I* C I, ktorého dlzka je mensia ako § a w(f,I*) < e (vyplyva to

z dosledku vety 2 uvedeného v zdvere rieSenia pr. 153 a z nerovnosti w(f,J) < w(f,K), ak

b— b—
J C K C I); nech teda f € Rla,b], potom f € Rla+ —a,b — —a] a existuje interval

4 4
b— b—
1 a,b— 4a} tak, ze by —a; <1 a w(f,[a1,b1]) < 1; podobne dostaneme

interval [ag,bo] C {al n by — a1’b1 b - al}

4 4

[a1,b1] C [a—l—

1 1 -
taky, ze by —as < 3 w(f,[az,b2]) < 3 atd; nech



o0
ﬂ [an, by] = {c}; ukéazte, Ze ¢ je vnitorny bod kazdého intervalu [a,,b,], n € N, a Ze z rovnosti
n=1
nlingo w(f,an,bn]) = 0 vyplyva spojitost funkcie f v bode c;

pouzijeme vetu 3, nech n > 0, ¥ > 0; pre kazdé = € [0,1] \ Q existuje jeho -
okolie O(z) C [0,1] také, ze w(f,[r — d,x + 0]) < n; mnozinu [0,1] N Q zoradme do prostej

postupnosti {a,}5°, a pre =z = a, ozna¢me O(x) := |z — x + ;7 otvoreného

on+1’ on+1
pokrytia {O(z); x € [0,1]} kompaktu [0,1] vyberme kone¢né podpokrytie O(z1), ..., O(z,),
nech delenie D intervalu [0,1] je vytvorené deliacimi bodmi 0, 1 a tymi krajnymi bodmi intervalov

O(x1), ..., O(zy), ktoré lezia v [0,1]; potom U(f,D)— L(f,D) < n+9-w(f,|[0,1]) (pre

I = (a,b) oznacme I := [a,b], |I| := b — a; kazdy Giastoény interval delenia D je podmnozinou
niektorého z intervalov O(x1), ..., O(x,), nech Iy, ..., I} si tie ¢iastoéné intervaly delenia
D, ktoré si podmnozinou aspon jedného intervalu O(z;) takého, ze x; ¢ Q, nech Iyy1, ..., Ip
sﬁ zvysné Ciastocné intervaly delenia D; potom U(f,D) — L(f, D) Z + Z” kde Z’ =

Ew FIDE < (Bl + o+ LD <015 37 = 32 W TIEN < ol 0.1)- (Tept | +---+
i=1 i=k+1
"9 Uy
|Im‘) < w(f7 [07 1]) - Sup {;? yne N} = w(f: [Ov 1]) nhlgo; 2_1 =4 w(f: [Ov 1])) 2
156 | staci dokdzat implikdciu ,,ak B je ohrani¢end mnozina a mnozina B’ mé Jordanovu
mieru nula, tak aj B mé Jordanovu mieru nula*;

. 1 1 1 2
z konvexnosti funkcie f vyplyva nerovnost (pozri pr. 1.453) f (— g (—) +—9g <—) +
n”\n n”\n

1 n 1 1 1 n . [ T
+—g|— < —flgl—= ) +---4+—=flgl—=)], pre n — oo konverguje pravi, resp. lava
n-\n n n n n

strana tejto nerovnosti k pravej, resp. lavej strane nerovnosti (2.7) (vyuzite pr. 1.458, nezabudnite
dokdzat, ze foge R[0,1]);
158| zvolte g = f a vyuzite pr. 76.1;
pre dané € > 0 existuje interval [ac,b:] C [a,b] taky, ze Va € [ag, b : M —e < f(z),
kde M := max f(x); z toho vyplyva
Te

)

[(M—s)”(be—aeﬂl/”s(a @) ) (/ ' ) <D —a),

pritom hm Vb —a. = HIL%O Vb—a =1, preto Ve >0 IN € N Vn > N, n € N

([ o)

160| nech f nie je identicky nulovd; potom f musi aspon raz zmenit na intervale [0,7]

<e;

m ~
znamienko (pretoZe / f(z)sinzdx = O); dalej sporom: nech f zmeni na [0,7] znamienko len
0

24Rieée1}1e pr 154 a 155 by sa podstatne zjednodusilo pouzitim Lebesguovho kritéria riemannovskej in-
tegrovatelnosti: - Ohranicend funkcia f : [a, b] — R je riemannovsky integrovatelnd na [a,b] prdve vtedy,
ked pre kazdé € > 0 existuje najviac spoéitatelny systém ohranicengch intervalov {(a;,b;) ; ¢ € J} (kde

k

J={1,2,...,n} alebo J =N) taky, Ze Sup{Z(bi—ai); ke J} <e a MC U(ai,bi), kde M je
i=1 ieJ

mnozina bodov nespojitosti funkcie f (pozri aj [24, str. 157-158]).



raz, a to v bode a € (0,7), potom 0 # / f(x)sin(x — a)dx = cosa / f(x)sinzdr — sina -
0 0
/ f(x)cosxdx =0, ¢o je spor;
0
b d
161| uvedieme dve rieSenia: 1. nepriamo, nech / flx)de =0 <potom / f(x)dz =0 pre

B
kazdé a <c<d< b) ; vyuzijeme tvrdenie ,,ak f(z) > 0 pre vsetky x € [, 0] a / f(z)dx =0,
tak pre kazdé € > 0 existuje interval [ai, (1] C [, 5] taky, ze Yz € [a1, (1] : f(:c)a< “ (vyplyva
b
to z pr. 152); / f(z)dz = 0, preto existuje [a1,b1] C [a,b] tak, ze Vx € [a1,b1] : 0 < f(x) <
a

by 1 .
1; f(z)dx =0, preto existuje [ag,bs] C [a1,b1] tak, ze Va € [az,bo] : 0 < f(z) < 2 atd, pre

9
c€E ﬂ a;,b;] potom plati f(c) =0;

2. z pr. 154 vyplyva, ze f je spojitd aspon v jednom bode z¢ € [a,b], dalej mozno postupovat
ako v rieSeni pr. 76.1;

keby to nebola pravda, bol by kazdy dolny integrdlny sticet funkcie f na intervale |[a,b]
rovny nule;

pozri pr. 70; ak N nie je hustd v [a,b], tak existuje zp € [a,b] a € > 0 tak, ze
NNO(zg) =0;

z pr. 154 vyplyva, ze f je spojitd aspon v jednom bode xg € [a,b], preto existuje interval

[a1,b1], na ktorom f nemeni znamienko, nech napr. Yz € [a1,b1] : f(z) > 0; podia pr. 163
existuje interval [ag,bs] C [a1,b1] taky, ze %nfb ]f(x) > 0, funkcia fx potom nie je spojitd v
r€lag,by

ziadnom bode intervalu [ag, by, preto podla pr. 154 fx & Rlag,bs], dalej pozri vetu 7 5
z konkdvnosti f Vyplyva f(z) > g(z) pre = € [a,b], kde grafom ¢ je spojnica bodov

[a, f(a)], [b, f(D)]; potom f( )dx > /bg(:c) dz; dalej pre kazdé € € [0,b— a] je f(a+b>

a a

(2458 2 20+ 0+ 70 -9), w0 6-af(2) 2 ([ e e+
/ba fb—9) d{) = /b f(z)dx (v prvom integrali subst. a +& =1¢, v druhom b—¢& = z);

’ 167| uvedieme d\l;a navody: 1. vyuzite nerovnost (f')? > 2f —1; 2. vyuzite nerovnost
/0192(@ de > (/olg(x) dx>2’ ktord vyplyva z pr. 157%;

b—a

1
168 —(b—a)(f(b) — f(a)) (oznaérne ap == a+k , k =0,...,n; potom A, :=

Z/ — flag)) Z/ (&)@ — ax)dx, mnech my := min{f'(z); z €
ak—1 ak—1

n ak
l[ag_1,ax]}, My = max{f'(z); v € [ap_1,ax]}, k= 1,...,n, potom E mk/ (x —ap)dx <
k=1 ak—1

n a .
< Z My, / . (x — ag)dx, odtial (po vypocte integrélov a vynasobeni nerovnosti ¢islom n )
k=1 —1

=U(f",D), kde D = {ag,...,an};

L(f',D b a ka ¢ <A, <3 b a EMk

Zpouzitim Lebesguovho kritéria (pozri pozndmku k pr. 155) mozno dokazat vSeobecnejsie tvrdenie: ak
f € Rla,b], f(x) # 0 pre vietky z € [a,b] a g:[a,b] — R je ohrani¢end riemannovsky neintegrovatelna
funkcia, tak fg & R|a, b)

26mozno pouzit aj nerovnost z pr. 199



dalej pouzite dbsledok vety 2;
ouzite pr. 76.2 a nerovnosti 1 ﬂ =1+2% Lo < 142201 — 22Y)
P Pr 10 T 142t 1+ 240

€(0,1); 2. e_xn>1—;1:",x7é0 (td vyplyva z nerovnosti e > 1+wu pre u#0); 3. 2<

pre

1
e$+e_$<e+g pre z € (0,1);

™ . 2 377' - 2
/ M Ty > — (VyuZite nerovnost e T > 1 4 sin’z, x € (0,7r)) ;
0

2
1 1
172] ~ 61012 <=1006/ x5da:>;
- 0
i 1
(Sn rozsirte vyrazom T a vyuzite, ze lim M = 1) ; 2 4 =
n

173] 1.
==l = n—o0  m/n 2
1 n n 1n k
(:/(x+t)dt; an+k < S5 < an+k+l):—z<x+—>+
0 —

=E

~_ Lk n
Z n(n + 1/k) 2/

S|+
~
leo

1 1 n
T3 (sn:sgus;), kde Sﬁz)::—zw 1S@)

S
~
N

. % (ak na vyjadrenie hodnoty sinx pouzijeme Taylorov vzorec so zvySkom v La-

2
grangeovom tvare, tak sinx = z — %sinﬁ; potom S, = Sg) _'_57(12)’ kde S(l =3 E(
k ) 7r2 n—1 ) 1 ‘ (n) 2n 1 ) 7T2
ﬁ)’ |S7(Z)\ = 2—n4kzz:lk <1+E)smq9 < —Zk < ;), 5 In2; 6. <Sn =
1 1. 1 1¢. sing!™
n——=-— T i — — k ____ pritom limita druhého ¢lena je — / alimita
2 ”kz::ll"‘k'/n 6,;(n+k)\/n+k P ) o 1+
e dena o0 7. o0 (5, = vt 35 L LSS e ann
retieho ¢lena je ;7o = = ; pri odhade druhého
: " ,/1+k/n 24tk P
§ . | o) . 1
¢lena vyuzite nerovnosti E— <2 a 0<sind,’ <sin— pre k=0,1,...,n |;
—ntk n
1 in(2m — 1
1. T (Vyuiite rovnost — + Z cos2kx = sm(n'l—)x’ x # km, k € Z, Xktora
2 2 = 2sinx

. nmw .
sa odvodi podobne ako analogickd rovnost z rieSenia pr. 60.3); 2. > (Vyuiite rovnost
-2

Ui 1-— 2
Esin(Qk — 1z = C(,)S mr_ sm‘ ma:’ x # kr, k€ Z, a vysledok pr. 174.1); 3. m,
2sinx sinx

T
ak n je neparne (pozri pr. 174.1); 0, ak n je parne <pouiite substiticiu x — 5 = t a pr.
93.1) ;
T

1 2b 2
175] 1. —&; 2. —<arcsin \/_— — arcsin ﬂ) :
V2 V2 b2+ 1 aZ+1

176| 1. nech b —a = P (dokaz v ostatnych pripadoch prenechdvame na éitateia) oznacme

k af
M = sup |p(x)|, ax == a+ — (b—a) k=0,1,...,n; potom/ e(nz)dr = 0 (pozri pr.

z€[0,P]
93.2) a |I,,| == '/ f(z)p(nx)dz| = / o(nx da:—i—Z/ flag))p(nz)de| <
ag—1 ag—1
Z/ g |f(z) — flar)||e(nz)|de < MZ/ f(ag)| dzx; z rovnomernej spojitosti f na
k=1"%—-1 k—1



aj,
[a,b] vyplyva Ve >0 3J>0: |a —ag_1| <0 = |f(x) — fag)|dx < e(ap —ag_1); celkovo
ag—1
teda Ve >0 INeN VneN,n>N : |[,|<Mb-a);

2. tvrdenie najprv dokézte pre konstantnd funkciu f a Iubovolny interval [a,b], dalsie dvahy

b 2 b m af
st podobné ako v rieSeni pr. 176.1 ( / f(z)|sinnzx| dz — ;/ flx)dx| < Z (/ |f(x) —
a a k=1 akil
. o 2 2 [%
flawllsinnaldz + |fao)] - | [ Jsinnslde — 2o = an)|+ = [ [5(@) - f@)lde), ke
ag—1 i T Jap_y
m € N je vhodne zvolené éislo, ay :=a + E(b —a), k=0,1,...,m |;

3 2
177 565/2 (na vypocet / e t/7 dy pouzite metédu per partes: v =1, v = ex+1/"“"> ;
1/2
. & n
178 pozri pr. 96.2; podla binomickej vety (1 — z2)" = Z(—l) ( )ZL‘Qk;
k=0

—1
B(m,n) = n—B(m+1,n—1);
m

=
EN |
© Qo

1 .
180| I(m,n)= n—+1 I(m+2,n—2), n>2, dalej pozri vysledok pr. 96.1;
— m
2 1 2n)Il 12
181 n_r [ (2n) ] <T neN;
2n+1 2 " 2n+1[(2n—1)! 2
1. K, ol (pouzite metédu per partes: « = cosnx, v = cos"z; k
obidvom stranam ziskanej rovnosti pripoéitajte K, , pri Uprave pravej strany vyuzite vzorec
cos(n — 1)x = cosnxcosx + sinnwsinz; tak dostanete rekurentny vztah 2K, = K, 1, n €
- 1 1
N); 2 —_— 2L, =—+1L ;
)i 2 kz:;%(n—k+1) ( nmn T n+1>7

/2
183 | 1. na vypocet / cos® x sin ax dx pouzite metddu per partes, integral na pravej strane
0
ziskanej rovnosti prevedte na jej lavii stranu a pouzite vzorec sin(a+1)z = sinaw cos x+cos arsinx ;

185 funkeia F(z):— / F()dt — / " F(t)dt je spojitd, F(a) <0, F(b) > 0:

x

T

[
Qo
=]

1.2, 2 1;
f@) [ @-vfwa

([ o)

primitivna funkcia F k funkcii f je parna, derivacia parnej funkcie je neparna funkcia;
,, = “ staéf polozit A := min f(z); ,,<=“ pre primitfvnu funkciu F k funkcii f

187| ¢'(z) = >0 pre x> 0;

z€la,b]
F(B) - F
plati % >N (a<a<p<b), preto f(z)=F'(z) >\, x € [a,b];
napr.  f(r) = { Zlnln]x\ + cosln |z], Zi if[o—l,O) U (0,1] . potom F(x) =

{ x sin In |x‘ , ak z¢€ [_170) U (O’ 1] (pozri pr. 87)'

0, ak =0

-1

" 1
Pa) = [ (@ = b, ke g(t) — {tzcosz’ ak EE0 T hey =



x

1
2tcos€, ak t#0

0, ak t=0
vety 11, resp. 14b);

. diferencovatelnost funkeif /

X
g (t)dt, resp. / h(t)dt vyplyva z
~1 ~1

4. znerovnosti f(x+1t)> f(y+t) pre x >y azpr. 162 vyplyva F5 25/ flx

>dt>—/ Fly+t)dt = Fy(y) pre @ > y; 6. platf [f(x) ~ Fy(a)] < o2 If( )= flo+t)|dt,
z rovnomernej spojitosti funkcie f na intervale [a—4d,b+ 6] vyplyva Ve >0 3(5 >0 Vazé€lab]:

tl <0 =[f(z) = flz+1)] <e;

B fla), ak z<a
nech f(z) = f(z), ak z€la,b] , =z pr. 192.2,6 vyplyva, Ze existuje spojite
fb), ak z>b
diferencovatelnd funkcia f; : R — R takd, ze Vo € [a,b] : [f(z) — fi(2)| < % <a teda
Vo € [a,b] : |f(z) — fi(2)] < %), z pr. 192.3,6 <pouZitého pre interval [a,b], ¢cislo :—l

a funkciu 71) vyplyva existencia dvakrat spojite diferencovatelnej funkcie f, : R — R, pre
ktord plati Vo € [a,b] : |fi(z) — folz)] < %, atd; pre funkciu f. := f,|[a,b] potom plati

[f(@) = fe(@)| < [f(2) = Fr(@)| + [F1(z) = Fo@)| + -+ [Foa(@) — Ful@)] <e; )

194| dokéazeme prvi nerovnost (druhé sa dokazuje obdobne); nech ~(z) := / gt)dt, x €
[a, b] (potom Y(z)<zx—a, teda a <~vy(x)+a< ZL‘) , oznactme F(x / f)g(t)dt, G(z) =
/a+v( )f(t) dt, potom F(a)=G(a) a F'(z) > G'(z) pre z € [a,b];

195| oznatme A := /1f dx, c:=sup{z € [0,1]; f(z) > A}, potom / f(z)de < A(l—c)

( (1-c / f( )dm) , k obidvom strandm tejto nerovnosti pripocitajte / f(z)dzx;
0

(= [ g e s, s | [ [ (1- r
, nec = Imax otom ——
1/ 2€[0,1] ' P 1/v/n Vn

1/v/n vn B
= flea) /O ne™" dz = f(ca)(1— ™) — f(0) pre

max ne ¥ — 0 pre n — 00, /
z€[l/v/n,1]

n — 00, pozri aj rieSenie pr. 113.3> ;
predpokladajme, Ze g je nezépornd funkcia (v ostatnych pripadoch staci polozit G(zx) :=
1
g(z) — g(a) a z nerovnosti pre f, G odvodit nerovnost pre f, G), nech / flx)dx = f(c),
0

potom/ dm—/c (f(x)— f(c))dzx; nech/ (:L‘)dx:g(cl)/oc(f(c)—
f@)de, e € 0. [ (7@ - f@e) e = gle / (f@) ~ f@)dz, e € [e1]; po

tom / fa dyc—/olf(x)dx~/0 g(x)dx:/Ol(f(x)—f(c))g(x)dx:/0+/Cl _

gler)) / (F(@) — £(c) dz > 0;

stacf dokdzaf, Ze f je monoténna; ak f nie je monoténna, tak existuji p,q,r € [a,b], p <
g < r, tak, ze pre funkciu F' = f alebo funkciu F = —f plati F(p) < F(q), F(r) < F(q);
predpokladajme F' = f; nech n:=min{f(q)—f(p), f(¢)—f(r)}, nech ay := sup{z € [p,q); f(x) <



fl@) =n}, b= inf{z € (¢,r]; f(z) < flg) —n}, potom plati: pre z € [a1,b1] je f(z) €
[f(@) = n. f(@)], flar) = f(b1) = f(q) —n, pre kazdé § € [f(q) —n, f(q)) existuji aspon dve
rozne Cisla cp,co € [ay,b1] také, ze f(c1) = f(ca) =10; preto f svoju stredni hodnotu na [aq,b]
nadobuda aspon v dvoch réznych bodoch z [ai,b];

b
199| oznacme F(\) := / (Af(x) + g(x))?dz; potom F je nezdpornd kvadraticks funkcia,

a
preto jej diskriminant je nekladny;

kvadratickd funkcia F(\) := / < ) + )\<\/— + 1/ P ) )+ A% (x )) dz

nadobida neziaporné aj nekladné hodnoty (( flx) — —g ))( (x) — 0 g(x)) < 0 pre vsetky
€ [a, b]) , preto jej diskriminant je nezdporny;

(z)
ukézte, ze pre deriviciu funkcie F(z / f(t) dt—l—/ g(t)dt—z f(x) plati F'(x) =0
pre x >0, teda F je konstantnd na [0, co) 27, na dokaz (2.8) zvolte f(z)=aP~!, z>0;

/p b 1/q
oznac¢me Ny (f) (/ |f(z)P dm) , Nyg(9) == (/ lg(z)|P dx) ; v nerovnosti (2.8)
|/

(z) . lg(=)| "
Np(f)’ No(g) © € @B

/ 1 1
203| 1. 1 < I < 2 ~ 1414213 562; 2. 1.030 776 406 ~ 1+2—4 <IK< +

2
1.207 106 781 (funkcia V1+zt je konvexnd; ak f:[a,b] — R je spojitd konvexnd funkcia, tak

z pr. 201 polozte u = a ziskani nerovnost zintegrujte;

S

~
~

~
~

1
pre funkciu —f plati nerovnost z pr. 166); 3. I <11; 4 I < /(1—i—x4) dor =
0
1.095445 115.

Ul O

a f(a)
2Trovnost / f)dt =af(a) —/ f7(t) dt mozno dokazat aj pouzitim metédy per partes (u’ =1,v=
0 0

f@) ) a potom substitiicie f(t) = z, v&imnite si tiez velmi ndzornt geometricki interpretéciu tejto rovnosti



