3. Ciselné rady

204 | 1 1 2 (= 3 (! 4
. napr. a, = : 2. napr. @, = —%—; 3. napr. a, = ———; 4. napr.
=21 2 nap dn —3 P n? P n(n+1) P
1-3:5.--(2n—1) on 3n—1
_ (_1\n+1 . _ = . __ (_1\n+1 .
ap, = (—1) 17 (3n=2) 5. napr. n = 6. napr. a, = (-1) 5 g1}
205| 1. ap =S, — Sp—1 pren>1, ag = S1; teda a1 =2, a, = —— pren > 1; § =
— n(n —1)
1 2n? — 1
nangOSnzl; 2. an=2—n,S=1; 3. an:—2sin2n(nﬂ_1)cos2nrgn_1)7r pre n>1,a,=0; 5=
0; 4 1 (—1yp 2=l >1;8=0
;o4oar=-1,a,=(— re ; S =0;
) 4. a1 , @ ’I’L(’I’L—l) 1% n
— 2 1\" 2 1\" 1
206 | 1. Sn:—§<1— (—5) ), nleréoSn:—g, teda rad konverguje; 2. S, =1-— (5) —|—§-

1\" 1\"
(1 - <§) ) , konverguje; 3. S, =1-— (5) + =((=2)" = 1), osciluje; 4. Spp =n, Sop_1 = —n;

iluj 5 ! ! to S + L L + + L L 1 !
osciluje: 5. a, = — — —— reto = — = S - — =1- —)
setye; 2. d P n n+1 n+1

[CIE=WIIN N}

n mn+1l’ 2 3
1 1 5 1 1 1
k jel:6. S, =-|1-—1], k ie; 7.8, = — — _ 7
OHVEIEHE =5 2 on 3( 3n+1) onverswe L 36 6+l 6n+2) @ 3mt3)
1 1 1 . .
konverguje (a"ZG_n_ 2n+2) +3(n+3) ; Sp, mozno zapisat v tvare tabulky
L o1 .
6 2.3 3-4
+ L ST +
6-2 2-4 3-5
S, = Lo IR T N
6-3 2.5 3.6
L I S U
6-4 2.6 3.7

tobr. 9 umoznuje ndzorni predstavu o konvergencii tohto radu; p, g st dotykajice sa kruznice s polo-
merom 1, r je ich spoloctnd dotyc¢nica, kruznica k; sa dotyka kruznic p, ¢ a priamky r, kruznica ko sa
1

dotyka kruznic p, ¢, ki, atd; potom priemer kruznice k, m4 dizku ———
nn+1)

obr. 9.



* 6(n — 3) - 2(n-1) o *
1 1 1
+ 6(n —2) g T 3(n+1) +
1 1 1
O T 2t T 312 +
1 1 1
* o T 3mt2) T 313

1 1 1
a vyuzit rovnost B—k—ﬁ—l—@ O); 8 S,=1-V2—vVn+1+vVn+2 (—1 Vo+

\/_+W)

1)!
konverguje; 9. S, = ni 1 konverguje (an =— i ) ; 10. S, =1n (n :! ) =lIn(n+
1— g™ n .
1), diverguje k +o00; 11. S, =g¢q a q)2 -n 11 pre ¢ #1 (dokéite rovnost S, —qSn, = q+¢*>+-- -+
—q —q
n n+1 . . . " , TL(?’L + 1) .
q" —nq a vyjadrite z nej S, alebo vyuzite vysledok pr. I.303.1) , Sp = — pre ¢ =1, konverguje
pre |g¢| <1, diverguje k +oo pre ¢ > 1, osciluje pre ¢ < —1 (vyuzite7 e lim — =0 pre a > 1, pozri
n—oo ™
pr. I.192.1a) ;o 12,5, ( ( ) > % (vyuzite vzorec pre ¢iastocné sucty geometrického radu
5
a pr. 206 11) konverguje; 13. S, = sina — smg konverguje; Z 1n —— pre n>5,
pr. . =2 On 2 on |7 ’ — 720

konverguje (720 =6!, a, =0 pre n> 6) ;
207 | z vety 3 vyplyva divergencia radov &fslo 1 ( lim a, = 1), 2 ( lim |a,] = 1 2, lim a,

n—oo n—oo n—o0

C . L . Inlhzx
neex1stuje), 4 lim a, = lim e™ 7 na vypocet lim

n—oo n— 00 Tr— 00 T

Linlnn _ 1, mozno pouzit 1’Hospitalovo

pravidlo), ) ( lim |a,| =0.002, lim a, neexistuje); rad ¢islo 3 spiﬁa nutni podmienku konvergencie,
n—oo n—oo

teda len na zdklade vety 3 nemozno rozhodn, ¢i tento rad kgnverguje alebo diverguje 3;

[208 | 1. postupnost {S,}>, mastocnych stuctov radu ZA” je vybranou postupnostou z postupnosti
n=1

{sn}52, ciastocnych suctov radu Z an platl Sn n e N), z konvergencie postupnosti vyplyva

n=1
konvergencia kazdej jej podpostupnosti; 2. z nezdpornosti ¢isel a,, n € N, vyplyva, ze {s,}°2; je ne-
klesajtica postupnost; monoténna postupnost je konvergentns prave vtedy, ked je konvergentna niektord jej
podpostupnost (toto tvrdenie treba samozrejme dokazat); 3. napr. a, = (—=1)", p, =2n —1;
1 1 5

209 | ¢= 5(7 —-2V6) (él’slo : (7+2v6), ktoré je druhym korefiom rovnice ﬁ =7

= o —q
byt riesenim, pretoze pre hladané ¢ musi platit |g| < 1, inak by rad E ¢" ! — a teda aj kazdy jeho zvysok

= Spn—Q—l ’

nemoze

=1
— divergoval (pozri vetu 1)) ; !
o0
210 (predovéetkym si uvedomte, ze z konvergencie radu Z an vyplyva konvergencia kazdého jeho
n=1

zvyéku) ak R, =aq" !, tak a, = R, _1—R, = a(l—q)¢" %2, n>2 (pri dékaze rovnosti a,, = R,—1—R,

nezabudnite, ze ¢isla R, , n € N, su definované ako limity) ;

211| 1. pretoze lim a, = 0 (veta 3), je {a,}3%; nerastica postupnost nezdpornych éisel alebo
n—o0

2pretoze plati ekvivalencia lim a, = 0 < hm lan| = 0, je zrejme jedno, ¢i pri vySetrovani nutnej
n—oo
podmienky konvergencie hladéme lim a, alebo hm |an]|

n—oo
3charakter tohto radu mozno vysetrit napr. pomocou tvrdenia «) vety 4b, ak vyuzijeme rovnost
. In(14+wu
lim (7) =1
u

u—0



neklesajtica postupnost nekladnych &fsel; v prvom pripade plati 0 < nas, < ani1 + @iz + -+ + a2,

z Cauchyho-Bolzanovho kritéria konvergencie vyplyva Ve >0 dN €N VneN,n > N :app1+---+as, <

e, pretoplati Ve >0 INEN VneN,n> N :0< nas, < e, odtial vyplyva lim 2nas, =0, rovnost

n—oo

lim (2n + 1)azn+1 = 0 vyplyva podobne z nerovnosti 0 < (2n + 1)agp+1 < 2(n + Dagpt1 < 2(apy1 + -+ +

n—oo

azn+1), pre postupnost {b,}5°; = {na,}>, teda plati lim by, = lim bg,+; = 0, preto lim b, =0;

n— o0 n— o0 n—oo

v druhom pripade (tj. ak {a,}32; je neklesajica postupnost nekladnych éfsel) staéi uvazovat postupnost

1

—, ak ne{2™;meN}

{—an}%2,, ktord je nerastiica a nezdpornd; 2. nie, napr. a, =< 7
0, ak neN\{2";me N}

oo
212 | 1. tato podmienka nezarucuje konvergenciu radu Z an , vyhovuju jej vsetky rady, pre ktoré je
n=1 e}

splnend nutnd podmienka konvergencie (a len také rady), teda napr. aj divergentny rad E —; 2. konver-
n
guje (pre n = 1 dostaneme lim (az + --- + apt1) = 0, odtial lim (a1 + a2+ -+ apy1) = a1, ¢o podia
p—o0 p—o0

definicie sic¢tu radu znamend E a, = ai > ;

n=1

1
213 | 3. konverguje; 4. konverguje (an < 3—/2>, 5. diverguje; 6. diverguje
— n

n—oo

( lim a+ je koneénéanenulové); 7. konverguje (arctgn < g), 8. konverguje; 9. diver-

ni/2+1/3

2 Qn
uje a, = , lim —— je nenulova a kone¢nd |; 10. konverguje rad
s ( Vnt2(Vntltyn_1) nosel/n > &t ( Y
34+ (=1
Zbln z_: maji rovnaky charakter, pretoze angO ﬁ = 1, pritom
- o2
34+ (=1)” i 1

<

n2

oo
4
2 , n € N, arad Zﬁ konverguje); 12. konverguje (an =

Inn\’
w(1-27)
a

In .
pritom lim _271 = 0); 13. diverguje ( lim — = 1, vyuzite rovnost lim ¥n = 1, pozri pr.

u

1.135.2, 1.380.1) ; 15. konverguje (pripomeflme7 ze hr% € =1, hn}) Smu 1> ;  17. konverguje
U— u u— u
! ! ! + ! L +o 1 18. k j 7it t ti
n=—-nl——-— — = ;  18. konverguje zite postupne rovnosti
a L] el S e = ot 3 verguj vyuzite postup VNOS
In(1 i In?
g 2OEW g S0 MR G o aj riesenie pr. 213.12) :
u—0 u u—0 U n—oo N
1
1. a<1 In(n?+1)—Inn? =In(1+— ) ; lim af je nenulové a koneénd | ;
n? n—oo 1/n2-

2n+1 2 1 1 1 1
2. >0 <lrl2n_1 —ln<1+2n_1)>, 3. o> 5 <an = 1—n<ﬁ—@+o<$>> =
A ORIV

n
2y 2 o= 12 _ o[ 5. prekazdé o> 0 fpada = 1
=|-—= — )| =t— — ; . pre kaz rf =
n—1 (n—1)2 °\n2 (n—1)2 °\n2 o2 P “ pripaca

~ 1 1
1t4to rovnost plati poéinajic niektorym ng € N (ak vyuzijeme, ze o (—2) = o <( 1)2> )
n n—

N =

1 «
s+ o0 (—2) , preto lim (%) je koneéna a nenulové) 4 oa >

n—oo




1 1/Ina\?
je zrejmy; pre a # 1, a > 0 je a, :e%ln“—l—e_%ln“—Q: 1+M—|—§(E)
n n

1
5
o (ﬁ) +

In o 1 /lna\? 1 In? o 1 . .
l—-—+=— ) +0|=)—-2= +ol|— ; 6. pre vSetky a > 0 [pre a # 1 je
n 2\ n n2 n? n?

; u_q
a, = o/ (gt/n=1/(n+D) 1) - dalej vyuzite, ze HI% ¢ = 1)6; 7. pre vetky a € R <an =
uU— u
1 In® In®
—-M7,vyuzite,2e limM:OprekaZdéaeRae>0 ; 8. pre a>1 pre a <1 je
n3/2 \/ﬁ n—oo nNE

Inn 1 e ,
—— > — pocinajuc niektorym ng € N> ;
n

nOt
215 | konverguje; postupnost {5,122, ¢iastoénych siictov je rastica, jej ohranicenost zhora® vyplyva
o0
1
z nerovnosti S, < 2s, <2s, kde s, , resp. s je n—ty Clastoény sucet, resp. sicet radu E —
n

K n=1
ak na, < K, tak a%,S—Q;
n
oo

217 | uvedieme dva navody: 1. pre rad Z ayn je splnené Cauchyho—Bolzanovo kritérium konvergencie
n=1
(dokéite nerovnost |an41 + -+ + apyp| < max {|bn+1 + -+ bty lengr + o+ cn+p|} a vyuZzite, Ze pre

oo oo oo oo
rady Z bn , Z ¢n je Cauchyho—Bolzanovo kritérium splnené); 2. 7z konvergencie radov Z Cn , E bn

n=1 n=1 n=1 n=1
o0
vyplyva konvergencia radu Z(C" —by), znerovnosti 0 < a, —b, < ¢, —b,, n € N, a vety 4a) vyplyva
n=1

o0 o0 oo
konvergencia radu E(an —by,), 2z konvergencie radov E(an —bn), Z b, vyplyva konvergencia radu

n=1 n=1 n=1
00
E Qn |
n=1

218 | lim a, = 0, preto po¢inajic niektorym ng € N plati 0 < a, < 1; ak 0 < a, <1, tak

n—oo

a? < a,; obratend implikdcia neplat;

2 1
219 | vyuzite nerovnosti 2|ab| < a? + b2, (a +b)? < 2(a® + b?), Leay —
n n
1 1 1 1 1 1 1 1
220 ——1In <1 + —) = — — <— — + 0< )> +o0 (—2> , n—ty Ciastocny sucet ma tvar
n n n

— n n  2n2 n? 2n2

1 (1 1
Sa= (Y ~] -1 1): (3.2) dost , ak polozime € := Y (= —In(1+ - Jijeme, 7
. 2.5 n(n 4+ 1); (3.2) dostaneme, ak polozime 2 (n n( + n)> a vyuzijeme, Ze
lim S, =C,;

n—oo

(n — 1)% (W)) = 1; odtial uz vyplyva, ze a, < 0 poéinajic nicktorym ny € N, porovnaj
n—

. 1 1
tiez s poznamkou za rieSenim pr. 213.16), pri zépise sme vyuzili rovnost —o <—> =o0 ( >

n? n2
5 . ((1na)2> ( 1 >
zrejme o | [ — =o(—
n n

2

, . . x
Spokial zvolime postup ako v pr. 214.5, treba pouZit rozvoj e® =1+ + 7= o(xg); keby sme vyuzili
1
len rozvoj €* =1+ x + o(z), dostaneme a, = ———— Ina+o( — | , €o pre nase potreby nestaci
nin+1) n?
1 In®
"alebo veobecnejsie a, = e an ,e€(0,1)
n=—¢ ne

®na rovnakej myslienke je zalozeny dokaz vety 4a)



221 | 1. konverguje; 2. konverguje; 3. konverguje; 4. diverguje; 7. konverguje (pripomeﬁme7

_ . 3\°
ze lim Ya=1, a > 0); 8. konverguje ( lim Gnil _ (71) >; 9. diverguje (najprv ukazte,
n—oo n— oo an
3-6 3 1 . i
ze dany rad ma rovnaky charakter ako rad E 7(71) - —, na to pouzite rovnost lim aresmu _ 1]);
(n+1)! 2n u—0 U
V241 nd(V2+1)"

: mozno tiez vyuzit nerovnost a,, < a konvergenciu

10. konverguje ( limsup ¥a, 3n

n—oo 3
radu E \/_ 2+ 1)

222 3. pri dokaze rovnosti lim ¥a, =0 vyuzite vysledok pr. 222.1;

n—oo

223 mapr, L L L1 1111
napr. —
p2244881616 ’

|224 | napr. 22 T:—l

tupnost kladnych cmel a lim a, <1);

n—oo

1. diverguje; 3. konverguje, ak b —a > d; diverguje, ak b —a < d (V pripade b —a = d

dokéazat pomocou limitného tvaru Cauchyho alebo d’Alembertovho kritéria) ;

D[

(alebo vSeobecnejsie: kazdy rad Zan taky, ze {an}S%, je neklesajica pos-

n=1

o0

mozno pouzit tvrdenie b) vety 9 alebo priamo dosadenim zistit, ze vtedy md dany rad tvar E n a
~ 1a na’
porovnat ho s harmonickym radom E —) ;4. konverguje; 5. diverguje; 6. konverguje pre p > 2,
n
n=1

diverguje pre p < 2 (pre p = 2 mozno pouzit tvrdenie b) vety 9) ;7. diverguje (najprv dokazte, ze
4 --(3n—2)-2-5---(3n+2)).

o0
dany rad méa rovnaky charakter ako rad Z

! 1gn ’
— nl(n+1)!9
. o0 . o0 1
226 | 1. napr. Ean, kde {a,}22, je postupnost z rieSenia pr. 223; 2. napr. Z—p, p >0
n
n=1 n=1

(préve na porovnavani s tymito radmi je zalozené Raabeho kritérium) ;

1. konverguje; 2. konverguje pre p > 1, diverguje pre 0 < p <1; 3. konverguje pre p > 1,
diverguje pre 0 <p <1; 4. konverguje pre p > 1, diverguje pre 0 <p < 1; 5 diverguje (VyuZite, ze

1
nl<n", ne N) ;7. konverguje (dany rad m& rovnaky charakter ako rad Z 1 ) ;
nln®n

228 (predovéetkym si uvedomte, ze z monoténnosti funkcie f vyplyva jej rlemannovska integrovatelnost
n+1
na kazdom uzavretom ohrani¢enom intervale I C [l,oo)) 1. ozna¢me P, := S, — / flx)dz; ak
1
vyuzijeme nerovnosti f(z) < f(i) pre z € [i,i+1], t € N, a f(i)— f(z) < f(i)— f(i+1) pre z €

n+2
[i,i+1], i € N, zistime, Ze postupnost {P,}2%; je neklesajica (Pn+1 = P,+f(n+ 1)—/ f(z)dx = P+
n+1

/nn+2 (f(n+1)— f(z))dz > Pn) a zhora ohranicend (Pn = Zz:l; (f(l) - /:H f(x) dx) = i/jﬂ

+1
) dx < Z —f(i4+1)) = f(1)= f(n+1) < f(1) | ; naobr. 10 je geometrickd interpretdcia uvedenych
tvah v prlpade spojitej funkcie f (plosny obsah vysrafovanej plochy je ¢islo Ps ) ;

n+1
2. odhad pre S vyplyva z nerovnosti / fl@)yde < S, < f(1 / f(z)dz, postup pre Ry je
1

analogicky (z nezépornosti funkcie f vyplyva, ze funkcia F(t) := / f(z)dx je neklesajica, z nerovnosti
1

F(n) < S, <8 vyplyva, ze F je zhora ohranicend, preto existuje konecnd lim F(z), atedaaj lim F(n)) ;

T— 00 n—oo



obr. 10.

Py . it et P 2 1
229 | (vyuzite odhad pre Ry z pr. 228.2) 1. stadl scitaf prvé 4 cleny (35—3/2 +=E
2 1 ar e y )
0077 5, 34—3/2 —+ m ~ 0114 6) 3 2 staci s¢itat pI‘VyCh 13 CIQDOV7

1. napr. f(z)=sin’nz, x> 1; 2. napr. f(z)=

1+nz —n?, ak zen—-1/n,],n>2
1—nx+n?, ak z€[n,n+1/n],n>2 (teda grafom f je ,Jlomend ¢iara“, vrcholy ktorej st
pre vSetky ostatné x € [1,00)

o

1 1
urcéené funkénymi hodnotami f(1) =0, f (n— E) =0, fln)=1, f (n—l—E) =0,n¢€ N>;

231| 1. konverguje; 2. konverguje; 3. konverguje; 4. konverguje pre lubovolné o € R; 5. di-
2
verguje; 6. konverguje; 7. konverguje (n(ln n)/n — ((Inn) /n) ; 8. diverguje (preverte nutni pod-

mienku konvergencie); 9. konverguje pre a > 0, diverguje pre a < 0 (nezabudnite sa presvedcit, ¢i

ide skuto¢ne o rad s nezdpornymi, resp. nekladnymi élenmi) ; 10. konverguje pre ¢ > 1, diverguje pre

g <1; 11. diverguje; 12. konverguje; 13. diverguje; 14. diverguje; 15. diverguje (preverte nutnui
1

podmienku konvergencie) ; 16. konverguje pre kazdé a >0, b >0, b#1 (1ogr s = ln_s) ; 17. kon-
nr

j 2nt 3 + ! £ ! + ! ktort dost k
verguje n = ————= 40| — | ; pozor: rovnost a, = ————= +o0| — ort dostaneme, a
&t " 3(2n —1)3 nz) P " (2n —1)2 n)’ ’

2
pouzijeme len rozvoj In(1+u) = u—2 +o(u?), pre nade potreby nestaél’); 18. diverguje; 19. konverguje

2
1 1 1 vIn(1+1
an, najprvrozsirte vyrazom —+4 /In [ 1 + — | a vyuzite, ze lim Y+ Vi +1/n) =2]; 20. di-

k
> ; 21. konverguje (Vyuiite7 ze lim - 0 pre kazdé k € R> ; 2. konver-

1

nek

guje; 23. diverguje (vyuzite, ze hn}) z"lnz = 0 pre k > 0); 24. konverguje pre o < —1, diver-
xr—

r—o0 e¥

verguje (an =

(o]
guje pre a > —1 <pre a < 0 mé dany rad rovnaky charakter ako rad Eno‘ lnn> ; 25. konverguje

n=1

(Z(z') < (n+ 1)!>; 26. konverguje pre a > 2, diverguje pre o < 2 (2" < n! < n™ poéinajic
i=1
niektorym ng € N); 27. konverguje, ak o > 1 alebo ak a« =1 a [ > 1; diverguje, ak a < 1

alebo ak a =1 a [ <1; 28. konverguje pre o > 0, diverguje pre a < 0 (pre a > 0 vyuzite, ze
In (1 @ | In(1+4+1/n®
iy DO _ py alninr i) ),

n—oo Inn T S Inn

1a) konverguje (cn < a, + bn); 1b) konverguje; 2a) diverguje; 2b) moze divergovat



(napr. a, = b, = 1) aj konvergovat (napr. an = (1= (=1)")n, by, = (1 + (—1)")n); 3a) diver-
guje; 3b) konverguje;

— Inlnn)?
233 | 2a) konverguje; 2b) diverguje (pri vypocte lim (nh?:) (= 0) pouzite substiticiu
n—oo
!
nA/3 1n3_3lnn.
1 —¢t): 20 k : In(1/an) _ n4/3 it 0 < Inn! < nlnn  Inn
nn =1t ); 2c) konverguje mn o ey Ry S
. 3lan!
preto nh_}ngo A = 0) ;

234 | 1b) rad Z a, ma podia pr. 208.1,2 rovnaky charakter 9 ako rad Z A, kde Ay =a1, Aps1 =
n=1 n=1

(n+1)2
Z an (n €N); pritom (pretoie (n+1)2—n? =2n+1 a {a,}; je nerastiica postupnost nezdpornych
n2+1

tisel) plati (2n +1)a,2 > Any1 > (2n+ Dag,11)2, atedaaj (x) 3na,2 > Any1 2 (n+1)ag, )2 preto

o0 o0
z konvergencie radu Z A, vyplyva konvergencia radu Z na,,2 (to je dosledok druhej nerovnosti v (*))

n=1 n=1

o0 oo
a z divergencie radu E A, vyplyva divergencia radu Z na,2; 2a) konverguje (VyuZite pr. 234.1b a

n=1 n=1
[e%s)

1
(n—va)""

guje (vyplyva to napokon aj z porovnania s radom z pr. 233.2a); 2c) konverguje;

Cauchyho kritérium; nezabudnite preverit, ze je nerastica postupnosf) ; 2b) konver-

n=1

n—0o0 Oy

1 1 . a 1
nech ¢ < 5 (prl’pad q > 3 prenechdvame éitatelovi> , z podmienky lim D o 5 vyplyva, ze

a 1 -
pre niektoré M € N a ¢ >0 plati Vn e N, n > M ﬂSq—l—a€<§, ozna¢me @ := q+ €, zvolme

an
00 0o ontl_y

N € N tak, aby 2V > M ; rad Ean mé rovnaky charakter ako rad Z A,, kde A, = E a, '°,
n=1 n=N k=2m

pritom z nerovnosti as, + agnt1 < 2a2,, a2, < Qan,  (n>2N) vyplyva A, = (agn+1 + a2n+1+1) 44

(a2n+2,2 + aan+2,1) < 2(a2n+1 + Aon+149 + -+ a2n+2,2) < 2@(&2” + -+ a2n+1,1) = QQAn (TL > N) ;

oo o0
rad Z A, teraz sta¢i porovnat s geometrickym radom Z A1(2Q)" ! (alebo — ¢o je to isté — pouzit na
n=1 n=1
vySetrenie jeho konvergencie d’Alembertovo kritérium);
t -1
236 | 2. vyuzite, ze |cos®n| <1 a lirr%) arctew _ 1; 3. ‘ln (1 + u)' =
— u— U n
1 )
In{1+— pre n parne (1) 1
" , preto |[In|1 + <lh(l+—— |, n > 1;
1 , n n—1
In({1+ po— pre n neparne, n # 1
n —
1 n . 2
on(1 2 on k — — sln —
4. |a,| = (+7n/), vyuZzite, ze lim LCa— pre a > 1, k€ R; 6. |a,| = 2 nj_
37’(1 =+ n3/3") n—oo q™ » 1
n sin —
n

pri tejto tivahe vyuzivame, Ze rad s nezdpornymi ¢lenmi méze konvergovat alebo divergovat k +oo, ale

nemoze oscilovat
o0

107 radu Zan sme teda vynechali prvych 2V — 1 élenov a takto vzniknuty rad sme ,uzdtvorkovali®,
n=1
pritom vyuzivame tvrdenie z pr. 208 a vetu 1



poslednd rovnost plati poé¢inajic niektorym

S GENORIG)| IS ON

no € N, pozri pozndmku 4 k riegeniu pr. 214.4), preto lim n_ _ ;
n—o0 1/n2 3

, | -1 - . ,

237 | vyplyva to z rovnosti a} = §(|an| +an), a, = §(|an| —an), a, =a; —a, azfaktu, ze nenulovy

k—nésobok konvergentného (divergentného) radu je konvergentny (divergentny) rad, sicet konvergentnych
radov je konvergentny rad, siucet konvergentného a divergentného radu je divergentny rad;

R S+ S, >
dokaz rovnosti (3.3): =% = 1+—=, kde S, je n-ty ¢iastoény sicet radu Z ap , pritom lim S, = oo
S’n, S’n, n—oo

n=1
a lim S, je konecna;

n—oo

o0
238 | ,,—“ ak |by| < K, tak |anb,| < Kla,|, preto Zanbn absolitne konverguje; ,,<=* staci

zvolit b, = sgna,, ; n=t
239 | 1. konverguje pre p > 0 (pre p <0 nie je splnend nutnd podmienka konvergencie) ;
1 © 1
3. = ﬁz(—l)" sin — !, konverguje; 4. konverguje; 5. konverguje; 6. diverguje (nie je splnend
n

n=1

nutnd podmienka konvergencie); 7. konverguje (sin (mvn?+k?) = sin (77(\/712 + k2 —n) + nﬂ) -

Inln(z + 2)
In(z + 1)

100

konverguje (ak flz) = , x > 0, tak f'(z) =

n o3 k2 .
(—1)"sin <7r Yyl k;Q) ) ;
_z+2 In(z+2)
z+1 In(z+1)
(x+2)In(z + 1) In(x + 2) ’

Inln(z + 2)

pritom limita ¢itatela je —oo a menovatel je kladny, preto pre dostatocne

velké = je f'(z) <0 |;

YT n 1 S n . . — 1
240| In aa—:l = In (1 e 2) , preto ;m aazl ma rovnaky charakter ako —; o+ X

n—1
. . . an+1 , . I .
lim a, = lim eln n - pritom Ina, = E In =L | +Inay 12. rydza monoténnost postupnosti {a,}5°
n—oo n—oo P [e7%

, . Apt1
vyplyva z nerovnosti

<1;
Gp
241 stacf séftat prvych 1. sto élenov; 2. jedendst clenov (21 - 11%/2 ~ 821 886, 2!2.12%/2 ~
2043210 ) ;
— , 24 (—1)" b, ak n=2k = .
242 | neplati, napr. a, = alebo a, = cn. ak n=2k—1 ° kde zjlbn je konver-
o0 n=
gentny rad, Z ¢, je divergentny rad vyhovujici nutnej podmienke konvergencie, b, >0, ¢, >0 (n € N),
n=1
pozri pr. 237.3;

[e%s) _1)n 5
243 | 1. konverguje ( E (=1) konverguje podla Leibnizovho kritéria a cos = e 1); 2. kon-
n
n=1

n

n o0
k .
verguje; 3. konverguje <0b0r hodnot postupnosti { E sin %} je konecny, preto je tato postupnost
k=1 n=1

Yeosnr=(—1)", neN

. 2n — ! .
2inou moznostou dokazu rovnosti lim ( ) =0 je nerovnost z pr. 1.11.2

n—oo  (2n)!l



1n100 T

ohranicend; ak f(z) := , tak lim f(z) =0 a f'(z) <0 pre & > €', dalej pozri poznidmku
x

r—00

za vetou 12); 5. konverguje pre x # 2kw, k € Z pre x = 2km, k € Z, ide o harmonicky rad,

. nT n+1
n sin — cos x
pre x # 2kw, k € Z, je Zcos kx = = 2 ;7. konverguje (dany rad je rozdielom
—1 sin —
2
cosn sinn
radov — a ktorych konvergencia vyplyva z Dirichletovho kritéria | ;
Tt U ey oniel komvergencin vl )
Ccos nx

8. konverguje pre = # 2kn, k € Z (Vtedy konverguje podla Dirichletovho kritéria a

— Inln(n + 2)

1 > 1 1
cos— /1], diverguje pre © = 2knw, k€ Z vtedy ide o rad Z cos — s kladnymi ¢lenmi,
n - Inln

— (n+2)

= 1
ktory ma rovnaky charakter ako rad E 7) ;9. diverguje | dany rad je rozdielom diver-
“— Inln(n +2)
) 1ex1 , 1 o= cos2n . , L.
gentného radu - E — a konvergentného radu — E ; 10. konverguje | dany rad je sictom
2 —=mn 2 = n

n

1= (- 1= (=1)"*tcos2
konvergentnych radov 3 E ( 3 Z cosn , konvergencia druhého z nich vyplyva z Di-

richletovho kritéria 13) ;

244 | 1. Leibnizovo: postupnost {a,}5; vyhovuje predpokladu 2 Vety 14 a postupnosf Ciastocnych
suctov radu E(— ”+1 je ohranicéend; Abelovo: ak lim b, =: b, tak Zan n = bZan—i—Ean (bn, =),

n—oo
n=1 n=1 n=1 n=1

pritom prvy z radov na pravej strane tejto rovnosti konverguje podla predpokladu 1 vety 13 a konvergencia
o0

druhého vyplyva z Dirichletovho kritéria (postupnos‘E Ciastocnych suc¢tov konvergentného radu Z an je iste

n=1
0hraniéené> ;
|245| 1. konverguje; 2. konverguje (\/_ N 1) 3. konverguje (staci pouzit vetu 11); 4. kon-
1 1 .
verguje; 5. konverguje, ak ~3 <sinz < 5; diverguje, ak sinz = ~3 alebo |sinz| > 5 (mozno pouzit
vetu 6’ alebo 7" a pripad [2sinz| = 1 vySetrit samostatne); 6. konverguje; 7. konverguje; 8. konver-

o0
. . —1)" 100 .
guje (moino pouzit Leibnizovo kritérium alebo dany rad zapisat v tvare E ( \/_) . (1 i 100> a pouzit
n n

Abelovo kritérium); 9. diverguje (n-ty ¢len radu rozsirit vyrazom /n 4+ (—=1)"); 10. konverguje;

n=1

oo

1
konvergencia radu Z(—l)n(”+ 1)/2.

11. konverguje vyplyva z Dirichletovho kritéria, resp.

/N

1

_|_

n=1 n

N

Z Ppr. 244.2); 12. konverguje (pozri riesenie pr. 243.10); 13. konverguje (sin 3a = 3sinacos®a —

o0
Bak S, je n—ty ciastotny sticet radu z:(—l)’“r1 cos 2k, tak Sa, = cos2—cos4+cos6—cos8+: - -—cosdn =
k=1

Ecos(4k—2)—Zcos4k = (cosQ-Ecos4k+sin2-zsin4k> —Zcos4k, pritom Zcos4k, Esin4k
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

mozno vyjadrit pomocou vzorcov z rieenia pr. 243.4,5 (pre z = 4), odtial uz vyplyva ohrani¢enost pos-
tupnosti {S2,}52;; ohranienost postupnosti {S2,-1}%; vyplyva potom napr. z nerovnosti |Sa,_1| =
|S2n, + cosdn| < |San| + | cosdn| < |Sa,| + 1



v 3 3 3 3 1
sin® a4, odtial sin® o = 3 sin a-(14-cos 2a)—sin 3o = 5 sin a—l—z(sin 3a—sina)—sin 3o = 1 sin a—7 sin Sa) ;

. .4 3 [1—cos2n\® 3 1 1 . . :
14. konverguje sin® o — s=\—7—=%—) g =73 cos2n + 3 cosdn |; 15. diverguje (pozri
pr. 237.3);

246 | 1. konverguje absolitne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (0,1), diverguje pre p < 0;
2. konverguje absolitne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (0,1) (nl/ N 1), diverguje pre
p < 0; 3. konverguje absolutne; 4. konverguje absolutne; 5. konverguje absolutne pre p > 1, konver-
(=)™t In’n ) In*n
F. , Ppritom
pre p < 0; 6. diverguje (preverte nutni podmienku konvergencie); 7. konverguje relativne (mozno
vyuzit pr. 244.2); 8. konverguje relativne (pozri pozndmku za rieSenim pr. 243.6); 9. konverguje ab-
solitne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (0,1]; 10. konverguje absolutne pre p > 1, konverguje
1+cos2n)’ _
T) .

cos2n 1 <X cosdn
gZ

guje relativne pre p € (0,1) <pre e € (0,p) je an, = . 1), diverguje

3 1 1
relativne pre p € (0,1]; 11. diverguje <c0s4n = ( .= —+ = cos2n + 3 cos4n,

8 2

1 o0
pritom — ako vieme z rieSenia pr. 243.5 — rady 3 Z konvergum) 12. kon-

o0
cosn 1 cosn
verguje relativne (rad E | | cos — ma rovnaky charakter ako rad E | | ) ; 13. konverguje

4 4
\/ﬁ n n=1 \/ﬁ

n=1

-1 n+1 1
relativne (an = ( \6/)77 3 n;;— ~\/%/i2, pritom nT N1 \/l/__’_2 / 1> 14. konverguje re-
i 1 1
lativne Gp = smnntl ;  15. konverguje relativne (12k—6)-ty ciastocny sucet radu
n n 1—(lnn)/n?
|sm nm/12)| . _. o ) o0 1
E je vacsi ako k-ty Ciastoény sucet divergentného radu E ———, k>2); 16. kon-
Inn “— In(12n — 6)
. , . , . sin2n  In*n
verguje absolitne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (0,1] (pre € € (0,p) je a, = Pl
n n
in < |sin2n| | sin 2n/|
pritom N\, 0; dalej pre p <1 je Tln n>7p,n>2; pre p>1 a €€ (0,p—1) je
n n
sin2n In’n | sin 2n)| o ,
. < pocinajic niektorym ng € N | ;
npP—¢ ne npP—e
n 2n n n
1 1 11 1)t 5o
247 1. Zm = T §ZE’ N = €2n — 2. Z nh_{EOSQn =
k=1 k=1 k=1 n=1

, N | Iem1 , C 1 %
nh_)rrgo ];Qk—l — 5;%) = nh_)ngo (1n\/4n + > + 777,,) — 5(11171 + C + En>> = In2 ;

“mozno to odvodit z Moivreovej vety ,,(cosa + isina)™ = cosna + isinna, n € N
_]_)nJrl

5podla Leibnizovho kritéria rad E =)
n

konverguje, tj. existuje kone¢nd limita postupnosti {S,}5°,

jeho &iastoénych suétov; na najdenie limity konvergentnej postupnosti staci ndjst limitu niektorej jej
podpostupnosti
n+1 1 1

: = 1
Yrovnost (%) Z = In2 mozeme odvodit aj z rovnosti 1 — = —|— 371 + e e +

n=1

1 . 1 1
—— R o (mozno ju dokdzat matematickou indukciou), ak na vypocet nlLrgO (n 1 + -+ %>

pouzijeme pr. 83.4 alebo pr. 1.353; dalsou moznostou dokazu rovnosti () je pouzit na vyjadrenie hodnoty
In2 Taylorov vzorec so zvyskom v Lagrangeovom tvare pre funkciu In(1+ x); tiito rovnost dokazeme znova
v pr. 344.1



2n n
1 1 1 1
2) G2 (= Jim st = i (32 p) ) g 200 (=JLH;OSM=
k=1 k=1
n 4n
1 1 1
1 — — .
nLH;O(sz_l > k>>
k=1 =1
k 2% 2%
1 1 1 (—1)m+1
248 | 1 = = - n+/4-(2k)
=1 = ;4n—3 2<n_12n—1+nz_:1 o —1 3 +’72’“ 4+T2’“ ’
S
(-t x w1 w1
kde 7, = ~T2a) ToSm2; 2b) T2,
RPN T 2a) -l Jgtgh
2 2 > (_q)ntl
1. 71T—2g 2. 71T—2 (rad ng_l% je absolutne konvergentny, pozri vetu 16>;

[250] S?’”:Z<\/4k1 3 ¢4k1-1‘¢1z—k>>§(¢Z—k+¢i—k‘¢z—k):(l‘%):ﬁw

pre n — oo, teda lim S3, = oo, preto nemoze existovat koneénd lim S, ;

n—oo n—oo
_ & (_1)n+1
251 | konverguje pre p > 1 (pre p > 1 je to prerovnanie absolitne konvergentného radu Z —
n
n=1

pre p = 1 pozri pr. 247.2a) , diverguje pre p < 1 < v pripade p < 0 nie je splnend nutnd podmienka

n 1)k+1
konvergencie; pre p € (0,1) oznacme P, n-ty ¢astoény sucet daného radu, S, := Z , potom
=1
2n—1
1 1 nl—P nl—P
Py, = > = 2 pritom i je konecnd, li =0 );
30 = Son + ];l Gk ip = Son+n (any Soy + TR pritom Jim So,, je koneén4, Jim yr oo) ;

oo oo
252 | 1. ak S,, resp. S! je n-ty ¢iastoény stcet radu Ean, resp. Zap(n), tak |S, — 57| <

n=1 n=1
n+c n+c
Z lan| pre m > ¢, pritom lim Z lan| = 0 (vyplyva to z nutnej podmienky konvergencie);
k=n—c+1 neee k=n—c+1

o0
-1 n+1
2. In2 <dany rad vznikne prerovnanim radu E L , pricom su splnené predpoklady tvrdenia z pr.
n

n=1

> —1)n+1
252.1, sucet radu E (7 pozri v pr. 247.2> ;
n
n=1

o n+1 bn+1

— a"tt — — a1t - 3 LI
253] 1a) } ————; 1b) } "7 (Z k+ 1) k+2 E(ml k+2>_

n=0 n=0 k=0 k=0

1"Pri rieseni pr. 247.2a-c,3 a 248 vyuzivame toto tvrdenie (ktoré je $pecidlnym pripadom pr. 271): Nech

{5,122, je postupnost Eiastoénych siétov radu Zan, nech lim a, = 0 a nech £k € N. Ak existuje

n—oo
n=1
lim Sy, , tak existuje aj lim S, a plati lim S, = lim Sk, . (Néznak dokazu: z rovnosti Skpi11 =
n—oo n—oo n—oo n—oo
Skn +kn+15 Skn+2 = Sknt1+taknt2, -+ 5 Sknt(k—1) = Sknt(k—2) T Akn+(k—1) a2z predpokladu nhjgo ap =0
vyplyva, ze postupnosti {Skn}nli, {Skntitne1s -+ {Sknth—1)tne1 Mmajli véetky td istd limitu, preto

existuje lim Sn)
n—oo

2 4 3 6 8
1 1 1 1 1 1 1
(S B _) T 12 Tt <2n —1 2@2n- 1)) i 32 S5, kde S je 2n—ty Eiastocny sicet radu
— (—D ! . . 1 1
Z ~——— potom lim S, = lim S3, = = lim S, = = In2
n 2 2

n—oo n—oo n—oo

. 1 1 1 1 1
83pecidlne v tomto pripade mozZno postupovat aj nasledovne: Ss, = (1 — —) - =+ <— — —) - =+




3n—k

1 o n n n 2k 1 n n|
| — : 2 = b = > — = =Y ——— __okgnk —
n+2>7 Z nl (C kz::O‘”f k kL (n— k) n!kzzzok!(n—k)

k=0

1 < (n _ 1 ) . . L .
- Z <k) okgn—k _ o (24 3)™, poslednd rovnost vyplyva z binomickej Vety); 1d) Z i 2a) tito
k=0 n=0
rovnost mozno chapat dvoma spésobmi: ako rovnost dvoch radov (pricom na pravej strane je v tom pripade
rad 1+0+0+---+0+---) alebo ako rovnost dvoch ¢isel; 2b) (druht mocninu radu chdpeme ako jeho
Cauchyho sii¢in so sebou samym)  tiito rovnost mozno v pripade |¢| < 1 chdpat dvoma spésobmi ako v pr.
253.2a, v pripade |q| > 1 je to rovnost dvoch divergentnych radov;
oo

oo oo
254 | ak S, , resp. S/ je n-ty Ciastocény sicet radu an, resp. Ea"'zb" 19 tak S! >aiS,,
. . n=1 n=1 n=1
pritom lim S, = oco;
_>°° 1o n (_1)k+1 (_1)n7k+2 s
255 | ¢, = . ) : ak pouzijeme nerovnost
" Z vk Jn—k+1 Z\/_\/n—k+1 )

k=1
2 2n
n+1

1
> b
Vkvn—k+1 — n+1

teda rad Z Cn nespfﬁa nutnid podmienku konvergencie;

n=1

)

ktord vyplyva z nerovnosti vab < §(|a| + [b]), dostaneme |[c,| >

o0
256 | ak Ecn je Cauchyho sacin danych radov, tak ¢y = apbg = 1-1 =1, pre n > 1 je
n=0

n n—1 3 n 3 n—1 1 n—1 3 k 3 n—k—1
— _ _ n n—k
Cp = kZ:Oanbn—k = an,+bn+zakbn—k = - (5) + (5) (2 + F) - Z (5) (5) (2 +

k=1 k 1

o) < @) ()7 ) (7 (S B - )

3 n—1 1 3 n—1 n—2 . 171,—2 1 3 n—1 3
= 2" — (= 2y 2PN — ) = (= — 42" —2(2" 7t —1) -
() (egm)-() CEreiZw)-() (moeregm—e-y
1 1—1/270\  /3\"' /1 FEARNEANS
4 1/2 \2 ontl " oon )\ 4 ) 7
257 nech A := Y lan|, B := Y |bnl, nech p(1) = (j1, k1), ..., p(n) = (jn,kn), nech j =
n=1

n 7 k
max{ji,...,jn}, kK = max{ki,...,k,}; potom Z lem] < ( Z |am|> ( Z |bm|> < AB, odtial vyplyva
m=1 m=1 m=1

konvergencia radu Z |em|; prerovnanjme a uzdtvorkujme rad E ¢, nasledovne: aib; + (albg + asby +
m=1 n=1

agbl) + (a1b3 +a2b3+a3b3+a3b2+a3b1) +--- alebo nasledovne: a1b;+ (albg +a2b1) + (a1b3+a2b2 +a3b1) +-e

tj. schematicky:

1 2 3 4 e 1 2 3 4
1 aibi  aibs  aibs  aiby ... 1 aiby  aibs  aibs  ai1bs
2 asbr  asby  asby  aosby ... 2 asb1  asby  agby  asby
3 asby  asby agbs azby ... alebo 3 asby  asby agbs asbs
4 asbr  asbs  agbs  agby ... 4 asb1  asbs  agbs  asby

postupnost {5, }5°; ¢&iastocnych sictov takto vzniknutého radu (ktory mé podla vety 16 a rieSenia pr. 208.1

Ytreba si uvedomit, ze Cauchyho stié¢inom radov Z an a Z b, je rad Z cn, kde ¢, = Z arbn_ga1
n=1 k=1



o0 n n
ten isty sucet ako rad Z cn) je v prvom pripade {4,B,}2,, kde 4, := Z ay, By, = Z by, ; v druhom

n=1 k=1 k=1
pripade dostavame Cauchyho sicin radov Z an a Z b, , dalej staci pouzit vetu 17 20;
n=1 n=1
— Inx Ine 31 2 1
258 1. 0 v 1 :0< < : 2. —; 3. In- = lim - -
- ( v €[l,00) _x—lnx_e—lne)’ =187 < T3 ( oo 3
1-2-3- -1 5-1 —1)(n? 1
= (n )(nQ—I—n—I—l); In = zln(n )~ +n+ ), pritom (k+1)2 —(k+1)+1 =

3:4-5---(n+1) nd +1 (n+1)(n?2—n+1)

B4+ k4 1) ;4.1 (% o (k1+ 35 _ (n(:;i);)—' 1 ) ;5. g < = HILH;O arctg\/— 1 ; vyuzili sme

vzorec arctgz + arctgy = arctg %, ry < 1, pozri rieSenie pr. 1.87.1) ; 6. %

( = nhﬂrg() arctgnL_i_l); 7.0 pre z = 0; In Slzx < = 71151;0 ln%; vyuzite rovnosti
x sinx x x sinx x sinx -

cosgy = m, cosg - oS = 3 2sin(z)2) - cos(z/4) cos, = m atd) pre = €

1 1 (1
(—m,7)\ {0}; 8 0 pre z =0, Pl ctgx ( = nhﬂrg() <% ctg2—n — ctgx); E(? tg;—k> =
i

k=1
n 12 .
€z sinx
‘<212_> - ‘(lm) ) pre o € (=m,7) \ {0}
. . . : 1 wger—up 171 1
\ﬁ[ matematickou indukciou vzhladom na m; pre m=1: ap = R _ 11 |

URUk41 d\ur  Ugt1
teda E ak——<——

1

Up+1

, : : 1 1 Uktm41 — Uk
) ; druhy krok indukcie: = . et — =
UpUkt1* Ukpmt1 (M 1)d Uplpg1 - Uprme1

1 1 1 5 S 1
( - > , pritom podla indukéného predpokladu »  ——— =
(m + 1)d CUktm Ukl Ukdmetl ooy Yk Uktm

o0
1
; E = ;
mdu1 Um Uyl Ukpmtl U2 - U

1
mnozina bodov nespojitosti funkcie f je podmnozina mnoziny {0} U {— ; nEN\{l}}
n

(f mdze a nemusi byt spojitd v bode 0), preto podla vety 5b z odseku 2.1 je f € R[0,1], podla vety
1

1
14a z odseku 2.3 plati / f(z)dx = lim f(z)dz;
0 =00 J1/(n+1)

261| 0 <aybyc, <max{al,b3,c3} <ad +b3+c3, neN;

m podla pr. 211.1 je hm n (3_> =0, preto pre niektoré k£ > 0 a poc¢inajic niektorym ng € N
n

plati a2 = [ 2% In ) < O
" \Vn V) = n’

a
ntl o> g bre n > 2 (matematickou indukciou: pre n = 2,3 uvedené tvrdenie plati; ak
an

3

w

3 3 3 3 3
Ap—1 2 § Ap—2, An 2 §an717 tak Ap+1 = Ap—1 +an 2 §an72 + ianfl - §an> 5
a 1
1. konverguje (n”/3 Ynl+1 < 2nnl = ap, lim ntl = == ) ;2. konver-
n—oo QO \/E
o0 o0
20napokon samotni vetu 17 mozno pre absolitne konvergentné rady Z an a Z b, dokézat tymto pos-
n=1 n=1

tupom pomocou prvého uvedeného prerovnania a uzatvorkovania



o0
2n)!! n
guje (dany rad mé rovnaky charakter ako rad Z (2n) ); 3. konverguje (bn = o+l _
= 3nn! G
1 2)n+1 bn,
(n+(2)n(7—1|——|2—)) , pritom nlirréo b:l = Z, preto T}er;obn = 0 (pozri pr. 222)); 4. diverguje
o onl on! oWl 1 .. . V! 1 . ,
lim — = lim — -n- —— = 00, vyuzite rovnost lim —— = — (pozri pozndmku za pr.
n— oo n\/ﬁ n—oo n nl/\/n n—oo n
- . 1/\/5 . 1 . . 1 1 .
224) a fakt, ze lim x =1]; 5. konverguje pre p < 5 diverguje pre p > 5 pre p = 7 Je
T—00
. 1/1 1 n o )
n( an_ _ 1) =211 —(— + no (—) >, preto n( In_ _ 1) < 1 poé¢inajic niektorym ng € N) ;
Ap+1 n\8 n An+1
. P an 29 1 p 1 2
6. konverguje pre ¢ + = > 1, diverguje pre ¢ —|— =<1 = 1+—(g+=)+ —(4q —
2 2 Ant1 n 2 8n?2

1 n . n
4q+4pq+p2—3p)+0<—2) %3, preto  lim n(a —1)=q+1—7; pre g+ 2 =1 je n<a —1>=
n n—oo Qp4+1 2 2 Ap+1

1 1
1+—(¢—1)4+o | — | , pretopre q—i—l—) =1,qg<1ljen a4
4an n 2

—1) < 1 pocinajic niektorym ng € IN; pripad
An+1

¢=1, p=0 sa lahko vySetr{ samostatne 2* | ; 7. konverguje pre p(q—1) > 1, diverguje pre p(g—1) <1

n -1 -1 —1)—qg—1 1
On_ _ 1+ pla ) + plg )(p(q )4 ) +ol| — ;8. konverguje na zaklade vzorcov
Ani1 n n? n?
S ’ 1~ cosa ’co a‘ 1+ cosa ozno dany rad napisat v tvare DQ2' T 9. konve
n—|=4/—— S —| =4/ ———— mozn ny rad napisat v tvar sin— |; 9. nver-
Vo 5 =V 3 ¥ p > o ) 2

n=2

0
guje; 10. konverguje pre a = 0, diverguje pre « # 0 (pouzite vzorec cosx = sin (5 — a:) , dany rad ma

> an+ 0
rovnaky charakter ako rad Z -
‘= n?®+an+ I6]

) Y on((1+ o (2)) (43t 1) o (R
(1+1> <1+2n+1> (2 55200 () ) (1 vt o () ) -

P _ P P _ p P 1 Pq _ Pq
2’(

n+1  2n  2u(2n+1) 2n  4n? n2n+1) 202

() oo ()

#*Dany rad diverguje aj v pripade q + 12—) =1, ¢ > 1; tuto skutocnost nemozno dokazat pouzitim Raabeho

> ; 11. konverguje pre p > 1, diverguje pre p € (0, 1] (an =

Byyuzili sme, Zze

+

kritéria, ale mozno ju odvodit z rovnosti

1 1 1
=1+4+- —|— —5(g—1)+o (—2> na zaklade Bertrandovho kritéria
Gn+1 4n n o

(pozri pr. 267) alebo Gaussovho kritéria, ktoré mozno formulovat nasledovne: Nech Z an je rad s kladnymi

n=1
19

¢lenmi, nech em’stujd konstanty A\, € R a ohranicend postupnost {0,152, tak, Ze = —|— —I— —

Ap+1
Potom rad Zan konverguje, ak X > 1 alebo X =1, u > 1, a diverguje, ak A <1 alebo A =1, p <1.

n=1
(Toto kritérium mozno odvodif z d’Alembertovho, Raabeho a Bertrandovho kritéria, pozri [10, str. 281,

§372].)



, dalej vyuzite, ze lim =1, lim =1, lim —5—=7
u—0 u u—0 u u—0 U 2

1_enln(1+(cos(1/np)—1)) et —1 In(1+ u) 1—cosu 1) .

p
12. konverguje pre p > 1, diverguje pre p < 1 (an = ep(l - e_l/2n+0(1/n)) >; 13. diverguje

; 1"
an =2 1+ <e2/n +o(l/n) _ 1> ;  14. konverguje |pre z € [—E,
n+1 2

] je arcsinsinz = x,

o3

1 1 T n
preto arccos 4/1 — —; = arcsinsin arccos \/1 — — =arcsin n=3/2 | ; 15. diverguje — — arcsin =
n3 n3 2 n+1

2 1
arcsin%); 16. konverguje, ak p > 1 alebo p =1, g > 2; diverguje, ak p < 1 alebo p =1,
n

qg < 2 (pre p # 1 mozno pouzit Cauchyho kritérium; pre p = 1 je a, = e kde E(n) =
1—¢q (1—q)? 1 q nlnn-(1-q)? 1
1 = )] =a-qn - - 1 -
nn(n—i—q 2(n+q)2+0 n? (1= @n+ n+gq 2(n+q)? Frinntol

Er(n)
. . E1(n) . 1 a 4 1 b
pritom lim e™! =1|; 17. konverguje len pre a = = an = /n 1+——(©\/1+—+—= | =
n—o00 2 n n 7’L2
a

2a — 1 462 +8b—3
ﬁ( n 322

1
0 <—2) ) ) ;  18. konverguje; 19. konverguje len pre ¢ = 0, P < —1;
n

_ 1 in n=P
20. konverguje len pre a = v/bc; 21. konverguje len pre p > 2 (an =In (1 + (sm Z — 1)) , vyuzi-
n

In(1 1 1 1 1
te, ze 1ir%n(7+u) i =+ (

=1,sin——— = —
) n3p

- e e ) ) ;  22. konverguje len pre a +0b > 1 (an =

-1
1 n+b b n+a
W((l + %) (1 + E) ; 23. konverguje, ak clna > 0 alebo ak clna = 0, blna > 1;

1 Un
3 ych pri h di j n = ;o 24. k j <
v ostatnych pripadoch diverguje (a . Tha (T clun) > ; 24. konverguje ( /0 T+ 22 dr <
1 1 1 "o "
— sup ﬁ2 < —- —) ; 25. konverguje < / \/1 + 2t dx > / z? dx) ; 26. diverguje
N zefo,1/n) L+ n \/n 0 0

(n+1)m ;. 2 1 (n+1)7 n+1 - .
/ S 7 dx > / sin?xdx |; 27. konverguje / e Vidy < e_\/", dalej

w/n i3 T/n
pozri navod k pr. 231.21) ;  28. konverguje (Sinx <z pre x > 0, preto / Sllr_li_ < dr < / 3 dm) ;
0 z 0

29. konverguje, ak p > 1 alebo p =1, ¢ > 1 alebo p = qg =1, r = 1; diverguje v os-

v dt <
tatnych pripadoch (Vlastné (nevlastnd) lim m existuje prave vtedy, ked existuje vlastna
r—00 n nin
Yy t 3 .
(nevlastnd) Ulirgo R (pouzite substitiiciu Int = z), podla vety 10 maji preto pre ¢ >0, r € R a
y— In3
o0

g=0, r>020rady Z

oo

1 1
a Z ——— rovnaky charakter> ;  30. konverguje (dany rad
— ndln" n

nIn? n(lnlnn)"

- <1+ nil)n<e(n+ Dln(l+1/n)—nln (1—1— 1/(n—|—1)) _ 1) _

oo
X 1
*6len pre ¢ > 0, r € R alebo ¢ =0, r > 0 vyhovuje rad E T predpokladom vety 10 (nie je ale
n4ln" n
n=3

tazké dokdzat, ze uvedené rady maji rovnaky charakter aj pre ¢ <0 apre ¢ =0, r <0)



> Inlnn

ma rovnaky charakter ako rad , 0 ktorom mozno podobnou tivahou ako v rieseni pr. 264.29 ukazat,

—
—nln’n
o , o~ Inn . 2 n’? .
ze mé rovnaky charakter ako rad E — |; 31. konverguje In(e"+n?)=n+In{1+— ), dany rad
n en

n=2

— 1
ma rovnaky charakter ako rad E 2 ) ;  32. konverguje len pre p < —2; 33. konverguje <funkcia
= nln"n

F(z) =zln®z —2zlnz + 2z, > 1, je primitivna k neklesajicej nezapornej funkcii f(z) = In®z, = > 1,
preto f(n) < F(n+1) = F(n) < f(n+1), odtial F(n) — F(1) < f(2) 4 -+ f(n) < F(n+1) — F(2),

1 1 = . ,
preto 22 11 (lnn)? < A =:b,, rad 3:2 b, ma rovnaky charakter ako rad
> 1 w1k
E 1—2> ; 34. diverguje (VyuZite, ze lim Z’Til/ =1, ¢o vyplyva z pr. 220 alebo z pozndmky
= nln“n n—00 nn

[}

k pr. 228.1); 35.

1 1 1 1
diverguje (an =—.—¢ P kde E(n)= —<ln (1—1— —) +---+1In (1+ E)) ,
n Yn n n n

1
5
pritom lim E(n) = / In(1+4z)dx = 21n2> ;  36. konverguje len pre p > 3 analogicky ako v rieseni
0

n—oo

N

. 2 - 2 25/2
pr. 264.33 mozno odvodit odhad §n3/2 <V14---+yn< g((n + 1)3/2 — 1) < —n3/2> ;

3
— 1
265 | napr. a, = —

Inn ;
266 | pozri pr. 228.2;
267 | 1. pouZijeme porovnavacie kritérium v podobe ,ak a, > 0, b, > 0 (n € N) a pocinajic

an by,

o o0
, tak z konvergencie radu Z b, vyplyva konvergencia radu Z an

n=1 n=1

E, potom biil = (1+ %)(1+W>q = (1+%> <1+
qm(ﬁn 1n) | O(lnul:nl/n))) _ (1 . %) (1 . q(l/nlffl/n)) +O (ﬁ)) 2 (1 . %> (1 .

1 1 1 1 " 1
d +o0 =1+—+ g+nlnn-o , sucasne z (3.6) vyplyva a4 >1+—+ P
nlnn nlnn n nlnn nlnn Gnt1 n nlnn

poc¢inajic niektorym nyg € N; pretoze lim (q +nlnn - o(
n—oo

niektorym ng € N plati >

Ap+1 anrl

zvolme ¢ € (1,p), nech b, =

>) = q < p, plati po¢inajic niektorym

nlnn
" 1 1 1 1 bn , =
ng € N a4 >14+ =+ P >1+—+—(g+nlnn- ol — = , pritom rad an
Gn+1 n  nlon n  nlnn nlnn bn+1 o

konverguje;

2. podla predpokladu a4 <14 -4 ———, pre b, := —— plati =14—-+ M

Gn+1 n  nlnn nlnn bn+1 n Inn

In(1+1/n) . . e . . x v
————=; na dokaz nerovnosti < pocinajic niektorym ng € N sta¢i dokédzat nerovnost

nlnn An+1 brt1

. . 1
z<Iln(l+z)+zln(l4+z), z >0 (nato mozno pouzit napr. vetu 12 pred pr. 1.352) a potom polozit = = =
1. zvolme a € (A,1), z predpokladov nasho tvrdenia vyplyva (¥) 3by > 1 VYV > by
f(go(a:)) ¢(x) < af(x); nech by := (bg),...,bpt1 == @(bs), n € N, potom by41 > b, a lim b, =

n—oo

00 (sporom: keby lim b, = b € R, tak by zo vztahu b,11 = ¢(b,) a zo spojitosti funkcie ¢ vyplyvalo

x

p(b) = b) . podla vety 10 staci dokézat existenciu koneénej lim ft)dt, ¢o je ekvivalentné s existenciou
Tr— 00 1
In(1+1 In(1+4+1
2Tpretoze lim M =1, jeo M =o0 pre n — oo
n—oo 1/n Inn nlnn



bn .
konec¢nej lim f(t)dt (Vyumte ze F(x / f®)de je rastuca) podia (¥) a podla vety o sub-

bn

bit2 it+1 it+1
stitticii pre urcity integral je / ft)dt = / fle(®) ¢ (t)dt < a/ f(t)dt, preto ft)dt =

bit1 b; bo
b1 by bn b1 b1 by X an—1 M 1 b1
/ / +- +/ / +a/ +a/ +otan” / = fydt < —— [ f(t)dt;
a—l bO 1— bO

bn
teda { ft)d } je zhora ohrani¢end rastiica postupnost, preto existuje koneénd lim f)dt;
bo n=1 n— oo bo

. 1 11 1 1
zrejme al,...,apl 2 5, ap1+1,...,ap2 S 1,5 geeey apn71+1,...,apn S 2—H,F 5 teda
1
Pr — Pk—1 je potet prvkov postupnosti {a,}>2; leziacich v intervale |:2_k’ F) , k> 2; oznatme S, ,

oo
1 1 1
s U —k
resp. o, n—ty ciastoény sicet radu E aj , resp. E pr2~"; ak vyuZijeme nerovnost 5% +2k+1+ “+ﬁ <
k=1 k=1

1

<
2m =

E k > 1, dostaneme o,, = p1 —I— +— ! +(p2—p1) -I— + + -+ (Pm—DPm—-1)
an 2k 17 ’ om 22 om 3

2m

1 1
Om > (P2 —pl)ﬁ + -+ (pm — Pm-1) > =(Spm — Spy); 2 nerovnosti §(Spm —8p,) L o <28, uz

vyplyva uvedené tvrdenie

2
1 1 1 1 1
p1+§(p2—p1)+'-'+ 2m_1( —Pm-1) = p1+22 (p2—p1) + 4 5= (Pm — Pmt1) | < 28, ; sicasne
1 1

2m
28.
)

270| 1. diverguje (nty ¢len radu rozsirte 2n — (—1)"*1,  uvedeny rad tak mozno zapisat

L2 &y 1
R i D ey

1
Z 7); 2. konverguje absolitne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (0,1], diverguje

=4 -1
o (=" 9o (51" 1 1 p+1 - .
pre p <0 (an = e (_1)n)1’ = e p+o el KO , teda Zan jepre p >0

n=1

ako sucet konvergentného radu E(—

n=1

a divergentného radu

n=1

p+1

1
p+1

(D" 1
rozdielom dvoch konvergentnych radov Z ( p) a Z yTEm <p—|—0 <

n=1 n=1

) np“) <druhy z tychto radov

je rad s kladnymi ¢lenmi, ktory ma rovnaky charakter ako rad Z ) inou moznostou je vyuzit

n=1

tvrdenie pr. 252.1, pozri tiez rieSenie pr. 252.2) ;3. konverguje absolitne pre p > 2, konverguje re-

, . _ (= 1 (p+1)/2 1 :
lativne pre p € (1,2], diverguje pre p <1 (an = 2 Dz ptn 0 Yy ;

1
4. konverguje absolitne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (—,1] , diverguje pre p <

N | =

2

28tvrdenie pr. 269 zostane v platnosti, ak predpoklad ,,a,+1 > an,, n € N, lim a, = 0“ nahradime
n—oo
predpokladom ,,a, > 0, lim a, = 0“ (kazdi postupnost nezdpornych &isel s limitou 0 moZno prerovnat
n—oo

tak, aby vznikla nerastica postupnost s limitou 0, lubovolnym prerovnanim sa charakter radu s nezdpornymi
¢lenmi nezmeni)

w_ (S (1+ <—i>“)‘p Gy (1 o) i (1)) _




(a :Sosin(mr/él)_'_l'w_(l'i O<1

—) > , dalej pocinajic niektorym ng € N plati

np 2 n2p 2 n?r n2p
| sin(nm/4)] | sin(nm/4)] 2 2 |sin(nw/4)| . ) .
e < i+ sin(r /D) < — pritom pre p <1 rad nz:l o diverguje [ jeho (2k—1)—v
1
Clastocny sucet je vacsi ako k—ty Ciastoény sucet divergentného radu Z \/_ (2n “ 1y , k> 2> ;5. kon-
. . : . 1 . . (—1)ntt
verguje absolutne pre p > 1, konverguje relativne pre p € > 1|, diverguje pre p <0 an = m —
n

1 1 1 1
n :1 ]. A 9 n :1 1
(2(n—|—1)2p +0<(n+1)2p))7 |an] n( + (n—l—l)?’) pre n nepdrne, |a,| n< + (n+1)?’—1)

1
pre n parne, teda In(1+ —+ ) < |ap| < In(1+ n € N |; 6. konverguje ab-
(n+1)»

1
(n+1)r -1 > ’
solitne pre p > 0, konverguje relativne pre p € (—1,0), diverguje pre p < —1 (uvedomte si, ze rad

Ap+1

Z plp—1) (p n+1)

je rad so striedavymi znamienkami; > 1 pre p < —1, teda vtedy

n=|[p]|+1 "

. a
{Jan|}22; je neklesajica postupnost, ' "t <1 pre p> —1, teda {|an|}22, je vtedy klesajiica postup-

n

nost, rovnost lim |a,| = 0 pre p > —1 mozno dokazat ako v riesen{ pr. 240> ; 7. konverguje absolitne
n—oo

pre p > 2, konverguje relativne pre p € (0,2], diverguje pre p <0 (pozri pr. 225.6 a ndvod k pr. 240);
sin nx 1
ne  nl=clnP(n+1)
sin? nx _ 1 cos 2nzx
nlnP(n+1)  2nlnP(n+1) 2nlnP(n+1)

8. konverguje absolutne pre p > 1, konverguje relativne pre p <1 an = pre

€ (0,1), pozri tiez rieSenie pr. 246.16; |ay| >

, pritom rad

cosnx

—————— konverguje pre kazdé p € R |; 9. konverguje absolitne pre p > 1, ¢ > 1; konverguje
= 2nIn"(n+1)

relativne pre 0 < p = ¢ < 1, diverguje v ostatnych pripadoch <dany rad konverguje absolitne prave

. oo 1 o0
vtedy, ked konverguju rady E W a E @y’ pozri pr. 237; nech p > ¢, ¢ € (0,1), oznatme
n — n
n=1 n=1

Sn n—ty Clastocny sucet nasho radu, potom Si, = Po,, + @y, kde Ps, je 2n-ty Ciastoény siucet konver-

1)k+1 1 1
entného radu — = ritom — pretoze hm =0—rad
g ; Z Qk - (2k)pa )’ P bretoz oo (2k)P—a
o0 oo
! i ky charakter ako di tny rad 1 ;
2:1 2k Qk)P - | mé rovnaky charakter ako divergentny ra ; oh) )
m pozri poznamku !7 k rieSeniu pr. 247.2a;
o0
272 nech a,, je posledny clen v k-tej zdtvorke, S, je n-ty ciastotny sucet radu Ean, po-
n=1
tom Sp, , Snpt1s Sngi2, e S"k+1 (k € N) je koneénd monoténna postupnost, teda hodnoty
Snp+1s- - S"k+1*1 ,lezia medzi cislami S, a Snk+1“; ak neexistuje klirgo Sny, » tak zrejme neexistuje
ani lim S, ; nech hm Sy, =S €R: ak [S,, — S| <e aécislo ¢ ,lezi medzi S, a S, tak aj pre c
n— o0 k— +1
plati |c — S| < ¢; analoglcku dvahu mozno pouzit v pripade klim Sp,, =00, klim Sy, = —00;
— 00 — 00

273 | z kazdej konvergentnej postupnosti — teda aj z postupnosti {S,}5; — mozno vybrat monoténnu
konvergentnii podpostupnost;

so_ sin(nm/4) < - Sin(mr/4))_1 _ sin(nm/4) (1 _sin(nm/4) < 1 ) ) _

np np np np np



. . .. 3 -3 3 2
sinn sinn  sin°n sin® n sin® n 6n
274 | 1. konverguje an| = | 5= — — +o| —— = :
= verst (' nl 2 (\3/n2 6n2 < n?2 ) ) 6n? sin®n
. 3
1 -1
o s < — pocinajic niektorym ng € N |; 2. konverguje an = (=1)"sin (7 n-- , pozri
n? 6 n?+1
o . (=1 +t ™ . _
tiez rieSenie pr. 239.7 | ; 3. konverguje ap = 2 cos 1 ; 4. konverguje (mozno vyuzit pr.
n“n n

. . B 1 (-1 1 1 oy 11 1
244.2); 5. diverguje (an = (1_1_ v o to (n)) 1= N < tno -~ , teda

" (1 1
rad Z an je rozdielom konvergentného radu Z 5 \/3_1 a radu 7]2::1 (% + o0 (E) ) s kladnymi ¢lenmi,

Si 1 1
ktory ma rovnaky charakter ako rad Z —> ;6. konverguje (an =2 +sinn - (—I—T — —) ;
n n n sinn  n

n=1

n=1
1
ak pre funkciu y = — na intervale s koncovymi bodmi n 4 10sinn, n pouzijeme Lagrangeovu vetu o
T
1 1 1 10sinn
strednej hodnote, dostaneme - i = ——((n+ 10sinn) —n) = ————, pricom pre c
) n+10sinn  sinn c2 ((n+ ) ) 02 P P
. , sinn 10sin®n 10sin®n ,
iste plat{f ¢ > n—10 (n > 10); preto a, = — ———, konvergencia radu Z ——— vyplyva
n c
n=11
; 10sin®n 10 . sinn 1 cosn . 1 .
z nerovnosti 0 < < ; 7. konverguje an = cos — sin —, pritom
c? (n —10)2 Inlnn n  Inlnn  n

. o)
smn cosn

1 1
cos— /1, sin— \, 1 a konvergencia radov vyplyva z Dirichletovho kritéria) ;
n n

a
— Inlnn oy Inlnn
3 sind(z)

8. konverguje (podia Taylorovho vzorca so zvyskom v Lagrangeovom tvare je sinx = x — 5 o ,

00 . 4
sinn sin®n . sin¥, sin’n
preto E an E E 51 A pritom konvergencia druhého radu vyplyva
n=1

z navodu k pr. 245.13 a konvergencia tretieho radu z nerovnosti

sind,, sin’n 1 9.k .
51 A | S agan ) 2 onverguje

(}sin (2 + \/g)"} = sin7(2 — v/3)"; z binomického rozvoja vyplyva, ze rozdiel (2 +v/3)" — (2 —V3)" je

n

1 1
P . . . - L _\k
celé mslo) ;  10. diverguje <S5n =P, +Qp, kde P, := 321( 1) <3kln(3k 1) + Bk £ 1) In(3k £ 2))

n

je m—ty sucet radu, ktorého konvergencia vyplyva z Leibnizovho kritéria, a @, := Z BET2)

1 .
m(3k +3) °°

1
n—ty sucet radu, ktorého divergencia vyplyva z integralneho kritéria) ; 11. konverguje pre p > 5 (pre

(o]
p > 1 konverguje absolitne, pre p < 1 staéi podla pr. 272 vysetrovat konvergenciu radu ZA"’ kde
n=1

(nt )7~ 1 1 om+ 1 m

. pretoze Ap = —— 4 -+ > > ,
 pretoze n2p ot (n?+2n)? = (n?2+2n)P = 3n2r

1
nie je pre p < 3 splnena

P
i
M=

k»

1 = :
nutnd podmienka konvergencie; pre p € (5, 1) rad Z A, konverguje podla Leibnizovho kritéria: pretoze

n=1
2n+1 1
Ay < nt , je lim A, = 0; pretoze podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote je aj == ——— —
71217 n—oo (n2 T k)p
1 p(2n +1) p(2n +1) 2np
- > k=0,1,...,2n, to7
(712 +2n+ 1+ k)P cp+1 (n2 +on+1+ k)p+1 (ng T aAn+ 2)p+1 pre n, a pretoze
2n
1 1 9

b:= < , dosté A, — A = —b> (2

(2t ant 2 (2 pdn 3 (n pdn g2 (O + (Z ‘““) (2n +

k=0



2np B 2 o 4n?p B 2 _ n*(4p—2)—8n—4
(N2 4+4n+2)Pt1 (N2 44n+2)P ~ (n2 +4n+2)PH1 (n2 +4n+2)P (n2 +4n + 2)pt!

1)

, teda pre

1 . 1 1
p > — adostatotnevelké n € N je A,—A,+1 > 0; 12. diverguje pre A, i= —————+ - +——, n >
2 [en—t] +1 [e7]
ny _ n—1 n __ 1 _ ,n—1 1 1 2 o)
2, plati Anz[e] le ]26 = :1————>1——,tedaprerad EA" nie je splnend
[en] en e en s
nutng podmienka konvergencie, dalej pozri pr. 272 a 208.1) ;
ak u,, resp. w, je n—ty Ciastotny sucet radu Z anby , resp. Z — apt1)Sn, tak u, =

n=1

a1S14a2(S2—S1)+- - +an(Sn—Sn-1) = (a1 —a2)S1+(azs— a3)52+ A (ap—1—0n)Sn—1+an Sy = wp_1+anSy ;
|276 | vyplyva to z pr. 275;

n—1
[277] oznacme ag =0, by := Ebn, z nerovnosti |a,| < Z la; — ai+1], m € N, a z predpokladu
n=1 =0

(ii) vyplyva ohranicenost postupnosti {a,}5%,; dalej plati lim S/, = 0, kde S/, je n-ty iastocny sicet
n—oo

radu E b, ; odtial na zéklade pr. 275 vyplyva konvergencia radu Z anby ;

n=0 n=0
. 1 1 1
na dokaz nerovnosti S, < 1 sta¢i dany rad ,,uzatvorkovat“ nasledovne: 1 — | —5 —— | — [ — —
: 2P 3p 4p
! 31. na doékaz nerovnosti L < S, ,,uzatvorkujme*“ nas rad takto: |1 L + -4 71
— ) —...81. 7 v _ Z4tv . - o _
5 ’ g S 7p v ) 2 @n—1)r
1 i 1
@ny > +---; podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote | pouzitej pre funkciu — na intervale [2n—1, 2n]
n x
. 1 1 p . 3 . » .
Je (@n — 1) — (@) = o pre niektoré ¢ € (2n —1,2n), preto S, > Z p+1 , dalej staci pouzit

NP * p .
nerovnost Z Gy 2/1 W dx (pozri pr. 228.2);
n=1

279 | v pripade p = m mozno pouzit Dirichletovo kritérium, resp. kritérium z pr. 244.2; pre p < m

(pripad p > je analogicky) plati S 1+1+ —I—l ! ! ! + -+
I‘l n 1 1 g —_ .. —_ — — — s e — — —_ —_—— e
prip p m) gICKY ) P k(m+p) 2 D p+1 2p W+ 1

1 1 1 1
p+m (k—=1)(p+m)+1 kp+(k—1)m kp+(k—1)m+1 (k+1Lp+ (k—1)m

1 1
((k—l—l)p—l—(kj—l)m—l—l k(p+m)
konvergentného radu (staci pouzit Dirichletovo kritérium, resp. kritérium z pr. 244.2) a sticet ¢isel v okrtihlych
zatvorkach je ¢iastocny siicet divergentného radu;

1. pozri pr. 247.3; 2. napr. nasledujice prerovnanie: 1 kladny ¢len, 1 zaporny, 1 kladny, 3

) , pricom sucet ¢isel v hranatych zatvorkéch je ¢iastoény sicet

zaporné, 1 kladny, 5 zapornych, ..., jeho (n? + n)-ty éiastoény sicet (ktory je suctom prvych n kladnych

o0
-1 n+1 5 1 1
a prvych n? zépornych élenov radu E (7 ) je podla pr. 247.1 rovny -3 Indn + 55” —1N,2;
n

n=1

podla pr. 1.173.2 kazdé prerovnanie postupnosti {a,}5°; mé limitu rovnd 0, pre postupnost
{8, }52, &lastoénych stétov prerovnaného radu teda plati lim (S,4+1 —Sp,) = 0, tvrdenie pr. 281 potom
n—oo

vyplyva z pr. 1.202 (analégia tvrdenia pr. 1.202 pre neohrani¢ené postupnosti mé rovnaky dokaz ako pr.
1.202);

n n
282 1. Z(ak — sinag) Z ak — Gk+1) = a1 — Ap41, pritom lim a,y; = 0 (pozri pr. 1.156.5),
k=1 k=1 e

31toto je myslienka dokazu odhadu pre R,, v Leibnizovom kritériu



3 3 (e ] o0
. . a a )
sucasne a, — sina, = a, — (an — F" + o(ai)> = 2 4 o(ai), preto rady E (an, —sina,) a E a;o’l
n=1

6 n=1
00 n Qo1
maju rovnaky charakter (uvedomte si, ze rad Z a? jerad s kongtantnym znamienkom) ;2. Z In— =
n=1 =1 Yk
Apt1 . . . _ Gpe1 sin a o In(l4+wu B
In =+ , pritom lim a, =0, sicasne — pretoze LRl | pren — oo a lim g =1—ma
n n—oo n an u—0
. a = sin a sina a?
1 , L .
rad Z In =*L rovnaky charakter ako rad Z 1— 2 ), ktory ma ( pretoze 1— "= " 4 o(a?)
n=1 n n=1 an Qp, 6

o0
rovnaky charakter ako rad Z a?; 3. konvergujelen pre x € [-1,1) (pouzite vetu 6’ z odseku 3.3 a fakt,
. n=1 -
7o lim —tt
n— oo an

=1; pre z = 1 vyuzite skutoénost, ze Ean je postupnost s konstantnym znamienkom,

n=1

nerovnost |a,| > a2 a pr. 282.2; pre x = —1 vyuZite monoténnost postupnosti {a,}>;, pr. 282.2 a ndvod
k pr. 240) ;
g a a 5 = =
283 | 1. konverguje ( nt2 _ Z2ntl —, preto rady E G2n A Z G2n—1 konvergujﬁ) ;
agn a2n—1 16 —~ —~

2. konverguje (pouzite pr. 1.156.5 a Dirichletovo kritérium, resp. kritérium z pr. 244.2); 3. diver-
guje lim a, = 0 ({an}zo:l je zdola ohrani¢end klesajtica postupnost, jej limita je riesenfm rovnice
n—oo
x =1In(1+ x)) : hladajme p € R tak, aby platilo nhﬂnolo (afl+1 — afl) je kone¢na a nenulovéa: aflﬂ —aP =
P P a% 2 3 P P an : P P Pin P
In?(1 4+ ay) — af = an—7—|—0(an) —ab =al 1—74—0(@”) —aP =al 1—74—0(@") —ab =

+1
_pai™

< . 1 1 1 < <
+aP-o(a,), odtial vidno, ze treba zvolit p = —1; potom lim < — —) =3 odtial podla pr.

2 n—00 \ Up+1 an
1/ap41 — 1 .1 1 1 1 1 1 1 1
1.171 vyplyva lim M <: lim —[( ——)+<—— )++(———)}> =,
n—00 n n—oon [\ ant1  an ap  Ap-1 az a 2
. An+41 y . . el s . = . . .
preto lim = 2, teda podla porovnavacieho kritéria rad E an, diverguje |; 4. konverguje len
n—oo 1/n —

pre a = 0, a = 1 (postupnost {a,}>°; v pripade a € (0,1) a postupnost {—a,}3>, v pripade

a € (—00,0) U (1,00) su klesajice postupnosti s limitou 0; podobne ako v rieSeni pr. 283.3 zistime, ze
oo

. a s 7. . . ’ .

lim lantal 5 =1; staéi si uvedomit, ze rad Z an jepre a #0, a # 1 radom s konstantnym znamienkom,
n—oo 1/n el
a pouzit porovnéavacie kritérium> :

- oo

284 | z konvergencie radu Zane_mo vyplyva ohrani¢enost postupnosti {a,e "0}, preto pre

n=1 n
1

niektoré K > 0 plati |ane_"$| = }ane_mo . (e(zo_”))n} < K<ew$0> ;

285 | pouzijeme nasledujiice tvrdenie 33: ,ak 0 < a; < ay < --- < a, a pre &isla by ...,b, plati
1] < A, |by+ba| < A, ..., Jbr+ -+ by <A, tak |aibs + - anby| < 24a,% 7z konvergencie radu
o0 n
Z ann~? vyplyva ohrani¢enost postupnosti jeho éiastoénych stctov ( Z apk™P| < B pre niektoré B > 0
n=1 k=1

32pre a € (—00,0) U (1,00) je postupnost {a,}3°; postupnostou zdpornych &isel, postup z pr. 283.3 preto
uplatitujeme na postupnost {—a,}°,

33toto tvrdenie sa dokazuje pomocou Abelovej parcidlnej sumdcie (pozri napr. [24, str.135-136, ddokaz
Abelovej lemy))



avéetkynGN) a— ak jedané e >0 — podlavety2 INeN VYneN,n>N VgeN : |ann’p+

€ 1 ay 1\? as [ 2 P an (N P
p Z. _E b e It el Rt
+an+q(n+q) } < —=; nech n > N, potom oy ay D <n) + o \n + + "\ 7 +

n
<

k=1
1/p
AN+1 N+1\" Gn  qp N : E o 4B ;
‘(N—l—l)P( - —|—---—|—np-1 < 2B . +2-4-1, preto pre n > max<{ N, N 5 je
1 n
ﬁ Z ai| <€,
k=1
o0 o0 a
286| 1. ak lim a, = 0, tak n e i ky charakter, 7
1. ak lim a ak rady Za a Z T a majui rovnaky charakter, pretoze
/(1 Ta ) n=1 n=1 § §
lim 229 10 4k lim a, neexistuje alebo sa nerovnd 0, mozno z {an}5°, vybrat podpostupnost
n— o0 an n— o0 o
, . . . . * CLn(k) s ,
{an}32, takid, ze existuje lim a,py =@ A € R*, A # 0; potom rad E nespliia nutni
k—o0 P T+ anw
(i) 1, ak A=o00 <,
podmienku konvergencie klirr;o #w = A a4k A€R ;  pretoze E 1+"an je rad
1 + A n=1
e . . . . = An (k) . . - 2%
s kladnymi ¢lenmi, vyplyva z divergencie radu ———— divergencia radu ;
¥ yply g ;1+an<k> g ;1+an

o0
a . a
2. pre p =1 : ukdzeme, ze rad E S—n nespliia Cauchyho—Bolzanovo kritérium konvergencie: S"—“ 4
ne °m n+1
. S s S
nt2 R ntp > i1 0 F Onp = e " =1- " pritom — pretoze lim S, = oo —
Sn+2 Sn-i—p Sn+p Sn—i—p S’n,—',—p n—00
S, 1
plati Vne N dpeN: —— < =;
Spn+p 2
pre p > 1 : ak naintervale [S,, Sp+1] pouzijeme pre funkciu —— Lagrangeovu vetu o strednej hodnote,
1 1 p—1 (p— Dan1 . Un+1
dostaneme — = S. —S,) = ———~—— pre niektoré c € (5,, S, , preto —— <
Sﬁ_l Sﬁ;% P (Sn+1 ) o p (SnsSnt1), P S£+1 =
o0
Gn+1 1<1 1) . 1(1 1) .. S o,
= — — —— |, pritom rad — - — konverguje [ jeho n—ty ¢iastocny
b p—1\SET S ;p—l ShSha
L 1 1 1 . . , 5 .
sucet je — — —— |, pritom lim S, =o0 |; v pripade p <1 moZno postupovat podobne ako
p—1\5S7 Sh n—0c0
. . a a
pre p > 1 alebo vyuzit nerovnost S_n < S—Z pocinajic niektorym ng € N
a a an ! an+--+a = a
-287 1, o ol e > = P pre p — oo, preto rad - nespfﬁa
T Ba Ran Ruyp Ry ’ ; Ry

Cauchyho—Bolzanovo kritérium konvergencie; 2. podobne ako pri rieSeni pripadu p > 1 v pr. 286.2

1 > -
dostaneme \/R,+1 — VR, = 2—\/_% pre niektoré ¢ € (R,i1,R,), preto \/GR_ < 2(v/Rug1 — \/Rn),
C n

pritom lim R, =0;

n—oo

oo oo
288 | nech S,,, resp. P, je n-ty Ciastoény sucet radu Zn(an — Qpt1), resp. Zan; potom

S = (a1 = 2) + (a2 = 3) +- -+ (@ = )]+ [0 = 0)+ - (00— )] [0 — )+ (=

ant1)] + -+ [an — any1] = a1 +az + - - + ap — nap41 = Py — nap41, odtial na zdklade pr. 211.1 vyplyva:

ak existuje kone¢na lim P, , tak postupnost {S,}2°; ma tu istd limitu 3*; nech teraz lim P, = oo, nech

n—oo n—o00
. , . . . . . a Am,
m € N je dané, potom — pretoze lim a, = 0 — existuje N € N tak, ze any1 < ?1, v any1 < 77",
n—oo

potom Sy = (a1 — an+1) + (a2 — an41) + - + (@m — an41) + [(@ms1 — an1) + - + (an — an41)] >

34toto tvrdenie je Specialny pripad pr. 275 (staci zvolit b, = 1)



1 P ., . . , , y
§(a1 +-tay) = - (01510 v hranatej zatvorke je nezdporné, pretoze a,,41 > Am42 > -+ > aN+1 ) ;

289 | napr. rad

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2¥2 292 V2 3¥3 3¥3 393 U3 n¥n nn nn  ¥Yn
n—krat
konvergenciu tohto radu mozno dokazat na zaklade pr. 272; divergencia radu E afl vyplyva z pr. 237.3;
n=1

@ oznacme P, := zn:ak, Sp = i:apk; z nerovnosti ap, > ax-1)ey1, k € N (této nerovnost

vyplyva z nerovnosti p, < ]EZI— De+1 ak;lénoténnosti postupnosti {an};’f:l) & CO(h—1)ct1 = Q(l—1)et1 T
n

A(k—1)et2 T "+ ake, k € N, dostdvame Sy, > Ea(k_l)c+1 > %[(Ch +ooodae) F(Aepr 4 Fage) + oo+

(A(n—1)et1 + -+ ane)] = %Pcn ; =

pozri pr. 287.2;

N[N
Q||©
N || =

- .
2. v pr. 2921 polozte ap, = Tpi1 — Tn, by = Ynt1 — yn, dalej vyuzite rovnost o=
Yn

n— 1 ntl = Zn Lp-t . 7 ,
<u> (1 - y—l) + x—l; 3a) - 3 (x I (n+1) , pritom podla Lagrangeovej vety

Yn — 41 Yn Yn T D Ynt1 —Yn  (R+1)P —nP )
1)P— _
o strednej hodnote (n + 1)P — n? = pcP~! pre niektoré ¢ € (n,n + 1), preto (n+1) — < Tntl = In <
L p(n + 1)p Yn+1 — Yn
1P~ — 1 1
(n+1) , ateda lim Inp1 720 _ 2 ; 3b) = 36 (ak @, :i=p1P" 4o pnPt —nP |y, = pnP~ L,
pnp~1 n=00 Yn+1 — Yn p 2

1\"! 1\”
pnP~1 (1—1——) —nP (1—1——) -1
Tp+1 — Tn n n _
Yn+1 — Yn 1 p—1
pnP~ | (14 — -1
n

pnP =1 (1+p%1+0<%)>—np<<1+%+%+o<%)>—l>

tak

(M oo (1) e (L) ) a
2 n n S
4 n

sta¢i dokézat, ze lim =1 a pouzit tvr-

T 4 I mS, — s,
an(p(p_1)+pn0 (_)> n—oo [N Oy, nop—1
n
. 1
denie z pr. 292.1; podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote je InS,, —InS,—1 = —(S, — Sp—1) = dn
Cp, Cn
pre niektoré ¢, € (S,_1,5,); ¢, mozno zapisat v tvare ¢, = S, — Upa,, kde ¥, € (0,1), potom
G G
Sn _ Sn =1—-9 & .
InS, —InS,_; an "y,
S, — Inan
ak je postupnost {a,}5%; ohranicend, tak existuje koneénd nenulovd lim a, a

n—oo

35pozri tiez pr. 83.2
%na vypocet tejto limity mozno pouzit v pripade p > 2 vysledok pr. 168, ak v om zvolime f(z) =
27t a=0,b=1



Ap+1 — Ap
a 1 ad Apt1
lim ntl = , preto rad Z (1 — L) mé rovnaky charakter ako konvergentny rad

n—00 Upi1 — Op nlirr;o an — an

oo
Z(anH —ay,); ak postupnost {a,}5%; nie je ohrani¢en4, tak nie je splnené Cauchyho-Bolzanovo kritérium
n=1

Ap+4+1 — Qp An+4p4+1 — Ontp > Ap4+1 — Qn Gn4p+1 — Ontp (79}

konvergencie: ——— 4.+ + +o 4 =1- — 1 pre
An+1 Gntp+1 Gntp+1 Gntp+1 Antp+1
p— 005
294 | z konvergencie radu Z f <2—n) a rastu funkcie f vyplyva konvergencia radu Z f <2—n) , kde
) n=1 o) ( ) n=1
y a
S = Ean; ukdzeme, ze postupnost {P,} 2, Ciastoénych sictov radu Z "~ je zhora ohrani¢end,
n=1 n=1

vyuZijeme pritom Jensenovu nerovnost ,ak funkcia f je konkdvna na intervale I, z; € I, \; > 0 (i =

1,...,n) a Z)‘i = 1, tak f(Z/\ﬂl) > Z/\if(xi)“ (pozri aj pr. 1.453); potom — pretoze
i=1 i=1 i=1

(Fam oot fla2) < f((amint o)) < F(2 ) e P < flar 4 @)+ 5 (Flas)+F @)+

3=

(Flas) 4 0(00) o+ s (oo ) o0 Jlae)) < Flan) + )+ 7(5) #4555 ) <
——
flar) + flaz) + ) fl 55 )
et 2 1(3)

| =



