Ap+1 — Ap

oo
. a 1 Gn41 . , .
lim ntl = — , preto rad E 1— 2 mg rovnaky charakter ako konvergentny rad
n—00 Qpyi — Gn lim a, — an
n—oo -

oo
Z(anH —ay,); ak postupnost {a,}5%; nie je ohrani¢en4, tak nie je splnené Cauchyho-Bolzanovo kritérium

n=1

. Q. 1—a a. 1—a a 1—a Q. 1—a Q.
konvergenCIe: M _|_ . _|_ ntp+ ntp > nt n _|_ - _|_ M — 1 — n — 1 pre
An+1 An+p+1 An+p+1 An+p+1 An+p+1
p— 00}
z konvergencie radu Z f <2—n) a rastu funkcie f vyplyva konvergencia radu Z f <2—n) , kde
S o = fan)
‘s . v .. . . an) . ey
S = Zan; ukdzeme, ze postupnost {P,}52,; Ciastoénych siuctov radu Z £2"7 je zhora ohranicen4,
n
n=1 n=1

vyuZijeme pritom Jensenovu nerovnost ,ak funkcia f je konkdvna na intervale I, z; € I, \; > 0 (i =

1,...,n) a Z)‘i =1, tak f(Z/\wq) > Z/\if(xi)“ (pozri aj pr. 1.453); potom — pretoze
i=1 i=1 i—1

1
m

(Fami et ) < (ot o)) < F(2 ) e P < flar) 4 @)+ 5 (Flas)+F @)+
F@s) et fla) 4 gy (g ) 4o Slage)) < flan)+ flea) 4 £ (5 ) 4o (57 ) <
Fan) + flaz) + Zf<£> ;

4. Postupnosti a rady funkeii

2
295| 1. %, z>0; 2 f(x)=0,z€[0,1] (pre z€[0,1) je lim 2" =0, f,(1) =0 pre vietky
0, ak z#kn/2,keZ

neN); 3 f(x)z{ 1, ak xe{2knm; keZ}U{n/2+4+2kn; keZ} (D(f):R\({(Qk—i—l)ﬂ-;ke

) x
sin
2
ZYU{—7/242km; k € Z})) ;4. f(z)=ab (pre x#0 je lim n2z?sin T =2° lim nT—i—n :
n—oo n n n—oo
n2+n
n? 3 0, ak z € (0,1] . y y
o fn(0) = 0 pre vietky n € N) i 5. f(z) = { (x—D)r/2, ak o>1 <p1f1p0menme7 7e
1 1 (Inz)/2n _ 1
A mg”:%); 6 5 (Jiﬂgofn@):?'n&“;f” " Sy Pripomenme, ze Jim ol/" =
3
1 pre a > O); 7. flz) =0, z >0 ( lim n®e™™" = lim g(y), kde g(y) = y—, y € R,
n—oo Yy—00 (693 Y

pritom lim g(y) mozno n&jst pouzitim I'Hospitalovho pravidla); 8 f(x) =0, z >0 (podobne
y—oo

zlnzy

ako v pr. 2957 mozno lim g¢(y), kde g(y) = .,y € R™, ndjst pouzitim I'Hospitalovho
Yy—0o0 y
1 .
pravidla) ;0 9. —,2>0 (Vyuiite7 ze lim yarcctgy = 1 — mozno to dokazat pouzitim 1'Hospitalovho
x y—o0
1, ak z€][0,]1]
pravidla alebo pouzitim substitiicie arcctgy = t) ;o 10, f(x) = x; ak € (1,2] (pre z € (0,1)
x



je fulz) = [(Hx + 2n)1/n], fa(1) = %[(H—%)Un}, pre = € (1,2) je fu(x) :x[(1+xin+
2

6 )] = (1 gin) ] oo st [ ()" () ]

pritom funkcie v hranatych zatvorkdch st neurcité vyrazy typu 1°°, ktorych limity mozno vypocitat pos-

tupom z pr. I.148> ; 11. sgnz (nacrtnite si grafy funkcii f,); 12. f(z)=0, x > 0;

@ 1. nech x < y, potom z nerovnosti fn,(x) < fuo(y), n € N, vyplyva f(z) = nh—{%o folz) <
f (y) = f(y); 2. podobne ako v pr. 296.1 prejdite k limite pre n — oo v nerovnosti f,,(pr + qy) <
pfn()+ w(y), n €N, kde z,y € (a,b), p>0,¢>0,p+qg=1;
1297] 1. 2 > 1 (pozri vetu 5 z odseku 3.2); 2. |z| > 1 (pouzite vetu 6" alebo 7’ z odseku 3.3 !,
pripady x =1, x = —1 treba vysetrit samostatne) ; 3. U ([ — % + 2km, % + 2k7r] U
keZ

5

[% + 2k7r L 2]€7T:|> ;4. U [2km, (2k +1)7]; 5. R (vyplyva to z Leibnizovho kritéria); 6. R\
keZ

An+1

n—oo a/,n

{-1,-2,-3,...}; 7. [0,0); 8 R\ {-1} (moino pouzit vetu 6 z odseku 3.3: lim

lim
n—oo

_ 1
'1—}—2”“ pre x = 1 dostdvame rad 227, pre £ = 0 rad

n=1

x|, ak O0<|z|<1
T 10, ak |z/>12 ’

E 0) ;9. (—00,—1)U (1,00) (pouzili sme Raabeho kritérium a pripady z =1, £ = —1 sme vySetrili

2

samostatne); 10. R (
nln“n

coS TN 1
< pre n > 2 arad
nin?(n +1)

kritéria) ; 11. R\ {2kr; k € Z} (pouzili sme Dirichletovo kritérium, pre dané z # 2kr (k € Z) je pos-

o0

tupnost ¢iastoénych siétov éiselného radu Zcos nx ohrani¢end — pozri rieSenie pr. 243.5); 12. ¢ €

n=1

n | |n

< - 33' | a rad E - |$: | ma podia tvrdenia «) vety 4b z odseku 3.2
n=1

1—2zn

(-1,1) (pre |z] <1 je

o0
rovnaky charakter ako rad E |z|™; pre || > 1 nie je splnend nutnd podmienka konvergencie) ;

n=1
nech f,(x) = an,x+b,, zkonvergencie radov Z (ana+by) Z (anb+b,) vyplyva konvergencia
n= 1 n=1

o0 o0 o0 (e ]
radov Zan a an; ak Zan:A, an:B, tak Z(anx+bn):Ax—|—B;
n=1 n=1 =1 n=1 n=1

299 | toto tvrdenie mozno dokdzat rovnako ako implikdciu ,,<=* z vety 2 alebo ho z tejto implikdcie
odvodit  (zo vztahov sup |fn(z) — f(z)] < cn a lim ¢, =0 vyplyva lim sup |fu(z) — f(z)] =0);

zeM
o 1
300| 1. rovnomerne k f(z) =0, = > 0 (sup|fn(a:)| = 7—1>, 2. rovnomerne k f(z) =0, = >
>0
1 - 1
0 <|f,,(a:)| < m, x >0, dalej pozri pr. 299> ;3. rovnomerne k sing ( sin —|2—nm: — sing =

1+ 2nx
2n

1 1
2sin2—cos < 2sin2—, T € R>; 4. rovnomerne k f(x) = 0, =z > 1 (ak pouzijeme
n n

lpripomenime, Ze lim ¥n =1, pozri pr. 1.135.2 alebo 1.380.1

n—oo

1
2pritom sme vyuzili tvrdenie ,,ak lim |f(z)] = co, tak lim —— = 0¢
r—a

e=a f(z)



2&32 2

nerovnost |sinu| < |u| pre w > 0 — pozri riesenie pr. 1.352.2 — dostaneme Tt sin\a;—ﬁ <
n?at 1 T
m < %), 5. nerovnomerne k f(z) = 0 <§161§ Sina' = 1 pre kaidé4n € N);
1—cos ﬁ N
6. nerovnomerne k f(z) = 0, > 0 pre > 0 je lim fu(2) = lim ——0— . *= =
) n
3" 0 = 0, ale pre kazdé n € N je funkcia f, neohrani¢end na M — staé{ vypocitat f,(z) pre
z = n((2k + 1)71')4, k € N); 7. nerovnomerne k f(z) = 2%, z > 1 ( lim |fu(z) — f(z)] = o
T— 00
1
pre kazdé n € N); 9a) nerovnomerne k f(z) = 0, = € [0,10] ( sup |fu(z)| = fa (E) = 1);
x€[0,10]
9b) rovnomerne k f(z) =0, x > 1 ( sup |fu(x)] = fu(1)); 10. konverguje rovnomerne k f(z) =
z€[1,00)
0, z€(0,1) ( sup [fu(x)| = —fa(1), prihladan{ tohto ¢isla treba vyuzit, ze lir% fn(x) = 0 pre kazdé
€Tr—

z€(0,1)
n € N); 1l1a) rovnomerne k f(z) =0, = € [0,1 —¢]; 11b) rovnomerne k f(z) =1, x € [1 4 6,00);

0, ak ze[l-4,1)
1 1
11c) nerovnomerne k f(z) = 5 ak x=1 ( sup  |folz) — f(0)] = 50 M€ N 3) ;
z€[1-6,144]
1, ak ze(1,1+4]

I
o
8
m

12. nerovnomerne k f(x) , 0,1) ( lim1 fn(x) = 1, preto f, musi ,vyskocit“ z kazdého e—

1
pdsu okolo funkcie f pre 0 < ¢ < 1); 13. rovnomerne k f(z) = |z <0 < /24 = - Va2 =
n
2 1 2\ _ .2 1 2 1
@ +1/n) - < /n z—); 14. rovnomerne k f(a;):{
Vo2 +1/n? + Va2 1/n  n
Yldan—1< V21 pre z € [0,1]
V1i+an —z < "\/2$”’—$:$(W—1)§2(W—1) pre z € (1,2]

1) % pripomeiime, ze lim oL/ — 1) ; 15. nerovnomernek f(x) =0, x>0 (nacrtnite si grafy funkcif

1, ak xe[o’l]
z, ak z€ (1,2 |ful@) — f(2)] =

, teda |fu(z) — f(z)| < 2(V2 -

n—oo

8kazd4 z funkcii f,, n € N, teda ,,vyskoti“ z -pdsu okolo funkcie f pre 0 < € < 0.5; na obr. 11 je
znézorneny tento e—pas pre € = (0.2 (a 0= 0.5) ; v tomto e-pése nemoze lezat graf ziadnej spojitej funkcie
g:[1-96,146]— R ; funkcia g je totiz darbouxovskd na [1—4§,1+6] (pozri vetu 4 pred pr. 1.234) a musela by
preto nadobudaf vsetky hodnoty z intervalu [e,1—¢] (plati totiz g(x) < & pre @ € [1—4,1), g(x) > 1—¢ pre
ze 1,1+ (5]) , ¢o ale nie je mozné; podobnymi tivahami mozno dokézat toto tvrdenie (ktoré je Specidlnym
pripadom dosledku vety 7°): ,,ak {f,}5%; je postupnost spojitych funkcif, f, — ¢ na M a g|M m4 bod
nespojitosti 1. druhu, tak postupnost {f,}5°; konverguje na mnozine M k funkcii g nerovnomerne*

“pouzili sme vlastne tito elementdrnu uvahu: ,,ak D(f) = MUN, f, Zf na M a f, 3 f na N, tak

obr. 11.



fa, neN);
1
302) |/(x) - Lns@) - mf@)] < £ o€ ot
303 | 1. plati (pre SpOJltu funkciu f, : [0,1] — R plati implikdcia ,,|fn(z)] < e, 2 € [0,1]]N Q=

|fn(z)] < e, x €[0,1]% ktort mozno dokézat nasledovne: pre a € [0,1] \ Q existuje postupnost {ax}3>, C
[0,1] N Q takd, ze klim ar = a, potom — ak v nerovnosti |f,(ax)| < € prejdeme k limite pre k — oo a
—00

—~

vyuZijeme spojitost funkcie |f,,| — dostaneme |f,(a)| = klim | fu(ar)| < e; pozritiez pr. 1.231); 2. neplati,
c— 00
T

napr. fu(z) = <1— ﬁ)n,xe[o,l] <fn<\/i§):1,neN);

(304 | nepriamo; ak M nie je koneénd, tak existuje prostd postupnost {a,}3%; C M, nech f,(x) =

, ak ze M\ {a,}
, ak x=a,

_= O

, potom f, — 0 na M, ale neplati f, 20 na M;

1 n ] 1— n+1
305| la) konverguje rovnomerne k S(z) = = lz] < ¢ (Sn(a:) = Zazk = %, n =
— —z —z

n+1 n+1 1
0,1,..., |Su(z)=S(z)| = 1] , lz] < ¢ ]; 1b) konverguje nerovnomernek S(x) = 1% , Jx] <
1 (pre kazdé n € N je |Sn -S| neohraniéen&i na (—1,1)); 2. konverguje nerovnomerne k S( ) =
0, ak z=1 L - . E _on+1 o . . .
{ ak ze[0,1) (Sn(x) = E(l )" =1—-2"", n=0,1,2,..., sup |S,(z) - S(x)| = 1) ;
=0 z€[0,1]
3. konverguje rovnomerne k S(z) = 2z, xz > 1; 4. konverguje rovnomerne k S(z) = z, =z € [-1,1];
1 1 1 1
5. konverguje rovnomerne k S(z) = ——, >0 = — ;
x+1 (x+n)(z+n+1) zxz4+4n z+n+1
- x 1
6. konverguje nerovnomerne k S(z) =1, z >0 Sp(x) = =1—-—-,
6 verguj v () ( () ;((n—l)x—i—l)(nx—f—l) nr+ 1

tim [, (x) — S()] = 1);

306 | stacf aplikovat tvrdenie pr. 301 na postupnost S, := E fr a funkciu g;

k=1
€
[307 | 1. nech S, := , S = ; ak pre n > ng a vsetky x € M plati |S, )| < =,
];fk E kzlfk P 05 y plati |Sy(z) — S(z)| 5
tak z nerovnosti |S,(z) — S(z)| < 5 2 [Snt1(z) — S(z)] < 5 vyplyva |fni1(x)] = [Spt1(z) — Sp(x)] =

|(Sns1(z) = S(2)) + (S(x) — Su(@))| < [Sng1(z) — S(2)| + [Snu(z) — S(z)| < & pre vietky n > ng a x €
M (uvedené tvrdenie mozno odvodif aj z vety 3);

2a) bodové konvergencia vyplyva napr. z Cauchyho krlterla pre kazdé n € N je hr% e " =1

, preto
neplati e~ =0 na (0,00), a teda podla pr. 307.1 rad Ee "% nekonverguje rovnomerne na (0, 00);

n=1 arctgu

2b) pri vysetrovani bodovej konvergencie vyuzite pre = # 0 rovnost hn}J
u—
z\2 72 x\2
kritérium; Vn € N : lim (arctg —> = —, preto neplati (arctg—) Z0na R; 2¢) sup |fulz)] =
T—00 n 4 n z€[0,00)

= 1 a porovndavacie
u

1 55 g N
In (W) =5 " /6 kde fn(z) := To 282 2d) pri vySetrovani bodovej konvergencie vyuzite

.. sinu T .y . . 1
rovnost hrrb— = 1 a porovndvacie kritérium; pre kazdé n € N je funkcia f,(z) := 2"sin 3ng z >
u—0 \x

2

0, neohranicend <staél' vypoéitat f, (m) , k € N); 2e) bodovd konvergencia vyplyva
nﬂ-

1 1 1 sin 1

sin nx . . . .y
< = - ; pretoze fn | — | = pre vsetky n € N, nemoze platit
/T n3/2 n 2

(14 nx)y/nx
=0 na (0,7);

7 nerovnosti

sinnx

(1+ nx)y/nx
fn=2f na MUN*




oo
z+1 . . . ,
3. napr. E —_— (tento rad dokonca nekonverguje pre ziadne x € [0,1], porovnajs pr. 373; na tychto
n
n=1

dvoch prikladoch vidno rozdiel medzi termimni ,,nekonverguje rovnomerne“ a , konverguje nerovnomerne“) ;

1 2 2 2
308| 1. pre # = — plati a2e~("TD2" 4 g2e=(n+2)2™ 4 .4 g20-2m2" > =2, 3 1 yySetrovani

== v

. . .. y 5 ) x cos T
bodovej konvergencie vyuzite nerovnost |arctgu| < |u| °; pre x = 2nrm je 1 arctg 1 +
n
T ¢ cos n n T ¢ cosT S ¢ 1 it i ¢ 1 us ¢ 3 c
arc <-4+ — arctg —— mnarctg — ritom lim #wnarctg — = — reto n,
nt2 e on "8 Ton = Son P oo Son ~ 27 P 0
1
N Vne N,n >mny : 7marctg2— >%, teda celkovo dng € N Vn € N, n > ny dz > 1
n
x cos T x cosxr T . , . . .. v
arctg + .-+ 4+ — arctg —— > —; 4. pri vySetrovani bodovej konvergencie vyuzite nerovnost
n+1 n+1 2n 2n 4
sinnx 1\" e 1 . sin(n+ 1)z  sin(n+2)z
e < (e—w> a potom napr. Cauchyho kritérium; pre x = 3 je )% + (2% R

sin2nx _ nsin(1/n)

1 1 1 -
5= > , pritom lim —nsin— = —, dalej pozri zaver rieSenia pr. 308.3;
e(2n)“z et n—oo et n et

309| 1. ak |fp+1(z)+ -+ fuep(x)] < € pre véetky z € (a,b), tak (ak v uvedenej nerovnosti prejdeme

k limite pre z — a+, © — b—) plati |fnt1(x) + -+ fuip(x)| < e pre véetky x € [a,b], preto: ak Z In

n=1
vyhovuje Cauchyho-Bolzanovmu kritériu na (a,b), tak mu vyhovuje aj na [a,b]; 2. uvedeny rad diverguje
v bodoch z =2, r = —2 (nie je splnend nutnd podmienka konvergencie), dalej pozri pr. 309.1 %; nezabudnite

dokdzat bodovi konvergenciu na (—2,2);

310 [fo+1(z) + -+ fasp(@)] < |frpr (@) + - + | frtp(2)], T € M;
311 | 1. |fulz)| < z € R, n € N; 2 |[fulx) < 7% z € R, n € N; 3 |fulz) <

ﬁ ) 3/2
oo 2
e_\/ﬁ, x>1, neN, konvergencia radu Z e v vyplyva z rovnosti lim

0 7 az porovnavacieho

> Jm =
s 1 2 a2
kritéria; 5. |[fn(x)] < Sz ¥ eR, neN; 6 |fulr)] < S T © € [~a,a], n =
<. e [ s 2 4
2,3..., dalej pouzite integralne kritérium; 8. sup |[fu(2)] = fu|=) = 5=; 9 sup |fu(¥)| =
z€[0,00) n e'n z€[0,1]
1 1 1 1 . . ;
fn (ﬁ) = 3 10. 2161§|fn(33)| = fa (\/ﬁ> = \/Tenln?’/?(n—l—l)’ pri vySetrovani konvergen-
= 1 . 1 1 .
cie radu ——>——— pouzite nerovnost < , n > 1 alebo rovnost
;nln?’m(n—l—l) nIn®?(n + 1) nin®?n (
1
0/ %(n +1
lim na 1(n—|— ) a tvrdenie «) vety 4b z odseku 3.2 | a integrdlne kritérium; 11. |f,(z)| <
n—oo

(n+1)In*?(n+1)
NG 1 NG ) 1
— =, z > 0, re gn(r) == ——=—— plati sup gp(x) = gn(n) = ———, teda
PR pre gn() T P Izrég() gn(n) VORI

1
| fn(2)] < Wa

1
x>0,neN; 12. sup|fn(z)| =sup fu(z) = fn (n3/2) = arctg 73 pri vySetrovan{
z€R >0 n

5t4 vzhladom na neparnost funkcie arctg vyplyva z nerovnosti 0 < arctgz < x, x > 0, z ktorych druhi
mozno dokdzat na zdklade vety 12 pred pr. 1.352
Spri tychto ivahdch by sme namiesto tvrdenia z pr. 309.1 mohli rovnako dobre pouzit aj vetu 7’ z odseku
4

4.2
"mozno to dokdzat pouzitim 'Hospitalovho pravidla na vypocet lim g(y), kde g(y) := y—J ,YER
Y—00 €

1



arctgu

vyuzite rovnost lim =1 (alebo nerovnost arctgu < wu, u>0 —

o0
konvergencie radu E arctg —=
n3/2 u—0

n=1
pozri rieSenie pr. 308.3) a porovndvacie kritérium;

z monoténnosti funkcii f,, n € N, vyplyva |fn(z)] < max {|f,,,(a), |f,,(b)|} < |fnla)] +
|fn ()], = € [a,b];

314 | 1. pre fu(z) = (=1)", gn(z) =
(1"

1
si na M splnené predpoklady vety 6; 3. pre f,(x)
T+n

, gn(z) = 2™ siina M splnené predpoklady vety 5;

n
1

pre fn(x) =an, gn(x) = — st splnené predpoklady vety 5;
n./L‘

316 | 1. rovnomerne; 2. rovnomerne; 3. rovnomerne (M = (—oo,O)); 4. nerovnomerne (nie
je splnend nutnd podmienka rovnomernej konvergencie — pozri pr. 307.1; nezabudnite, ze treba dokazat
bodovi konvergenciu na M ); 5. nerovnomerne (nie je splnend nutnd podmienka rovnomernej konver-

1 .
encie); 6. rovnomerne )| < —m 2 —— x> 2 ); 7. rovnomerne (mozno pouzit vetu
gencie); 6 | fn(2)] oA 1%2n)’ ;T ( p

5); 8. rovnomerne (pozri myslienku riesenia pr. 311.11); 9. rovnomerne mozno pouzit vetu 6, pre

z 1
n cos 5 — CoS n—|—§ x - - 1
x # 2km, keZ, je Zsinxsinmx = sinz T = cos—(cos— — cos (n—|— —)x),
=1 2sin 2 2 2

. T T 1
rovnost Z sinxsinmx = cos§<cos§ — cos <n + §>x> plati zrejme aj pre © = 2km, k € Z; pozri
n
Z sinmz
m=1

1
316.10b si uvedomte, ze lim ————— =o0 |; 10b) nerovnomerne | nie je splnené Cauchyho—Bolzanovo
e—0+ sin(e/2)

m=1

pre & € [g,2m — ], v stvislosti s pr.

aj pr. 243.4); 10a) rovnomerne < < sin(z/2)

sin(l14+1/n) sin(1+2/n) T sin(1 4+ n/n) S sin 1
n+1 n+2 n+n -2

1
bodovi konvergenciu) ; 1la) rovnomerne <| fulz)] < —=, z € (0, 1)) ;  11b) nerovnomerne (nie

n/n

je splnend nutnd podmienka rovnomernej konvergencie); 12a) rovnomerne; 12b) nerovnomerne | nie je

kritérium: , n € N; opét nezabudnite dokazat

i sin n? + + o sin n?
(n+1)2  (n+1)? (2n)? — (2n)?

13a) nerovnomerne (nie je splnend nutnd podmienka rovnomernej konvergencie); 13b) rovnomerne (pri

splnené Cauchyho—Bolzanovo kritérium:

Y

1 1
ZSinZ’neN);

vySetrovani konvergencie majorantného radu vyuzite fakt, ze lim —— = 1 a porovnavacie kritérium | ;
u

u—0

14. rovnomerne (vyuzite nerovnost |arctgu| < |u|, u € R, pozri aj riesenie pr. 308.3);

. o0 1 o0 1 .
317 1. 1 ( = —; rad E 5 konverguje rovnomerne napr. na [0, 1] ® podla Weierstrassovho
nnw

e (_1)71—',—1
= E o pozri pr. 247.2, pri vySetrovani rovnomernej konvergencie
n

n=1 00

—~ o
|

1
kritéria) 9. 2. 3 In2

2

1+n(n+1)z?

1
na niektorom okolf bodu 1 pouzite Abelovo kritérium) 0. 3 1 < = E D) :
n(n
n=1

8za mnozinu M z vety 7' sme mohli v tomto pripade zvolif napr. aj (0,00), [0,00) alebo lubovolny
interval [0,a], (0,a)

%reba si uvedomit, ze vety 7 a 7’ mozno pouzit aj pri vypoéte jednostrannych limit, pretoze napr.
Tli]r(rllJr f(x) je definovand rovnostou Tl_i)r}h_ flx) = lim f(@)|D(f)Nn(a,a+¢)

19Pri riesen{ tohto prikladu (aj pr. 317.1) sme vlastne vyuzili tento dosledok vety 7': Ak kaZdd z funkcii



1 3 )
———,z2€R|; 4. 1 | v tomto pripade nie sme opravneni pouzit vetu 7’, rad E (z" — 2™ bodove
n(n+1)

n=1
x, ak z€(-1,1)

0. ak z—1 , ale tato konvergencia nie je rovnomernd na ziadnom
, =

konverguje k funkcii f(z) = {

z intervalov (g,1), kde —1 <e < 1) :

P, n

1 1
318] 1. D(f) = {g,e] . kazdd z fukcii f,(z) = r;f

1 o0
je spojitd na [—,e] a rad fn konverguje
e

n=1
1 ¥ .
rovnomerne na [—,e] podla Weierstrassovho kritéria, preto podla doésledku vety 7’ je f spojitd funkcia;
e
2. spojitd na D(f) = [0, 00) (dany rad konverguje rovnomerne na [0,00) podla Weierstrassovho kritéria) ;
3. spojitd na R (dany rad konverguje rovnomerne na R); 4. spojitd na D(f) = R\ {0} (dany rad

konverguje lokélne rovnomerne na R\ {0} ';ak [a —¢, a+¢] C D(f), tak ’e_"%Q cos na:’ < e=7*(lal—2)

pre z € (a —¢&,a+ 6)) : 6. D(f) =R, f nie je spojitd v bode 0 12 (dany rad je geometricky pre kazdé

pevné x, nie je teda tazké najst jeho sicet: f(r) = { (l)/x’ lez i f 8 ) ;
[frn(zn) — f(2)| < |fu(zn) — f(xn)| + |f(2n) — f(z)], pri odhade prvej, resp. druhej absolitnej

hodnoty vpravo vyuzite fakt, ze f, = f na [a,b], resp. spojitost funkcie f;

320 | nech je dané € > 0, zvolme n € N tak, aby |f(z) — fn(2)] < %, r € M; existuje § > 0 tak,
€
30 &y € M potom [f(z) = f(y) < [f(2) = fulz)| +

[fr(x) = fa@)| + 1 fuy) = fly)| < g + g + % =e¢ (3pecidlne v pripade M = [a,b] vyplyva tvrdenie pr. 320

z vety 6 pred pr. 1.251 a z désledku vety 7; v pripade M = (a,b), kde a,b € R, z vety 7 a pr. I.255) ;

ze plati implikdcia |z —y| < 0 = |fu(z) — fu(y)] <

1
1. &no, napr. f(z) = — x(z), kde x je Dirichletova funkcia; 2. &no, napr. f, = f pre vSetky
n
n € N, kde f je dand nespojitd funkcia;

3 . 00
1. 1 (podla Weierstrassovho kritéria rad Zne‘"‘” konverguje rovnomerne na [In2,ln5],

n=1
. In5 o0 e} Inb5 o 1 1
preto podla vety 8 je / Z ne " dx = E ne” " dx = Z <2—n — 5—n) ) ;2. T,
n2 5 n=1"1n2 n=1
325| 2 - i ! = li/lﬁn—?(l —t)%dt = l/liﬁ’?’—?(l —t)?dt
— 2 ot (2n —1)2n(2n+1) 24~ o 2 )0 = ’

dany rad je geometricky pre kazdé ¢ € [0,1], rovnomerni konvergenciu mozno dokazat napr. Weierstrassovym

2n—2 oo 2n—2
1
kritériom 3 ( pretoze lim (1 — = = ¢ ?, md majorantny ciselny rad E 1-= — rovnaky
n—oo n d n n?
e

oo
fn:M— R, ne N, jespojitd v bode a € M a rad an konverguje rovnomerne na M , tak funkcia

(o]
Z fn Jje spojitd v bode a.

n=1

n=1

. S —nax? . [
ale nekonverguje rovnomerne na R\ {0}, pretoze hr% e” ™ cosnx =1, ana R\ {0} teda nie je splnend
€Tr—>

nutnd podmienka rovnomernej konvergencie

127 vety 7’, resp. z jej dosledku formulovaného v poznamke '© k rieseniu pr. 317.2 potom vyplyva, Ze rad
(o]

€ NS v .. P
E m nemoéze konvergovat rovnomerne na ziadnom okoli bodu 0
T

n=1 . .
3alebo — ¢o je ovela jednoduchsie — Diniho kritériom: Ak {fn,}32, je postupnost spojitijch nezdpornijch



=1
charakter ako rad Z n_)

326 | pretoze [a,b] \ M C D(f) C [a,b] (rad an moéze konvergovat aj v mniektorych bodoch
n=1

mnoziny M), vztahuje sa na funkciu f pozndmka 2 za vetou 6 z odseku 2.1, nech f (z) =

fu(x), ak x€la,b]\ M - f flx), ak z€[a,b]\M
{0, ak reM neN, f(x).—{()’ ak xeM ,potom/

b b b oo
/ fn(x)dz, / fz)dx = / f(z)dx, an:i? na [a,b] (pozri pozn. ¢ k rieseniu pr. 300.14) a rad
a a n=1

oo
Z f,, mozno integrovat clen po clene;

e 2
2202 _ _ —z*, ak |z| <1 < )
i ) = { 0, ak |z[=1 podla vety 6 z odseku 2.1 je

1
/ f(zx —/ z? dx; pozri tiez pr. 383.1;

.
sinnx

o0
(330 1. rad E cosny konverguje napr. v bode 0 a rad derivacii — E —7
n

n=1

konverguje rovnomerne

cosnx
na R, na ohrani¢enom intervale (—a,a) si teda splnené predpoklady vety 9, rad Z mozno preto

derivovat ¢len po élene v kazdom bode z € (—a,a); tato tdvaha plati pre kazdé a > 0, preto f'(z) =

S nx . v . . . o , s
— Z ————; spojitost funkcie f’ vyplyva priamo z désledku vety 7’; 2. rovnomerntu konvergenciu radu

3/2 7
n=1 n .
derivécii na R mozno dokézat Weierstrassovym kritériom, dokaz rovnomernej konvergencie radu derivécii na
3 : ) . L o 12 (=D ] 2a
kazdom z intervalov (—a,a) — ¢o pre nase potreby staci— je jednoduchst: W < —, 7€ (-a,a);
n+zx

3. pri dokaze rovnomernej konvergencie radu derivécii na R pouzite nerovnost |cosnz| < 1 a integralne
kritérium;

o~ (—1)"In*
2a) D(f) = (1,0), rad k-tych derivécii E D tn konverguje rovnomerne na kazdom
nl}
n=1

intervale (a,00), kde a > 1, podla Weierstrassovho kritéria (k dokazu konvergencie majorantného &iselného
radu pozri navod k pr. 214. 7) na kazdom ohrani¢enom intervale (a,b), kde a > 1, si splnené predpoklady
tvrdenia z pr. 331.1, a dany rad mozno teda k-krat derivovat ¢len po ¢lene v kazdom bode z € (a,b);
spojitost funkcie f) vyplyva z jej diferencovatelnosti;

332| nech F,:[a,b] — R je primitivna funkcia k funkcii f, takd, ze F,(a) = 0, potom postupnost
{F,}22; vyhovuje predpokladom vety 9;

1. neplati napr. I =R, f,(z) = 2_xn . 2. plati, dokaz sa zaklad4 na myslienkach pouzitych pri

rieSeni pr. 330.1;
334| 2. pozri pr. 300.13 alebo pr. 192 a 193, ktoré umozituji skonstruovat postupnost {f,},
pozadovanych vlastnosti k lubovolnej spojitej funkcii f:[—1,1]— R, pre ktorti neexistuje f'(0);

355) 1 (-5-3) (o=t m= g os)s 3 20 (om2mm |-
41; 3. (—63,63); 4 R = 0, pre mocg;lc())ové rady s polomerom konvergencie 0 sme pojem inter-
valu konvergencie nezaviedli; 5. (—oo,00) pre a € (0,1), (—=1,1) pre a = 1; pre a > 1 je
R=0; 6. (2,4) (pri vypocéte R na zaklade vety 11 vyuzite, ze n'_)oo hl;n = 0); 7. (—ee) (na

oo o0
funkcii a rad Z fn konverguje na kompaktnej mnozine M bodove k spojitej funkcii, tak rad Z fn konverguje

n=1 n=1

rovnomerne na M (pozri [24,str. 134, dosledok vety 2] alebo [10, odst. 431, veta 2]).



Vn! 1

vypotet R mozno pouzit vetu 12 alebo vyuzit rovnost lim —— = =, pozri pozndmku za pr.
n—oo N e
11
224); 8. (—2’1/4,21/4) 4.9 <—§,§) (V postupnosti {b,}2,, kde b, := ¥/|an|, konverguju
podpostupnosti {bog—1}72, {bar—2}72;, {bar}t>,, limsupb, = klim bap, = klim bogp_1, pozri aj rieSenie
— 00 — 00

n—oo

: 2 on n 2 1
pr. I.160); 10. (1,5) (lim V]an] = lim ",/Smg/gn ).(\/25) :5);

(=1,1) pre p<0, [-1,1) pre p € (0,1], [-1,1] pre p>1; 2. (=3,-1) ( lim Y/|a,| =

w
w
(=]
=t

Yn)* /14 3/nt .
lim (¥/n) +3/n , mozno tiez pouzit vetu 12> 15,3, (—4,4) (divergencia v bodoch z = 4
n—oo (/n )3 /1 +4/n?
bn 1)?
a r = —4 vyplyva z vety 6’ v odseku 3.3: b—+1 > 1, n € N, kde b, = ((;Ln))'éln, resp.
1)2 ! . .
b, = %(—4)"); 4. (-1,1) (Hmsup Vlan| = klim Kkl (= lim "m) = 1, pozri tiez
n): n—oo —00 m—0o0

postup v bode a) pozndmky '# k riegeniu pr. 335.8); 5. {0} pre a € (0,1], R pre a > 1 (moino

. n! n! n n! 1
pouzit vetu 12 aj vetu 11: P/— = ¥/— . — ., opritom lim {/— = =, pozri poznidmku
CL"Q nn a™ n—o00 nn e
a sin oy, )/« « «
za pr. 224 ; 6. [-2,0) lim | = lim ( n)/ o . —" = lim -, kde a, :=
n—00 | Apy1 n—oo (SIN pt1)/Qnt1  Qnt1 n—o0 (up,
1 y .. sinay, G r s
Wn—ﬂ’ podobne mozno pomocou rovnosti nlLH;o o - 1 néjst aj nlLH;o Ylan|; v bode

o)
0 ma dany rad rovnaky charakter ako rad Z

n=1

1
—, konvergencia v bode —2 vyplyva z Leibnizovho
NG

. In(1 n
kritéria); 7. [-2,0] (postupujte ako v pr. 336.6, vyuzite rovnost lim M

n—oo (o779

=1, kde a =

"treba si uvedomif, Ze postupnostou {a,}32, koeficientov tohto mocninového radu nie je postupnost
0,2,4,8,16,..., ale postupnost 0,0,0,0,2,0,0,0,4,0,0,0,8,0,0,0,16,0,... (pozri tiez poznamku 2! k tivodu odseku
4.3.1), pri hladani ¢fsla R mozno v tomto pripade zvolif niektory z nasledujiicich postupov:

v v > v 4 8
a) pouzit priamo vetu 11: postupnostou {"\/|an|} je postupnost 0,0,0,+v/2,0,0,0, V4,0,...,
n=1

4"\/2",0,0,0,... , ktorej hromadnymi hodnotami st ¢isla 0 a V2 (pozri riesenie pr. 1.160), preto
1 1
limsup ¥]a,| V2
n—oo 0o nan
b) pouzit substiticiu z* = t, ktorou dostaneme mocninovy rad E 5~ S polomerom konvergencie
n
n=1
1 1 . X 9nyn
Ry = ————=— = ~; podla definicie polomeru konvergencie rad Z 5 konverguje pre [t| < Ry
lim v2n 2 - n
n—oo o’e) n 4n
a diverguje pre |t| > Ry, preto rad Z -— konverguje pre |z*| < Ry a diverguje pre [z*] > Ry ;
n

n=1
e N pAn
¢) na vySetrenie konvergencie radu E

n=1

T z odseku 3.3, z nich st napokon odvodené aj vety 11, 12), pozri tiez pr. 339.3

5 pouzit d’Alembertovo alebo Cauchyho kritérium (vety 6’ a
n

®nie ja tazké dokézat nasledujiice tvrdenie: ,,ak @ je raciondlna funkcia, ktord je kladnd na [1,00), tak

(o]
rad Z \k/Q(n) 2" m4a polomer konvergencie 1“ (vySetrenie oboru konvergencie tohto radu prenechivame
n=1

snazivému Citatelovi)



4 u_q 11 )
_3n+2) ;8 [-1,1) <vyuz1te rovnost 1112% a - =Ina, a> 0) ;9. <_E’ E) (pre TTe T
6

) (z nerovnosti 1 < |a,| < n vyplyva
31 —2/3)"
<n\/' |an| = +(l/(ﬁ / )_; v pripade

2 >3 4 (=2 1 1 "
T = -3 je rad ;% stu¢tom radov Zﬁ a Zﬁ _§) , 7 ktorych prvy diverguje a

.. . . . .
—— nie je splnend nutnd podmienka konvergencie !
e

—_
A

3
B
A

e}

=

@]
=+

o

g8
3 3
a
3

Il

—

—

3
S—
—
—

|
[SUIIFEN

|
Wl N
"

[\

4 11 >,
druhy konverguje; postup pre x = ~3 je obdobny>; 12. (—a,a); 13. <_4_1’Z) (rad Z asm

3 —1)nn 1 1 0
kde a, := B+ =0T ", diverguje v bodoch 18 rad Z a2m—1 Vv tychto bodoch konverguje,
n m=1
= 1 1
preto rad nz::lan diverguje pre x = 1 2%= —Z) ; 14. [-1,1) (pozri pr. 240);

338 R=1 (konvergencia pre |z| < 1 vyplyva z vety 10, keby dany rad konvergoval pre niektoré x
také, ze |z| > 1, musel by podla vety 10 konvergovat absoltitne v bode 1);
(e ]

la) R = min{Ry, Ry} (rad Z(an + bp)z™ konverguje, ak |z| < Ry A |z| < Ry (sicet dvoch
n=0
konvergentnych radov konverguje) a iste diverguje, ak Ry < |z| < Ry (stcet konvergentného a divergentného
o0

radu diverguje) ); 1b) R > R; (ak zvolime a, = —b, tak, ze rad Z a,x™ ma koneény polomer kon-

n=0
vergencie, vidime, Ze skutotne moéze nastat pripad R > Rl); 2a) r = R*, ak R ¢ R ;T = 00,
ak R = o0 (ak b, > 0, n € N, a limsupb, = R € RS’, tak limsupbﬁl = RF . podpostupnosf
n—oo n—00

{bns 132, totiz konverguje k ¢islu b préve vtedy, ked lim b% =" (k > 0), preto mnozina H; hromadnych
§—00

hodnét postupnosti {b5}°°, m4 tvar Hy = {h¥; h € H}, kde H je mnozina hromadnych hodnét pos-
tupnosti {b,}52,, v pripade R = oo je postup rovnaky); 2b) r = YR, ak R € R{; r = oo, ak
R = oo (pozri postup b) v pozndmke '* k rieseniu pr. 335.8); 3. na vySetrenie konvergencie daé¢ho radu
pouzite d’Alembertovo kritérium (veta 6’ z odseku 3.3);

341| 1. podla vety 10 rad konverguje v bode 2 = 1, a teda tam spiﬁa nutni podmienku konvergencie;
- . %)
2. podla vety 11 je limsup V/|a,| > 1, preto aspon jedna podpostupnost { "ﬁ/ |an, |} mé limitu vAcsiu
n—oo k=1
ng .
ako 1 alebo rovnti co, potom lim |a,,| = lim ("ﬁ/|ank|) =00 (mozno tiez dokazovat nepriamo: ak
k—oo k—oo
lax| < K, n €N, tak limsup V/|a,| < limsup VK =lim VK = 1) :
n—oo n—oo

342| 2. m, x € (1,1) (ak flx) = Z (n+1)z™, tak / f@) 22g(x), kde g(x) =

n=1

%S ; oo 1 1 N
nz_:lnx"_l;/ z:: :—1—|— x,xe(—l,l); preto f(z) = <x2<—1+1_x)) , T €

2
1\" 1 1 1 1
e " =P kde E(n) = n?ln(1+~) —n=n=--=— o= —n =n-—
n n n  2n? n?
2

1 1 1 1 1\"
—+n|—=)-n=—-=+n%(=), preto lim (1+ — e" = lim e 1/2tnte(/n?) e /2,
2 n? 2 n2 n—oo n2 n—oo

. . 1
pripomeiime, Ze lim nZo — =0
n—oo n

n
. 1
17pri vypoéte polomeru konvergencie R sme mohli tiez vyuzit vztah E r = Inn+e¢,, kde lim ¢, =0
n—oo
k=1

. 1—|—~-~—|—1/n . Inn+¢e,
ozri pr. 220), potom R = lim =lim —=1
(pozi pr. 220), p nooo 14+ 1/(n+1)  noooln(n+ 1)+ ense




2x(6 —
(-1, 1)> ;3. (a;(_ix)?, x| < 2 (najprv sme pouzili substiticiu g =t; nech f(t) Z n(n + 2)t

o0

1
zrejme f(0) =0, pre t € (=1,1),t #0 je f(t) = Eg(t), kde g(t Z (n 4 2)t" ™! pre g dostdvame

1\ 3B-1 t(3—1t)
_ (43 _ ; _
g(t)— (t (—1+m>> —W, |t|<1, tedapretE(—l,l),t;ﬁOJe f(t)—m, pretoze
. -3
pravd strana md pre ¢ = 0 hodnotu 0, mozeme tento predpis pouzit aj pre ¢ = O) ;4. % s x| < 35

,Jz) < 1; 2. 0 pre x =0,

2 11
1. —1 pp 2<2arctg2a:—|—1n +2i) pre = € (—§,§>\

{0} (pouzili sme substitticiu 2z =t); 3. 2zarctgz —In(1+2?), |z <1 (prebody z=1, 2= —1 sme

vyuzili pozndmku 1 za rieSenim pr. 343.4);

3 1 n
344| 1. In2; 3. 5 (—g<§), kde ¢(t) Znt), 4. 2—2In2 (—g(l), kde g(z) =

n=1
345| 1. napr. » (=1)""'a"; 2. nech fu(x) = > ana”, Zan : [0,1);
n=1 k=0
postupnost {f,(z)}52, je neklesajtca pre kazdé = € [0,1], preto fulz) < f(x), n = 0,1,... , z €1[0,1),
a kzoak = Tlg?— fulz) < Tlir?_ f(z) = teda {E ak} (= {fn(1)}32,) Jje zhora ohranicens
= n=0

neklesajica — tj. konvergentnd — postupnost, odtial uz na zéklade poznamky za riesenim pr. 344.2 vyplyva
dokazované tvrdenie '8; tento priklad ukazuje, ze za istjch predpokladov mozno implikdciu z poznamky za
rieSenfm pr. 344.2 obratit;
| 346 | podia poznémky za rieSenim pr. 344.2 je A = Ilir? f(z), B = wl;r{l g(xz), kde f(x) :=
o0

oo o0 o0

Zan ", gz Zb z"; rad cha:" je Cauchyho sué¢in radov Zanx" a ana:", ktoré ab-
0 n=0 =

solitne konverguji v kazdom bode intervalu (—1,1) (pozri vetu 10), preto podla vety 17 z odseku 3.4 pre

kazdé = € (—1,1) plati Z cnz" = f(z)g(xz), potom — opit podla poznamky za riesenim pr. 344.2 —

C= Ecn— hm f(z)g ( ):AB;
347 1. derivdcia parnej (neparnej) funkcie (pokial existuje) je nepdrna (parna) funkcia, pritom pre
nepdrnu funkciu g plati g(0) =0; 2. ak f je sicet radu Zanx”, tak f(z) =0 pre z € [0,e) (vyplyva

- o) _ )
to z predpokladov a zo spojitosti funkcie f v bode 0), potom podla vety 17 je an = =<t =

n! n!
%:O,neNU{O};
348 | 1. aI:iln”axn zreR; 2 chaxziaanQn zreR; 3. f(x):i -
—_— = — nl ’ T — (2n)! ’ T — (n+1
R; 4. rsin2zcos3dz = lx(sinE)ac — sinz) i ”H& "z € R; 5. sinz = sinx -
= 2 - 22n—1)1 " r2

18toto tvrdenie mozno dokéazat aj bez pouzitia uvedenej poznamky, v takom pripade zost4va dokézat rovnost
S = sup{fn(1); n € N}, na to okrem predchddzajiceho vyuzijeme este skutoénost, ze funkcie f, (n =
0,1,...) a f st neklesajtice (pozri pr. 296.1), potom druhd vlastnost suprema vyplyva z nerovnosti S —
Ja() = (S F(1=8)) + (F(—8) — fa(1— ) + (a1 = 6) = F(1) < (S~ F(1—8)) + (£(1—6) — fu(1—5))
az tvrdenf Ve > 0 36 € (0,1) : S— f(1 —90) < &/2 (ktoré vyplyva z rovnosti wl;r{lﬁ flx) =9) a

Ve>0 Ve (0,1) IneN : f(1-6)— fu(l—6) <e/2 (to plati, pretoze f, — f na [0,1))



1 — cos?2 1 1 1 — 3(-1)"
(7005 x> = = sinz — Z(Sin?m: —sinzx) = %sinx — —sin3x = ;43( ) (32772 — 1)zt 19,

2 2 4 (2n —1)!
1 1 = b a Sr —4 1
zeR; 6 - —y e o ol < |3]5 1 =57 = -2+
= n+1 ’ 1 = T
a+ bz a 1+—x — a b x+2 1_,_5
a
2 7(=1)n ! 1 1 1 1
— " 2: 8, —-— = . n+1 n
Z:l TR I vy S T MR 4 1—1—33 Z gt ) Jal <
n= 3 =
1, ak n=3k, ke NU{0}
1; Ean " kde a, =¢ —1, ak n=3k+1, ke NU{0} to mozno zapisat aj
1+a:+a:2 B
0, ak n=3k+2, ke NU{0}

2 2n(n+1) ) 1 1-—2z T
v tvare a, = ﬁsmT), lz] < 1 (pre xz #1 je T 1—x3); 10. 1 — 29 =

- 1 .
E(n—i— Da® |z <1 (Maclaurinov rad funkcie = mE mozeme najst napr. derivovanim ¢len po clene
—u
n=0
1 1 1 1 1 -1
Maclaurinovho radu funkcie —— | ; 11. ——— = —- == Z )" 2 |z| <
1—wu ViZ+aZ a a 2n "a2"+1
1+ (—) n=t
a
I+z 1 o~ g2l
a; 12. In . 5(111(1—1—33)—111(1 a:)):Z2 +1,|a:|<1; 13. In(12—z—2?%) = (1113—1—111(
—x n

n=0

T = 1 n+1 1 n 2 3
§)> <1n4+ln< )) 1n12—|—z_:ﬁ< —3—n)x ,x€[-3,3); 14. Im(l+z+az"+2°)=

l, ak n=2k—1 alebo n=4k—-2,keN
In(1+ ) +In(1 + 2?) Zanx kde ap, = g , T €
——, ak n=4k,keN
n
(—1,1] (dany rad ma polomer konvergencie R = 1, pricom je sti¢tom dvoch radov, z ktorych jeden
konverguje v bode = = 1 a diverguje v bode z = —1 a druhy konverguje v bode x = 1 aj v bode
r=-1); 15. (I1+2)ln(l+z)=z+ E(— T#—l)’ tdto rovnost plati pre « € (—1,1], oborom kon-

n=2 (
1
vergencie uvedeného radu je interval [—1,1], jeho sticet ma v bode —1 hodnotu 0 ( =1+ Z =
n(n —

r——1+

1im1 (142) 1n(1—|—x)) , funkciu (1+)In(14+2), z € (—1,1], mozno teda v bode —1 ,,spojite dodefinovat

0 (_1)nx2n+1

349 | 1. arctgx:Z 1
— n

,|£C|§]_, § 1H<IE—|— a2+x2>:1na+§+
n=0

oo

—-1)"(2n — 1!
Z (Qr(L)"zz?’(lﬁ(Qn)—f— ) "' |z| < a (Maclaurinov rad funkcie f’ konverguje v bodoch z = a, z =
—~ "

—a — pozri rieSenie pr. 348.11, preto tam podla tvrdenia b) vety 16 konverguje aj Maclaurinov
2 0 n.4n+2
. 200 . B x . 242 7w (=) x ,
rad funkcie f 2°); 4. f'(z) = 1_1_—354’ o] # V2; arctg2_x2 = +;Wa tato
4

rovnost plati pre 2 € (—v/2,v/2), oborom konvergencie uvedeného radu je interval [—v/2,v/2] (funkciu
2

arctg —V2, \/5), mozno teda ,,spojite dodefinovat“ v bodoch —v/2 a \/5), 5 f'(z) =

72 ¥ E

m+1
Z 4( 2n + ! 32 — 1)962m+1 , ak polozime m=n —1

20konvergenclu v bodoch = = a, £ = —a sme samozrejme rovnako dobre mohli dokézat aj Leibnizovym
kritériom



1 = (=D)m(@2n -1
\/1_1_—27 zln <1+ \/1‘1‘332) - \/1+$2 = -1+ x_ + E ( ) ()”n ) $2n+2; Q xarctgaz —
xT .

1)71 2n+2 T sin s (_1)n,+1x2n—1
Inv1 2 —_—t < 1; 7 — dt = , e R 24
nvite 2n+ 1)(2n+2)’ 2l < - /0 ¢ ;(Qn—l)!@n—l) *
2 — 1) 4n+1
N =x+ nz::l ( 7(1271)”) Tl oborom konvergencie tohto radu je interval [—1,1] (existujl'l
teda konecné hmlty hm f(z), limH_f(x) 22);
350 | 1. Ebnx", kde b, = Zak (nech I je interval konvergencie radu Zanx", potom pre
— _ 50 n=0

1
zeJ:=IN(-1,1) ((—1 1) je interval konvergencie radu E z™, tj. Maclaurinovho radu funkcie T >

—x
n=0

o0
konverguja rady E Q" Z a™ absolitne (veta 10), preto podla vety 17 z odseku 3.4 konverguje na inter-

n=0 n=0 0
1 1 n+1
vale J ich Cauchyho stéin k funkcii %) 2a) In’(1 —z) = 7;2(1 o+t —>§—+1 T €
[-1,1) (najprv ndjdite Maclaurinov rad funkcie f’, ten méd polomer konvergencie R = 1 (pozri pr.

336.10), preto aj nas rad ma ten isty polomer konvergencie (veta 15), konvergencia uvedeného radu v bode —1

- 1
vyplyva z Leibnizovho kritéria (pozri tiez pr. 1.171, 1.172)); 2b) (arctgz)? = z:(—l)"‘”'1 (1 + 3 +- 4

1 Q?Qn n=1
> —,jz| <1 (V bodoch 1 a —1 konverguje uvedeny rad relativne, preto jeho polomer konvergencie
n

2n —1
je R =1, pozri rieSenie pr. 338) ;

1 < (n+1)(x—1)% - s
351| 1. Ty E(_l) (2)%, le — 1] < V2 (podla navodu staci najst
n=0
1
Maclaurinov rad funkcie f(t+ a) = (CEDIE derivovanim ¢len po ¢lene Maclaurinovho radu funkcie
1 1 1 1
= - — ndjdeme Maclaurinov rad funkcie ————5 a do neho dosadime uw =
(24+w) 2 1+wu/2 (2+u)
1 1 = (=1)"2n— D! (z—5)%" .
t2 N 2 ————— — — 23 —5 <2' 3 2 1 S 1 =
)7 T Va2 —10x + 29 2+Z 22n+1 (2p)!! le=bl<2; 8 (Qutl)sinwsin(z+1)
1 0o o 22n 1 2n+1 , 0o 1
(cosl—1)<x+§)+nz_:l(—1)’ )l <x+§) ,r € R; 4. In(z —9x+20):1n2—nz_:1£<1+
1

2—n)(x —3)", 2z €[1,5) (pre t € (—o0,1) je In(t? —=3t+2)=In(1 —t)+In(2—1t));

e 2 5 — (2n+ 1)z = @)™\
352 | (pozri tiez rieSenia pr. 342, 343) 1. e* (1 + 2z°) <z:0 — = xz —

*sint .
21pripomeﬁme 7e na integral / — dt sa vztahuje pozndmka 2 za vetou 6 z odseku 2.1
0

0
dt
22, . . . - ;D . .
cisla / \/ t4 = Il n f(x), [1 7 = 11£rll+f(x) su tzv. nevlastné Riemannove integrdly,

pozri napr. [1] alebo [10]; z hladiska Newtonovho integralu ( pozn poznamku za odsekom 2.5) z konvergencie

O at
a (N) / ; zrejme v tomto

V1=

> a nevlastného Riemannovho

uvedeného radu v bodoch 1 a —1 vyplyva existencia ( /

ripade pojmy Newtonovho integralu ( / (
pripade pojmy g \/1 —

1 0

integralu / di </ d ) splyvaju
—_— Vi

Z 2n—1)”( —5)%"

23n,+1 nl

1—t4

l\Jll—‘



(o)) 2 e (= n()a() we s = S5 a0 = SET -

n=0 n=1

2 o 2 2n 1 4 1
t(t(et—l)')l>; 3. (1—%) cosx—gsinx (Z L x(—gxsinx> ); 4. - §+

1 (2n =Dt , 1 [* 1
—_— re x € (—=1,1), x #0 je "= = t| ——=—== — 1) dt, vysledok pre
1+ VI-a? <p LU, e 0] E (2n + 21 2 Jy <\/1_—t2 ) R

x =1,z =—1 vyplyva z pozndmky 1 za rieSenim pr. 343.4, resp. poznadmky za rieSenim pr. 344.2 (konver-
genciu uvedeného radu v tychto bodoch dokazeme Raabeho kritériom) alebo z pr. 345.2 (kedy konvergenciu

v bodoch z =1, z = —1 netreba samostatne dokazovat)

N
_

353 | (pozri tiez rieSenie pr. 344) 1. 2e;

[\

3e?; 3. —(cosl—sinl) ( =

[ee]

— (=" L (=" o0 (=D" g1, 1) no_
Z —(Qn—l—l)!) = 5(3015{12 @)l z? _wlg{l*; mx2 H), ind moznost: Z Gn i) =g(1),

1
xQ"’_1> ;4. ——1; 5. g (: arcsin 1, pozri tiez pr. 349.2);

4 5-L 8

ak pouzijeme Lagrangeov tvar zvysku Taylorovho polynému, dostaneme (pre pevné x €

— [ (20) k FUrY (W () 1 Mz — ao["
b : — —(r — = |Y— "z — x| ;
(@.4)) 'f(x) 2 @) R ) e A s IR
M n+1 _ n+1 .
pritom lim "z = @0l =0 (mozno to dokdzat postupom z pr. 222);
n—00 (n+1)!
-1/2% 4k 0
355 . e/, Ak xF0
[355] napr. f(2) {07 ko0,
— 1
356 | 2. 1.968 0 & 0.000 1 (é/ﬁ = 2,4/ 1-— E; pri odhade R, sme pouzili postup z poznamky za
9] k
riesenim pr. 356.2, |R,| < < > ERRRY 3. 0.245040.0001; 4. 0.182340.0001;
T D) Ry 16 ; 3. 0. . ; 4. 0. . ;

5. 2.718 282 + 0.000 001 (pri odhade R, sme pouzili Lagrangeov tvar zvysku; postup vypo¢tu mozno
lahko ,,zmechanizovat®: vypoéitani aproximaciu n-tého ¢lena staéi vydelit éslom n + 1, aby sme dostali
aproximdciu (n + 1)-vého ¢lena) ;

_ 1 . 1 1
357 | najdite Maclaurinov rad funkcie In 1 e a zvolte a tak, aby platilo 1 ta =14—; In2=

- —a n
= 2
0.693 147 + 0.000 001, In3 = 1.098 61 + 0.000 01 | kazdy z prvych styroch clenov radu Z —
— (2n — 1)52n—1
. 1
sme vypoéitali s presnostou 10~7, pre stvrty zvySok R4 tohto radu plati |Ry| < 18 254 < 15-1077;

pripoéitali sme é&islo In2 vypoéitané s presnostou 1076 a vysledok sme zaokrihlili na 5 desatinnych miest
(absolitna chyba, ktorej sme sa tym dopustili, nie je v&c¢sia nez 5 - 10*6) ; pre absolutnu chybu e takto

ziskanej aproximécie ¢fsla In3 plati e <4-1077 +1.5-10774+ 1076 +5-107=65.5-10"" < 105> :
io: (_1)11—4—17.‘.271—1

1 102n—1°
(20— 1)!10

314159 (3.14159)°  (3.14159)° P 73 7
10’ 6-10° ° 120105 P 107 6-103 120-10°°

358 | 1. 3.141 59 £ 0.000 01; 2. 0.309 0 £+ 0.000 1 (sin18° ¢isla

ktorych absolitna
chyba nie je v&csia ako 1076, overenie tohto tvrdenia prenechdvame éitateiovi) ;

1. 1.605+0.001 (pred pouzitim odhadu |R,| < |by+1| nezabudnite preverit monoténnost pos-



tupnosti {bn};’f’zo) ;2. 0.9056£0.001; 4. 0.026£0.001 (podobne ako v poznamke 2 za rieSenim pr.356.1

_ . > 2
— ak naviac este vyuzijeme nerovnost n! > 2"~1 — mozno dokdzat odhad |R,| = E T (2E T 327 OF <
4 %) 1 4 e’} 1 k k=n-+1
7 2 SR OF (26 +3) — 27(2n +5) 2. (E) );
k=n+1 k=n+1

d 1
360 | nech r je polomer kruznice; AOAC mé plochu 5 rcosd = rsind - rcosd = 57“2 sin 29, plocha

1 1
kruhového segmentu zodpovedajiiceho uhlu 2¢ je r%¥, preto p = r2¢ — 3 r? sin 29 = r? (19 —3 sin 219) =

1 93 9° 2093 2095 2 2
7"2(19 - 5(19 ~ % + 190 ~ )) = 7‘2<T - T + ) , sUcasne gdh = §(2rsin19)(r —rcosd) =
4 4 A v 9t
3 r?sin (1 — cos?) = §r2 (19 ~ % + 20 ) <7 ~ o + ) , ak pouzijeme Cauchyho sicin radov,
, 2 o (203 9P 2 e . 5
dostavame 3 dh =r 3 "% +--- ), teda rady pre p a pre 3 dh sa lisia az ¢lenmi s ¥, Co slovne

vyjadrujeme ,,s presnostou do ¥° plati p ~ 3 dh*;

= 1
361| 1. (1,00) (pre pevné x € R ma dany rad rovnaky charakter ako rad Z —> ; 2. (—-2,2)
_ nl)
n=1
(vbodoch # =2,z = —2 nie je splnend nutnd podmienka konvergencie ) ; 3. R\{1} (pre z = —1 pozri
. e () n—=x ..
r. 240); 4. (—1,00 re x < —1 je = >1, pre x> —1, 2 ¢ NU{0} pouzite postu
p )i 4 ( ) (p Je |7 ] p ¢NU{0} p postup
z pr. 240 ); 5. konverguje na R\ {0} pre |a|] > 1, diverguje v kazdom bode pre |a| < 1 (V pripade

x =0 alebo |a] <1 mé dany rad rovnaky charakter ako rad Z —: vyuzite rovnost lim —— = e — pozri
n

n—oo n'

n=1

pozndmku za pr. 224) ; 6. Z (pozri bod 2 v poznamke 3* k riegeniu pr. 243.4); 7. [0,00)U{—k7; k€
N} (v pripade e* < 1Az #kr, k€ Z, je lim e ™ = oo a lim sinnz neexistuje); 8. (0,m) pre

n—oo n—oo
q > p (mozno pouzit Dirichletovo kritérium), diverguje v kazdom bode x € (0,7) pre ¢ < p (nie je
splnend nutnd podmienka konvergencie); 9. R (pozri pr. 1.156.5); 10. diverguje pre kazdé x € R (nie
je splnend nutns podmienka konvergencie 2°;

n / n ’
k- 1—a?
1. L,xe(—l,l) Sp(z) = x Eln’l—i—xQ 1’) =z(In ’ ) pre x # 1,z #
1—=x —
—1, pre |z| <1 je lim 212" = (subst. 2" =1t), pre z ¢ [—-1,1) je lim S, nevlastnd |; 2. —ctga+
1 - z [\’
~ bre O0<|z|]<m, 0prez=0 <Sn(x):—<ln kl:[lcosﬁ) pre 0<|x|<7r>;
.. . . . ai ai ay - -0n
363 | 1. plati (pouzite matematickt indukciu) K, (z) := —— +- =
1363] L. plati(p ) Ku(2) x (a2+x (a2+x)-~-(an+1+x)>

n n (n)\ 9(7)
24y pripade = = 2 je (g) (e2/n—1)" = ((1 + h(n))/™ )) , kde h(n) = g(eQ/” —1) =1, g(n) =
1 n n n n
nh(n) =1+ no (ﬁ) , v pripade z = —2 je (g) (e72/m—1)" = (=1)"e2 (;—L) (e2/m —1)
257 nerovnost{ coscosz > = pre ¥ € (—00,a), coscosxz < x pre = € (a,00), kde a je jediné riesenie

k
rovnice coscosz = x | pre f(z)=coscosz —z je f'(x) <0, pricom f'(z) =0 len pre z = ;, keZ,
preto f je klesajuca, dalej f (7_2r> <0< f(O)) , Jcoscosz| <1,z € R, a zrastu funkcie coscosz na

[0, g] vyplyva, ze pre kazdé y € [0, 1] je postupnost {y,}%, kde y1 =¥, Yni1 = coscosy, , ohranicens a

monoténna, teda konvergentnd, pritom (pozri pr. 1.156) lim y, = a; odtial vyplyva rovnost lim z, = a,
n—oo

n—oo

kde x1 = cosx, Tpi1 = COSTy, (Staéi uvazovat postupnosti {2k 52, , {x2k+1}zo:1) , zrejme a # 0



(o)
ay - ny _ 01 g ( ) ( ﬁ) .
= —e , kde E(x ln 1+ , rad — In(1+ di-
Haz +2) (a1 +2) | @ = 2 a

verguje k —oo (ma rovnaky charakter ako rad xz ,  preto lim K,(z) = 0 pre kazdé

ak n—oo
k=2

1 " k! (n+1)! .

z > 0; 2. — = , x > 1; =z konvergencie radu
-1 kZ:l(x+1)~-~(a:+k) (x—1)(x+1)---(x+n) &
= (n+1)! , T (n+1)! 54
, x > 1, vyplyva rovnost lim = 0 pre kazdé

S @D+ (e tn) Y e @D - @rn) P

1
x>1; 3a) — (v pr. 363.1 sta¢i polozit a, = —), 3b) —— pre |z <1, —— pre |z| >

= y y y y?

1 gl—y” =1 <1+ 1+ 42 + T+y2 14y +"')7 pre y € (0,1) polozte v pr. 363.1
=1, a, =42 pre y > 1 pouite substitticiu ¢ = 1), c) — T pre lz| > 1 _z re
=1l,a, =y> ; prey p =, 89 g CT—ap P

T 1 1
1 n(T) = - ;
21 < (f () 1—x<1—x" 1—x”+1>>
— , 3 1 T x 1
364 | z nerovnosti z pr. 228.2 vyplyva —arctg— < F(z) — — < — arctg—, z > 0;
x 2 1422 x
1. konverguje nerovnomerne k f(z) = 7 > 0 <lirr%J (fu(z) — f(z)) = 00, n € N);
_ 7T$n ™ n+1 ™ n+1
2. rovnomerne k f(z) =0, 2 € [0,a] | |fn(z)] < xsmT < 5 ne < 5 na ; 3. rovnomerne
1

k f(z) = tgz, z € (0,%); 4a) nerovnomerne k f(x) = x € (0,1) (ler%J|fn(x) — flo)] =

1
Vvn,n € N); 4b) rovnomerne k f(z) = —, 2 > 1; 5. rovnomerne k f(z) = %, x>0 <|fn(x) —
x

1 1 1
f(@)|=26 |z arctg—‘ < lz|l— = —>; 6. nerovnomerne k f(z) = 0, z € [0,1] sup |fn(z)] =
nx |na| n z€[0,1]
14+ V7 . |1, ak z#km, kel . . ,
fn 5 ) ; 7. nerovnomerne k f(z) = { 0. ak z—kr keZ (pozri tvrdenie z pozndmky

3 k rieSeniu pr. 300.11c); 8. rovnomerne k f(x) = 0, x > 0 (z nerovnosti In(1 +z) < z, > —1,

wplfva pre o € (-1,0) ¢+ [l +0)] £ T opre & > 0 e (1 + 9] < Jo] £
1 1
pritom [ | < L 20): g merovmomeme k 7(0) = 1.2 € 0.2) (i, (1) 1) =
1 1 1
lim —(1 — na;ln( + —>) = oo); 9b) rovnomerne k f(z) = —, z > 2; 10. rovnomerne
z—0+ T nx T
k f(x) = lnz, z € [1,d] ak funkciu e¥ zapiSseme pomocou jej Maclaurinovho polynému a zvysku
1
v Lagrangeovom tvare a poloZime y = ﬂ, dostaneme |f,(z) — f(z)| = }n(e(l’”)/" -1) - lnx} =
n
1 In? 1
nl1+ nr + DL @nma)/n _q) g < —1In?a-e™d/". pripomenme, ze 9, € (0,1) | ; 11. rov-
n 2n2 2n

= |z

arctg (tg (arctgm: - g))’ = |z||arctg ( — ctg (arctgnz))| =

=In(1- < - = z e (—1,0
n( l—l-a:) l+z  1—|z|’ (=1,0)

1
2 In(1 + z)| :1n1+x



nomerne k f(z) =1, z € (0,10) <|fn(x) — flo)| = i 5, 2 € (0, 10)) ; 12a) rovnomerne

2n(1+19n—
n
k f(z) = €%, z € [a,b] <|fn(a:) — f(@)] = |e*]|1 = M| < (1 — €e®2), x € [a,b], kde Ei(zx) =
z? 1 _ M? 1

s B,

o B = o TR
<1+z9nf> -2
n n

kg =z er (im0 - ol = e (1o (142) fer) = oc);

2. n<f(x+l>—f(x)):f'<x+q9 1) kde 9, € (0,1), pri odhade |f,(z)— f(z)|, z € [a,b],
/f

f(x—i—%) —f(x—i—y)) ‘ dy,x € [a,b], dalej

pricom M = max{|a|,|b|}>; 12b) nerovnomerne

vyuZite rovnomernt spojitost funkcie f’ na [a,b+1]; 3. fn —>/ flz+y)dy,z € [a,b];

n— (k+1)/n k (k+1)/n

vyuZite rovnomernti spojitost funkcie f na intervale [a,b+1] : ak plat{ implikdcia &,n € [a,b+1], | —n| <

1 (k+1)/n k e
= 10© g <e a x<s k[ (e D)< s drs S or=0n -1
n k/n n n

368 | 1. plati (funkcia x® je rovnomerne spojitd na [0,00) pre a € (0,1] (rovnomernd spojitost na
[0,a] vyplyva z vety 6 pred pr. 1.251, rovnomerna spojitost na [a,00) z pr. 1.342.1), tj. Ve >0 36 >
0:rs>0Ar—s <d= |r*—s% <e, tedaak Vn >mny : |fu(z) = f(x)] < d, tak Vn > ng :
lfo(z) — f¥(z)| < e 28) ;2. neplati (platilo by, keby sme naviac predpokladali napr. ohrani¢enost funkei
fog |fagn — fal <|fallgn — gl +19llfn = £1);

369 | 1a) konverguje rovnomerne k f(z) = 1+ 2*, = € [a,b] (dany rad je geometricky, teda lahko
1+2*, ak z€[a,b]\ {0}

y)dy'z

mozno najst jeho stéet aj ¢iastoéné siéty); 1b) nerovnomerne k f(z) = {

0, ak =0
(pozri tvrdenie v pozndmke 3 k rieSeniu pr.  300.11c); 2. konverguje rovnomerne; 3. konverguje
a
rovnomerne | konvergencia majorantného radu E —— vyplyva z konvergencie radov E a
— [n/2]! il

o0 o0
a?k— 1
Z ); 4. konverguje rovnomerne na R (majorantny rad je Z ——m ); 5. kon-
k:l =1 2nIn / (n+1)
verguje nerovnomerne <nie je splnend nutnd podmienka rovnomernej konvergencie: lim f,(n) =
n—oo

1

g); 6a) konverguje nerovnomerne na (0,1) (Vypoél'tajte fn <—)); 6b) konverguje rovnomerne
n

oo

na (1,00) (majorantnym ¢iselnym radom je napr. Z 5
‘= nln”2n

) ; 7a) konverguje nerovnomerne na

(0,9) (nekonverguje totiz v bode 0, pozri pr. 309); 7b) konverguje rovnomerne na (d,00); 8. kon-
verguje nerovnomerne (vypoéitajte fn(27")); 9a) konverguje rovnomerne na [a,00); 9b) konverguje
nerovnomerne na (0,00) (dany rad nekonverguje v bode 0 29);  10. konverguje rovnomerne na [1,00)
nx

- (14 nx) +

1
(Abelovo kritérium); 11a) konverguje nerovnomerne na [0, ] <pre T =3 je CEwS

Zanalogicky mozno dokdzat tvrdenie ,,ak postupnost {f,}°2; kladnych funkcii rovnomerne konverguje na
(a b) k ohranicenej funkeii f, tak pre kazdé « > 0 plat{ f@ 3 f*“
97 neexistencie lim sinn vyplyva neexistencia lim sin/n, preto pre niektori podpostupnost {nK}e2,

n—oo n—oo
postupnosti {n}S%; existuje nenulovd lim sin/ny, potom khm ngsin/ny; je nevlastnd, preto v bode 0
v—> 00

k—oo

nie je splnend nutng podmienka konvergencie; dalej pozri pr. 309



1
-+ T ()n+g)i2 ) > ﬁ — e % pre n — oo) 30, 11b) konverguje rovnomerne
= 1
a [5, OO) (majorantny rad je ; W) N
> (_1)lvnl
kritérium, ku konvergencii radu Z L

n=1

12. konverguje rovnomerne na R (pouzite Abelovo

pozri pr. 274.11) ;

370 | a > 2 (pre a > 2 pouzite Weierstrassovo kritérium; pre a < 0 je lir(r)lJr fn(z) = 00, pre
xTr—
=0 je li%l+ fa(x) = 1, preto pre @ < 0 nie je na (0,00) splnend nutnd podmienka rovnomernej
T —

konvergencie; pre « € (0,2] najdite sicet S(x) daného radu (ktory je geometricky) a vyuzite, ze pre o = 2
je 1ir%5’(a:) =1+#5(0)=0, pre a €(0,2) je li%1+S(a:) =00);

372 | z konvergencie radu E| | vyplyva rovnost hm |an| = 0o, potom hm <| | / | |)
Gnp a — an Gnp,

1
1= lim , preto rad konverguje absolitne v bodoch a, b; dalej pozri pr. 312;
t (5= et/ o Zw—a

Sln 7mx

(373 ] nie, uvazujte napr. f(z) = ;
n
374 | plati;

o0
375| z kazdého otvoreného pokrytia kompaktu I mozno vybrat koneéné podpokrytie; ak Z fn

n=1
rovnomerne konverguje na kazdej z mnozin K, K, ..., K, , tak rovnomerne konverguje aj na ich zjednoteni;
oo
. o (=" 1 .
376| 1. D(f) = R, f je spojitd |rad E . konverguje rovnomerne a rad
- < n 14+ (z/n)?

x
E ———— lokélne rovnomerne na R |; 2. D(f) = R\ N, f je spojitd, lim f(z) = oo pre kazdé
f x2 +n? T—n
n=
n €N (pri vysetrovani lokalne rovnomernej konvergencie uvedeného radu mozno pouzit napr. myslienku

riesenia pr. 372, dalej pozri pozndmku 2 k rieseniu pr. 330.4) ;3. D(f)=R\{2km; k€ Z}, f jespojitd;
F ma periédu w;
W 1. v kazdom bode intervalu I ma kazda z funkcii f,, n € N, vlastné jednostranné limity,
preto podla vety 7 aj funkcia f mé v kazdom bode intervalu I vlastné jednostranné limity; 2. fn(z) =

1
0, ak |z| < —
nmw o
1 1
sin—, ak |z|> —
T nm

@ nech je dané € > 0; f je rovnomerne spojitd na [a,b], preto existuje § > 0 tak, ze () z,y €
[a,b], |z —y| < d = |f(x)— fy)| < %; rozdelme interval [a,b] deliacimi bodmi a = z¢ < 1 < --- <z}, =b
na koneény pocet casti, z ktorych kazda je kratsia ako d; plati nlirrgo folm) = f(xm) pre m =0,...,k,
preto (xx) IN € N Vn e N, n >N Vm € {0,1,....k} : |fu(zm) — flzm)| < %; nech n > N
a T € [Tmy,Tmy1], m € {0,1,...,k — 1}, predpokladajme, ze funkcia f, je neklesajica a f,(x) > f(z)
(postup v ostatnych pripadoch je analogicky), potom |f,(z) — f(2)| = fa(z) — f(2) < fa(@myr) — f(z) =
|[fr(@ms1) — F(@)| < |fo(@mt1) = f(@me)|+ 1 (@me1) — f(z)] < ;—1— c (v zavere sme vyuzili nerovnosti ()

2
a(xx)), teda Ve>0 INEN VReEN,n>N Vze[ab] : |f(z)— fulz) <e 3

1 1

30in4 moznost: fo(z) = (Itz)- (1 - l)x) - (+2) - (tna)’ odtial Sp(x)=1-
1 . 0, ak =0
(1+x)_._(1+nx),S(x):nangoSn,(x):{ 1, ak —z¢N

3lnie je tazké dokézat, ze ak f je nekonstantna funkcia, tak existuje M € N tak, ze f, si neklesajiice pre
vsetky n > M alebo f, st nerastice pre vsetky n > M, potom (pozri pr. 296.1) f je neklesajica, resp.



380 | pozri pr. 296.2 a 1.458;

381 | 1. napr. f = Ef"’ kde f; je funkcia s periédou 1, pricom fi(z) = |z| pre x €
n=1 o]
11 1 o o ) . .
~55| fulz) = T f1 (4 a:) ;  spojitost f vyplyva z rovnomernej konvergencie radu Z fn na

n=1

k k 1
R; prex = — (ke Z,me NU{0}) an>mije fl&) =0; nech a = —, h = ——,

qm . o qm 42m,+1
potom f(a+h) = f(a) = > (fula+h) = fu(@) + > fula+h) > —mh+ (m+ 1h > 0, ana-

k=1 k=m+1
logicky f(a — h) — f(a) > 0; pritom pre kazdy interval I existuji k& € Z, m € N U {0} tak, ze
k 1 k k 1
+ el;

Am  42mHl’ gm > gm T g2m+1

2. za g mozno zvolit primitivnu funkeciu k funkeii f110,1], kde f je funkcia z pr. 381.1, pritom vyuzite
tvrdenie ,,ak f je konvexnd (konkdvna) a diferencovatelnd na I, tak f’ je neklesajica (nerastica) na I

(najeho dokaz staci prejst k limite pre z — x+, resp. z — y— v nerovhostiach 1(z) = f(@) < 1) = fw) ,
z—x y—x
resp. f(z) = f(y) > fly) = f(z) (@yzel, a<z<y)):
z—y y—x
|382] 1. napr. f= an, kde f( ): — sgn(z —an) a {a,};2, je prostd postupnost obasahujica

vSetky raciondlne ¢isla; uvedeny rad konvergUJe rovnomerne (Weierstrassovo kritérium), kazda z funkcii f,
je spojita v kazdom iraciondlnom ¢isle, preto aj f je spojitda v kazdom iracionalnom cisle; funkcia i fn je
ik
spojita v bode ay, , Tllgnw_fk(x) > fr(ag) > Tllzr;_fk(x), preto Tllgn]CJr f(z) > flar) > Tlgr;_f(x),
@ 1. nech f= nango fns |fn(x)] < K pre x € [a,b), n € N; pretoze f, = f na [a,b— 0] pre kazdé
§ € (0,b—a) (pozri pr. 375), plati podla vety 8 f € Rla,b — d] pre kazdé 6 € (0,b—a), sucasne f e

x)dx—

ohrani¢end na [a,b], preto f € R[a,b] (pozripr. 147 a pozndmku 2 za vetou 6 z odseku 2.1);

/f dx)</|fn |d:p_/b5 / ,prltom/ [fule) ~ @) do <25 (ak |fn(x)|§K

a fo— f na [a,b), tak |f(z)] < K na [a,b) a |fu(z) = f(2)] < |fu(2)] + | (2)] §2K); ak pre n > N a

E_a), tak ’/abfn(a:)dx—/abf(x)dx’<s pre n > N ;

v € |ab= gr] Je ) ~ S < 55

1
2nz?, ak xG{O,—)
n

i

0, ak xe[l,l]
n

384 1. 0 (a:" Inz 20 na (0,1, dalej pozri pr. 301, nezabudnite preverif integrovatelnost

n

1
funkcif glc—i__n:;c na [0,1]); 2. 0 (sin"z konverguje na [0,1) lokédlne rovnomerne k 0, pozri pr. 383.1,
T

sinnx nw
porovnaj s rieSenim pr. 113.4); 3. 0 <z nerovnosti — < —= = Vz, x € (0,1], vyplyva
, .. . . s1 nx sinnx 1
rovnomerns ohranicenost postupnosti na (0,1]; |—=— —— pre x € [a,1], preto
N/ ny/a

nerastuca



sin nx . 1+1/n 1 1+1/n
—— 20 na [a,1], a > 0, moZno pouzit pr. 383.1 32); 4. 0 (/ = / —|—/ , Ppritom
ny/x 0 1

1

1 n 1 14+1/n
z"Inz =0 na (0,1]; |z"Inz| < (1—1—%) In (14—;) , x € {1,1—1—%] , a preto / " Inxdr <
1

1 " 1 I . .
—({1+—-) In{l+—) — 0 pre n — oo]; 5.0 konverguje na (0,1] lokdlne
n n

n 1+nzj, _,

rovnomerne k 0, f je ohrani¢end, dalej pozri pr. 301, 383.1) ;

3

ln§ (pozri pr. 362.2);
386 | 1. napr.

0, ak z€[0,1]\Q alebo z=0

p , P
1, ak ==, , ¢ € N s1 nesudelitelné, <gq, e{l,2,...,n
Ful@) = R 2L p<q, q€{ L
1 .
, ak J;:Z—), p, g € N sunesiadelitelné, p<gq, g>n
q—n q

f=x][0,1] (riemannovské integrovatelnost funkcie f,, na [0,1] sa dokaze rovnako ako v pripade Rieman-
novej funkcie xy — pozri pr. 64, nerovnomerni konvergenciu mozno dokdzat priamo z definicie alebo na
zéklade vety 8); 2. napr. fp(x) =2"x(z), x €[0,1], f(z) =0, z €[0,1];

\M podla pr. 192 a 193 existuje postupnost {fn}52, spojite diferencovatelnych monoténnych funkeif
takd, ze f, 2 f na [a,b]; potom aj gf, Zgf na [a,b]; podla pr. 119 Vn € N 3¢, € [a,b]

cn b
/ funlx = f,,,(a)/ g(x)dx + fn(b )/ g(x)dx; 2 postupnosti {c,}32,; vyberme konvergentni

b
postupnost {C"k}k ,» nech hm 0 Cny = € € [a,b], potom / f(x)g(x)dr = klingo/ [y, (2)g(z) dr =
cnp b c b
hm fn z)dx + fn, (b z)dx | = f(a dz + f(b x)dz;
o (o) [ o k()/cnkgm) <>/OO<> m()/cgm
[388] 1. D(f) =R, D(f') = R\ {0} <f+ Zni —Z%zf’_(O); na vypocet f1 (0),
n=1 n=1

resp. f(0) staéi pouzit vetu 9’ na intervale I = [0,1], resp. I = [—1,0]> ;2. D(f)=[0,00), D(f") =

1+ n?

je nerastica na (0,00), teda existuje (vlastnd alebo nevlastnd) lir(r)1+g(x); keby platilo lirg+g(x) €R,

(0, 00) (f’(O) = —o0 : kazdd z funkcii g,(z) := L je klesajiica na (0,00), preto g := Zgn

musel by rad E gn konvergovat v bode 0 (vyplyva to z podobnych tivah ako v riegeni pr. 345.2), ¢o je

n=1

spor; preto hm f'(z) = lim (—g(a:)) = —o0, dalej pozri pr. 1.384.1) ;

vyuzite, ze rad Z [}, konverguje rovnomerne na kazdom kompaktnom intervale I’ C I (pozri

pr. 375) a vetu 9’; =t
pripomenme, Ze pre x # 2kw, k € Z, neexistuje lim cosnz;
n—o0

391 podla vety 9 je ¢'(z) = lim (f(")(x))/ = lim f"*V(z) = p(z), = € R; z rovnosti ¢’ = ¢

w
o
(en]

vyplyva @(z) = Ce® (gp(x) =0 (=0-¢€% je zrejme rieenim rovnice ¢ = ¢; ak p(a) # 0 pre
niektoré a € R, uvazujme maximdlny interval I C R taky, ze a € I, ¢(x) # 0 pre z € I (2o spojitosti
funkcie ¢ vyplyva, ze taky interval existuje a je otvoreny; ak I = (b,c) a b€ R, tak ¢(b) =0, podobne

M - (1n|sp(x)|)l =1, preto In|p(z)] = 2+ K,

o(c) = 0 v pripade ¢ € R); pre = € I plati
o(x)

. sinnx
327 uvedeného vyplyva dokonca rovnomernd konvergencia postupnosti { } na (0,1]
n

ny/z =1



odtial |p(z)] = eXe®; ¢ nemeni na I znamienko, preto p(z) = eXe® (ak @(a) > 0), = € I, alebo
p(z) = —eX

1392 | nech n € N, a,x € I, x > a, nech K, N (a,r) = {ki,...,kn}, pricom ko :—a<k1 <
k‘g < <kp<z= km+1 ; potom (ak pouzijeme Lagrangeovu vetu o btrednej hodnote) } fnlx fn(a)} <

e”, x € I; pretoze ziskand funkcia je nenulova na R, plati I = R) ;

Z |fn Tpt1) — fn(zp } = Z |f }|xp+1—a:p| <a, Z |zp+1—xp| = an|r—al; analogicky sa postupuje pre
p=0 [e'¢)
x < a; odtial |f,(z)] < |fn( )| + an|z —a|, z oho vyplyva rovnomernd konvergencia radu E fn ma [b, ],
n=1
fn(@) = fu(z0)
r — X9
pre lubovolné x,xg € I, x # xg, z ktorej na zdklade vety 7’ vyplyva tvrdenie o derivovani ¢len po ¢lene;

393 | 1. diferencovatelnost funkcie f v kazdom bode = € (0,1)\ Q vyplyva z pr. 392, pre x = a;, (k €

kde b<a<c (Jz—a| <max{|b—al,|c—a|}); rovnako mozno dokdzat nerovnost <a,

N) zapisme funkciu f v tvare f(z) = o — ak' Z |2 — an| , druhy zo s¢itancov mé derivaciu v bode a

3k 3n
n;ék
(pr. 392), prvy ma v bode aj navzijom roézne jednostranné derivécie;
394| 1. [-1,3] pre p > 2, [-1,3) pre 0 < p < 2, (—=1,3) pre p < 0 (pozri pr. 225.6
n_! n_! 1
a 270.7); 2. R <"\/|an| = ﬂ . Z_l, pritom i Vn = — — pozri pozndmku za pr.
n en® n—oo M e
In(1 1-—
224); 3. (—9,9) (postupujte ako v pr. 336.6, vyuzite rovnosti lir% n( —|—u) =1, lirrbﬂ =
u— u— u
1
5); 4. R pre m € NU{0}, [-1,1] pre m € (0,00) \ N, (-1,1] pre m € (-1,0), (-1,1) pre
_ _ Jo1(1) , _
m < —1 |fn(1)] =1 pre m = —1, o) > 1 pre m < —1, v pripade m € (—-1,0), =z =1

11 11 noopn
pozri pr. 270.6); 5. |——,—] pre a > b > 0, ——,=| pre 0 < a < b "a—-l-— =
a a b’ b V n n?

1/b\" 1/n
L(1 + = (—) ) pre a > b, podobne postupujte pre b > a); 6. [—4,—2] (pouzite vetu
a

Vn n

6’ z odseku 3.3); 7. [-1,1] pre a > 1, (=1,1) pre a € (0,1] (pri vySetrovani konvergencie radu

i a~ V7 , a > 1, mozno pouzit porovnavacie kritérium — z rovnosti TILH;O z—;l =0 vyplyva hm an% =0
— alebo pr. 234.1b a d’Alembertovo kritérium); 8 [-1,1]; 9. (-1,1] (%{_)1) = ¢e¥, kde
E = 33% + 0<:L), preto nlingon<7ffZEZ—l)l) — 1) = %; n f}:izl()l)‘ = —1+nln (1 + %) =
_% +o <71L) ., dalej pouzite postup z pr. 240); 10. (0,2) (v(n) = [logn] +1, v bodoch 0
a 2 nie je splnend nutnd podmienka konvergencie); 11. [—1,1] (pri vypoéte limsup V/|a,| mozno

vyuzit pr. 1.206.1; konvergencia radu Z fn(1) vyplyva z konvergencie radov Z for+1(1) (Dirichletovo
n=2 0o k=1

o0
kritérium), Z far(1) (Leibnizovo kritérium) a Z far—2(1); podobne mozno postupovat v pripade x =

k=1
L 1)y n n
n+1l n) 2n2 \2(n+1)2

33:1—|—nln<1—;>:1+n(— L _ L +0(i)>=l+
n+1 n+1 2(n+1)32 n? n
n 1y
) o (0)-




_1>; 12, (—%, %) (;f2k-+1 (%) ) ;ﬂlk—Q (é) ; kZ:lfSk_4 (é) konverguja a ngk. (%)

k=1
. : = : . 1 1
diverguje, preto an diverguje v bode = = 3 podobne pre x = —3 ;o 13, [-1,1] pre z =1
n=2
_1)Vnl+n s —1)lVnl+n
pozri pr. 274.11; konvergencia radu Z (=1) vyplyva z konvergencie radov Z #
n=1 n=1 n

n#k? , keN

o [k]+k>
(Leibnizovo kritérium) a E )—) ; 14. konverguje len v bode 0 (mnoiinou hromadnych hodnot

=1
postupnosti {sinn}$, je mterval [—1,1], pozri [13, str. 74, kap. 2, §2, pr. 6]);

[395 | 1. R > RiRy (vyuzite pr. 1.206.2; viete uviest priklad, v ktorom bude platit R >

RiR2?); 2. R = max{1,R;} |ak {a,}32, je ohrani¢end postupnost, tak R; > 1 (pozri pr. 341.2)

) ) |an| |an| : | |an|
a z nerovnosti 0 < |a,| < K dostdvame < <lan|, limsu < lim su
< lan < 1+K_1—|—|an|_|"| n_,oop 1+ n_,oop 1—|—|an
hgl—?olip Y lan] (pri vypocte h:;,n—?olip Iy 1|j-n_|K' vyuzite rovnost nango Iy 1-|-—K =1 a pr. 1.206. 1

{an}s2, je neohranicend postupnost, tak Ry <1 (pozri pr. 341.1) a existuje podpostupnost {an, }k: | takd,

|a‘nk| |an|

|an,, | . . .
el =1, lim " =1, sticasne z nerovnosti <1

1—|—|ank| k—o0 1+|ank| 1—|—|an|

— an ) \an . ,
vyplyva lim su <1, preto limsup } =1|; 3. R>min{R,R vwpliva to 7 vet
yplyva Hmsup \/ 1+ |t p msup \/ 14 ] {R1, Ra}  (vyply y

17 z odseku 3.4 a z vety 10); ak a, >0, b, >0, n €N, tak R =min{R;, Ra} (vyuzite pr. 254; priklad
dokumentujtici nerovnost R > min{ Ry, R} mozno odvodit z pr. 256);

o0 1 .
1 MCU‘FZW N(12—M2)(32_Mz)"'((Qn_l)Q—ﬂ2)x2 I =R, ak p =0
n=1

alebo p € {2k +1; k € Z}; I = [-1,1] v ostatnych pripadoch (plati (1 — a:Q)f”( ) —xf'(x) +

. ) ) 1 2n+1
pif(z) = 0, z € (—1,1), dalej pozri postup z pr. 1.327.6 34); 2. ?(1113 Zm +
(=)t 18n — 1 2n

1 1 -
Z —~ 1= (— —, —) (pri hladan{ intervalu I sme vyuzili pozndmku 2 za rieSenim
= 2n-9 ) V2 V2

ze hm |ank|—oo potom hm

o0

(2n —1 1
pr. 348.16); 3. — 2% + 22% + n— Dt 22+ (

1
e L Sili
(@l 2+ ) ] (v
1)[n/2] 2n+1 1 1 e 1
EVRe™ [—— —] ;50 (—1)”*1(1 + -+

x4n+4 _ ZAn—i—Q)’ I = |:_

Mg

sme vysledok pr.  349.2); 4.

o (2n +1)2n V2 V2 = 9
1 o0 x2n+1 x4n+1
. — |z, I = (-1,1); 6. -V, I = [-1,1]; 7. 1 _—, I =
+ n>$ 5 ( ) )7 hY] 7;)( ) (271-’-1)2, [ ) ]7 € D7T+224n(4n+1)
- o n p2ntl , 1 2
—2,2 — I = [-1,1 = —F1; 9. 2 .
(=2.2); 4+nz::0 22n—|—1 ’ =11 (f(x) 2(1—1—332))’ = x+nz::12n+1

(2n — 1!

@)l sgn (1 — 22%), stétom uvedeného radu je funkcia

x2n+17 I = [-1,1] (f/(x) = v 2

1 — 22

Mexistencia f(™(0), n € N (porovnaj s poznidmkou za riesenim pr. 1.327.6) vyplyva z nasledujiceho
tvrdenia (pozri [10, odsek 446]): ak funkcie f, g si sicty mocninovych radov so stredom 0 a f(0) je
vnitorny bod mnoziny D(g), tak funkciu g o f mozno v niektorom okoli bodu 0 rozlozit do mocninového
radu so stredom 0



flx), ak |z|<1/V2 50 oo
S(z) = T —f(x), ak ze(1/v21] ); 10. ) &= Nt T = (=1,1) (f(x) —
—m—f(z), ak x€[-1,-1/\/2) n=0

1—
ﬁ, ak JTER\{—I,:[} )

1
6’ ak =z =1

1. pri hladani Maclaurinovho radu derivécie lavej strany pouzite Cauchyho siéin radov konver-

gencia v bodoch * =1, x = —1 vyplyva z Leibnizovho kritéria, pri dokaze rovnosti lim

n—>002n—|—12k

vyuzite rovnost (3.2) z pr. 220; nezabudnite, Ze treba zdovodnit, preco sa prava strana dokazovaneJ rovnosti
rovnd jej lavej strane; 2. najprv néjdite Maclaurlnov rad funkcie In?(14 ) (pozri pr. 396.5); konvergencia
v bode 1 vyplyva z Leibnizovho kritéria podobne ako v pr. 397.1, z rovnosti (3.2) z pr. 220 vyplyva aj divergen-

In (z + V1 + 2?)
lati (1+22)f'(x) = 1—zf(x), z¢oho
iz P (1+2%) f'(x) f(x)
mozno odvodit rekurentny vztah f+1(0) = —f»=1(0), n € N; konvergencia v bodoch z =1, z = —1
vyplyva z Leibnizovho kritéria (pouzite postup z pr. 240); pri dokazovam rovnosti pravej a lavej strany

vyuzite fakt, ze Maclaurinove rady funkcii In (a: + 1+ 22) —_—
V14 22

plati (1 —2?)f'(x) —zf(z) =1, z ¢oho mozno

cia uvedenéhoraduvbode z = —1; 3. pre f(z) =

konverguji na (—1,1) k tymto

arcsin
N !
gdvodif rekurentny vztah f*+9(0) = n2f=1(0), n € N; 5. pri hladani Maclaurinovho radu derivicie
lavej strany vyuzite vysledok pr. 397.3;

funkcidm, a vetu 17 z odseku 3.4; 4. pre f(x)=

n

1+ V1 —2a? -
F(z) = 2rln (%) , € (=1,1) 3 (z rovnosti In(1 —u) = —Z u—, u e [-1,1),
n

n=1
, T~ " cos™ e : .
vyplyva F(x) = — ———— dt; ziskany rad konverguje pre pevné x € (—1,1) rovnomerne
0 n=1 n
0 n 27 0 2n
(2n —1)!
na [0,27], preto F(x) = —nz::l <%/0 cos"tdt) = z:: n2n T % < vyuzili sme rovnosti
T 37 /2 /2 27
/ cos"tdt = / cos"tdt = (—1)”/ cos"tdt = (—1)”/ cos"tdt a vysledok pr. 96.1 spolu
/2 T 0 3 /2
2 — 1 2 1
WZ 2n 2":——7r<7—1), ak  0<z| <1
S pr. 93.33) , potom F'(x) = —~ T \V1— 22 =
0, ak =0
T 1

pri hladani primitivnej funkcie pouzite substiticiu 1+ 1 — 22 =t a uvéite, ze

Vi—22 1+/1—22’

1 1
1. chax; 2. z,z>0; 3. 4. x pre |z| <1, — pre |z| > 1 <§t+
x

1 .
VT’

Bpokial méd citatel este stdle pochybnosti o elementdrnosti funkcie F (nedéveru moéze vzbudzovat

1++v1—22

defini¢ny obor: definicnym oborom elementdrnej funkcie 2w In — s je totiz intrval [—1,1]) ,

| (1—!—\/1—3:2)
2

o 27 In

nech si jej predpis zapiSe napr. v tvare



1—V1-1¢2
2n+l ak 0<[t|<1 t

=, (20— 1)!! Y <
. = t = _— M 5 S >
Z (271)” 2TL+2 0 ak t—O 1_’_,/1_141-2 ’ - COS\/E pre x =

o0
0; chy/=z pre # <0 (pre z >0 (z <0) pouzite substiticiu = =t*> (z =—t?)); 6. Z — =

1 /x+1
Z<\/_ h\/a:—ch\/_> ak x>0
0, ak =0 (Zx(xgl(x))/7 kde g(z) =

1 1
Z<isin —Z — cos —x), ak <0

\/ , ak x>0 L\ "1/3
x ) ;7. (1 — —) —1, —2<z <2 (koboru konvergencie daného radu

3 0 1) > —1)" 3n+1 1
201 L 3-2m2- V2 (= g S EDY g, o ED 2. =L
6 m—»l—nzl n m—»l—nzl 3n+1 2 4
— 1 2 (D" o (DM ) _ Ly i : _m
( = Tlg{l_ <x 2 o nz::l o1 ;3. 5 In"2 (vyuzite pr. 396.5); 4. 16
(rad ;(_1)" (1 =+ 3 + o+ 2n_1>x2"1 je Cauchyho stc¢inom radov 7;)(—1)"“x2” a
e (_1)n+1x2n—1
% 5)

(o]
402 | ak Zana:": () na R, tak z nutnej podmienky rovnomernej konvergencie vyplyva dng €
n=0

N VnEN,n;ng VzeR : |aa™| <1, preto YVneN, n>ng : a, =0;
o0

. M n| M
403 | rad Z anz™ mé polomer konvergencie R = oo (zo vztahov |a,| < —~ a lim - =0
— n!

n—oo n!
n=0

pozri pr. 1.186.3 alebo pozndmku za pr. 224 — vyplyva lim Vlan| = 0> , % tvrdenia ¢) vety 16 vyplyva:

. . = n! n— e e bn k
pre (S (—b, b) platl |f(k) (Z‘)| = Z m anx” k Z ( ) |an||.’13| b < Z = M@
n=~k ’ n=~k

dalej pozri dékaz pr. 354;

1 1 1 1 o© [e%e]
dx _ —zlnzx _ —p(x) _ (_1)71 n _ (_1)n
404 | 1la) P /0 € dx = /0 e P Wdr = /0 nEZO ol eM(x)de = E -

0 n=0
1 0o
" _J xlnz, ak =z € (0,1] [ . (="
/0 ©"(x) dx), kde p(z) = { 0, ok =0 (rovnomerna konvergencia radu z_% e
o0 _1 n
©"(x) vyplyva z lokélne rovnomernej konvergencie radu Z ( n') 2" na R a z ohranicenosti funkcie <p> ,
n=0 ’
. ! n ! 1 ! (=1)"n!
z rekurentného vztahu / 2" In"xdr = / 2™ In"" " xdx vyplyva / " In"rdr = ——7;
0 m + 1 0 0 (TL + 1)n+
- "(2n — 1 1 !
1b) pozri riesenie pr. 399; 2a) 1+ 221 E i 22_1_ 1)) — </0 InzIn(l — 2)dz =

oo o0

1 n > 4
_/0 (E%lnx)dmz—gﬁ/o " Inxdr = Z (n—l—l

n=1

-3
i_o:<__n-1+1) _iﬁ;

n=1



o0
rovnomerna konvergencia radu E — 2™ Inz na (0,1] vyplyva z Weierstrassovho kritéria | 3;
n

n=1

2
405 | 7 =3.141592654 £ 1077, pri dokaze rovnosti (4.19) sme pouzili vzorce 2arctga = arctg T @

pre o? <1, arctga — arctg 3 = arctg 104+—aﬁﬁ pre af > 0 (pozri rieSenie pr. 1.87.1);
In2=0.69314724+ 1077, In3 = 1.0986123+ 1077, In5 = 1.6094379+ 107, In6 = 1.791 760 +
-1 2 -1 -7 2 3 9
1076, In10 = 2.302585 4106 (inverzné matica k matici 31 =2 | je [-11 3 5 | In o=
4 4 1 16 4 7 0

24 1
—0.105360 516 + 1077, In %= —0.040821 9954+ 1077, In 2—0 =0.012422 520 +107°

— (1 [td
407| 1. 2.8354 + 10~* (/ Mo dy = / Z —dr =) (—,/ —f) priblizni hodnotu
nlx nl Jo z"

n=0

dr =

100 100
In2 pozri v rieseni pr. 357> ;2. 80405+ 1074 (/ M dr = / In(1+1/z) +Inz
1 1

0 X

100 o0 n+1 100 oo n 100
1 I 1 d 3
/1 (E (m:++1> de +/1 e =y (( n) /1 xnfl) + 5?10, priblizn hodnotu 110

0 n=1 0 n=1 0

0 x

pozri v riegeni pr. 406; treba si uvedomit, ze Maclaurinov rad funkcie In(1+z) nekonverguje v Ziadnom bode

intervalu [10,100], preto sme pouzili uvedené ﬁpravy) ;

oo

3dosadenim 2z = m do rovnosti z poznamky 37 k pr. 249 mozno dokézat rovnost E = my

sposob ddkazu tejto rovnosti pozri v [10, odsek 440, pr. 7, alebo odsek 511, pr. 4])



