Part 1
Limita funkcie

Upozornenie pre ¢&itatela. Kedze cielom prvého odseku tejto kapitoly je zaviest zdkladny pojem matematickej
analyzy — pojem limity, je v fiom vela miesta venovaného pripravnym tivahdm; naviac sa tu vyskytuje z hladiska
matematickej seriéznosti necestny tah: dve definicie toho istého pojmu (v paragrafoch .5 a .7). Preto povazujeme
za vhodné zaradit ndvod

AKO CITAT NASLEDUJUCI ODSEK

Citatel, ktory si nepraje byt siahodlho privddzany k definicii limity, ktord budeme v dalsom pouzivat, méze
zacat ¢itanie az paragrafom .7, z predchadzajiiceho textu potrebuje len definicie .2 a .4.

Pre citatela, ochotného prehryzal sa celym textom, mame tiez zopér informdcii. Na zavedenie pojmu limita
sa spravidla pouziva jedna z dvoch definicii: Heineho (ktori uvddzame v paragrafe .5) alebo Cauchyho (paragraf
.7). Kedze Heineho definicia sa ndm zdala vhodnejsia na osvetlenie tohto (nie tplne jednoduchého) pojmu,
privadzame citatela v prvych paragrafoch odseku Definicia limity k limite funkcie pouzitim limity postupnosti;
vo vete .6 potom ukazeme, ze takto zavedeny pojem mozno popisat aj inym spésobom. Ten iny spdsob je prave
Cauchyho definicia limity, ktord budeme vyuzivat ako zakladni v nasich dalsich dvahdch. Jej vyslovenim v
paragrafe .7 kon¢i obdobie pripravnych reé¢i. Heineho definicia v paragrafe .5 ndm teda sluzi len ako pomocka a
v dalsom texte sa na 1iu ako na definiciu nikdy nebudeme odvoldvat; veta .6 dokazujica ekvivalenciu obidvoch
uvedenych pristupov viak ukazuje, ze nasa ne¢estnost (je dobrym zvykom uvadzat jedind definiciu nového pojmu)
nebola az takd strasnd.

1 Definicia limity

.1 Definicia. Hovorime, 7e postupnost {a,}5>,

e Lonverguje k ¢islul € R, ak

(Ve > 0) (3N e N)(vn € N,n > N) (lan — | <) (1)
e diverguje k oo, ak
(VK € R)(3N € N)(Vn e N,n > N)(an > K) (2)
o diverguje k —oo, ak
(VK € R)(3N € N)(Vn e N,n > N)(an < K) (3)

e osciluje, ak nenastane ani jedna z predchadzajicich moznosti.
Poznamka. Vyroky (1), (2), (3) maji podobnu struktiru:
(VO)(3N eN)(Vne N,n > N)(V(an, V) ,

kde V(an,©) hovori, ze ¢islo a, lez v intervale popisanom pomocou © (v prvom pripade je to interval (I —
g l4¢e) (tj.(1 — 90,1+ D)), v druhom (K, 00) (tj. (¥,0)), v tretom (—oo, K) (tj. (—o0,Q)). Zavedieme teraz
niekolko pojmov, pouzitie ktorych umozni zapisovat (1), (2), (3) jednotnym spésobom; to sa v budiicnosti ukaze
ako prospesné (vyhneme sa tym napriklad opakovaniu niektorych dvah, ktoré si podobné vo vsetkych troch
pripadoch).

.2 Definicia. Mnozinu R* := R U {—00, 0} budeme nazyvat roz§irend redlna os a jej prvky budeme
volat body (pricom pre oznacenie prvkov mnoziny R budeme okrem toho nadalej pouzival aj pomenovanie
éisla).

Nech I € R. Kazdy interval tvaru (I —e,l+¢€), kde € > 0, budeme nazyvat okolim (alebo presnejsie &-
okolim) bodu l; &islo € sa bude nazjvat polomer okolia. Kazdy interval tvaru (K, 0o) (resp. (—oo, K)), kde
K € R, budeme nazyvat okolim bodu oo (resp. okolim bodu —occ). Okolie bodu b € R* budeme oznacovat
O(b), $pecidlne e-okolie bodu I € R aj znakom O(e,l). Mnoziny tvaru O(b) \ {b} budeme nazyvat
prstencové okolie bodu b a oznacovat P(b); pokial nebude hrozit nedorozumenie, budeme namiesto O(b)
alebo P(b) pisat len O alebo P.



Poznamka. Zrejme v pripade b = o0 a b = —oo je pojem prstencové okolie totozny s pojmom okolie a
zavadzame ho pre tieto pripady len kvoli zjednoteniu terminolégie.dd

Zavedenie pojmu okolia ndm umoziiuje pristupovat k situdcidm popfsanym vyrokmi (1), (2), (3) jednotne:

.3 Definicia. Hovorime, Ze postupnost {a,}5>, md limitu b € R*, ak
(VO(b)) (3P(c0)) (¥n € P(00) NN) (an € O(b)) (4)

Bod b sa oznacuje limp,—oo an. Ak b € R, hovorime o vlastnej (alebo konecnej) limite, v pripade b = oo alebo b =
—o0 o nevlastnej limite. Postupnosti, ktoré majui vlastni limitu, sa nazyvaju konvergentné, ostatné postupnosti
(tj. postupnosti, ktoré maji nevlastni limitu alebo nemajd limitu) sa nazyvaju divergentné.d

Definiciou limity postupnosti sme naplnili presnym obsahom nasu povodnu pracovnu formuldciu “pre rastice
n sa hodnoty a, priblizuji k bodu b”. Nasim dalsim cielom je definovat pojem limity funkcie f v bode a, tj.
popisat, &o presne myslime formuldciou “pre z bliZiace sa k a sa hodnoty f(x) blizia k b”, upresnime este, Ze “x

7 1. Je zrejmé, ze ak sa chceme k

bliziace sa k a” si v tomto pripade predstavujeme ako “x # a priblizujice sa k a
bodu a priblizovat takymto spésobom, musime pozadovat, aby bol hromadnym bodom definiéného oboru funkcie

f v zmysle nasledujicej definicie.

.4 Definicia. Bod b € R* sa nazyva hromadny bod mnoZiny M C R, ak v kazdom jeho prstencovom
okoli lezi aspoi jeden prvok mnoziny M. 2é

Jednou z moznosti je popisat “blizenie sa k bodu a” pomocou postupnosti, pre ktoré mame uz tento pojem
korektne definovany ®. Ak postupnost {z,}52; bodov réznych od a mé limitu a, potom je skutoéne z,, rézne od
a a blizi sa k a, poziadavka “pre takéto x sa hodnoty f(z) blizia k b” ziska potom podobu lim,—« f(zn) = b.
Kedze k bodu a sa takymto spésobom mézeme blizit prostrednictvom réznych postupnosti {zn}n1, je prirodzené
pozadovat, aby pri kaZdom takom priblizovan{ sa k bodu a sa hodnoty f(z,) pribliZzovali k b.

.5 Definicia. Nech a € R* je hromadny bod defini¢éného oboru funkcie f. Hovorime, ze funkcia f md v bode a
limitu b (€ R"), ak pre kazdu postupnost {a, }n21 C D(f)\{a} takd, Ze lim, oo an = a, plati limp—cc f(an) = b.&

Ukazeme teraz, ze takto definovant limitu funkcie f v bode a mozno popisat rovnakym spésobom ako je v
(4) popfsand limita postupnosti 4.

.6 Veta. Nech a € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie f, mech b € R*. Potom si nasledujice
turdenia ekvivalentné:

(a) pre kazdi postupnost {an}22, C D(f) \ {a} taki, Ze lim,_ oo arn = a, plati lim,_oo f(an) = b;

(b) (YO(b)) (3P(a)) (Vz € P(a) N D(f))(f(z) € O(b)).

Dékaz. :-) Skor ako zatneme vlastny dokaz, skisme sa zamysliet nad vlastnostou (b). Ak si graf funkcie f
predstavime zndzorneny v podobe “Sipka z x do f(z)”, tak (b) hovori toto: akokolvek si zvolime okolie O(b) bodu
b, vzdy vieme néjst prstencové okolie P(a) bodu a tak, Ze

o vsetky sipky zacinajice v P(a) konéia v O(b)
alebo nepatrne inak povedané:

e ak si chceme byt isti, Ze f(z) bude lezat v O(b), stati zabezpetit, aby x lezalo v P(a).(-:

1Pojmom limita funkcie f v bode a chceme totiz vyjadrit spravanie sa funkcie f v “bezprostrednej blizkosti bodu a”,
ale nezaujima ndas, ¢o sa deje v bode a, tj. ¢ tam je alebo nie je funkcia f definovand, resp. aku funkéni hodnotu tam
nadobida. (Otdzkou, ¢&i sa funkcia f v bode a sprava tak, ako by sa dalo otakdvat od jej spravania sa “v bezprostrednej
blizkosti bodu a”, sa budeme zaoberat v nasledujiicej kapitole.) Vsimnime si este, Zze poziadavka z # a bola automaticky
splnend v nasich ilustracnych prikladoch, v ktorych funkcia f nebola v bode a definovand.

2Vyrok bod co (—o0) je hromadny bod mnoZiny M je zrejme len iné vyjadrenie skutoénosti, ze mnozina M je zhora
(zdola) neohranicend. (Teda skutoéne novym pojmom je len pojem hromadného bodu pre pripad b € R, pre b = oo a
b = —oo definujeme tento pojem kvéli zjednoteniu terminoldgie.)

3Samozrejme, ze dalsou moznostou je ihned chépat definiciu .7 ako presné vyjadrenie pracovnej formulécie “pre z bliziace
sa k a sa f(z) blizi k b”, a nezdrziavat sa sprostredkovanim tohto pojmu cez postupnosti.

4Citatel, ktorého doteraz trapilo, preco sme v (4) pouzili prave prstencové okolie P(co) (ked sme v uvedenom pripade
mohli rovnako dobre pouzit aj okolie O(c0)), teraz uz asi vidi, ze dévodom bola snaha, aby (4) a vyrok (b) z nasledujticej
vety mali rovnakd podobu.



Dokézeme najprv implikdciu (b) = (a). Predpokladajme teda, ze plati (b). Nech {an}az; C D(f) \ {a} je
postupnost s limitou a. Chceme dokézat, Ze lim,—oo f(an) = b, tj. Ze plati

(VO(b)) (3N € N) (¥n € N,n > N) (f(an) € O(b)) .

:-) Ak chceme dokazat tvrdenie zapisané v predchadzajicom riadku, vidime, Ze méame zodpovedat nasledujiicu
otazku: ak je dané okolie O(b) bodu b, pre ktoré &isla n € N vieme zaruéit, ze f(an) lezi v O(b)? Jednu moznost
poskytuje predpoklad (b): f(a,) bude iste lezat v O(b), ak a. bude lezat v P(a), ¢o prvii poloZenti otdzku prevddza
na druhi: pre ktoré n vieme zaruéit, ze a, lezi v P(a)? Na to ale dévaji odpoved predpoklady lim,_oc an = a
a (Vn € N)(an # a). Z prvého z nich vyplyva, ze k okoliu O(a) := P(a) U {a} iste existuje N1 € N tak, ze pre
n € N,n > Np uz plati a, € O(a), druhy z nich zarucuje, ze z inklizie a, € O(a) vyplyva inklizia a, € P(a).
Pre n € N,n > N, teda plati a,, € P(a), a teda — podla predchddzjicich tvah — aj f(an) € O(b).(-:
Teda znova strucne: Zvolime okolie O(b) bodu b. K okoliu O(b) ndjdeme prstencové okolie P(a) bodu a tak,
ze plati
z € P(a) = f(x) € O(b) (5)

(existencia okolia P(a) vyplyva z predpokladu (b)). K okoliu O(a) := P(a) U {a} ndjdeme N; € N tak, ze
n> N1 = an € O(a)
(existencia ¢isla N1 vyplyva z ndsho predpokladu limn—o an = a). Z podmienky
(Vn € N)(an # a)

potom vyplyva
n> N1 = an € P(a) (6)
a z (6) a (5) dostdvame
(Vn € N,n > Ni)(f(an) € O(b)) -

Naga tdvaha je sprdvna pre kazdé pevne zvolené okolie O(b), teda
(VO(b)) (3N € N) (Vn € N,n > N)(f(an) € O(b)) ,

¢o sme chceli dokézat.A

Implikdciu (a) = (b) budeme dokazovat nepriamo (tj. dokdZeme implikdciu —(b) = —(a)). Nech teda
(30(b)) (VP(a)) (32 € P(a) N D(f)) (f(z) & OO)) . (7)

:-) Nagou snahou je teraz dopracovat sa od tohto vyroku (v ktorom &itatel iste spoznal negiciu tvrdenia (b))
k vyroku —(a), tj. ukézat, ze existuje postupnost {a,}5>; C D(f)\ {a} tak, Ze plati rovnost lim,—c a, = a, ale
&islo b nie je limitou postupnosti {f(an)}.(-:

Predpokladajme najprv, ze a € R. Nech n € N; ozna¢me Py (a) := (a — 1/n,a + 1/n) \ {a}, potom P, (a) je
iste prstencové okolie bodu a, a preto podia (7) existuje aspoii jedno &slo @ € P (a) tak, ze f(x) ¢ O(b). Zvolme
jedno z &fsel s touto vlastnostou a oznaéme ho a,. Ak to urobime pre kazdé n € N, dostaneme postupnost
{an}nz taki, ze

e (Vn € N)(Jan—a| < 1/n) (to je len iny zapis inklizie a, € Py (a)), z tejto vlastnosti vyplyva, ze limy, oo an =

a (dékaz prenechdvame vzdy ochotnému éitateiovi);
. (Vn € N) (f(an) ¢ O(b)), odtial ale vyplyva, 7e &slo b neméze byt limitou postupnosti { f(a,)}5Z; (pretoze
v takom pripade by az na koneény pocet lezali vietky ¢cleny tejto postupnosti v okoli O(b)).
7Z existencie postupnosti {a,}5>; s uvedenymi vlastnostami vyplyva tvrdenie —(a), &fm je nds dékaz v pripade
a € R skoncéeny.A

V pripade a = oo, resp. a = —oo je postup rovnaky, ale namiesto Pp(a) := (a — 1/n,a + 1/n) volime
P,(0) := (n,00), resp. Pp(—00) := (—00, —n).

Poznamka. V pripade dosledne axiomatického budovania zdkladov matematickej analyzy je potrebné na
zd6vodnenie existencie postupnosti {an }n—, ktori sme pouzili v dékaze implikdcie (a) = (b) predchddzajicej
vety, pouzit axiému nazyvani azidma viberu. Jedna z jej moznych formuldcii znie:

Nech {Aa;a € I}, kde I je neprdzdna mnoZina indexov, je systém neprdzdnych mnoZin 5 . Potom existuje
zobrazenie I — |, ; Aa také, Ze pre kazdé a € I je f(a) € Aq.

Treba upozornit, Ze v matematike existuji smery nepovazujiice dékazy zalozené na axiéme vyberu za korektné,
preto aj v tomto texte ju budeme pouzival pokial mozno len v nevyhnutnych pripadoch.d

Po tejto dlhotrvajicej delostreleckej priprave mézeme vyslovit definiciu limity v tejto jednotnej podobe.

5priklady ozrejmujiice pojem systém mnoZin najde Citatel v pozndmke k leme .46



.7 Definicia. Nech a € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie f. Hovorime, ze funkcia f md
v bode a limitu b (€ R*) (a zapisujeme lim,_., f(z) = b alebo f(z) — b pre ¢ — a), ak

(YO(b)) (3P(a)) (V& € P(a) N D(f))(f(z) € OO)) . (8)
Ak b € R (resp. a € R), hovorime o konecnej (alebo vlastnej) limite (resp. o limite v konecnom bode), v
pripade b = oo alebo b = —oo (resp. a = oo alebo a = —o0) 0 nevlastnej (alebo nekonecénej) limite (resp.

limite v nevlastnom bode).

Poznamka. 1. Vyrok (8) mozno zrejme zapisat aj v tvare

(VO(b)) (3P(a)) (Vz € D(f)) (z € P(a) = f(z) € O(b)) . (9)
Vseobecnd formuldcia (8), resp (9), v sebe obsahuje 9 pecidlnych pripadov (zodpovedajicich moznostiam a € R,
a = oo alebo a = —o0o a rovnakym moZnostiam pre b), v kaZdom z nich méZeme (8), resp. (9) nahradit

konkrétnejsim zdpisom. V pripade a € R,b € R mbzeme okolia bodu b popisat ich polomerom e a okolia
bodu a ich polomerom 4§, a (9) dostane tak podobu

(Ve >0)(36>0) (Vo € D(f)) (0 < |z —a| <6 =|f(z) — b <¢) (10)

(kde nerovnost 0 < |z — a| zrejme zabezpecuje, Ze x # a, tj. ze x lezi v prstencovom okoli bodu a).
V pripade a € R, b = —oco mézeme okolia bodu b popisat ich pravym koncovym bodom K, okolia bodu a opit
popiSeme ich polomerom ¢ a (9) bude v tvare

(VK €R)(36>0) (Ve e D(f)(0< |z —a| <= f(z) <K) .

(Daléie prepisovanie prenechdvame éitateiovi.)

2. Definicia limity postupnosti v (4), resp. v (1), (2), (3), je zrejme Specidlnym pripadom definicie (8), ktory
dostaneme, ak zvolime D(f) = N.#

Skér ako vyslovime prvé tvrdenia o limitéch, uvedme niekolko elementérnych pomocnych tivah zhrnutych
do nasledujicej lemy.

.8 Lema. (a) Nechn € N. Ak Py, Ps,..., P, si prstencové okolia bodu a € R*, tak aj PLNPaN...NP,
je prstencové okolie bodu a. (Analogické tvrdenie plati aj pre okolia.)
(b) Nech a,b € R*, a # b. Potom existuji okolie O(a) bodu a a okolie O(b) bodu b tak, Ze O(a)NO(b) =
0.
(c) Ak b € R™ je hromadny bod mnoziny M C R a N D M, tak b je aj hromadny bod mnoZiny N .
(d) Nech P je prstencové okolie bodu b € R*. Potom b je hromadny bod mnoZiny M C R prdve vtedy,
ked je aj hroamdngm bodom mmoZiny M NP.

Do6kaz. Napovieme len, ze dokaz implikacie ak b je hromadny bod mnoZiny M, tak je aj hromadny
bod mnoziny M NP sa zaklad4 na tejto ivahe: ak P(b) je prstencové okolie bodu b, tak aj P N P(b) je
prstencovym okolim tohto bodu; kedze b je hromadny bod mnoziny M, lezi v PN P(b) aspon jeden prvok
mnoziny M, ¢o ale znamend, ze v P(b) lezi aspon jeden prvok mnoziny M NP.#

Prva z nasich viet o limitdch ukazuje, ze pojem limity je definovany jednoznaéne v nasledujicom
zmysle:
.9 Veta. Funkcia md v kazdom hromadnom bode svojho definicného oboru najviac jednu limitu (tj. ak

a € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie f ar =limy,_q f(z),s = limy_q f(x), tak r =s).

Dokaz. Sporom, nech r # s a nech r aj s st limitou funkcie f v bode a. Potom podla lemy .8(b)
existujii okolie O(r) bodu r a okolie O(s) bodu s tak, ze O(r) N O(s) = 0. Kedze r = lim,—, f(z), k
okoliu O(r) musf podla definicie limity existovat prstencové okolie P; bodu a tak, Ze

(Vx ePn D(f)) (f(x) € O(r)) )

Z rovnakych dévodov k okoliu O(s) existuje prstencové okolie P> bodu a tak, ze

(Vz € P, D(f))(f(z) € O(s)) .



Pre prvky neprazdnej mnoziny P; N P> N D(f) (je skutoéne neprazdna?) potom musi platit f(z) €
O(r) N O(s) =, ¢o je zrejme nemozné. Tymto sporom je nds dokaz skonéeny.d

3 Uvedme v zévere tohto odstavca niekolko tvrdeni sivisiacich s definiciou limity, ktoré vyuzijeme v
dalsich dvahach. Prvé tri, zhrnuté do lemy .10, sa tykaji ohranicenosti.

.10 Lema. Nech b =lim,_., f(x) ¢ . Potom

(a) ak b € R, tak funkcia f je ohranicend v niektorom prstencovom okoli P(a) bodu a (tj. na mnozine
P(a) 0 D(f);

(b) ak b > 0 alebo b = oo, tak f je v niektorom prstencovom okoli bodu a ohranicend zdola kladnou

konstantou, tj.
(3P(a)) (3M > 0) (Vo € P(a) N D(f))(f(z) = M) ;

(c) ak b < 0 alebo b= —o0, tak f je v niektorom prstencovom okoli bodu a ohranicend zhora zdpornou
konstantou.

Dékaz. Dokdzeme len tvrdenie (a). Z definicie limity v (8) vyplyva, ze ku kazdému okoliu O(b)
bodu b vieme néjst prstencové okolie bodu a s istymi vlastnostami. Ked ku kazdému, tak iste aj k okoliu
O :=(b—1,b+1) 7. Existuje teda prstencové okolie P bodu a, pre ktoré plati

(Ve e PN D(f))(f(z) € O),
t].
(Vze PND(f))(b—1< flz) <b+1).
Posledny vyrok hovori, ze na P N D(f) je funkcia f ohrani¢end, ¢im je dokaz skonceny 8./
K dékazu tvrdenia (b) pre pripad b > 0 len napovieme, Ze postup je rovnaky ako v dokaze (a), ale
okolie O teraz zvolime tak, aby jeho polomer bol mensi nez b.#

Vztahom limity funkcie a limity jej ztizenia sa zaoberaji nasledujiice tvrdenia.

.11 Lema. (a) Nech funkcia g je ziZenim funkcie f na mnozinu M. Ak a je hromadny bod mnoZiny
M P a existuje lim,_., f(x), tak existuje aj lim,_., g(x) a plati lim, ., g(x) = lim, ., f(z).
(b) Nech sa funkcie f, g zhoduji na niektorom prstencovom okoli P bodu a € R*, tj. nech

D(fynP=D(g)NP (11)

(Vx eEPN D(f)) (f(x) = g(x)) ) (12)

Potom plati: ak existuje jedna z limit lim,_, f(x),lim,_, g(x) 1°, tak existuje aj druhd a obidve limity
sa Tovnaji.

(¢) Nech f1, resp. fa je zuZenie funkcie f na mnoZinu My, resp. My. Ak limity limg,_., f1(z),
lim, ., fo(z) existujii 1, ale si rézne, tak lim,_, f(x) neexistuje.

(d) Nech f1, resp. fa je ziZenie funkcie f na mnoZinu My, resp. Ma. Aklimg_, f1(x) = limg_, fo(z) =
b€ R" a naviac plati rovnost My U My = D(f), tak existuje ajlim,_, f(x) a rovnd sa b

6Predpoklad nech limg—.q f(z) = b chdpeme ako “zhustent podobu” formulacie nech a je hromadng bod definiéného
oboru funkcie f, nech v a existuje limita funkcie f a rovnd sa b.

"Pri druhom &ftani tohto dékazu by uz &itatelovi malo byt jasné, ze nebolo podstatné, ze sme si zvolili prave okolie
(b—1,b+ 1), rovnako by ndm v tomto pripade poslizilo Tubovolné iné okolie bodu b.

8Tvrdenie (a) lemy zostane v platnosti, ak v fiom slové v niektorom prstencovom okoli nahradime slovami v niektorom
okoli (v pripade a ¢ D(f) je to zrejmé; v pripade a € D(f) je mnozina f(O(a) N D(f)), kde O(a) := P U {a}, zjednotenim
ohrani¢enych mnozin f(P N D(f)) a {f(a)}). V pripadoch (b) a (c) to nemusi byt pravda (pre¢o?).

9z inklizie M C D(f) vyplyva, 7e a je potom aj hromadny bod mnoziny D(f) (lema .8(c))

Opredpoklad existencie jednej z uvedenych limft v sebe “automaticky” obsahuje predpoklad, Ze a je hromadny bod
definiéného oboru prislusnej funkcie (a vzhladom na podmienku (11) potom (podia lemy .8(c),(d)) aj hromadny bod
defini¢ného oboru druhej z funkcii f, g)

znovu pripomeiime, Ze predpokladajic existenciu tychto limit, predpokladdéme automaticky, Ze a je hromadny bod
mnoziny M; aj mnoziny Ms (a teda podia lemy .8(c) iste aj definiéného oboru funkcie f)

129 tymto tvrdenim samozrejme mozno vystrdjat vselijaké dusevné prostocviky, napr. ho indukciou zovSeobecnit na
pripad D(f) = M1 UMz U...UM, (kde n je niektoré prirodzené &islo) alebo ho upravovat pouzitim lemy .11(b). Iniciative
Citatela (ani menovateia) sa medze nekladi, ziadame len, aby dosiahnuté vysledky boli spravne.



Dokaz. (b). Nasledujice tvahy st sice elementdrne, ale kvoli prehladnosti dokaz urobime v dvoch
krokoch. Najprv dokdzeme tento Specidlny pripad tvrdenia (b):

Nech P je prstencové okolie bodu a. Potom funkcia f md v bode a limitu b prdve vtedy, ked ju tam
md jej ziZenie na mnoZinu P (tj. funkcia fi := flpap(s))-

Treba teda dokézat, ze nasledujice dva vyroky s ekvivalentné:

(YO(b)) (3P(a)) (Vo € P(a) N D(f)) (f(z) € OB)) (. limy_, f(z) = b) (13)

(YO(b)) (3P(a)) (V& € P(a) N (PN D(£))) (f(z) € OB)) (). limy_q fa(x) = b) (14)

To, ze z (13) vyplyva (14), by malo byt zrejmé: ak pre vietky prvky mnoziny P(a) N D(f) plati f(z) €
O(b), tak to iste plati aj pre vietky prvky jej podmnoziny P(a) NP N D(f). Ak chceme odvodit tvrdenie
(13) z tvrdenia (14), staci si uvedomit, ¢o vlastne pozaduje (13): ku kazdému okoliu O(b) méme najst
nejaké prstencové okolie (oznaéme ho teraz S(a)) bodu a tak, aby platilo x € S(a)ND(f) = f(x) € O(b).
K okoliu O(b) ale podla (14) existuje P(a) tak, ze plati € (P(a) N'P) N D(f) = f(z) € O(b). Potom
zrejme S(a) := P(a) NP je hladané prstencové okolie (to, Ze je to skutoéne prstencové okolie, vyplyva z
tvrdenia (a) lemy .8 13).A
Teraz uz lahko dokazeme tvrdenie (b) nasej lemy. Oznacme f := flpap(s)s 91 = glPnp(g), POtOm 2z
(11) a (12) vyplyva rovnost
fi=g1- (15)

Ak lim, ., f(x) = b, tak podla ndsho pomocného tvrdenia (alebo aj podla tvrdenia (a) tejto lemy) aj
lim, ., f1(z) = b, z (15) potom vyplyva lim,_, g1(x) = b a napokon opét z nasho pomocného tvrdenia
14 dostavame, Ze aj lim,_q g(z) = b.

(c) Tvrdenie vyplyva z ¢asti (a) a z vety .9. Budeme dokazovat sporom. Nech r := lim,_., f1(z),s :=
lim, ., fo(x). Keby existovala lim,_., f(z), museli by podla ¢asti (a) tejto lemy platit rovnosti lim, o f(z)
r, limy_, f(z) = s, co — kedze 7 # s — je v spore s tvrdenim vety .9.

(d) Nech lim, ., f1(z) = limg 4 fo(z) = b a My U My = D(f), chceme dokazat
(VO(b)) (3P(a)) (Vo € P(a) N D(f))(f(z) € O(b)) . (16)

Zvolme teda okolie O(b) a hladajme prstencové okolie P(a) s pozadovanou vlastnostou. K nasmu okoliu
O(b) existuje — pretoze lim,_,, f1(x) = b — prstencové okolie Pj(a) bodu a také, ze

(Vo € Pi(a) N My)(fi(z) € Ob)) .
Kedze pre x € M, je fi(x) = f(x), mozeme predchadzajice tvrdenie zapisat v podobe
(Vz € Pi(a) N M) (f(z) € O(b)) . (17)
Pretoze aj lim,_,, fo(x) = b, existuje aj prstencové okolie P2(a) bodu a také, ze
(Vz € Py(a) N Ma)(f(x) € O(b)) (18)

(podobne ako predtym sme vyuzili, ze pre « € M je fa(z) = f(x)).

Ukézeme teraz, ze za hladané prstencové okolie P(a) mézeme zvolit okolie P(a) := Py (a) N Py(a), tj.
7e pre vietky x € P(a) N D(f) skuto¢ne plati f(z) € O(b). Z predpokladu M; U My = D(f) ' vyplyva
P(a)ND(f) = P(a)N (M1 UMs) = Pla)NM; U P(a) N My C Pi(a) N My U Py(a) N Ma, teda kazdy
prvok z € P(a) N D(f) lezi v Pi(a) N My alebo Py(a) N My. Podla (17) a (18) pre vietky prvky tychto
mnozin platf inklizia f(x) € O(b). Tym je implikicia 2 € P(a) N D(f) = f(z) € O(b) dokézana. Kedze
nase tGvahy s spravne, nech na zaéiatku zvolime akékolvek okolie O(b), je tym vyrok (16) dokazany.

Poznamka. 1. Nendpadne vyzerajice tvrdenie (b) lemy je Casto pouzivanym teoretickym ndstrojom pri

vypoéte limit: ak mame v bode a n4jst limitu funkcie f (zadanej spravidla v nejakej zakuklenej a komplikovane;
podobe) a podari sa ndm ukazaf, Ze na niektorom prstencovom okoli bodu a sa funkcia f zhoduje s nejakou ndm

13¢itatel by si mal rozmysliet, ze predpoklad P je prstencové okolie bodu a (ktory vyuzivame jedine v tomto mieste
dokazu) nemozno vynechat.

HMtentokrdt ovéem uz nie z tvrdenia (a) tejto lemy

15tento predpoklad je v tomto dékaze podstatny



uZ znadmou (¢o sa limft tyka) funkciou g, potom tvrdenie (b) lemy umoziiuje previest hiadanie limity funkcie f na
hiadanie limity funkcie g.

2. 7 ddkazu tvrdenia (d) by malo byt zrejmé, Ze toto tvrdenie zostane v platnosti, ak podmienku M; U Ma =
D(f) nahradime predpokladom M; U Mz = D(f) \ {a}.#

Dékaz nasledujiceho tvrdenia zatial presahuje nase moznosti (po vybudovani dostatoéného teoret-
ického apardtu sa k nemu samozrejme vratime; pozri priklad .34, cvicenie .35 a paragrafy .72 a .73).
Dévodom jeho vyslovenia uz v tomto okamihu je snaha umoznit Giatatelovi pouzit teoretické poznatky
o limit4ch pri rieseni prikladov, ktorych pocet by sa nemoznostou pouzivat elementdrne funkcie znaéne
zredukoval.

.12 Veta. (a) Ak f je elementdrna funkcia a ¢islo a € D(f) je hromadngm bodom mnozZiny D(f), tak
tim o £(z) = f(a). |
(b) lim, o 82Z =1; (c) limz_g Ml;’—xz =1; (d) limgy_o e:—_l =1.

2 Limita funkcii f +g¢, fg, 5’9 of

V tomto odstavci uvedieme sériu viet popisujicich “poéitanie s limitami”, tj. umoziujicich hladanie
limit funkcii f 4+ g, f g,i;, go f, ak pozname limity funkcii f a g.
Zagnime zopar drobnostami, ktoré budeme potrebovat v niektorych nasledujicich tvahach.

.13 Lema. Nech k € R. Potom plati

L
) ak f(x) =k pre vSetky x € R, tak lim,_, f(x) =k pre kazdé a € R*;
) aklim,_, f(x) =b € R °, tak lim,_,(k- f(z)) =k -b;

) ak lim,_, f(x) = oo, tak lim,_,(f(x) + k‘) = 00;

) ak k>0 alim,_, f(z) = oo, tak limy_q (k- f(2)) =

plati

e) aklim,_, f(z) =b € R, tak lim,_,, |f(z)| = |b|;

) lim,_q f(2) = 0 prdve vtedy, ked lim,_, |f(x)| = 0;

ey
) lim, g f(z) = oo prdve vtedy, ked lim,_., ( — f(z)) = —ooc.

(a
(b
(c
(d
alej

Dal
(
(e
(f

Dokaz. (b). V pripade k£ = 0 je to zrejmy dosledok ¢asti (a) a lemy .13(a); predpokladajme teraz, ze
k #0.

:-) Ak pre vietky &isla & € D(f) leziace v prstencovom okoli P bodu a plati |f(z) — b| < e, tak pre tie isté
&fsla plati aj |k - f(z) — k- b] < |k|-e. Z tejto triviality vyplyva: ak chceme néjst prstencové okolie P tak, aby pre
x € D(f) leziace v iom platilo |k - f(z) — k- b| < €, staci hladat P s vlastnostou z € PN D(f) = |f(z) —b| < -

Nech lim,_., f(x) = b, chceme dokézat tvrdenie
(Ve > 0) (3P(a)) (Vz € Pla) N D(f)) (k- f(z) —k-b] <¢) . (19)

Nech je teda dané € > 0. K ¢islu g existuje — kedze lim, ., f(x) = b — prstencové okolie P(a) tak, 7e
z € P(a) N D(f) = | f(z) — b] < % .
Pre vietky z € P(a) N D(f) potom plati |k - f(z) — k- b| < e, teda P(a) mé vlastnost pozadovant v (19).

Kedze tdto ivaha je sprdvna pre kazdé € > 0, je tym tvrdenie (19) dokdzané.
(d) Nech lim,_., f(x) = 0o, chceme dokazat vyrok

(VM € R)(3P(a)) (Vo € P(a) N D(f)) (k- f(z) > M) .

L6opitovne (a uz naposledy — difajic, ze sa ndm uz podarilo vytvorit u Citatela potrebny pavlovovsky reflex) upo-
zoritujeme, Ze hovoriac “nech limz—.q f(z) = 0" mdme vzdy na mysli toto “nech a je hromadny bod mnoziny D(f), nech
existuje limita funkcie f v bode a a nech sa rovnd b”




Zvolme teda M € R a hladajme prstencové okolie pozadovanych vlastnosti. K ¢islu % existuje (pretoze
lim,—q f(z) = 0o) prstencové okolie P(a) tak, ze pre vietky x € P(a) N D(f) plati f(z) > L. Kedze
k > 0, plati pre tieto z aj nerovnost k - f(z) > M, ¢o znamend, Ze nijdené okolie P(a) spliia nase

poziadavky.

(e) Dékaz je zalozeny na nerovnosti ||r| — |s|) < |r — s| a jednoduchej z toho vyplyvajucej tivahe ak
pre © € P(a) N D(f) platd | f(x) — b < e, tak pre tie isté x plati aj ’|f(a:)| - |b|’ <e.

(e1) Staci si uvedomit, ze inklizie f(z) € O(g,0) a|f(z)| € O(g, 0) st obidve ekvivalentné s nerovnostou

[f(2)] <e.
.14 Veta. Nech funkcie f a g si definované na mnozine M. Ak lim,_,, f(z) = 0 a funkcia g je
ohranicend, tak limg_q (f(2)g(z)) = 0.
Dékaz. Zvolme K > 0 tak, aby platilo (V2 € M)(|g(x)| < K). Chceme dokazat vyrok
(Ve > 0)(3P(a)) (Vz € P(a) N M) (|f(x)g(x)| <e) .

Zvolme teda £ > 0 a hladajme prstencové okolie s pozadovanou vlastnostou. Kedze limg,_q f (x) =0, iste
existuje okolie P(a) bodu a tak, ze

€
(Vo € P(a) N M) (|f(a:)| < E) .
Nie je tazké ukédzal, ze P(a) spiiia nase poziadavky: kedze pre vietky = € M je |g(z)| < K, vyplyva z
nerovnosti | f(x)| < & nerovnost |f(z)g(x)| < e, preto

(Vo € P(a) N M)(|f(2)g(z)] <e) .

Pozndmka. Pouzitim &asti (b) lemy .11 mdzeme préve dokézané tvrdenie sformulovat vo vieobecnejsej
podobe, napr.:

Nech funkcie f a g si definované na mnozine M. Ak limg—, f(x) =0 a funkcia g je ohranicend v niektorom
prstencovom okoli P bodu a (tj. na mnozine P N M), tak limy_.q (f(x)g(x)) =0.

(Ak totiz definujeme f1 := f|pam, g1 = g|Pnas, tak funkcie f1, g1 spiﬁajﬁ predpoklady vety .14, teda lim,_, (f1 ()g1 (x))

0, podia ¢asti (b) lemy .11 potom — kedze (f9)|lPam = figr — aj limgz—q (f(x)g(x)) = 0).

.15 Veta. Nech funkcie f a g si definované na mnozine M, nech limy_,, f(z) =r € R, lim,_, g(x) =
s € R. Potom

(a) limg g (f(x) + g(x)) =7+ s, tj.

lim (f(2) +g(x)) = lim f(z) + lim g(x)

r—a

(b) limg—q (f(z) — g(x)) =7 — s, tj.

lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g() ;

r—a r—a Tr—a

(¢) limg o (f(2)g(2)) =7 -5, 1.

lim (f(z)g(x)) = lim f(z) - lim g(z) ;

r—a Tr—a r—a

(d) ak s =lim,_, g(x) # 0, tak lim,_, f=z) _r tj.




Dokaz. (a) :-) Zacnime este raz predbeznou tivahou. Ak R, resp. S je prstencové okolie bodu a také, ze
Mz e RONM)(|f(x) —r| <e1),

resp.
Vz e SNM)(Jg(x) — s| < e2),

tak pre z € RN .S N M bude platit
|(F(@) +9(x)) = (r+9)| = 1(f(x) = 7) + (9(x) — 5)| < |f(x) =7+ |g(z) — 5| <e1+e2,

pritom RN S je podia lemy .8 prstencové okolie bodu a. Ak teda hiadéme prstencové okolie, pre prvky x ktorého
by platilo }(f(a:) + g(x)) —(r+ 5)} < &, staéf napisat ¢&islo e v tvare siétu dvoch kladnych éisel e1 a e2 a najst
prislusné prstencové okolia R a S. (-

Chceme dokézat

(Ve > 0)(3P(a)) (Vo € P(a) N M) (|(f(z) + g(x)) — (r+s)| <e) .

Zvolme teda & > 0 a hladajme prstencové okolie P(a) s pozadovanou vlastnostou. Kedze lim, ., f(z) =r
a lim,_,, g(x) = s, existuji prstencové okolia P (a) a Py(a) tak, ze

(Vz € Pi(a) N M) (|f(a:) < g) . (V€ Py(a) N M) (|g(a:) _s| < ;) .

Prstencové okolie P(a) := Pi(a) N Py(a) potom vyhovuje nasim poziadavkdm, pretoze pre vsetky x €
P(a) N M plati

|(f(2) +g(2)) = (r+5)| < [f(z) = 7]+ |g(z) — 5] < ;—F%:s.A

Tvrdenie (b) mozno odvodit z lemy .13(b) a z tvrdenia (a): Kedze lim, ., g(x) = s, plati podla
lemy .13(b) (v ktorej polozime k = —1) rovnost lim, ., ( — g(z)) = —s; z existencie koneénych limit
limg—q f(z) =7, lim,_q (—g(x)) = —s potom podla tvrdenia (a) tejto vety vyplyva rovnost lim, ., (f(x)+
(—g(x))) =7 — s, ¢o sme cheeli dokédzaf.A

Tvrdenie (¢) mozno dokazat nasledujicim vypoctom (ktory hned zdévodnime):
lim (f(@)g(x) =
£ lim [(f(x) —r+ r)g(x)] =

Z lim[(f(x) = r)g(@)] + lim [ - g(2)] =
L 0+r-s=r-s.

Podla lemy .13(b) '7 je lim, 4 [r-g(x)] = r-s. Funkcia g je ohrani¢end v niektorom prstencovom okoli bodu
a (lema .10) alimy,_,(f(z)—7r) = 0 (lema .13(a) a tvrdenie (b) nasej vety), preto lim,_o[(f(z)—7)g(z)] =
0 (tvrdenie v poznamke za vetou .14). Tym sme zdovodnili rovnost 4. Rovnost 3 vyplyva z tvrdenia (a)
a rovnost a by mala byt zrejma 18.A

(d) Dokdzeme nase tvrdenie najprv za dodato¢ného predpokladu
(HK > 0) (Vx € D(g)) (|g(x)| > K) (20)

a potom ukéZzeme, Ze vSeobecny pripad lim, ., f(z) = r,lim, ., g(x) = s # 0 mozno vzdy previest na
tuto §pecidlnu situdciu.

Nech teda lim,_., f(z) = r € R, lim,_., g(x) = s € R\ {0} a nech plati (20). Dokdzeme najprv, ze
limg ., g(l_r) = %7 tj.
1 1

-4 <)

g(z) s

vSimnime si, Ze na dokaz tvrdenia (c) pouzivame lemu .13(b), ktord sama je Specidlnym pripadom tohto tvrdenia (ak
jednu z funkcii f,g zvolime konStantni), tito situdciu dokazovania vSeobecnejSieho tvrdenia pomocou jeho $pecidlnych
pripadov zazijeme CastejSie

18Pre citatela ovSem nebude na §kodu, ak skisi dokézat tvrdenie (c) bez pouzitia vselijakych $pinavych trikov obdobne
ako sme dokazovali tvrdenie (a).

(Ve > 0)(3P(a)) (Vz € P(a) N M) ('
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Nech je teda dané ¢ > 0, hladajme P(a) pozadovanych vlastnosti. Pretoze lim, ., g(z) = s, existuje
prstencové okolie P(a) bodu a s vlastnostou

(Vz € Pla)n M) (lg(z) —s| < K -|s|-€) . (21)

Toto P(a) spliia nase poziadavky, pretoze pre z € P(a) N M podla (20) a (21) plati

L |s—e@)| _lel) —sl _Kolsle

g(x) s s-g(z) |~ K-|s| K- s
Tym je dokdzana rovnost limg,_.q g(l—w) = % Kedze 5 = f- %, podia tvrdenia (c) tejto vety vyplyva
z existencie koneénych limit lim,_, f(z) = r,limg,_, ﬁ = é rovnost lim,_, g E;; = %, ¢im je nase

tvrdenie — za dopliujiceho predpokladu (20) — dokdzané. A

Nech st teraz splnené len predpoklady bodu (d), tj. limy_., f(z) =7 € R,lim,;_,, g(z) = s € R\ {0}.
Potom lim, ., |g(x)| = |s| (lema .13(e)), preto (podla lemy .10(b)) existuje kladnd konstanta K > 0 a
prstencové okolie S bodu a tak, ze

Vze SNM)(g(z)| > K) .

Pre funkcie f1 := flsna, 91 := glsna potom plati lim, ., fi(x) = r,lim; 4 g1(z) = s (lema .11(a)) a

g1 splita podmienku (20), preto podla uz dokazaného je limg_q gigig = £. Z lemy .11(b) potom — kedze

funkcie 5 a g% sa zhoduji na S N M — vyplyva rovnost lim,_, éi(%l = L, ktord sme chceli dokézaf.

Poznamka. V pripade (a) mozno predpoklad D(f) = D(g) = M z predchadzajticej vety nahradit veobecnejsim
predpokladom a je hromadny bod mnoziny D(f + g) (= D(f) N D(g)). Ak totiz polozime fi := f|p(s4¢), 91 :=
9|D(f+g), tak limz o fi(z) = 7, lime—q g1(z) = s (lema .11(a)), D(f1) = D(g1), podla vety .15 teda plati
limg—q (f1 (z) + gl(x)) =r+s, ¢o je oviem (kedze f 4+ g = f1 + g1) to isté ako lim,_, (f(a:) + g(w)) =r+s.

Podobne mozno uvazovat aj v pripadoch (b), (c) a (d).

n —-n

.16 Cvicenie. Bez pouzitia vety .12 dokdzte rovnosti limy—. 2™ = a” (a € R,n € N), limy—,2™™ = a

Zaoberajme sa teraz zlozenou funkciou g o f.

:-) Predstavme si grafy funkcii g, f v podobe “sfpka z bodu do funkénej hodnoty” a funkciu go f ako “cestovanie
s prestupom”: z bodu z € D(f) nés funkcia f dopravi do bodu f(x) a odtial — ak f(z) € D(g), tj. ak € D(go f)
—nés g dopravi do bodu g(f(x)). Nech limy—, f(x) = b (tj. nech sipky zac¢inajice v bodoch x # a stdle blizsich k
a koncia stéle blizsie k bodu b). Ak chceme, aby limz—.q(go f)(x) bola ¢, tj. aby nds funkcia go f z éisel x # a Coraz
blizsich k a dopravila do éisel ¢oraz blizsich k ¢ (a vieme uz, ze “po prvej polovici cesty” (realizovanej funkciou f)
sa z Cisel © # a blizkych k a dostaneme do &isel blizkych k b), tak vidime, Zze potrebujeme, aby funkcia g z ¢isel
¢oraz blizgich k b dopravovala do &fsel éoraz blizsich k c. Je teda prirodzené pozadovat, aby limy_, g(y) = c.

Ak sa vsak — skor nez sa vyddme s funkciou g o f na cesty z bodov & # a bliziacich sa k a (pritom stale
predpokladdme, ze lim,—., f(x) = b) — eSte raz zamyslime, zistime, Ze na to, aby sme pri naom cestovani kon¢ili
Coraz blizsie k ¢, nestadi len predpoklad lim,_.; g(y) = ¢ — ten totiz nekladie ziadnu podmienku na funkénu
hodnotu g(b); v pripade b € D(g) teda nevieme, kam nds funkcia g z bodu b dopravi. Preto ak nechceme na ceste
zazit necakané komplikdcie, potrebujeme bud zabezpetit, ze pri cestovani s funkciou g o f nebudeme prechddzat
cez bod b (to zaruc¢uje predpoklad (a) alebo (b) z nasledujiicej vety) alebo — ak sa uz ceste cez b nemozno vyhniit
— potrebujeme podmienku “pre y # b bliziace sa k b sa g(y) blizi k ¢” rozsirit aj na y = b, €o je mozné len pre
g(y) = ¢ (¢o je podmienka (c) z nasledujticej vety). (-:

.17 Veta. Nech a € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie g o f, 9 nech lim,_, f(z) = b €
R*, limy,_; g(y) = c € R*. Ak je splnend aspori jedna z nasledujiicich podmienok

(a) (Vo € D()\ {a}) (f(x) £ )

(b) b ¢ D(g);

() g(b) —c ; 2
tak lim,_4(g o f)(z) = c.

predpoklad, Ze a je hromadny bod mnoziny D(g o f), nemozno vypustif; tento fakt totiz vo vSeobecnosti nemozno
odvodit z toho, e a je hromadny bod mnoziny D(f) a b je hromadny bod mnoziny D(g) (tieto dva predpoklady — ako sme
si uz zvykli — st zahrnuté v poziadavke existencie limit limy—q f(z) a lim,_.; g(y))

20samozrejme, Ze v tomto pripade musime predpokladat ¢ € R
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Doékaz. Chceme dokéazat tvrdenie
(YO(c)) (3P(a)) (Vz € P(a) N D(g o f))(g(f(z)) € O(c)) (22)

Nech je teda dané okolie O(c) bodu ¢, hladajme okolie P(a) pozadovanych vlastnosti. K O(c) existuje —
pretoze limy_; g(y) = ¢ — prstencové okolie P(b) bodu b s vlastnostou

y € P(b)ND(g) = g(y) € O(c) - (23)
K okoliu O(b) := P(b)U{b} existuje — kedze lim,_., f(x) = b~ prstencové okolie P(a) bodu a s vlastnostou
z € Pla)ND(f)= f(z) € OO). (24)

Pre z € D(go f) je f(x) € D(g), z (24) preto vyplyva
x € P(a)ND(go f)= f(x) € O()ND(g) . (25)
:-) Potrebujeme dokézat implikdciu
z € P(a)ND(go f) = g(f(z) € Oc) ;

to by sa dalo urobit “spojenim” (25) a (23), keby ovéem na pravej strane implikdcie (25) stdla namiesto mnoziny
O(b) N D(g) mnozina P(b) N D(g) (alebo keby naopak na lavej strane implikdcie (23) bolo O(b) N D(g), a nie
P(b)N D(g). (-

Ak plati (a) alebo (b), tak z (25) vyplyva

z € P(a)ND(go f) = f(x) € P(b) N D(g) ; (26)

z (26) a (23) uz vidno, ze potom P(a) mé skuto¢ne vlastnost pozadovant v (22).
Ak je splneny predpoklad (c), tak z (23) vyplyva

y € O(b) N D(g) = g(y) € O(c) (27)

a z (25) a (27) opit vidno, ze P(a) je hladané prstencové okolie.

Pozndmka. 1. Z tvrdenia (b) lemy .11 vyplyva, ze veta .17 zostane v platnosti, ak podmienku (a) nahradime
predpokladom
(a’) existuge prstencové okolie P bodu a tak, Ze

(Vo € PN D(f))(f(x) #D) .

(Ak totiz oznaéime f1 := f|pnp(s), mozno na funkcie fi a g aplikovat vetu .17 (f1 spiﬁa teraz predpoklad
(a)), podla ktorej lims—a(g o f1)(z) = c. Pretoze go fi = (g0 f)|lprp(gos), Plati podla lemy .11(b) aj rovnost
limz—a(go f)(z) = c.)

2. V tvahdch o limitdch postupnosti viackrat pouzijeme tvrdenie ak limy,—oc an = a € R*, tak aj limy 00 Gtk =
a (kde k je niektoré celé ¢&islo), ktoré sice mozno odvodit z vety o limite zlozenej funkcie, ale — vzhladom na jeho
jednoduchost — za prirodzenejsie povazujeme dokazat ho samostatne (¢o ako zvycajne prenechdvame na Eitatela).

Priklad. Na vete .17 sa (okrem iného) zakladd pouzitie substiticii pri hladan{ limit; predvedme to na vypoéte
limity limg_,1 Va1 (n € N).

rz—1

Skisme (v snahe zbavit sa odmocnin a v néadeji, Ze ndm to nejak pomdze) polozit y = /z — 1; potom
Yr=y+1,z=(y+1)" alimitovany vyraz zapisany pomocou y md podobu W Nasu pévodni funkciu
h(z) = % mézeme teraz zapisat v tvare h = g o f, kde f(x) = ¥z, g(y) = (T-Hy)”——l
f(1) = 0 (veta .12) a limy—og(y) = % (cviCenie .16), vyplyva z vety .17 (oprdvnenie na jej pouzitie je dané
splnenim podmienky (a): funkcia f je totiz prostd a limz—1 f(x) = f(1)) rovnost lim,_1 h(z) = limy—o g(y), tj.

Vr—1
lim Vo

z—1 x—1

Pretoze limy—1 f(z) =

_ . y 1
Yr—1= ‘:llmiz—.
v Y y—o (y+ 1) —1 n

Teda pouzitim substiticie y = f(x) limitovani funkciu h napiSeme v tvare h = g o f a veta .17 ndm potom
(pokial budeme opravnen{ ju pouzit) umozni previest hladanie limity funkcie & = go f na hladanie limity vonkajsej
zlozky g.#

Informécie o limite podielu dvoch funkcii z tvrdenia (d) vety .15 dopliime este nasledujicim poz-
natkom.

11



.18 Veta. (a) Nech lim,_,, |f(z)| = co. Potom lim,_,, f(l—T) =0.
(b) Nech lim,_,, f(x) = 0. Ak funkcia f je nezdpornd (nekladnd) na niektorom prstencovom okoli P

bodu a a bod a je hromadny bod mnoziny D(%), tak lim, ., ﬁ =0 <limmﬂa ﬁ = —oo).

Dokaz. (b) Dokdzeme najprv, ze lim,_, Wliﬂ = o0, tj. ze

(VK € R) (3P(a)) (Va: € Pla)n D <ﬁ)> <|f(—1x)| > K) . (28)

Zvolme teda K a hladajme prislusné prstencové okolie P(a). Ak K < 0, vyhovuje poziadavkam tvrdenia
(28) kazdé prstencové okolie P(a) (pre véetky z € D (]%) totiz plati ngﬂ >0> K)

Nech teraz K > 0. K ¢islu 4+ existuje (pretoze lim, ., f(z) = 0) prstencové okolie P(a) tak, ze

(e P@n D) (£ < %) -

(Va: € Pla)nD (%)) (@ > K> ,

¢o znamend, ze P(a) je prstencové okolie s vlastnostou pozadovanou v (28), a teda skutocne plat{ rovnost
. 1 .
lim,_ ., @l = 00.A

Teraz uz lahko dokdzeme tvrdenie (b). Ak

7 tejto nerovnosti vyplyva

(Yz € PN D)) (f() 2 0)

mozno pouzit tvrdenie (b) lemy .11: funkcie % a |17‘ sa zhodujui na prstencovom okoli P, preto lim, ., f(lw) =

lima —a przy = 00
Ak
(Ya € PN D(f)(fz) <0),

tak sa na prstencovom okoli P zhoduji funkcie % a —|71‘, a preto plati limy,_.q ﬁ = limg,_., (— |f(1z)‘) =
—oo (prvd rovnost vyplyva z lemy .11(b), druhd z lemy .13(f)).#

Nasim dalsim cielom je dokézat analégiu tvrdeni (a), (b) a (c) vety .15 pre pripad, ze aspon jedna z
limit limg_,, f(2), lim,_4 g(z) je nevlastna.

.19 Lema. Nech M je definiéng obor funkcii f,g. Aklim,_, f(z) =0 a

(Vo € M\ {a})(f(z) < g(x)), (29)
tak existuje aj limg,_.q g(x) a rovnd sa co.

Dékaz. Realizdciu elementdrneho dokazu, zalozeného na ivahe ak pre x € P(a) N M plati f(z) > K,
tak z (29) vyplgva, Ze pre tie isté x plati aj g(x) > K, prenechdvame ¢citatelovi.

Poznamka. 1. Z ¢asti (b) lemy .11 vyplyva — podobne ako uz viackrat predtym — Ze tvrdenie predchddzajice;
lemy zostane v platnosti, ak podmienku (29) nahradime podmienkou

(Vm € PﬂM) (f(x) < g(x)) ,

kde P je niektoré prstencové okolie bodu a.

2. Citatelovi by nemalo robif tazkosti dokézat (bud kopirovanim dékazu lemy .19 alebo aplikiciou jej tvrdenia
na funkcie — f, —g) toto tvrdenie:

Nech M je definiény obor funkcii f,g. Ak limz_q f(z) = —c0 a (Vm ePn M) (f(x) > g(x)) - kde P je
niektoré prstencové okolie bodu a — tak limg_.q g(x) = —oc0.
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.20 Veta. Nech funkcie f,g siu definované na mnozine M.

(a) Ak lim,_, f(x) = 00 a funkcia g je zdola ohranidend na niektorom prstencovom okoli P bodu a,
tak limy—q (f(x) + g(z)) = oco.

(b) Ak lim,_., f(x) = 00 a funkcia g je na niektorom prstencovom okoli P bodu a zdola ohranicend
kladnou konstantou, tak lim,_, (f(z)g(x)) = oco.

Dokaz. (b) Nech k > 0 je cislo také, ze
(Va e PNM)(g(x) >k >0) (30)
Pretoze lim, ., f(z) = oo, existuje podla tvrdenia (b) lemy .11 prstencové okolie S bodu a tak, ze
(Ve e SNM)(f(z)>0). (31)

Potom R := P NS je prstencové okolie bodu a (lema .8(a)) také, ze pre x € R N M platia nerovnosti
g(z) > k a f(x) > 0 stcasne (prva z nich vyplyva z inklizie RN M C PN M a z (30), druhd z inklizie
RNM C SNM a (31)). Jednoduché uvaha ak g(z) > k a f(z) > 0, tak f(x)g(z) > k- f(z) potom
implikuje

(Ve e RNM)(f(x)g(z) > k- f(z)) . (32)
Teraz je uz vSetko dostatocne pripravené na pouzitie tvrdenia z pozndmky za lemou .19: pretoze lim,_,, (k
f(z)) = oo (lema .13(d)); vyplyva z nerovnosti (32), Ze lim,_, (f(2)g(z)) = oo, o sme cheeli dokdzat.A

Z préve dokézanej vety mozno odvodit dalsie “pravidld pre poéitanie s nevlastnymi limitami”, ktoré
zapiSeme v nasledujiicej symbolickej podobe:

00+ b= 00 co-b=0c0 pre b>0 00 - 00 = 00

—00+b=—00 o0-b=—-00 pre b<0 00 (—0) = —0 (33)
ot+oo=00 (-0)-b=-00 pre b>0 (—o0):(—-00)=00
—00—00=—-00 (—00)-b=o00 pre b<0

Pritom napr. zapis co - b = oo pre b > 0 tu chdpeme ako symbolickt skratku tvrdenia

Nech funkcie f,g si definované na mnozine M, nech lim,_., f(z) = oo, lim,_,, g(x) = b > 0. Potom
limg,—q (f(2)g(z)) = occ. )

Nasledujici dokaz tohto tvrdenia je prikladom tvah, ktorymi mozno dokazat vyroky obsiahnuté v
(33).

Kedze limg_, g(x) = b > 0, je funkcia g v niektorom prstencovom okol{ P bodu a zdola ohrani¢ens
kladnou konstantou (lema .10(b)), z vety .20 potom vyplyva lim,_, (f(2)g(z)) = 0.2

Zvy$né tvrdenia obsiahnuté v strednom stipci (33) mozeme dokézat podobne alebo ich odvodit z
prave dokdzaného pouzitim lemy .13(f) (obtiaznost je v obidvoch pripadoch rovnaka, tj. Ziadna). Doku-
mentujme struéne druhy z navrhnutych postupov na dokaze pravidla oo - b = —oo pre b < 0. Nech
lim, o f(2) = 00, limy—q g(z) = b < 0. Kedze lim, ., (— g(z)) = —b > 0, plati lim, ., ( — f(z)g(z)) =
lim,—q (f(z) - (—g(x))) = oo (prvé rovnost by mala byt zrejmé, druhd vyplyva z uz dokdzaného tvrdenia
00 -b =00 pre b > 0), podla .13(f) je potom lim, ., (f(x)g(x)) = —o0.

o0 pre n parne

S
—00 pre n neparne ’

, limg oo o

.21 Cvicenie. Dokézte rovnosti limy— 00 2" = 00, limy— 0o 2™ = {

lim,—— o0 % = 0 (n € N).

.22 Neurcité vyrazy. Limita %. Ak teraz urobime dokladnu inventiru, zistime, Ze naSa zbierka

viet o vypocte limit funkcii f + g, f g,g pomocou limit funkcii f, g nie je kompletnd — nedoriesili sme

Uplne pripad é (“nakusnuty” vo vete .18(b)) a nevyslovili sme ziadne vseobecné tvrdenia o limitdch typu

00—00,0-00, 5, = 21 (v tomto zozname chybajticich tvrdeni vedome neuvddzame typy 0-(—oc0), e

21¢itatelovi je iste jasné, ze napr. pod limitou typu £ (kde r, s € R*) rozumieme limitu funkcie 45 takej, ze limg—q f(x) =

rlimg—q g(x) = s
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a =2, kedze skiimanie kazdého z nich mozno pouzitim lemy .13(f) previest na sktimanie pripadu 0 - oo,
resp. 7).

Dokonéime najprv nas rozbor pripadu %, tj. hladania lim,_., ﬂl?j za predpokladu lim,_,, f(x) = 0.
Ak a je hromadny bod mnoziny D (%) (inak by o limite funkcie % v bode a nemalo ani zmysel uvazovat),

nastane prave jedna z troch moznosti 22
e funkcia f je nezdporna v niektorom prstencovom okoli bodu a;
e funkcia f je nekladna v niektorom prstencovom okoli bodu a;
e v kazdom prstencovom okoli bodu a nadobtda funkcia f kladné aj zaporné hodnoty.

V prvom z tychto pripadov — ako uz vieme — plati (veta .18(b)) lim,_,, f(z) = oo, v druhom lim,_., f(x) =
—oo. Dokdzeme, ze lim,_,, f(z) neexistuje, ak nastane tret{ pripad; vtedy je totiz ¢islo a hromadnym
bodom mnoziny M; := {z € D(f); f(x) > 0} aj mnoziny My := {z € D(f); f(x) < 0}. Pre f1 := f|am,
potom plati lim,_., fi(z) = 0 (lema .11(a)) a (Vz € D(f1))(fi(z) > 0), preto podla vety .18(b) je
limg ., m = oo; pre funkeciu fo := f|pr, ale z analogickych tvah dostdvame lim,_,, m = —00. 7Z
lemy .11(c) potom vyplyva, ze limita lim,_,, ﬁ nemdze existovat.A

Vrafme sa teraz k pripadom oo — 00,0 00, 3,22, Nasledujtce (prudko elementdrne) priklady ukazuju
(po doplneni éitateiom), 7e nemdze existovat ziadne vieobecné tvrdenie, ktoré by umoziovalo néjst limitu
typu oo — 00, 0- 00, %, 2 len na zéklade znalost{ limit lim, ., f(z), lim,_.q g(2); preto sa limity uvedenych
typov niekedy nazyvaji neurcité vyrazy.

Zaénime pripadom oo — oo, limity v nasledujticej tabulke uvazujeme v bode a = co.

| funkcia f | funkcia g | limy— oo (f(x) — g(m)) |
f(z) =2* g(z) == 00
F@=2 o) =27 ~oo )
fl@y=z+b g(z) ==z beR
f(z) = { a; : ZE z ; 8 g(z) == neexistuje

Presved¢me sa, ze funkcia f v poslednom riadku prvého stipca tejto tabulky mé skutoéne v bode oo limitu oo
(u ostatnych funkcif z prvych dvoch stipcov by to malo byt zrejmé): pretoze pre vietky = > 1 je ? > x, plati pre
vietky x z intervalu (1, 00) (ktory je prstencovym okolim bodu oo) nerovnost f(x) > x, z lemy .19 (a z pozndmky
za fiou) potom vyplyva rovnost limy—eo f(z) = co.

Preverme eite spravnost idajov v poslednom stipci:

o limyoo(2® — 2) = lim, oo (x(x — 1)) = 00, posledna rovnost vyplyva z pravidla oo - 0o = oo z (33), kedze
limz oo z = limg— oo (z — 1) = o0;

e z prave dokézaného a z lemy .13(f) vyplyva lim,— oo (z — 2%) = —o0;

e overovanie tvrdenia dalsieho riadku je pod nasu déstojnost;

e neexistencia limity limg— co (f(w) — g(a:)) v poslednom riadku vyplyva z lemy .11(c): pre z € Q je f(z) —
g(z) = 2% — z, teda pre f1 := (f — g)|Q jelimy—oo fi(z) =00 2 prez ¢ Q je f(z) — g(z) =0, teda pre
for=(f _g)|R\Q je limg o0 fa(x) = 0, podia lemy .11(c) teda limg— oo (f(w) — g(a:)) neméze existovat. A

Uvedme este priklady pre pripad 0 - oo, vietky limity v nasledujicej tabulke opét uvazujeme v bode a = co.

| funkcia f | funkcia g | limy oo (f(a:)g(a:)) |
flz) = %1 g(x) = x; 00
flx)=—2 g(z) ==z —00
fl@) =2 g@)== bER (35)
flz) = { i : lez i ; 8\{0} glz) ==z neexistuje

22treba si uvedomit, ze dékaz faktu, ze neméze sticasne nastaf prvé aj druhd z nasledujicich moznosti, je zalozeny prave
na predpoklade a je hromadny bod mnoZiny D (%)

23dopliime podrobné zdévodnenie (ktoré uz v pripade funkcie fo prenechdme na &itatela): rovnost limy— oo f1(z) = 0o
vyplyva z uz dokdzanej rovnosti limz—oc (2 — ) = 0o a lemy .11(a)
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Preverenie spravnosti udajov tejto tabulky uz prenechdvame na ¢itatela (napovieme len, Ze rovnost lim, oo f(z) =

0, kde f je funkcia z posledného riadku prvého stipca, vyplyva na zéklade vety .18(a) z rovnosti limg ..o ﬁ = o0,

ktord sme dokézali v sivislosti s predchddzajicou tabulkou 24) rovnako ako vymyslanie podobnych tabuliek pre

pripady % a 2. K pripadu 22 este jedno upozornenie: pokusy vymysliet dvojicu funkcii f, g definovanych na
M tak, aby limz—q f(z) = 0o = limy—qe g(z) a limy—q J;Eg bola zépornd alebo —oo, st beznddejné. Z lemy

.10(c) by potom totiz vyplyvalo, ze funkcia ‘5 nadobtda v niektorom prstencovom okoli P; bodu a len zdporné
hodnoty, zatialco z predpokladov lim, 4 f(z) = oo, limy .4 g(z) = oo by podia lemy .10(b) stcasne vyplyvalo,
7e v niektorom prstencovom okoli Ps, resp. P3, bodu a nadobida funkcia f, resp. funkcia g, len kladné hodnoty.
Pre prvky neprazdnej mnoziny Py N P> N P3N M by potom museli si¢asne platit nerovnosti % <0a % > 0,
¢o zrejme nie je mozné.#

Na zaver tohto odseku venujme eSte trocha miesta otdzke existencie limity suétu, resp. suéinu v
pripade, ze lim,_,, f(z) = b € R* a lim,_,, g(z) neexistuje.
Pokial b € R, ddva odpoved (tiplni pre pripad sictu a Giastoént pre pripad sticinu) nasledujica lema.

.23 Lema. Nech funkcie f a g si definované na mnozZine M ,nech limg_., f(z) =beR. Potom
(a) limg—q (f(x) + g(2)) ezistuje prdve vtedy, ked existuje limy_.q g(x);
(b) limy—q (f(2)g(x)) ezistuje prdve vtedy, ked existuje lim,_., g(z).

Doékaz. (a) Implikdcia ” <" je v pripade konecnej lim,_,, g(x) obsahom tvrdenia (a) vety .15, v
pripade nekoneénej lim,_., g(z) vyplyva z prvych dvoch tvrdeni prvého stipca tabulky (33). Implikdcia
" =" je rovnako elementérna: ak existuje limy—q (f(z) + g(z)) =: 7 € R* a konetnd lim,_, f(z), tak
z rovnosti g = (f + g) — f vyplyva existencia limity lim,_,, g(x) na zdklade .15(b) (pre pripad r € R),
resp. podla prvych dvoch tvrdeni 25 v prvom stipci tabulky (33) (pre pripady r = 00 a r = —00).

Poznamka. Tvrdenie (a) predchadzajicej lemy mozno zrejme eite doplnit informdciou, 7e limy—.q ( fl@) +
g(m)), lim, ., g() — pokial existuji — st bud obidve co alebo obidve —oo alebo obidve koneéné. Podobne mozno
doplnit tvrdenie (b) poznatkom (nie velmi prekvapujicim), ze pokial limity limg (f(gc)g(a:))7 limg .4 g(x) exis-
tuji, si bud obidve nevlastné alebo obidve konecné.A

Postacujtice podmienky existencie limity lim, o (f(2)+ g(2)), resp. lim, ., (f(z)g(z)) v pripade, ze
jedna z funkcii f, g nema v bode a limitu, st sformulované vo vetach .14 a .20.

Priklady z tabulky (35) ukazuju, ze pokial lim, ., f(z) = 0 a lim,_., g(z) sice existuje, ale funkcia g
nespliia predpoklady vety .14 (¢o — ako vyplyva z lemy .10(a) — je mozné len v pripade, ze lim,_,, g(z)
je nevlastnd), nemozno uz vo vieobecnosti o existencii limity lim,—, (f(2)g(x)) ni¢ povedat. (Podobne
stvisia priklady z tabulky (35) s vetou .20(a).)

Len pre zaujimavost (pre nase dalsie dvahy to totiz nem4 nejaky velky vyznam) uvedme este priklady
ukazujice, 7ze rozhodniit vo véeobecnosti o existencii ¢ neexistencii limity limz_q (f(w)g(x)) nemozno ani v

pripade, ze limgy—, f(z) = 0, funkcia g nespliia predpoklady vety .14 a limz_., g(x) neexistuje. Polozme

B &, ak z€Q

a za ¢ postupne volme funkcie

3 2
m(w)—{ IO ,gg(m——gl(w),gg(x)—{ AP

. r, ak z€Q . ax?, ak z€Q

g4(x){ —z, ak z¢Q ,gs(x){ br®, ak z¢Q
(v pripade funkcie g3 predpokladdme b # 0, v pripade gs nech a > 0 > b); z tvrdenia lemy .11(d) vyplyva, Ze ani
jedna z funkcif g1, g2, g3, g4, g5 nemd v bode oo limitu. Plat{ ale limg_, (f(x)gl (x)) = 00, limg_q (f(x)gz(x)) =

—00, limg_q (f(x)gg(x)) =be R\ {0},limzq (f(x)g4(x)) =0alimg_, (f(x)g5(x)) neexistuje 2°.

24prezradime este viac: nasa funkcia % sa na R\ {0} zhoduje s funkciou v poslednom riadku prvého stipca tabulky (34)

254 ked chceme byt tiplne (ubfjajico) podrobni, tak este aj podla tvrdenia (b) lemy .13, umoziiujiceho previest limitu
rozdielu na limitu suctu

26Citatel nech sa neds klamaf tym, Ze pri tvorbe nasich prikladov sa kf¢ovite pridrziavame schémy “f(x)= nieco pre
z € Q a nieco iné pre z ¢ Q”. V uvedenych prikladoch by sme namiesto x € Q,z ¢ Q mohli pisat napr. = € N je
pdrne, * € N je nepdrne (tj. uvddzat priklady postupnosti, lebo aj to st funkcie) alebo [z] je pdrna, [z] je nepdrna (kde
[.] oznaguje celi ¢ast) alebo aj horsie veci, ale také, ktoré ndm umoziuji pouzit tvrdenia (c) a (d) lemy .11.
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Citatel sa sém moze presvedéit, ze podobn4 situdcia nastane aj v pripade vety .20.

3 O nerovnostiach a limitach

Aby sme sprehladnili zépis nasledujicej vety, oznaéme znakom — usporiadanie na R*, ktoré vznikne
prirodzenym rozsirenim usporiadania < definovaného na R; tj. pre a,b € R je a < b prave vtedy, ked
a < b, a naviac plati —oo < a < oo pre kazdé a € R.

.24 Veta. Nech funkcie f,g su definované na mnozine M. Ak existuji limity lim,_, f(x) =:r € R,
lim, ., g(z) := s € R* a pre niektoré prstencové okolie P bodu a plati

(Vz e PN M) (f(z) <g(x)), (36)

tak plati aj nerovnost
r=<s, t. lim f(z)=<lim g(x).

r—a r—a

Doékaz. Sporom; predpokladajme, ze r = s. Potom existuji okolie O(r) bodu r a okolie O(s) bodu
s s vlastnostou
yeO(r)NzeO(s) =>y>z (37)

(tj. O(r) a O(s) st disjunktné mnoziny a O(r) “lez{ vpravo” od mnoziny O(s)).
Pretoze lim,_, f(z) = r, existuje k okoliu O(r) z (37) prstencové okolie P (a) bodu a s vlastnostou

xeP(a)N M= f(z) e O(r); (38)
podobne k okoliu O(s) z (37) existuje prstencové okolie Py(a) bodu a, pre ktoré plati
x € Py(a) N M = g(x) € O(s) . (39)

Pretoze pre lubovolny prvok z neprézdnej mnoziny A := P N Pi(a) N Pa(a) N M plati stcasne = €
Pi(a)NM aj x € Pa(a) N M, z (38) a (39) vyplyva

(Vz € A)(f(z) € O(r) Ag(z) € O(s)) ,

z (37) potom dostédvame
(Vo € A)(f(z) > g(x)) . (40)
Stcasne ale A C PN M a z (36) teda vyplyva

(Vx € PN Pi(a)N Py(a) OM) (f(x) < g(x)) ,

¢o — kedze A # () — je spor s (40).
Pozndmka. Jednoduchy priklad f(z) = —1, g(z) = = — kedy plati (Vw € (0, oo)) (f(x) < g(z )), ale

limg—q f( ) =0 =limz_q g( ) — ukazuje, ze pokial v predpoklade (36) nahradime neostrii nerovnost < ostrou
nerovnostou <, nemusi odtial este vyplyvat, Ze aj nerovnost medzi limitami by sa musela zmenit na ostri.#

Lema .19 ukazuje, ze v prave dokdzanom tvrdeni mozno v pripade r = oo predpoklad existencie limity
lim, ., g(z) vypustif (podobne mozno podla poznamky za lemou .19 vypustit predpoklad existencie limity
lim,_,, f(z) v pripade s = —00). Analdgiou tejto lemy pre pripad kone¢nych limit je nasledujiica veta.

.25 Veta. Nech funkcie f,g,h si definované na mnozine M. Ak lim,_,, f(z) =lim,_,h(z) =b € R
a pre niektoré prstencové okolie P bodu a plati

(Vo € PN M) (f(2) < g(z) < h(z))

tak existuje aj limg,_,, g(x) a rovnd sa b.
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Dékaz. 27 Oznaéme F := h — f,G := h — g, z predpokladov nasej vety potom dostdvame
lim,_q F(z) = limy_q h(z) — lim,—, g(z) = 0 (veta .15(b)) a

(Ve e PN M)(0<G(z) < F(z)) . (41)
) I z )
lim, .o h(x) = b bude podla vety .15(a) vyplyvat rovnost lim, ., g(z) = lim, ., (G(z)+ h(z)) = b, ktort
sme chceli dokdzat.
Chceme teda dokdzat vyrok
(Ve > 0)(3P(a)) (Vz € P(a) N M) (|G(z)| <) . (42)
Kedze lim, _., F(z) = 0, existuje k okoliu O, (0) bodu 0 prstencové okolie P;(a) bodu a s vlastnostou
(Vz € Pi(a) N M) (|F(z)| <e) . (43)
Citatel teraz na zéklade (41) a (43) lahko overf, ze prstencové okolie P(a) := Pj(a) NP ma vlastnost
pozadovanu v (42).
.26 Priklad (klasicky 2®). Ak a > 0, tak limp—oo {/a = 1.
RieSenie. Pre a = 1 je tvrdenie zrejme pravdivé 2°. Predpokladajme teraz a > 1. Potom /a > 1 pre vietky

n €N (to vyplyva z tvrdenia ak b € [0, 1], tak (Vn € N) (b" < 1), ktoré mozno dokézat indukciou), a existuje
teda nezdpornd postupnost {w,}52; definovand rovnostou

Va=1+w, . (44)
Potom
a—(1+wn)"—1+nwn+<Z)wi+'~~+w2. (45)

. . -~ . . s n as
Z nerovnosti wy, > 0 potom vyplyva, Ze pravé strana rovnosti (45) sa vynechanim ¢lenov ( 9 > w2, ... wl nemoze

zvacsit, preto
a>l4+nw,

a teda
a—1

0<wn <
n

Kedze limy— oo “n;l = 0, vyplyva z vety .25 (v ktorej polozime M = N, f(n) =0, g(n) = wn, h(n) = “T_l) rovnost
limp— oo wn = 0 a z (44) dostdvame (veta .15(a))
lim Ya= lim (14+wy)=1+ lim w, =1.
Zostéva dokazat nase tvrdenie pre pripad a € (0,1). Oznaéme b:= L. Potom b > 1 a podla uz dokdzaného
je limy oo ¥/b=1. Z rovnosti ¥/a = %ﬁ potom podia vety .15(c) vyplyva

lim {/a !

T B

27ako uvidime, tento dékaz bude opif ndzornym prikladom dokazovania vSeobecnejsieho tvrdenia pomocou niektorého
jeho §pecidlneho pripadu

28ak ho v niektorej ucebnici diferencidlneho poétu nendjdete, je to dévod na vysetrovanie, pre¢o tam nie je a ako sa bez
neho autor zaobisiel

29pedodverdivy citatel moze zvrat je zrejme pravdivé nahradit slovami vypljva z lemy .13(a) a lemy .11(a)
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4 Limity monotonnych funkcii

:-) Nech {an }32; je rastiica zhora ohrani¢end postupnost, oznaéme b := sup,, N @n- Ak &isla a,, budeme postupne
zakreslovat na &fselni os, tak kazdé nasledujice bude lezat napravo od vsetkych uz zakreslenych a nalavo od b
(tj. pre rastiice n budu &isla a, postupovat doprava, ale neprekrocia b). Ak si teraz zvolime € > 0, musi niektoré
z &isel a, lezat v intervale (b — ¢,b] (pretoze inak by b nebolo suprémom), nech je to ay. Potom vietky za
nim nasledujice ¢leny postupnosti uz tiez lezia v tomto intervale, pretoze lezia napravo od ax a nalavo od b
(teda akonghle &fsla a,, pri svojom pochode vpravo vstipia do intervalu (b — g,b + €) — a raz tam vstipit musia,
kedze b = sup, N @n — tak tam uz zostand). Z tychto dvah ale vyplyva, ze b je limitou postupnosti {an }ne;.
Vieobecnejsej formulécii uvedeného faktu a jeho dosledkom je venovany tento odsek. (-:

.27 Definicia. Nech f je funkcia definovand na M. Ak bod a € RU {—o0} je hromadny bod mnoziny
My :== M N (a,00) a existuje lim,_q fi(x) =:b € R*, kde f1 := f|ar,, nazyva sa ¢islo b limita funkcia f
v bode a sprava a oznacuje sa limg_q4 f(x).

Definiciu limity funkcie f v bode a zlava (ktort oznacujeme lim, ., f(z)) dostaneme, ak v prave
uvedenej definicii nahradime predpoklad @ € R U {—oc0} inkliziou a € R U {oo}, mnozinu M, mnozinou
M_ := M N (—o00,a) a funkciu f; funkciou fo := f|p_.

Limity sprava a zlava sa sihrnne oznacéuji ako jednostranné limity.

Pozndmka. Zrejme pre a = co st pojmy limg_q f(z) a limgz—qe— f(z) totozné (podobne pre a = —oco pojmy
limg—q f(x) a limg—qy f(x)). VSeobecnejsie, ak M N (—oo,a) = M, tak pojmy limz—q f(z) a limg—qe— f(x)
splyvaji (obdobné pozndmka sa vztahuje na limity sprava).d

Kedze M UM_ = D(f)\{a}, je nasledujiice tvrdenie dosledkom ¢asti (a) a (d) lemy .11 (a pozndmky

2 za Tiou).

.28 Lema. Nech funkcia f je definovand na mnozine M a bod a € R je hromadny bod mnozin M, =
M N (a,00), M_ := M N (—00,a). Potom lim,_, f(x) existuje prave vtedy, ked v bode a existuji obidve
jednostranné limity funkcie f a rovnaji sa. Limitou funkcie f v bode a je v takom pripade spoloénd
hodnota jednostrannijch limit.&

Skor ako vyslovime nasledujice tvrdenie, zastavme sa este pri jednej drobnosti. Vyrok limz—.— f(z) = b
(a € RU{o0},b € R) hovori, ze

(VO(b)) (3P(a)) (Vz € D(f)) (z € P(a) N (—00,a) = f(zx) € O(b)) . (46)
Tento vieobecny zapis mozno opit v jednotlivych pripadoch nahradif konkrétnejsim; napr. pre a,b € R zépisom
(Ve >0)(36 > 0)(Vz € D(f)) (a—6 <z <a=|f(x) —b| <¢)
alebo pre a € R, b = oo zdpisom

(VK €R)(B>0)(Vz e D(f))(a—d <z <a= f(z)>K).

Pre potreby nasledujiceho dékazu podobu vyroku (46), ktord je na nas vkus uz privelmi zaludnens symbolmi,
trochu zjednodusime. Kedze P(a) N (—oo,a) je interval, ktory (ak povazujeme a za dané) je jednoznacéne uréeny
svojfm lavym koncovym bodom &, mozno (46) prepisat do podoby

(VO(b)) (3¢ < a)(Vz € D(f)) (¢ <z <a= f(zx) €O)) . (47)

.29 Veta. Ak f je monoténna funkcia definovand na M a a € R U {oo} je hromadnyg bod mnoZiny
M_ :=MnN(—o0,a), tak existuje limy,_.o— f(z). Pritom plati
(a) ak f je neklesajica a na mnoZine M_ zhora ohranicend, tak

lim f(z)= sup f(z);

T—a— zeM_
(b) ak f je neklesajica a na mnozine M_ zhora neohranicend, tak

lim f(x)=o00;

r—a—
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(¢c) ak f je merastica a na mnozine M_ zdola ohranicend, tak

lim f(z)= inf f(z);

r—a— xEM_
(d) ak f je merastica a na mnozine M_ zdola neohranicend, tak

lim f(z)=—o0.

Dékaz. (a) Oznacme b := sup,c,; f(z). Chceme dokédzat, Ze lim,_.,— f(x) = b, tj. (pozri (47)), ze
(Ve>0)(F<a)(VeeM)((<z<a=b—c< f(z)<b+e) (48)

(pre istotu vysvetlime, ze okolie O(b) sme popisali jeho polomerom e a inklizia f(z) € O(b) ziskala tak
podobu b —e < f(z) <b+e¢).

Nech je teda dané e > 0, hladajme ¢ s uvedenou vlastnostou. Kedze b = sup,c,, f(2), vyplyva z
definicie supréma funkcie, ze k ndsmu € > 0 existuje £ € M_ tak, ze f(§) > b — e. Ukdzeme, Ze toto &
vyhovuje nasim poziadavkam:

Kedze € € M_, je zrejme £ < a. Pretoze funkcia f je neklesajiica, plati

(Ve M)(E<z= f(§) < f(z))

z nerovnosti f(§) > b — ¢ potom dostavame
(VeeM)((<z=b—c< f(x)). (49)

Na druhej strane, z rovnosti b = sup,cp, f(z) vyplyva (Vo € M_)(f(z) < b), ¢o mdzeme zapisat v
podobe
(Ve e M)(z <a= f(z) <b) (50)
Z (49) a (50) vyplyva
(VzeM)((<z<a=b—c< f(z)<b),

odkial uz vidno, ze & spiﬁa dokonca trochu viac, nez pozaduje (48).A
Dokaz tvrdenia (b) je obdobny a prenechdvame ho na ¢itatela; pripomenime len, ze treba dokdzat

(VK eR)(I <a)(VzeM)((<z<a= f(z) > K)
a 7e vyrok funkcia f je na M_ zhora neohrani¢end mozno zapisat v podobe

(VK e R)(3¢ € M_)(f(¢) > K)

(td sme ziskali negdciou vyroku (HK € R) (Vx € M,) (f(x) < K), ktory hovori, ze f je na M_ zhora
ohranicend). A

Tvrdenie (c) (ktoré mozno samozrejme dokazat skopirovanim dokazu pouzitého v pripade (a)) odvodime
z (a). Ak f je nerastica a na mnozine M_ ohrani¢end zdola, tak funkcia —f je neklesajica a na M_
ohrani¢end zhora. Podla tvrdenia (a) teda existuje lim, ., ( — f(z)) a plati lim,—.q— ( — f(z)) =
SUPzeM_ ( - f(l‘)) .

N4§ dokaz bude hotovy, ak ukdzeme, ze mozeme pouzit vetu .15(c), podla nej bude totiz z existencie
limg—q— (— f(2)) vyplyvatl existencia lim,_,— f(z) a bude platit

lim f(z)=— lim (- f(z)) =— sup (— f(z)) = inf f(z).

r—a— r—a— reEM_ xeM_

Chceme teda preverit platnost prvej z uvedenych rovnosti *°. Podla definicie limity zlava je limg_o_ f (x) :=
lim, 4 f1(z), kde f1 := f|a_ . Nafunkciu f; uz tvrdenie vety .15(c) moézeme pouzit, preto lim, ., f1(z) =
—lim,q ( — fi(z)), ale, opit podla definfcie limity zlava, lim, . (— fi(z)) = limy—q— ( — f()).

30nasledujiice (pomerne rozvlaéne) zdévodnenie predstavuje vieobecny ndvod, ako prendsaf tvrdenia o limitdch na jed-
nostranné limity
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Tym je rovnost lim,—,— f(z) = —limy—qa— (— f(x)), a teda aj rovnost limy—q— f(x) = infrer f(2),
dokazana. A
Tvrdenie (d) mozno podobne odvodit z tvrdenia (b).

Poznamka. 1. V pripade (b) z predpokladov f je neklesajica na M a je zhora neohrani¢end na M_ vyplyva,
ze M = M_ (sporom; keby funkcia f bola definovand este v niektorom bode a > a, vyplyvala by z faktu, ze f
je neklesajiica, nerovnost (Vm € M_) (f(x) < f(cv))7 ¢o by bolo v spore s predpokladom, ze f je na M_ zhora
neohranicend).

c .

2. Z rovnakych dvah vyplyva: ak f je monoténna na M a M_ # M (tj. M_ # M), tak funkcia f splia
predpoklady bodu (b) alebo (d) (teda f je bud neklesajiica a na M_ zhora ohranic¢end, alebo je nerastica a na
M_ zdola ohranicend).d

Nasledujicu analégiu vety .29 mozno dokdzat rovnakym postupom alebo ju z tejto vety odvodit (my
uprednostnime druhy pristup).

.30 Désledok. Ak f je monotdnna funkcia definovand na M a a € RU{—o0} je hromadng bod mnoZiny
My = M N (a,0), tak existuje limy_,q— f(x). Pritom plat{
(a) ak f je neklesajica a na mnoZine M, zdola ohranicend, tak

lim f(x)= inf f(z);

T—a— reEM
(b) ak f je neklesajica a na mnozine My zdola neohranicend, tak

lim f(z) = —o00;

r—a—

(c) ak f je nerastica a na mnoZine My zhora ohranicend, tak

lim f(x) = sup f(z);

T—a— z€My
(d) ak f je merastica a na mnoZine My zhora neohranicend, tak

lim f(z)=o00.
r—a—

Dokaz. Aby sme sa v nasledujicich (ako citatel neskor uvidi, pomerne jednoduchych) tvahdch
nezamotdvali privelmi v zdpisoch, oznacéme f; = f |az, , méme teda (vzhiadom na definiciu pojmu limity
sprava) dokdzat existenciu lim, ., f1(x).

(a) Na mnozine D := —My (tj. D = {—x; © € M;}) definujme funkciu g predpisom g(z) = fi(—z).
Z rovnosti g(D) = fr(My) = f(My) vyplyva, ze funkcia g je zdola ohrani¢end a inf,epg(x) =
infrenr, f(x). Kedze f (a teda aj fi) je neklesajica, je funkcia g nerastica. Funkcia g, mnozina
D(g) = D a bod —a splitajii predpoklady vety .29 (g je monoténna a bod —a je hromadny bod
mnoziny D(g) N (—o0,a), ktord je v tomto pripade totoznd s mnozinou D), preto podla tvrdenia (c)
tejto vety je limy—q g(z) = limgy_qy g(x) = infyep g(x) = infyenr, f(x) (prvé rovnost je désledkom
rovnosti D(g) N (—o0,a) = D(g), pozri pozndmku za definiciou .27).

Z rovnosti f1(z) = g(—z), pre x € My = D(f1), vyplyva, ze funkcia f; je zlozend z funkcie v(z) =
—z,z € R, ako vntitornej zlozky a funkcie g ako vonkajsej zlozky. Pretoze lim, ., v(z) = lim,_,,(—z) =
—a alim,_,_, g(z) = infyen, f(2) (€o sme prave dokézali), bude rovnost lim, ., f1(z) = infeenr, f(2),
ktort chceme dokazaf, vyplyvat z vety .17 o limite zlozenej funkcie, pokial ukézeme, ze je splnend aspoi
jedna z podmienok (a), (b), (c) tejto vety. To je nastastie pravda: funkcia v je prosté, preto spliia
podmienku (a). Tym je dokaz rovnosti lim, .o f1(2) = infeenr, f(z) skonceny. A

Postup v pripade (b) je obdobny; v pripadoch (c) a (d) mé citatel na vyber: moze ich dokézat
samostatne (postupom, akym sme dokazovali (a), resp. (b) z vety .29), moze ich odvodit z tvrdeni (c) a
(d) vety .29 postupom, ktory sme pouzili na dokaz tvrdenia (a) tohto dosledku, alebo ich moze odvodit
z tvrdeni (a), (b) tohto désledku tak, ako sme dokazovali tvrdenia (c) a (d) vo vete .29.

Poznamka. Na tvrdenie uvedeného dosledku sa vztahuji obdobné pozndmky ako na vetu .29.
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.31 Désledok. Ak f: (a,5) — R je monoténna funkcia, tak f md v kazdom bode a € (a, B) konecné
jednostranné limity, pricom plati:
ak f je neklesajica, tak
lim f(x) < f(a) < lm_f():

r—a— r—a+

ak f je merastica, tak

lim f(x) > f(a) > lim f(z).

T—a— T—a+

Dokaz. Predpokladajme, ze f je neklesajica. Potom (teraz ¢iastotne opakujeme tivahy z pozndmky
za vetou .29) plati

(Vo € (@) (f(2) < f(a)) .

teda f(a) je horné ohranicenie mnoziny {f(z) ; = € (o, a)}, a preto

sup f(x) < f(a). (51)
z€(a,a)
Podla tvrdenia (a) vety .29 existuje lim, ., f(x) a platilim, ., = SUDye (a,0) [ (%), 2 (51) teda dostdvame
lim f(z) < f(a)

Dokaz druhej rovnosti je obdobny a zakladd sa na tvrdeni (a) désledku .30.
Pripad f merastica prenechavame na citatela.

Poznamky. 1. Obdobnymi tivahami mozno dokazat toto tvrdenie.
VETA. Ak a je vnidtorny bod intervalu I (tj. pre niektoré € > 0 plat{ inklizia O(a,e) CI) a f: I\ {a} = R
je neklesajica funkcia, tak existuji koneéné limy—q— f(x), limg—at+ f(z) a platd

lim flx) < lim+ f(z).

DOKAZ. Obdobne ako v predchddzajicom dokaze mozno pre kazdé b € I,b > a, z nerovnosti
Vxel,z< a)(f(w) < f(b))

odvodit nerovnost
a:=sup{f(z);z € INz <a} < f(b);
7 takto dokdzaného tvrdenia
(Vo € Iz > a)(f(z) > o)

vyplyva, ze a je dolné ohrani¢enie mnoziny M := {f(z);z € I Az > a}, preto
a<inf M ,
tj.
lim f(z)=a<infM = lim f(z).

T—a— r—a+

2. LEMA. Ak su splnené predpoklady tvrdenia z pozndmky 1 a funkcia f je rastica, plati

(Veelz<a)(f(®) < lim f(y),
(Vz eI,z > a)(f(x) > yl_igl+ f(y)) .

DOKAzZ. Dokdzeme prvii z uvedenych nerovnosti. Nech z € I, x < a. Zvolme z € (x,a) (potom iste plati aj
z € I); kedze f rastie, plati

flx) < f(2), (52)
sticasne — kedze z € I,z < a — z rovnosti limy—._ f(y) = sup{f(y),y € [ Ay < a} vyplyva
f) < tim () (5)

a z (52) a (53) dostdvame
flz) < lim f(y,

y—a—

¢o sme chcceli dokdzat.
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.32 Priklad (kedy existuje a omu sa rovnd limita postupnosti {¢"}o2;). Pre ¢ = 0 a ¢ = 1 je postupnost
{¢"}n21 zrejme konstantnd, a teda konvergentna (pouzivame terminolégiu z definicie .3). Pre ¢ = —1 této
postupnost osciluje, pretoze jej zizenia na mnoziny N1 := {2n —1; n € N} a Na := {2n; n € N}, ktoré si
konstantné, maji rézne limity (lema .11(c)).

Nech teraz 0 < |g| < 1. Potom postupnost {|g|"}3%, je klesajica a zdola ohrani¢end, preto podla vety .29 (v
ktorej polozime M = N, a = oo, f(n) = |¢|") existuje lim,— |¢|™ =: a € R. Podla vety o limite zlozenej funkcie
["*1 (funkciu ¢(n) = |¢|"™* mozno pisat v tvare a o b, kde b(n) = n + 1, a(n) = |q|™);

"t = |g| limn o |q|" = |g|a, teda

potom plati @ = limn—oo |q
sucasne z lemy .13(b) vyplyva lim,— |q

a= lim [q""" =|q| lim |g" =|g|a.
Kedze || # 1, z rovnosti a = |gla vyplyva a = 0 a z tvrdenia (e1) lemy .13 dostdvame, Ze pre 0 < |g| < 1 je
lim,— o0 ¢" = 0.

Pre |¢| > 1 je {|q|"}3%, rastiica postupnost, ktord m& podia vety .29 limitu a € R U {oo}. Dokézeme,
7e a = co. Keby totiz platilo ¢ € R, mohli by sme pouzit predchidzajice tivahy, z ktorych by vyplyvalo, ze
a = 0, ¢o je ovéem v spore s predpokladom |g| > 1 a rovnostou a = sup, N lg|" (veta .29(a)). Tym je rovnost
lim,, o0 ||™ = oo pre |g| > 1 dokdzand. Pre ¢ > 1 potom dostdvame lim,, oo ¢" = lim, oo |g|™ = 00. Postupnost
{¢"}n=1 pre ¢ < —1 osciluje, pretoze jej ztizenie na mnozinu Ny, resp. Nz (pozri prvy odstavec tohto prikladu)
mé limitu —oo, resp. oo (pre n € N1 je ¢" = —|q|™, pre n € Na plati ¢" = |q|™).

Zistili sme teda

=0 pre gl <1
lim ¢" =1 pre g=1
n—oo =00 pre g>1
neexistuje pre ¢ < —1

.33 Priklad. Ukézeme, Ze existuje kone¢nd lim,_ o (1 + %)n (ktort budeme oznacovat pismenom e).

Dokézeme, ze postupnost a, = (1 + %)n je rastica a zhora ohranicena. Prva z tychto skutocnosti je ekviva-

’ I a ’ ~ , I
lentna s nerovnostou —2+1 > 1, ti mozno dokézat nasledovne:
n

ae _ (ha)™ )T e G
an - 1+ )n - (nni)n - n (n_H)n+l
n p—

>

. n+1
(nerovnost (1 — ﬁ?) >1- n%rl vyplyva z Bernoulliho nerovnosti (1 +z)" ™ > 14 (n+ 1)z, n € N,z >

—1,z # 0, v ktorej sme polozili z = —W)
.. - . . . . R . 1
Ohrani¢enost postupnosti {an, } o1 dokdzeme mozno trocha prekvapujicim spésobom: Oznaéme by, := (1 + %)M_
potom zrejme by, > a,. Postupnost {b,}n>, je pritom klesajica (preverenie iprav obdobnych tpravam pri dékaze
rastu postupnosti {an }7>; prenechdvame na ¢itatela):

n+1 n n
bni1 (1+ ;)"*2 T n+1 n(n + 2) T n+2 n(n + 2)

n+1

)

n 1
i <1+(n+2)~m)—1.

Z nerovnost{ by > b, > a, potom vyplyva, Ze ¢islo b1 je iste horné ohrani¢enie postupnosti {a,}5~; (dokonca
kazdé by je jej hornym ohrani¢enim).
Z vety .29(a) (pre M = N, a = o0, f(n) = a,) vyplyva teda existencia konecnej lim, . (1 + %)n =: e, pritom

(kedze e = SUp, N @n 2 postupnost {a,}52; je rastica)

1 n
<1+—) <e, neN.
n
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Postupnost {b,}>2,, pouzitd v predchddzajicich tvahich, umoziiuje odhadovat &fslo e zhora: Podla vety
.15(c) o limite si¢inu je limp— oo by = limp—oo (1 + %) -limy, o0 an = e, pritom — kedze {bn}n=; je klesajica —
plati

1 n+1
6<<1+E) s n €N .

Pre ¢islo e tak dostavame odhad

1\" 1 n+1
<1+—) <e<<1—|——> , neN,
n n

ktory je jednou z moznosti jeho priblizného vypoctu (neskér uvedieme este dalsie).

Poznamka. Predchddzajice dvahy mohli na ast itatelskej obce posobit trocha trikovym dojmom (nebolo
jasné, odkial sme vopred tusili, ze {an}32; bude rastica a dokaz ohraniCenosti bol tiez trocha nezvycajny);
pontkame preto este jeden dokaz ohraniCenosti a monoténnosti postupnosti {an, }ne1, ktory je z tohto hiadiska
néazornejsi.

Upravme vyjadrenie a, nasledovne

an:<1+l> SR O T O DEERTIDRURTES (L
n 1 /n 2 ) n? n ) nn

Sy (o B (e (o R (R IR
D090

7Z takto ziskaného vyjadrenia pre a, by malo byt vidiet, Ze an+1 > an (Gisla v hranatych zdtvorkdch sa zvicsia,
ak namiesto n dosadime n + 1, okrem toho vo vyjadreni &isla an4+1 bude o jeden kladny séitanec viac nez vo
vyjadren{ pre a,). Kedze v kazdej z hranatych zatvoriek je kladné éislo mensie nez 1, dostdvame odhad

11 1 11 1 1— 5
n < 1414+ —-—4+—4. 4+ =<14+14+=4+—4 it —=1 20~
an < —|——|—2!—|—3!+ +n!_ ++2+22+ +2n_1 +1_%
1
< 1+ =3
1=3
(Vyuiili sme nerovnost n! > 2""', n € N, a pre ¢ = % rovnost 1 + g+ ¢*+---+¢" = 11—7_‘{;)
.34 Priklad. Dokdzeme teraz, ze lim,_.o Mlj—zl =1.
N4&s postup bude nasledovny:
1. dokdzeme rovnosti lim; .o ¢In (1 + %) =1, lim—_tln (1 + %) =1;
2. z nich substiticiou z = % odvodime rovnosti
lim M:L lim RO +2)
0+ x r—0— T
a pouzijeme lemu .28.
Pouzijeme pritom tieto informécie o funkcii In:
e In je inverznd funkcia k funkcii e”, preto In je rastica funkcia, In1 = 0,lne =1,1n % =—-larlns=1In(s");

e pre kazdé a € (0,00) je limg—qInz = Ina;
a dokazovanie v bode 1 bude zalozené na nasledujiicej ivahe (ktorej dokaz prenechdvame na éitateia):
LEMA. Ak {an}2, je postupnost s limitou a € R* a funkcia f : [1,00) — R je dand vztahom f(z) = an pre
[*] = n (kde [.] oznatuje celd ¢ast), tak limy—oo f(x) = a.A
Po tomto tivode mézeme prejst k realizdcii bodov 1 a 2.
la) Pre t € [n,n + 1) plati
O<[]<t<[]+1
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a (kedze funkcia In je rastiica a In1 = 0)

0<1n< [t]:—l) In <1+ )Sln(l—&—%),

1 1 1
f(@) :=[t]ln (1 + m) <tln (1 + ;) < ([t]+1)In (1 + m) =: h(t) . (54)

Oznacme teraz a, := nln (1 + %), bp:=(n+1)ln (1 + %) Pretoze

nt
1 n+1
lim (1 + —) =e
n— oo n

preto

(pozri predchddzajuici priklad) a

1 n+1
- lim <1+—) =3le

1
lim (1+— 1

)=

dostdvame

lim a, = lim ln{(l—&—i) }(;)ln<lim (1—1— 1 ))zlnezl

a obdobne limy,,_,o0 by, = 1 (rovnost (*) vyplyva z vety .17 o limite zloZenej funkcie a vety .12, ktord tiez zarugila
splnenie podmienky (c) vety .17).

Z nasej lemy potom vyplyvalimi—. f(t) = 1 (pretoze limp o0 an = 1) alimi—oo h(t) = 1 (pretoze lim,—oo by, =
1), z (54 ) a vety .25 potom dostdvame rovnost lim¢—,oo ¢ In (1 + %) =1.

1b) Ak pouzijeme substiticiu z = —t¢, sta¢{ namiesto rovnosti lim:—,_o ¢tIn (1 + %) = 1 dokazovat rovnost
lim, . (—zln (1 — %)) =1, tj. lim,—.oczln (1 - %) = —1.Dal&f postup je obdobny ako v 1a): treba dokazat
nerovnosti

1 1 1
[z] In <1—m) <zln (1—;) <([z]+1)In <1— [Z]T)

a v dalsich tvahdch vyuzit vypocet

lim (1—l>n: lim (”_1)n: lim =
n— 00 n n—o0 n n—o0 (m)

i 1 i 1 1 1
= Im ———— = lim — = —
o (L) e \ (- a) (L4 21) ¢
(rovnosf limy, o (14 ﬁ)nil = e opit vyplyva z tvrdenia v poznamke 2 za vetou .17).

2. Ak h: (—1,00)\{0} — R je funkcia s predpisom Ml:—zl, tak h1 := h(0,00) moZno pisat v tvare hy = gof, kde
f@)y=21,2>0; gy ) =yln (1 + é), y > 0; z vety .17 o limite zlozenej funkcie potom vyplyva limg— hi(z) = 1,
tj. limgy—ot h(x) = 1 (oprédvnenie k pouzitiu vety .17 sme ziskali splnenim podmienky (b)). Dokaz rovnosti
limgy—o— h(z) =1 je rovnaky.

e’ —1
T

.35 Cviéenie. Na ziklade predchiddzajiceho prikladu pouzitim substitiicie t = e*—1 dokézte rovnost limz .1 =
1. (Pri dokazovani mézete pouZit tieto (v nasom texte zatial nedokézané) tvrdenia: 1. funkcia Inz je inverznd k

funkcii €*; 2. lim,_oe® =e° = 1) A

Poznamka. 7Z predchddzajiceho cvicenia a vety o limite zlozenej funkcie vyplyva toto tvrdenie:
Ak limgz—q f(z) =0 (a € R"), pricom a je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie eff(,g(c;)_l, tak

fl _q
e
lim ————=1.
r—a f($)
Specidlne plati: ak a € (0,00) \ {1}, tak
T rzlna _
lima 1:lime—lna:1~lna:lna
z—0 T z—oo xlna

31t4to rovnost vyplyva z rovnosti limn,— oo (1 + %)n = e a tvrdenia v pozndmke 2 za vetou .17 o limite zlozenej funkcie
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(v tomto pripade teda bolo f(z) = zlna).
Podobne z vyplyva z prikladu .34 a vety o limite zlozenej funkcie:
In ‘ 1+ f(x) ’

Ak limgz—q f(x) =0 (a € R"), pricom a je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie T tak
In (1 +7 (x))
lim —————= =1 '
B E)
Zavedme teraz oznacenie, ktoré vyuzijeme pri formuldcii nasledujicej vety: pre I := [a,b] (kde a,b €

R, a < b) oznaéime znakom |I| &slo b — a (tj. dizku (degenerovaného alebo nedegenerovaného) intervalu
I).

.36 Veta. (Princip do seba vlozenych intervalov) Nech {I,,}5°, je postupnost uzavretjch (nedegen-
erovanych alebo degenerovangch) ohraniéenych intervalov s vlastnostou

i) hDLD>...0, Dl 1D....

Potom (o, I, # 0.

Ak naviac plati
(ii) limp—eo [In| =0,
tak (.2, I, je jednoprvkovd mnoZina, tj. existuje prdve jedno ¢islo ¢ € R s vlastnostou (Vn € N) (c € In).

Dékaz. Zacnime prvou ¢astou nasho tvrdenia. Ak I, je uzavrety interval s koncovymi bodmi a,, < b,
tak predpoklad (i) mozno sformulovat v podobe {a,}°%; je nerastica, {b,}5; je neklesajica postupnost
a plati

(Vn € N) (an < bn) . (55)

Z nerovnost{ by > b, > a, vyplyva, Ze postupnost {a,}2°, je zhora ohrani¢end, preto podla vety .29(a)
existuje koneénd lim,,_.oc a, =: c. Podobne mozno dokézat existenciu éisla d := lim,,— oo by; z (55) potom
na zaklade vety .24 (pre M = N, f(n) = an, g(n) = b,) vyplyva nerovnost ¢ < d.

Kedze ¢ = Sup,, N @n, d = inf, Ny by (veta .29) plati

(VneN)(an <c<d<by,), (56)

¢o znamens, ze ¢isla ¢, d (a lubovolné z z (nedegenerovaného alebo degenerovaného) uzavretého intervalu
[c,d]) lezia v kazdom intervalov I,, = [an,by], ¢im je prvd ¢ast nasej vety dokdzand./A

Dokézme teraz eSte naviac rovnost (-, I, = [c, d], ktorej dosledkom bude druh4 ¢ast nésho tvrdenia.
Inkltziu [¢,d] C (,—; I sme uz dokézali (tvrdenie (56). Ak naopak = € (.-, I, tak z nerovnosti

(Vx IS N) (an <z < bn)

podla vety .24 (pouzitej najprv pre M = N, f(n) = a,,g(n) = x, a potom pre M = N, f(n) = z,g(n) =
b,) vyplyva nerovnost ¢ < z < d, ¢fm je dokdzand inkluzia (),—, I,, C [¢,d], a tym aj rovnost (),—, I,, =
[e,d].A\

Predpokladajme teraz naviac, ze plati (ii), ktoré zrejme mozno prepisat do podoby lim,, s (by, —a,) =
0. Z tohto predpokladu dostavame

d= lim b, = lim a, + lim (b, —a,) =c+0=c,

n—oo n—oo n—oo

z prave dokézanej rovnosti ¢ = d a z rovnosti (|, I, = [¢, d] (dokdzanej v predchddzajiicom odstavci)
uz vyplyva druhd éast tvrdenia nagej vety.
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5 Spit k postupnostiam (a nielen k nim)

Tento odsek, venovany rozsireniu nasich teoretickych poznatkov o limitdch postupnosti, uvedieme
definiciou pojmu podpostupnosti.

.37 Definicia. Nech je dand postupnost {a,}32; a rastiica postupnost {nj}?°, prirodzenych &fsel.
Potom postupnost {ay, }32, sa nazyva podpostupnost (alebo vybrand postupnost z) postupnosti {a,}5,.#

Nasledujtice tvrdenie mozno — kedze postupnost {an, }72, Je zlozenim postupnosti {an 172 a {nk}Z,
— odvodif z vety o limite zlozenej funkcie 32, rovnako dobre ho viak — vzhladom na jeho jednoduchost —
mozno dokdzat priamo na zaklade definicie limity postupnosti.

.38 Lema. Ak {b,}>°, je podpostupnost postupnosti {an}°; 3% a lim,_a, = a € R*, tak aj
limy, oo bp =a. &

Nasledujticu vetu popisujicu stvislost medzi limitou postupnosti a limitou funkcie sme vyslovili
uz v paragrafe .6, aby sme pomocou nej ukdzali, ze definicia limity vyslovena v .5 (ktord sa nazjyva
aj Heineho definiciou limity) je ekvivalentnd s nami pouzivanou definiciou .7 (nazgvanou niekedy aj
Cauchyho definicia limity). Kvoli poriadku sformulujeme v tomto odseku spominané tvrdenie znova
(ovem uz bez dokazu, ktory citatel ndjde v paragrafe .6), aby sa tak vratilo na miesto, z ktorého sme si
ho vypozicali.

.39 Veta. Nech a € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie f, nech b € R*. Potom si
nasledugice turdenia ekvivalentné:

(a) pre kazdi postupnost {x,}°2, C D(f)\ {a} s limitou a plati lim, o f(x,) = b;

(b) limg_., f(z) = 0.

Poznamka. Z vety .39 mozno odvodit toto tvrdenie.

VETA. Nech a € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie f. Potom si nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(2’) pre kazdi postupnost {x,}o21 C D(f) \ {a} s limitou a ezistuje limp— oo f(xn);

(b)) ezistuje limg—q f(z).

Specidlne, plati ekvivalencia medzi tymito turdeniami:

(a”) pre kazdi postupnost {x,}o2, C D(f)\ {a} s limitou a je postupnost {f(xn)}or, konvergentnd;

(b”) existuje koneénd limg—q f(x).

:-) V&imnime si, ze v (a’) netreba — na rozdiel od (a) z vety .39 — overovat, &i pre rézne postupnosti {x, o, C
D(f) \ {a} s limitou a maji postupnosti {f(zn)}sz; vZdy rovnaké limity, pozadujeme len ezistenciu limity
limp—oo f(xn). (=

DOkAz. Kedze nss vyrok (b’) je ekvivalentny s (b) z vety .39, bude tvrdenie nasej vety vyplyval z vety
.39, ak dokdzeme ekvivalenciu (a)<(a’). Implikdcia (a)=-(a’) zrejme plati, staéf preto dokdzat, 7e z predpokladu
(a’) mozno odvodit tvrdenie ak postupnosti {xn}toz1, {yntoz1 C D(f)\ {a} maji limitu a, tak lim,—o f(zn) =
limp—oo f(yn), z ktorého uz vyplyva (a) z vety .39.

Nech teda {zn}521, {yn}oz: C D(f) \ {a}, limp—co Tr, = limp—co Yn = @, potom postupnost

T1,Y1,22, Y25+ Tn, Yn, - - -

m4 tiez limitu a (lema .11(d)) a vSetky prvky tejto postupnosti lezia v D(f) \ {a}. Z predpokladu (a’) vyplyva,
Ze postupnost
f(x1)7 f(y1)7 f(x2)7 f(yQ)v ) f(x")v f(yn)v cee
mé4 limitu, preto podia lemy .38 jej podpostupnosti {f(zn)}221 a {f(yn)}o1 musia mat rovnaké limity.
Dékaz ekvivalencie (a”)<(b”) prenechivame na Citatela. @

Nasim dalsim cielom je veta .43, formulujica spolu s lemou .42 nutni a postacujicu podmienku
konvergencie postupnosti. Tvrdenie .40, ktoré pouzijeme pri jej dokaze, sa ukdze ako uzitoéné aj neskor.

2v takom pripade sta¢i dokdzat “zrejmé” tvrdenie limy_, o, nj = co
oBdufame ze Ciatatela nezaskocilo zdkerné pouzitie pismenka n ako premennej aj v postupnosti {bn}>2 | aj v postupnosti
{an}>2 (ktora je vonkajsou zlozkou vo vyjadreni {b,}22 ;)
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.40 Veta. Z kazdej ohranicenej postupnosti mozno vybrat konvergentni podpostupnost.

Dékaz. Nech teda {a,}3%; je ohrani¢end postupnost, zvolme ¢1,d; € R tak, aby platilo (Vn €
N)(c1 < an < d1), a konstruujme postupnost uzavretych ohrani¢enych do seba vlozenych intervalov
{I,}22; nasledovne:

Polozime I; := [c1,d;]. Interval I; rozdelime bodom by := % na intervaly I;; := [c1,b1], [12 =
[b1,d1], vyberieme ten z intervalov I1, I12, ktory obsahuje nekonecne vela ¢lenov postupnosti {a, }o,
34 (citatel lahko zisti, ze aspon jeden z nich tito vlastnost musi maf; pokial ju maji oba, zvolime I 1)
a oznacime ho Iz a jeho koncové body co < do. Interval Iy rozdelime bodom by := %2@ na intervaly
Iy = [ca,bo], oy := [ba, dy], vyberieme ten z nich, ktorj obsahuje nekoneéne vela clenov postupnosti
{an}2, (pokiai tiito vlastnost maji obidva, zvolime I5;) a oznaéfme ho I3 a jeho koncové body c3 < ds.

Popis konstrukcie intervalu I, 41 za predpokladu, ze intervaly I1, Io, ..., I, st uz skonstruované, vie
citatel uz teraz iste urobit sdm 3°.

Naga postupnos‘E splita predpoklady (i) a (i) z vety .36 (splnenie predpokladu (ii) vyplyva z rovnosti
|I,| = Q,L 2i—C1), preto existuje prave jedno ¢islo a € R leziace sicasne vo vSetkych intervaloch I,,.
Skonstruujeme teraz podpostupnost {a,, }°, postupnosti {a,}; konvergujicu k &fslu a, éfm bude
nas dokaz skonceny.

:-) Myslienka kongtrukcie postupnosti {an,, }5=; je jednoduché: z kazdého intervalu I, vyberieme nejaky prvok
bi. postupnosti {an, }aeq (podla definicie mnoziny I, tam nejaky musf lezal); z nerovnosti 0 < |by — a| < |Ix| bude
uz — kedze limg 00 Ix = 0 — vyplyval, Ze limp_ o0 by = a. Pretoze vSak chceme, aby {br}22, bola podpostupnostou
postupnosti {an }o2, musime zabezpetit, Ze prvok byi1 vybrany z intervalu I11 le#l v postupnosti {a»}32, za
prvkom by vybranym z intervalu Ij (tj. ak by = ar, br41 = as, tak s > 1) 36.(—:

Definujme teraz indukciou postupnost {ny}?°, prirodzenych ¢isel nasledovne:

ny:=min{n € N; a, € 1}, ngy1:=min{n € N; n>ng Aay, € Iy1}

(korektnost nasej konstrukcie vyplyva z faktu, Ze mnozina {n € N ; a, € I;y1} je nekoneénd, preto
{neN;n>ngAay € Iyp1} je neprézdna mnozina).

Zrejme {n}22, je rastiica postupnost prirodzenych ¢isel. Z inkluzie ap, € I vyplyva — kedze sticasne
plati aj a € Iy — nerovnost 0 < |a,, — a| < |Ix|, a kedze limg_.o |I| = 0, dostdvame z vety .25 rovnost
limg o0 |an, — al = 0, tj. limg_ o0 an, = a, ¢o sme cheeli dok4zat.

Poznamka. 1. Kedze ohraniGend monoténna postupnost je konvergentna (veta .29), mozno predchddzajice
tvrdenie dokazat aj na zdklade tejto lemy:

LEMA. Z kazdej postupnosti mozno vybrat monoténnu podpostupnost.

DOKAZ. Nech je dand postupnost {a,}22,. Cislo k € N nazveme zaciatok upadku postupnosti {a,}>,, ak
bude platit (Vn > k:) (an < ak) Nech U je mnozina vSetkych zaciatkov ipadku postupnosti {an}nz:. Ak U je
nekoneénd, mozno ju zoradit do rastiicej postupnosti {nx}re, prlrodzenych &isel; postupnost {an, }32; je potom
nerastiica. Ak U je konetna, mozeme z {an }p; vybrat rasticu postupnost {an, }n 1 nasledovne. Zvolme n; € N
tak, aby platilo (Vu € Z/l) (u < nl). Kedze n1 nie je zaciatok upadku, existuje ng > ny tak, ze Qny > Qn - Kedze
ani n nie je zaciatok upadku, existuje ng > na tak, Ze an; > an,, atd. (Vycifrovany formdlne korektny zapis
prenechdvame na ¢itatela pouc¢eného predchddzajicim textom.)

2. Citatela, vyplaseného nasimi skazkami o axiéme vyberu v pozndmke v paragrafe .6, upozoritujeme, ze
ani jeden z uvedenych dékazov vety .40 sa nezakladd na tejto axiéme (v prvom z uvedenych dokazov totiz vzdy
jednoznaéne urcujeme, ktory interval I, resp. bod a zvolime, a druhy z uvedenych doékazov mozno do takejto
podoby Iahko upravit); k axiéme vyberu sa uchylujeme v situdcidch, kedy takéto jednoznaéné kritérium vyberu
nevieme néjst.

3. Obdoba vety .40 plati aj pre neohranic¢ené postupnosti:

LEMA. Z kaZdej zhora (zdola) neohranicenej postupnosti mozno vybrat rasticu (klesajicu) postupnost s limitou
00 (—00).

DOKAz. V pripade zhora neohranitenej postupnosti staéf polozit ny := min{n € N;a, > 1}, ng4+1 := min{n €
N;n > ng Aan > an, + 1}

Cviéenie. (Limes superior a limes inferior postupnosti.)

34formuldcia interval J obsahuje nekonecne vela élenov postupnosti {an}22, znamend mnozina {n € N; an € J} je
nekoneénd

35Tento sposob tvorenia postupnosti {I.}22, sa nazyva konstrukcia indukciou. Postupnost {I»}22 , povazujeme za dand,
ak je dany ¢élen I1 a postup, ktorym mozno za predpokladu, Ze uz pozname &leny I, Iz, ..., I, skonstruovat prvok I,41.

36okrem toho sa snazime vyhnit sa pouzitiu axiémy vyberu
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Nech {a,}52, je zhora ohrani¢end postupnost, potom je mnozina M := {x € R; (EN € N) (Vn € N,n >
N) (an < x)} neprazdna. Ak M je zdola ohranitend, nazyva sa &islo inf M limes superior postupnosti {an }p—1
a oznacuje sa limsup,,_, . an. Ak M je zdola neohranic¢end, kladieme limsup,,_, ., an := —00.

Pre zhora neohraniéentd postupnost {a,}32; definujeme jej limes superior rovnostou lim sup,,_, .. an := 00.

1. a) Nech je dand postupnost {a,}nz;. DokdZte, Ze existuje jej podpostupnost {an, }72;, ktorej limitou je
limsup,, . an. (MoZno naviac pozadovat, aby {an, }7=, bola neklesajiica postupnost?)

b) Ak {an, }72, je podpostupnost postupnosti {a,}o>; a limy_.cc an, =, tak | < limsup,,_ .. a, (symbol <
sme definovali pred paragrafom .24).

(Névod: Sporom; nech « := limsup,,_, . an, z nerovnosti [ > a vyplyva existencia okoli O(l) a O(g, c), ktoré
su disjunktné, preto

(Vas € O(l)) (ac > +€) . (57)

Kedze | = limg oo Gn,,, v okol{ O(I) lezf nekonecne vela &lenov postupnosti {an, }3;, a teda aj nekonecne vela
¢lenov postupnosti {an }n=1. Z (57) potom vyplyva, ze v intervale (o, « + €) nelezi ziadny prvok mnoziny M, ¢o
je v spore s rovnostou a = inf M.) A

st limitou niektorej postupnosti vybranej z {a,}nz;.

Ako sa d4 otakdvat, existuje aj najmens{ z tychto prvkov, ten sa nazyva limes inferior postupnosti {an}or, a
oznacuje sa liminf,, . an. Pri definicii limes inferior postupnosti {an };=; mozno bud zopakoval postup, ktory
sme pouzili na zagiatku tohto cviéenia pri definovani pojmu limes superior, alebo limes inferior zaviest rovnostou

liminf a, := — limsup(—an)
(v tomto texte budeme za definiciu pojmu limes superior povazovat prave uvedeni rovnost).

Dalsiu z moznych definfcif (pre pripad zdola ohrani¢enej postupnosti {an }52) obsahuje nasledujice cvi¢enie.

c) Ak {a,, }52, je zdola (zhora) ohrani¢end postupnost, tak lim inf,—cc an = lim,—o(inf{ax; k& > n} (lim SUpP,,_, 00 On =
limp,— oo (sup{an; & > n})) Dokézte!

d) Postupnost {a,}52,; mé limitu prave vtedy, ked platf rovnost liminf,—ec an = limsup,, . an (a touto
limitou je spoloénd hodnota limes inferior a limes superior). Dokézte!

2. Dokazte toto tvrdenie:

Nech a € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie f. Potom sui nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(a”) existuji postupnosti {xx }721, {yr }oe1 C D(f)\{a} také, ze limy_oc xx = @ = limy_, o0 Y&, ale postupnosti
{f(ze)}221 a {f(yx) }oe1 maji navzdjom rozne limity;

(b”) neexistuje limy—q f(x).

(Névod: Implikdcia ”=" vyplyva z vety .39 (z ndsho (a”) vyplyva totiz negdcia tvrdenia (a) z uvedenej vety).

7" Nech limy—., f(x) neexistuje; potom existuje postupnost {a, 22, C D(f)\ {a} taka, Ze lim,—occ an = a,
ale lim, . f(an) neexistuje (veta z poznamky v paragrafe .39). To znamend, ze lim inf,, o f(an) # limsup,,_, . f(an)
(bod d predchédzajiceho cvicenia), preto existuji z {an}ne1 vybrané postupnosti {an, }req a {an, };2; tak, ze
limg— 00 f(an, ) = limsup,,_, ., an (bod a predchddzajiceho cvicenia), lim;_ o f(an,) = iminf, o f(an); pritom
limg— 00 Gn, = a = limy_ o an, (lema .38).

.41 Definicia. Hovorime, Ze postupnost {a, }°; je fundamentdlna (alebo cauchyovskd), ak

(Ve > 0)(IN € N) (Vn,p € N,n,p> N) (lan — ap| <€) . (58)

.42 Lema. Kazdd konvergentnd postupnost je fundamentdina.

Dokaz. Jednoduchy ddkaz zalozeny na tvahe ak pre vsetky m > N je |a,, —a| < &, tak pre n,p > N
plati
lan — ap| = [(an —a) + (a = ap)| < [an —a| + |ap —a] <2¢

prenechavame na citatela.

.43 Veta. (Cauchy, Bolzano) Kazdd fundamentdlna postupnost je konvergentnd.

Doékaz. Najprv dokazeme toto tvrdenie:
LEMA. Ak fundamentdina postupnost md konvergentni podpostupnost, tak je sama konvergentnd.
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DOKAZ. Nech {ay, }3°, je konvergentna podpostupnost fundamentdlnej postupnosti {a, }°° ;. Ukdzeme,
ze ¢islo a := limy— o an, je aj limitou postupnosti {a,}52 4, tj. Ze plati

(Ve > 0)(3N e N)(Vn € N,n > N)(lan, —a| <e). (59)
Zvolme teda & > 0 a hladajme N. Podla (58) existuje N € N s vlastnostou
(Vn,p € N,n,p > N) <|an —ap| < %) ,
tj.
(VpEN,p>N)(Vn€N,n>N) (|an—ap|<g) ) (60)
Ukédzeme, ze toto N vyhovuje nasim poziadavkam.
Kedze limg_. o0 apn, = a, musi existovat ny > N tak, ze

lan, —al < g 37, (61)
(60) plati pre kazdé p > N, plati teda Specidlne aj pre p = ng, teda
(Vne N,n > N) <|an—ank| < g) . (62)

Pretoze z nerovnosti |a, — an,| < § a |an, —a| < 5 vyplyva
lan — al = [(an — an,) + (an, — )| < lan — ap, | + |an, —af <€,

plati podla (61) a (62)
(Vne N,n > N)(Jan —al <¢) ,

teda nase N skutocne vyhovuje poziadavkam z (59). Tym je dokaz rovnosti lim,_ . a, = a skonéeny./\

Doékaz Cauchyho-Bolzanovej vety uz teraz bude stru¢ny. Ukdzeme, ze kazda fundamentédlna postup-
nost je ohrani¢ens, podla vety .40 z nej potom mozno vybrat konvergentni podpostupnost a tvrdenie
Cauchyho-Bolzanovej vety potom vyplyva z nasej prave dokdzanej lemy.

Zostéva teda dokazat implikdciu ak postupnost {a,}, je fundamentdina, tak je ohranicend. Podla
(58) existuje (k ¢islu e = 1) &islo N € N s vlastnostou

(Vn,pEN,n,p>N)(|an—ap| < 1) ,
tj.
(VpeN,p>N)(VneN,n> N)(la, —ay| <1) .

Kedze toto tvrdenie plati pre vietky p > N, plati iste pre p = N +1, ¢o — kedze nerovnost lan —ans1| <1
je ekvivalentnd s nerovnostami a N+1 — 1 <a, <anyg1+ 1 - znamend, ze plati

(VneN,n>N)(ant1 — 1 <an <ant1+1),

a teda mnozina B := {a, ; n > N} je ohranicend. Pretoze A := {a, ; n € N} je zjednotenie konecnej, a
teda ohranic¢enej, mnoziny {ai,as,...,an} s ohrani¢enou mnozinou B, je aj A ohrani¢end mnozina, ¢im
je naSe tvrdenie dokazané.

Poznamka.

2. Na zdklade vety .43 a vety z pozndmky v paragrafe .39 mozno dokézat toto tvrdenie:

VETA. Funkcia f md v hromadnom bode a € R* svojho definicného oboru koneénid limitu prdve vtedy, ked
plati

(Ve > 0) (3P(a)) (Ya,y € P(a) N D(f)) (If(z) — f(y)| <e) . (63)

DOKAZ pre zdujemcov len naznacime: Dokaz implikdcie “=" je obdobou tvahy pouZitej pri odvodeni lemy
.42. Dékaze implikdcie ”<=" zalozime na ekvivalencii (a” )<>(b”) z vety v pozndmke z paragrafu .39: ak postupnost
{z2}221 € D(f)\ {a} m4 limitu a, tak z (63) vyplyva, Ze postupnost {f(z.)}22; je fundamentdlna, a teda podla
vety .43 konvergentna.

37Dokaz tohto “na prvy pohlad zrejmého” tvrdenia prenechivame na Citatela; jedna z (viacerych) moznosti uvazovania
je nasledovnd: k ¢islu % existuje — pretoze limy_, oo n, = a — ¢islo K1 € N tak, ze pre k > K1 je |an, —a| < %; mnozina
A:={ny; k> K1} je nekone¢nd mnozina prirodzenych &fsel (pretoze {n,}?° ; je monoténna, a teda prostd postupnost a
mnozina {K1 + 1, K1 + 2,...} je nekone¢nd), preto neméze byt podmnozinou koneénej mnoziny B := {1,2,..., N}, teda
mus{ existovat aspoit jeden prvok nj € A\ B.
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6 Niektoré topologické pojmy

V tomto odseku zavedieme pojem otvorenej, uzavretej a kompaktnej mnoziny (a pre zdujemcov naviac
aj mnoziny typu F, a typu Gs) a dokdzeme niektoré zdkladné tvrdenia o nich.

.44 Definicia. Cislo a € R sa nazyva vnitorng bod mnoziny A C R, ak pre niektoré jeho okolie O(a)
plati O(a) C A.
Mnozina A C R sa nazyva otvorend, ak kazdy jej bod je jej vnutornym bodom.
() povazujeme za otvorenii mnozinu.
Mnozina B C R sa nazyva uzavretd, ak jej doplnok R\ B je otvorena mnozina.

Poznamka. 1. Dohodu, ze mnozinu () pokladdme za otvorent, sme mohli v predchddzajicej definicii vynechat
(uvddzame ju tam len na zddéraznenie tejto skutoénosti), pretoze to vyplyva priamo z nasej definicie zalozenej na
pojme vnitorného bodu. Ak je totiz V(z) na R definovand vyrokova forma “z je vnitorny bod mnoziny ¢”, mus{
byt vyrok (Vm € @) (V(m)) pravdivy, kedze jeho negécia (Elx € (Z)) (ﬁV(x)) je zrejme nepravdiva.

2. Po tragickych skisenostiach z minulosti dérazne nabadame citatela, aby si uvedomil, ze negéciou vyrokovej
formy mnozina B je otvorend nie je vyrokové forma mnozZina B je uzavretd. Existuju totiz mnoziny, ktoré nie su

otvorené ani uzavreté (napr. kazdy interval tvaru [a,b), kde a < b). Opacénym pripadom si mnoziny R a 0, ktoré
st sicasne otvorené aj uzavreté (da sa dokazaf, Ze ind mnozina A C R uZ tito vlastnost nem4).

.45 Lema. Nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:
(a) mnozina B C R je uzavretd;
(b) B’ C B, kde B' := {b € R; b je hromadny bod mnoZiny B} 38.

Dékaz. (a) = (b). Ak B je uzavretd mnozina, je podla definicie .44 mnozina R\ B otvorena; ak
teda ¢ ¢ B, tj. ¢ € R\ B, tak existuje okolie O(c) bodu ¢ s vlastnostou O(c) C R\ B. V tomto okol{
O(c) teda nemoze lezat ziadny prvok mnoziny B, ¢o znamend, Ze c¢ nie je hromadny bod B. Tym sme
dokézali implikdciu ¢ ¢ B = ¢ ¢ B’ ekvivalentnu s implikdciou ¢ € B’ = ¢ € B, tj. s inkliziou B’ C B.

(b) = (a). Nech ¢ € R\ B; pretoze B’ C B, nie je bod ¢ hromadny bod mnoziny B, existuje teda jeho
prstencové okolie P(c) s vlastnostou P(c) N B = (). Kedze stcasne ¢ ¢ B, plati aj rovnost O(c) N B = 0,
kde O(c) := P(c) U {c} je okolie bodu ¢. Z prave dokdzanej inklizie O(c) C R\ B vyplyva, ze ¢ je
vnuitorny bod mnoziny R\ B, a kedze tato ivaha plati pre kazdé ¢ € R\ B, je mnozina R\ B otvoren4.
To ale znamend, 7ze B je uzavretd mnozina, ¢o sme chceli dokdzat.

Poznamka. 1. Informéciu z predchidzajicej lemy mozno este doplnit:

LEMA. Nasledujice tvrdenia siu ekvivalentné:

(a) mnozina B C R je uzavretd;

(c) ak {an}22, C B je konvergentnd postupnost s limitou a, tak a € B.

DOKAzZ. Vzhladom na uz dokdzani ekvivalenciu (a) < (b) z predchédzajicej lemy dokazeme implikdcie
®) = (¢) a (¢) = (a). § §

(0) = (¢). Ak {an}32; C B je konvergentnd postupnost s limitou a, méze nastat jedna z dvoch moznosti:

1. pre niektoré n € N plati an = a; z inklizie {an, }ne; C B potom vyplyva aj a € B.

2. plati (*) (Vn € N) (an #* a); v takom pripade je a hromadny bod mnoziny B (kedze a = limy, oo Gn,
vyplyva z definicie limity, Zze v kazdom okol{ O(a) bodu a lez{ aspori jeden prvok anx postupnosti {a,}>; C B,
ktory je prvkom mnoziny B; podia (*) je an # a, tj. an lezi v prstencovom okoli bodu a), inkliizia a € B potom
vyplyva z predpokladu B’ C B a inklizie a € B’.

(¢) = (a). Budeme postupovaf nepriamo. Ak B nie je uzavretd, znamend to (podla definicie .44), ze R\ B nie
je otvorend mnozina. Existuje preto bod a € R\ B, ktory nie je vnitornym bodom mnoziny R\ B. To znamena,
ze kazdé okolie O(a) bodu a obsahuje prvky neleziace v R\ B, teda prvky z B. Vyberme niektory z prvkov
mnoziny B leziacich v okoli O (%, a) a ozna¢me ho a,. Ak tento vyber urobime pre kazdé n € N, dostaneme

3 postupnost {a,}22, C B, ktord konverguje k a (z inklizie a, € O (%,a) vyplyva 0 < |an —a] < %, podla

vety .25 potom lim, oo |an — a| = 0, &o je ekvivalentné s rovnostou lim,_.co an = a). Z existencie konvergentnej

postupnosti {a,}5>; C B s limitou a ¢ B ovSem vyplyva tvrdenie —(c).

38standardne pouzivané (a priam sa nikajtice) slovné vyjadrenie inklizie B’ C B, ktorym je formulacia B obsahuje vietky
svoje hromadné body nemdzeme, 7ial, pouzit, kedze sme si k nemu sami zahatali cestu definiciou .4 (inak uzito¢nou), podia
ktorej za hromadny bod zhora (zdola) neohrani¢enej mnoziny B C R povazujeme aj bod oo (—o0), ktory zrejme nemoze
byt prvkom B

39axiéma vyberu opat medzi nami
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2. V niektorych dopliiujicich dvahédch vyuzijeme toto tvrdenie:

LEMA. Nech B C R. Potom BU B’ je uzavretd mnoZina.

DOKAZ. Nech a je hromadny bod mnoziny BUB’. Dokdzeme, Ze a je aj hromadny bod mnoziny B, a lez teda
iste v. B U B’; uzavretost mnoziny B U B’ bude potom vyplyvat z lemy .45. V nasich tivahdch pritom vyuzijeme,
7e pre kazdy bod x € B U B’ plati

(Ve > 0)(O(e,z) N B #10) . (64)

Zvolme ¢ > 0. Pretoze a je hromadny bod mnoziny B U B’, existuje &slo z € BU B’ leziace v P(e,a). Nech
e1:= min{|z —a|,a+¢&—x,2 — (a —¢)}, potom £1 > 0 a O(e1,x) C P(,a). Podla (64) v okoli O(e1, x) lezf aspoi
jeden prvok mnoziny B, z inklizie O(e1,z) C P(g,a) potom vyplyva P(e1,a) N B # §. Kedze této tvaha plati
pre kazdé € > 0, je a hromadny bod mnoziny B.

.46 Lema. Nech {A.; a € I}, kde I je neprdzdna mnoZina indexov, je systém mnoZin redlnych &isel 40 Potom
plati
(a) ak kazdd z mnoZin Aa je otvorend, tak aj mnoZina UQEI A, je otvorend;
(b) ak kazdd z mnoZin As je uzavretd, tak aj mnoZina ﬂael Aq je uzavretd.
Ak mnoZina I je naviac koneénd, polozme I = {1,2,...n}. Potom
(¢c) ak kazdd z mnoZin A1, As;. .., An je otvorend, tak aj mnoZina ﬂ?:l A; je otvorend;
(d) ak kazdd z mnoZin A1, Aa, ..., An je uzavretd, tak aj mnoZina U?:l A; je uzavretd.

Dokaz. (a) Oznacme A := (J, ; Aa. Ak z € A, tak (podia definicie mnoziny [, ., Aa) pre niektoré

o' € I platf inklizia z € A, .. Kedze mnozina A, je podla predpokladu otvorend, existuje okolie O(z) bodu =
s vlastnostou O(x) C A,s. 7 inklizie A, C A potom vyplyva O(b) C A, ¢o znamend, ze z je vniitorny bod
mnoziny A. Kedze tato ivaha plati pre kazdy prvok € A, je mnozina A otvoren4.

(c) Ak = € A, tak pre kazdé i € {1,2,...,n} plati z € A,. Kedze mnozina A; je otvorend, vyplyva z inklizie
x € A; existencia ¢isla ; > 0 takého, ze O(g;,2) C A;. Pre e := min{ey,...,e,} potom plati

(Vie{1,2,...,n})(Oe,) C Oles,x) C Ai) , . O(e,x)CﬂAi,

¢o znamena, ze x je vnitorny bod mnoziny ﬂ:zl A
Tvrdenia (b) a (d) mozno odvodit z (a) a (c) pouzitim de Morganovych pravidiel

n

NA«=R\[J®\A) | a [Ja=R\[(®\4)

acl aecl i=1 i=1

Poznamka. Nasledujice priklady ukazuji, ze predpoklad I je koneénd mnoZina nemozno v tvrdeniach (c)

a (d) vynechat. Ak polozime I = N, 4, := (_71? 717), tak kazdd z mnozin A, je otvorend, ale o mnozine
., An = {0} to neplati. Podobne v pripade I = N, A,, := (—1, %), kedy (°_, An = (—1,0]. Z uvedenych

prikladov uz mozno odvodit priklady dokumentujiice nemoznost vynechania uvedeného predpokladu aj v pripade
(d), dopliime ich este jednym: pre I = N, A, := [O, H (teda vietky A, si uzavreté) je |J7_, An = [0,1), ¢o
zrejme nie je uzavretd mnozina.d

V nagich dasich dvahdch budid maf mnoziny, s prikladmi ktorych sme sa stretli v predchédzajicej poznamke,
isty vyznam.

.47 Definicia. Mnozina A C R sa nazyva mnoZina typu G5, ak je mozné ju pisal v tvare najviac spocitatelného
prieniku otvorenych mnozin.
Mnozina B C R sa nazjva mno#ina typu F,, ak je mozné ju pisal v tvare najviac spoéitatelného zjednotenia
uzavretych mnozin.

Poznamka. Z de Morganovych pravidiel

R\GAn:ﬁR\A aR\ﬁA GR\A

40Uvedme tu niekolko prikladov systémov mnozin redlnych &isel. V systéme {(z — 1,24+ 1); z € R} vSetkych otvorenych
intervalov dizky 2 je indexovou mnoZinou mnozina R a A, = (¢ — 1,z + 1); v systéme {la,b];a,b € R,a < b} vietkych
nedegenerovanych uzavretych intervalov je indexovou mnozinou mnozina I vSetkych usporiadanych dvojic (a,b) € R x R
takych, ze a < b; v systéme {O(e,x);e > 0,z € R} vietkych okoli redlnych &isel je indexovou mnozinou mnozina R x R¥.
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zrejme vyplyva tvrdenie mnoZina B je typu F, prdve vtedy, ked R \ B je typu Gs.

Priklad. 1. Mnozina Q je typu F,, kedze Q = Uq EQ{q} (za indexovid mnozinu sme zvolili spocitatelni
mnozinu Q, jednoprvkové mnoziny {¢} su zrejme uzavreté).

2. Ukézeme teraz, ze Q nie je typu Gs (a teda R\ Q nie je typu Fi;). Vyuzijeme pritom nasledujiice tvrdenie:

LEMA. Ak {A,; n € N} je spocitatelny systém uzavretijch mnoZin taky, Ze U A, =R, tak aspon jedna z
mnozin A, musi mat vniitorny bod.

DOKAZ. Sporom. Predpokladajme, Ze U A, = R aziadna z mnozin A,, nem& vnitorné body. Potom mus{
existovat bod ¢; tak, Ze c1 ¢ Ay (inak by platllo A1 = R a kazdy bod mnoziny A; by bol jej vnutornym bodom).
Kedze A; je uzavretd mnozina, je mnozina R\ A; otvorend, a existuje preto e1 > 0 tak, ze (¢1—e1,c1+€1) C R\ A;.
Oznac¢me I := [cl - F,a+ %1] I je teda uzavrety ohraniceny interval neobsahujiici prvky mnoziny A;.

V intervale I; musf lezat aspoii jeden bod c2 s vlastnostou ca ¢ As (keby totiz platilo I1 C A2, bol by bod
¢1 vndtorny bod mnoziny As, ¢o podla predpokladov nie je mozné). Kedze R \ A2 je otvorend mnozina, existuje
€2 > 0 tak, ze (c2 —e2,c2 + €2) C R\ A2. Oznatme I :=11 N [02 — %2, c2 + %2} I je teda uzavrety ohraniceny
interval neobsahujici prvky z As, pritom I> C I;.

Ak budeme tymto spésobom postupoval dalej, dostaneme postupnost uzavretych ohrani¢enych intervalov

LDOLD - DIy DInt1 D,

pri¢om interval I, neobsahuje prvky mnoziny A,. Podla vety .36 m4 systém {I.; n € N} neprdzdny prienik. Pre
prvky « € (), I, z inkliizie ()" In C I vyplyva x ¢ Ai. Kedze tato tivaha plati pre kazdé k € N, dostdvame

(VEeN)(z ¢ A), ti. z¢ ] A,

¢o je ale v spore s predpokladom Uzozl Ar = R. Tym je dokaz nasej lemy skonceny./A

Nase tvrdenie budeme tiez dokazovat sporom; predpokladajme, Ze mnozina Q je typu Gs. Existuji teda
spocitatelny systém {A, ; n € N} otvorenych mnozin tak, ze Q = ., An. Oznacme B; = R\ A;. Mnozina B;
je potom uzavreta (lebo A; bola otvorend) a neobsahuje vnttorné body (keby ¢ € B; bol vniitorny bod mnoziny B,
platilo by O(e, ¢) C B; pre niektoré e > 0; kedze kazdy interval obsahuje aspoii jedno raciondlne &islo, platila by pre
niektoré ¢ € Q inklizia ¢ € O(g, ¢), a teda aj ¢ € B;; potom ale ¢ € B; ﬂQ Bin(,_, An C BiNA; = (), inklizia
q € 0 je oviem vyttizeny spor). Z de Morganovho pravidla vyplyva | J°~ et B, =R\(,_,(R\B,) =R\('_, A, =
R\ Q, teda mnozinu R\ Q mozno pisat v tvare zjednotenia spotitatelného systému B := {Bn;n € N} uzavretych
mnozin, ktoré nemaji vnidtorné body. Kazdy prvok spotitatelného systému A := {{q} ;g€ Q} je tiez uzavretd
mnozina bez vnttornych bodov, zjednotenim tohto systému je mnozina Q. Potom A U B je spoéitatelny systém
uzavretych mnozin bez vnitornych bodov, zjednotenim ktorého je mnozina R = QU (R \ Q). To je v8ak v spore
s tvrdenim nasSej lemy, ¢im je dokaz skonceny.d

Zaver tohto odseku venujeme kompaktnym mnozindm. Nasledujice tvrdenie je s¢asti nepovinnym
tivodom do tejto problematiky (,,nepovinnost” sa tyka implikdcie (a)=-(b)).

.48 Lema. Nech B C R. Potom st nasledujiuce tvrdenia ekvivalentné:

(a) z kazdej postupnosti {a,}°>; C B mozZno vybral konvergentni podpostupnost, ktorej limita lei v
B;

(b) mnoZina B je uzavretd a ohranicend.

Dékaz. (b) = (a). Nech B je uzavretd a ohramicend, nech {a,}2, C B. Kedze B (a teda aj
{an}22,) je ohranicend, mozno z {a,}>; vybrat podla vety .40 konvergentni podpostupnost s limitou
a. Pretoze B je uzavreta, vyplyva z poznamky za lemou .45 inkluzia a € B.

(a) = (b). Treba dokézat implikiciu ak plati (a), tak B je uzavretd a implikdciu ak plati (a), tak B je
ohranicend, zaéneme prvou z nich. Sta&f dokazat, %e z (a) vyplyva vlastnost (c) z pozndmky za lemou .45. Nech
teda {an}s<, C B je konvergentna postupnost s limitou a. Podla predpokladu (a) mozno z {a,}3%, vybrat
konvergentnti podpostupnost, ktorej limita lez{ v B. Kedze limitou tejto podpostupnosti méze byt len a (lema
.38), plati @ € B, ¢o sme chceli dokazat.

Implikédciu ak plati (a), tak B je ohranicend dokdzeme nepriamo. Ak B nie je ohraniend zhora, zostrojime
postupnost {a, }5>; C B s limitou oo, z lemy .38 potom vyplyva, 7ze z {a, }5>; uz nemozno vybrat konvergentnt
podpostupnost (ke&Ze vsetky jej podpostupnosti diverguji k oo).

Nech teda B nie je zhora ohranic¢end, tj. nech

(VK eR)(FbeB)(b>K) .
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Zvolme n € N, mnozina {b € B; b>n} je neprazdna, vyberme jeden jej prvok a ozna¢me ho a,. Ak to urobime
pre kazdé n € N, dostaneme postupnost ** {a,}52; s vlastnostou (Vn € N) (an > n), z tejto nerovnosti uz podla
lemy .19 (pre M = N, f(n) = n,g(n) = an) vyplyva lim,— e arn = 00.

Podobne mozno pre zdola neohrani¢eni mnozinu B skonstruovat postupnost {a, }5=; s limitou —oo.

.49 Definicia. Systém mnozin {A,;« € I} sa nazyva otvorené pokrytie mnoZiny A C R, ak A C
Uaer Aa a kazdd z mnozin A, je otvorena.
Mnozina A C R sa nazyva kompaktnd mnozina (alebo kompakt), ak z kazdého jej otvoreného pokrytia
{Aq;a € T} mozno vybrat koneéné podpokrytie (tj. existuje koneénd mnozina J C I tak, Ze systém
{A,; a € J} je otvorené pokrytie mnoziny A).

.50 Veta. Mnozina A C R je kompaktnd prdve vtedy, ked je uzavretd a ohranicend.

Doékaz. “=" Dokazeme najprv implikdciu ak A je kompaktnd, tak je ohranic¢end. Nech A,, := (—Tl—l%),

potom A := {A,;n € N} je otvorené pokrytie mnoziny A (kedze plati [JA = R), mozno z neho
teda — pretoze A je kompakt — vybrat kone¢né podpokrytie B. Nech N := max{n;A, € B}, potom
AcC Ui:;l Ap = (=N, N), teda A je ohrani¢end mnozina./A

Dokaz implikdcie ak A je kompaktnd, tak A je uzavretd je nepatrne dlhsi. Treba dokazat (definicia

44), 7e kazdé ¢islo b € R\ A je vntitorny bod mnoziny R\ A. Zvolme teda pevne b € R\ A. Ak x € A,
_ |b—=]

potom zrejme x # b, a teda e, := =5= je kladné ¢islo, pre okolia O(e,, ) a O(e,, b) potom iste plati

O(ez,2) N O(gz,b) =10 . (65)

Systém {O(ey,z);x € A} je otvorené pokrytie kompaktnej mnoziny A, existuje teda jeho kone¢éné pod-
pokrytie B = {O(ez,,21),...,0(eq,,2n)}. Nech € := min{e,,,...,e,, }; dokdzeme, ze O(e,b) C R\ A
(odporticame oviem ¢itatelovi, aby si najprv sam rozmyslel, ze to musi byt pravda). Sporom, nech pre
niektoré a € A plati

a€O0(b), tj. b—al<e. (66)

Kedze B je pokrytie mnoziny A, existuje j € {1,2,...,n} tak, ze
a €0, xj), tj. la—x5]<eq, . (67)
7 (66), (67) a nerovnosti € < g;; potom vyplyva
2, =|b—aj|=|(b—a)+ (a—z;)| < |b—a|+ |a—z;| <e+ea, <24, ;

nerovnost 2e, ; < 2e4, ovSem zrejme nemoze platit*2.

“<” Budeme postupovat sporom. Nech teda A je uzavretd a ohraniéend mnozina, ktord nie je
kompaktnd. Potom existuje jej otvorené pokrytie A, z ktorého nemozno vybrat kone¢né podpokrytie.
Nase dalsie tivahy budi teraz ndpadne pripominat dokaz vety .40.

Nech I; := [c1,d;] je interval s vlastnostou A C I; (existencia I; vyplyva z ohrani¢enosti mnoziny
A). Rozdelme ho bodom by := ng—dl na intervaly I1; := [c1,b1], 12 := [b1,d1], vyberme ten z nich,

ktorého prienik s mnozinou A nemozno pokryt koneénym poétom mnozin z A (ak maji tito vlastnost
obidva, zvolme I11) a ozna¢me ho I5 a jeho koncové body ¢z < dy. Opakovanim tohto postupu ziskame
postupnost intervalov spliajtcich predpoklady (i) a (ii) vety .36, pricom

Ziadnu z mnoZin I, N A nemozno pokryt (68)
koneénygm poctom mnozin pokrytia A

4laxiéma vyberu veéne 7iva,

42Pokial sa ¢itatelovi nés dékaz sporom nep4éil, ponikame mu tento priamy:

N N
O(,b)NA C Oe,b)N U Oex,,an) = U (O(e,b) N O(ex, 7)) €
n=1 n=1
N
C (O(Ezn7b) N O(Ezn7$n)) =0,
n=1

pri¢om poslednd rovnost vyplyva z (65).
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(a teda zrejme kazdd z mnozin I,, N A je nekonecénd). Nech {a} = (" —, I,

—C

Kedze limy,— o0 |T,| = limy, o0 %1,”711 =0, m4 &islo a nasledujicu vlastnost
(Ve > 0)(Im € N) (I, C O(e,a)) , (69)

z nej vyplyva — kedze kazd4 z mnozin I,,, obsahuje nekoneéne vela prvkov mnoziny A — ze a je hromadny
bod mnoziny A, a teda a € A (lema .45). Kedze a € A a A je otvorené pokrytie mnoziny A, existuje
M € A s vlastnostou a € M. Z otvorenosti mnoziny M vyplyva, Ze pre niektoré e > 0 plati O(e,a) C M
(definicia .44). Z (69) potom ale vyplyva, ze pre niektory élen I, nasej postupnosti {I,}52; plati
I, C O(e,a) C M, €o znamend, 7e interval I,,, — a tym skor aj mnozinu I,, N A — mozno pokryt jedinym
prvkom pokrytia A, ¢o je zrejme spor s (68).

Poznamka. Z lemy .48 a vety .50 vyplyva toto tvrdenie:

VETA. Nasledujice vyroky su ekvivalentné:

(a) mnozina A C R je kompkatnd;

(b) 2z kazdej postupnosti {an}5>2, C A mozno vybrat konvergentni podpostupnost, ktorej limita je prvkom
mnoZiny A.

.51 Lema. Ak A C R je kompakind mnozina, tak ezxistuji min A, max A.

Doékaz. Kedze A je podia vety .50 ohraniGend, existuju sup A, inf A. Inkliziu sup A € A dokézeme sporom.
Ak a :=sup A ¢ A, tak a je hromadny bod mnoziny A (dokaz sa zakladd na rovnakej ivahe ako dokaz bodu 2
implikdcie (b)=(c) v pozndmke za lemou .45), z lemy .45 potom vyplyva a € A, ¢o je spor s predpokladom a ¢ A.
Dokaz inklizie inf A € A je rovnaky.

Part 11
Spojité funkcie

7 Definicia spojitosti

.52 Definicia. Hovorime, ze funkcia f je spojitd v bode a € D(f), ak plati

(Y0(7(@)) (30(@)) (va € O(a) N D(£)) (f(x) € O(f(@) ) (70)
¢o — kedze okolia ¢isel a, f (a) moézeme popisat ich polomermi § a & — je to isté ako

(Ve >0)(36 > 0)(Vz € D(f))(|Jz —al <6 = |f(z) — f(a)| <) . & (71)

:-) Vyroky (70) a (71) népadne pripominaji zdpis rovnosti lim,_.q f(z) = f(a), st tu viak dve odlignosti:
e podstatnd: nepredpokladdme, Ze a je hromadny bod defini¢ného oboru D(f);
e nepodstatnd: z (70) vidno, ze nehladdme prstencové okolie bodu a, ale okolie tohto bodu. (-

Vztahu limity a spojitosti je venovany nasledujtici paragraf.

.53 Definicia. Cislo a € R sa nazjva izolovang bod mnoziny M C R, ak a € M, ale a nie je hromadny
bod mnoziny M, tj. ak plati
(30(a)) (M N O(a) = {a}) .

Lema. Nech je dand funkcia f, nech a € D(f). Potom
(a) ak a je izolovany bod mnoziny D(f), tak f je spojitd v bode a; 5
(b) ak a je hromadny bod mnoziny D(f), tak f je spojitd v bode a prdve vtedy, ked limy,_., f(x) = f(a).
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Dékaz. (a) Nech O je okolie bodu a s vlastnostou O N D(f) = {a}. Ak zvolime O(f(a)) a budeme
hiadaf okolie O(a) spinajice poziadavky z (70), zistime, ze vidy staéi polozit O(a) := O, pretoze pre

z € OND(f) ={a} plati f(z) = f(a) € O(f(a)).
(b) Staci porovnat (71) a (10); zrejme plati (71)=-(10); dokaz opacnej implikdcie vyplyva z faktu, ze
nerovnost |f(z) — f(a)| < € z (10) zostane iste zachovana, ak za z zvolime a. #

Obdobou vety .39 je v pripade spojitosti nasledujice tvrdenie.

.54 Veta. Nech a je prvok definicného oboru funkcie f. Potom su nasledujice tvrdenia ekvivalentné:
(a) pre kazdi postupnost {x,}>2; C D(f) s limitou a plati lim,—,~ f(z,) = f(a);
(b) funkcia f je spojitd v bode a.

Dékaz je verna képia dokazu vety .39 v paragrafe .6 (druhou, ale — ako Gitatel zisti — komplikovanejsou
moznostou, je odvodit nase tvrdenie z vety .39.

.55 Veta. (a) Ak funkcie f a g s definicngm oborom M si spojité v bode a, tak aj funkcie f +g, f —g,
fg su spojité v a. Ak naviac g(a) # 0, tak aj funkcia g je spojitd v bode a.
(b) Ak funkcia f je spojitd v bode a a funkcia g v bode f(a), tak funkcia go f je spojitd v bode a.

Dékaz. (a) V pripade, 7e a je izolovany bod mnoziny M, niet ¢o dokazovat (lema .53(a)). Ak a je
hromadny bod mnoziny M, je to désledok vety .15 a lemy .53(b). A

Najrychlejsia cesta dokazu v pripade (b) je zopakovat (tento raz v jednoduchsej verzii) tivahy z dokazu
vety .17 43:

K O(g(f(a))) existuje O(f(a)) s vlastnostou
y € O(f(@) N D(g) = g(y) € O(9(f())) . (72)
k O(f(a)) existuje okolie O(a) s vlastnostou

x € 0(a) N D(f) = f(z) € O(f(a)),

z ktorej vyplyva
2 € 0(a) N D(go f) = f(x) € O(f(@)) N Dl(g) : (73)

z (73) a (72) uz vyplyva nase tvrdenie.

.56 Definicia. Cislo a € R sa nazjva bod nespojitosti funkcie f, ak a je hromadny bod mnoziny D(f),
ktory splia jednu z nasledujicich podmienok:

L. a ¢ D(f); )
2. a € D(f), ale lim,_,, f(x) bud neexistuje, alebo — ak existuje — je rozna od f(a). &

Klasifikéciu bodov nespojitosti uvéddzame v nasledujticej tabulke 4.

43Mozeme — samozrejme — zopakovat postup z bodu (a) a odvodit nase tvrdenie z lemy .53 a vety o limite zlozenej funkcie;
ako vsak uvidime, je to komplikovanejsie nez dékaz, ktory uvddzame v texte:

Ak a je izolovany bod mnoziny D(g o f), niet ¢o dokazovat. Ak a je hromadny bod mnoziny D(g o f), si dve moznosti.

1. f(a) je izolovany bod mnoziny D(g), vtedy z predpokladu limz—q f(x) = f(a) (tj. zo spojitosti funkcie f v bode a)
vyplyva, ze funkcia go f je konstantna na niektorom okoli O(a) bodu a (staéi zvolit O(a) s vlastnostou x € O(a)ND(go f) =
f(z) € ON D(g), kde O je okolie bodu f(a) také, ze O N D(g) = {f(a)});

2. ak f(a) je hromadny bod mnoziny D(g), tak z predpokladu spojitosti vyplyva limz—a f(z) = f(a),lim,_, r(a) 9(y) =
g(f(a)) a nase tvrdenie vyplyva z vety .17 (v ktorej je splnend podmienka (c)).

447iadame &itatela, aby sa nedal ohiirit zdanlivou komplikovanos:ﬁou vetviacich sa moznosti, vyhne sa tak depresidm a
naslednému rozhodnutiu bud skocif z okna alebo sa nedajboze tabulku naucit naspamét.

35



| a je hromadny bod mnoziny D(f) |

‘ existuje vlastnd limg—q f(z) =: b ‘ ‘ neexistuje limg—q f(z) ‘
a € D(f)
‘ fla) =10 ‘ ‘ fla) #b ‘ ‘ a ¢ D(f) | existujui kone¢né iné dévody existuje nevlastnd
navzdjom rozne neexistencie limg—q f()
jednostranné limity limg—q f()
| odstrdnitelnd nespojitost neodstranitelnd nespojitost
spojitost
| body nespojitosti 1. druhu } body nespojitosti 2. druhu

Nasledujicich 6 funkcii dokumentuje jednotlivé moznosti uvedené v stvrtom riadku nasej tabulky, vo
vietkych pripadoch nés zaujima spojitost v bode a = 0:

filw) =, fz(x)Z{ L A TEY @) = 2 fale) = [o] (de [] omacuje cold east), f(x) =

sin (1), fole) = .

.57 Cvicenie. Kazdé &islo a € R je bod nespojitosti 2. druhu Dirichletovej funkcie

_fo, ak 2¢Q
X(w)_{l, ak z€Q

.58 Priklad. Nech f je monotdnna funckia definovand na intervale I. Potom
(a) body nespogitosti funkcie f leZiace vnitri intervalu I si neodstrdnitelné body nespojitosti 1. druhu;
(b) mnoZina vietkych bodov nespojitosti funkcie f je spocitatelnd.

(a) Nech a je bod nespojitosti funkcie f leziaci vnitri intervalu I. Podla désledku .31 v @ existuji konecné
jednostranné limity. Keby sa tieto limity rovnali, vyplyvala by z lemy .28 existencia limity lim;—q f(z) a z
nerovnosti v désledku .31 rovnost lim,—, f(z) = f(a), ¢o by znamenalo, ze funkcia f je v bode a spojité.

(b) Kedze mnozina vietkych bodov nespojitosti funkcie f je zjednotenim mnoziny N vietkych jej bodov
nespojitosti leziacich vnutri intrevalu I s najviac dvojprvkovou mnozinou (ako dalsie body nespojitosti totiz
prichddzaji do tvahy uz len krajné body intervalu I), staci dokézat spocitatelnost mnoziny N.

Predpokladajme najprv, ze f je rastica. Potom kazdému bodu nespojitosti a € N mozno priradit otvoreny
interval I, := (limmaa, f(@),limy—qaqt f(x)), pritom pre a # bje I,NI, = 0 (ak b < a, tak limz—p1 f(x) < f(a) <
lim;—q— f(x), prva nerovnost vyplyva z désledku .30, pretoze f(a) € A := {f(x);z € M4} a limy—pyt f(x) =
inf A; rovnako mo#zno uvazovat v pripade a < b). Systém Z := {Z4; 4 € N} je teda systém po dvoch disjunktnych
nedegenerovanych intervalov, preto je spoéitatelny. Pretoze zobrazenie p : N — I, p(a) = Ia, je bijekcia, je
potom spoéitatelnd aj mnozina /. Tym je naSe tvrdenie v pripade f rastica dokdzané.

Ak f je neklesajica, je funkcia g : I — R, g(z) = = + f(z), rastica, pritom — ako vyplyva z tvah pouzitych v
dékaze lemy .23 — mnoziny bodov nespojitosti funkeii f a g si totozné. Kedze podla predchédzajiceho je mnozina
vietkych bodov nespojitosti funkcie g spocitatelnd, je tym nase tvrdenie dokézané aj v pripade f neklesajica.

V pripade f nerastica staci vyuzit, ze —f je neklesajica funkcia s tou istou mnozinou bodov nespojitosti.

Poznamka. 1. Rozbor charakteru bodov nespojitosti funkcie f mozno pomocou viet .29 a .30 rozsirit
samozrejme aj na krajné body intervalu I. Nasledujice tvrdenia s len slubnym zaciatkom, na ktory Citatel iste
dychtivo nadviaze.

Nech f : I — R je neklesajica funkcia a o je lavy koncovy bod intervalu I. Ak o € R, ale o ¢ I, tak o je bod

nespojitosti funkcie f, ktory je neodstrdnitelny, ak f nie je zdola ohranicend (vtedy totiz limy . f(x) = —c0), a
je odstrdnitelny, ak f je zdola ohranicend.
Ak a € I, tak
fla) < lim_f(x) ()

a funkcia je teda v bode o bud spojitd (ak v 74 plati rovnost, alebo je to odstrdnitelny bod nespojitosti (ak v 74
plati ostrd nerovnost).
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2. Tvrdenie (b) nasho prikladu uZ nemozno zlepsit, mozno totiz dokdzat (¢o urobfme neskoér v kapitole o
¢iselnych radoch) tito lemu.

LEMA. Nech N je spoéitateind mnozina. Potom existuje rastica funkcia f : R — R, pre ktord je N mnoZinou
vsetkiych jej bodov mespojitosti.

.59 Priklad. Riemannova funkcia

{0, ak ¢ Q

% , ak x= %, kdep € Z, g € N st nesudelitelné

r(x) =

je spojitd v kazdom iraciondlnom cisle, kazdé raciondine ¢islo je jej odstrdnitelny bod mespojitosti.

Dokézeme, Ze pre kazdé a € R plati limg ., 7(z) = 0, odtial uz — kedze r(a) = 0 pre a ¢ Q ar(a) # 0 pre
a € Q — bude vyplyvat nase tvrdenie.

=) Stacf si uvedomit, ze — ak n € N je pevne zvolené — hodnoty 1,3, 3,..., = moze funkcia 7 nadobudat
len v niektorom z bodov tvaru S, kde k € Z, a ze kazdy bod a € R m4é prstencové okolie, ktoré uz také body
neobsahuje. (-:

Nech n € N; ak A, = {%,kz € Z}, tak pre z € R\ A, je 0 < r(z) < % Ak P(2,a) je prstencové okolie
bodu @ s polomerom 2, tak P(2,a)N A, # 0, ale v P(2, a) mbze lezat len konecéne vela prvkov mnoziny A,, preto
existuje § := min{|a — z|;z € A, N P(2,a)}, pritom 6 > 0 (z rovnosti 6 = 0 by vyplyvalo x = a pre niektoré
z € P(2,a) N Ap, €0 — kedze a ¢ P(2,a) — nie je mozné). Potom P(8,a) N A, = 0, a teda plati

1
Va € P(6, ( _) .
(ve e PG,0) (Ir@)] <
Kedze pre kazdé e > 0 vieme najst n € N tak, ze % < &, vyplyva z predchadzajiicich tivah pravdivost tvrdenia
(Ve>0)(35>0)(Vm6R)(0 <|z—a|l<d=|r(z) <<€) ,

&fm je rovnost lim,_, 7(x) = 0 dokdzan4.

Poznamka. 1. Mnozina Q bodov nespojitosti funkcie r, ktord — ako sme préve videli — m4 len odstranitelné
body nespojitosti, bola spocitatelna. Ukazuje sa, ze to nie je ndhoda; plati totiz toto tvrdenie:

Nech funkcia f : R — R md len odstrdnitelné body nespojitosti. Potom mnoZina vsetkyjch jej bodov nespojitosti
je spocitatelnd.

Doékaz naznacime pre zdujemcov len v pozndmke *° pod éarou a Citatelovi prenechdme tiez kontrolu spravnosti
dokazu nasledujiicej lemy (ukazujiicej, Ze prave vyslovené tvrdenie uz nemozno zlepsit).

LEMA. Nech N je spocitatelnd mnozina. Potom existuje funkcia f : R — R takd, Ze mnoZina N je mnoZinou
vsetkych jej bodov nespojitosti.

DOKAZ. V pripade N koneénd stadi polozit

_J 0 pre zeR\N
f(x)—{ 1 pre zeN

Ak N je nekoneéne spoéitatelnd, zoradme ju do prostej postupnosti {an}nz1 a polozme

0 pre zeR\N
f(x){ 1 pre r=an,

n

2. Cloveku méze skrsnit v hlave myslienka “°: ked existuje funkcia, ktors je nespojitd len v raciondlnych
&islach, nedala by sa nejak zostrojit aj funkcia f : R — R s R\ Q ako mnoZinou vsetkych bodov nespojitosti?

Tito otdzku zodpovieme (negativne) v zdvere tohto odseku.

45Nech Z := {(p,q) € Q x Q;p < q}, nech Ay := {a € R;limz—a f(z) < p < ¢ < f(a)}, Bpg == {a € R; f(a) <
p < ¢ < limg—q f(z)}. Potom ziadne a € R nie je hromadny bod mnoziny Apq (keby a € R bol hromadny bod
mnoziny Apq, existovala by postupnost {an}32; C Apq s limitou o; z vlastnosti f(an) > ¢q by vyplyvalo limz—a f(a) > g,
stcasne — pretoze (Vn € N)(limgz—aq, f(z) < p) — by bolo mozné skonstruoval postupnost {b,}52 ; tak, ze |bp — an| < %,
flbn) <p+ %; potom by ale muselo — kedze limy,— o0 by, = a — platit aj limy—q f(x) < p, Co nie je mozné, pretoze p < q).
Rovnakt vlastnost mé aj kazdd z mnozin Bpq. Z tejto vlastnosti vyplyva, Ze kazdd z mnoZin Apq, Bpq je spocitateln4.
(Keby mnozina M s uvedenou vlastnostou nebola spoéitatelna, existovalo by i € N tak, ze v intervale [i,4 + 1] by lezalo
nekonecne vela prvkov mnoziny M. Analégiou postupu z dokazu vety .40 potom mozno dokazat, ze v [¢,4+1] lezi hromadny
bod mnoziny M) Pre mnozinu N vsetkych bodov nespvojitosti funkcief plati N = U(p,q)eI(APq U Bpq); kedze mnozina
T aj kazdd z mnozin Apq, Bpq pre (p, q) € T je spoéitatelnd, je spocitatelnd aj mnozina N.

46stdvaji sa také veci
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.60 Definicia. Funkcia f sa nazyva spojitd, ak je spojitd v kazdom bode svojho definiéného oboru.
Ak ) # M C D(f) a funkcia f|as je spojitd, hovorime, ze funkcia f je spojitd na mnoZine M.

Doélezité upozornenie. Nasa definicia spojitosti na mnozine nie je ekvivalentna s ¢asto sa vyskytujicou

definiciou funkcia f : D(f) — R je spojitd na mnoZine M, ak f je spojitd v kaZdom bode mnoziny M; to ukazuje
priklad Dirichletovej funkcie x; X|Q je totiz spojita funkcia, ale x nie je spojitd v ziadnom bode mnoziny Q.
Podobne funkcia [.] (celd cast) je (podla nasej definicie) spojita na intervale [0, 1), ale nie je pravda, ze je spojité
v kazdom bode tohto intervalu (bod 0 je neodstranitelny bod nespojitosti).

Priklad. Zo (stale este nedokdzaného) tvrdenia vety .12 vyplyva:

Kazdd elementdrna funkcia je spojitd.

Poznamka. Zaveden terminolégia mdze posobit trocha nezvyéajnym dojmom; napr. (elementdrna) funkcia
=5 je spojitd, ale 0 je jej (neodstranitelny) bod nespojitosti.

Ak zvolime trochu iny uhol pohladu, zistime, 7e napriek tomu nie st nase pojmy a7 tak nezmyselne zvolené:
Ak &slo a € R je odstranitelny bod nespojitosti funkcie f : M — R, pricom a ¢ M, je funkcia fy : M U {a} = R,

B f(x) pre z €M

hilw) = { limy—q f(z) pre z=a

1 .
dodefinovanej v bode a; takymto spdsobom mozno napriklad spojiti funkciu e” 2% definovand na R\ {0} rozsirit

, spojitd v bode a (o funkcii fi niekedy hovorime ako o funkcii f spojito

na spojiti funkciu s definiénym oborom R). Skutoénost, 7e 0 je neodstranitelny bod nespojitosti funkcie ;lg'7

z tohto hladiska znamend, Ze funkciu ;12 nemozno v bode 0 spojito dodefinovat (teda zviicsenie jej defini¢ného

oboru o bod nespojitosti je mozné len za cenu straty spojitosti) a7,

Na zéver tohto odseku ukézeme, ako mozno spojitost funkcie popist pomocou pojmu oscildcie.

.61 Definicia. Nech je dand funkcia f. Ak ) 2 M C D(f) a f je ohrani¢end na M, nazyva sa &islo

w(f, M) = sup f(e) = inf f(z)

oscildcia funkcie f na mnoZine M.

Pozndmka. Pre ) # N C M je sup,cn f(x) < supyea f(x), infeen f(x) > infeens f(z), preto w(f, N) <
w(f,M). Z tejto dvahy vyplyva: ak f je ohrani¢end v niektorom okoli O(y,a) bodu a € D(f) (tj. na mnozine
O(v,a)N D(f))7 tak funkcia A : [0,7] — R, Q(d) = w(f, O(0,a) N D(f)) je neklesajica a nezépornd. Preto podia
dosledku .30 existuje lims_o+ w(f, O(d,a) N D(f))

4TV tejto tivahe sme sa obmedzili len na jeden bod nespojitosti, mozno ju véak vykonat aj vseobecne:
Nech N je mnoZina véetkyjch bodov nespojitosti funkcie f : M — R, nech NN M = 0; oznaéme Ny mnoZinu vietkiyjch

odstrdnitelngjch bodov nespojitosti. Potom funkcia fi : MUNg — R, fi1(z) = { lim f(ﬁf)f(x) g;’: IEGAJ% je spojitd.
Tr—a

:-) Skér nez naznacime dokaz, mal by si ¢itatel uvedomit, Ze zdévodnenie nie je na rozdiel od predchadzajiceho pripadu
uvazujiceho len jeden bod odstranitelnej nespojitosti az také bezprostredne zrejmé. Dodefinovanie funkcie f : M — R v
jedinom bode totiz nezmeni — ¢o sa tyka existencie limit — situdciu v bodoch mnoziny M (kazdy bod z M m4 totiz okolie,
na ktorom sa funkcie f a f1 zhoduji), v pripade dodefinovania funkcie f na mnozine Ny (ktord méze byt nekonecnd), to
nie je uz také jasné na prvy pohlad. (-:

Myslienka dékazu je nasledovnd: Ak a € M U Ny je hromadny bod mnoziny M U Ny, tak je aj hromadny bod mnozZiny
M (pozri dokaz lemy z pozndmky 2 v paragrafe .45), preto existuje limz—q f(2) = fi1(a). Ak zvolime € > 0, existuje okolie
O(a) tak, ze

(V2 € O(a) N M) (\f(a:) - fi(a)] < %) (75)
Ak y € NoNnO(a), tak f1(y) = limz—y f(2) a z nerovnosti (75) vyplyva | f1(y) — f1(a)| < § < e (veta .24), ¢im sme dokézali
vyrok
(\m € 0@ n (M u/\/’o)> (1) — fil@) <<) . &

Takto definovand funkcia fi uZ nemd odstrdniteiné body nespojitosti. (Sporom; predpokladajme, Ze a je odstranitelny
bod nespojitosti funkcie f1, potom a je hromadny bod mnoziny M UNp, a teda aj hromadny bod mnoziny M. Z existencie
koneénej limz—q f1(x) potom vyplyva aj existencia kone¢nej limg—.q f(z), a teda a € No C D(f1). To je ale spor, pretoze
funkcia f1 je spojitd v kazdom bode svojho defini¢ného oboru.)

Specilne plati: ak N = Ny, tak funkcia fi uz nemd body nespojitosti . (Mnoiina M UNy = M UN je totiz uzavretd
(lema z popznamky 2 v paragrafe .45; prvky mnoziny M’ lezZia totiz bud v M alebo st to body nespojitosti funkcie f)az
lemy .45 vyplyva, ze spojitd funkcia definovand na uzavretej mnozine nemda body nespojitosti.)
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Definicia. Ak funkcia f je ohrani¢end v niektorom okolf bodu a € D(f), nazyva sa ¢islo
w(f,a):= 61ir(r)1+w(f, O(6,a) N D(f))

oscildcia funkcie f v bode a.

.62 Cvicenie. Ak funkcia f : I — R je na intervale I ohrani¢enad a bod a je vnitorny bod intervalu I, tak

w(f,a) <w(f,1).

.63 Lema. Funkcia f je v bode a € D(f) spojitd prave vtedy, ked w(f,a) =0. 48

Doékaz je zalozeny na nasledujicich tvahach: 5

“=7": ak pre kazdé = € O(d,a) N D(f) f(x) = f(a)| < e, tak — kedze |f(z) — f(a)| < €
je ekvivalentné s nerovnostami f(a) —e < f(x ) fla) +¢ — platl SUPeo(s,ann( f (@) < fla) + &,
infco(s.ann(s) f(2) = fla) =€, atedaw(f,0(8,a) N D(f)) < 2;

“=": akw(f,0(8,a)ND(f)) < e, tak pre vietky = € O(6, a)ND(f) plati
infoeo(s.anp() f(@) = w(f,00,a) N D(f)) <e.

Podrobn realizaciu prenechdvame na Citatela.

f(@)=f(a)| < sup,cow,anpir f()—

.64 Lema. Nech f je funkcia definovand na R, nech ¢ > 0. Potom mnoZina A. := {x € R ; f je ohranitend v
niektorom okoli bodu z a w(f,z) < €} je otvorend.

Dékaz. Ak A. = (), je tvrdenie zrejme pravdivé, pretoze ) je otvorend mnozina.

Nech teraz A. # (), nech a € A.. Kedze ¢ > w(f,a) := lim(;HOer(f,O(é, a))7 existuje A > 0 tak, ze
w(f,0(A,a)) < & (funkcia g(6) = ¢ —w(f,O(5,a)) ma v bode 0 kladni limitu, preto je na niektorom okolf tohto
bodu zdola ohrani¢end kladnou konstantou (lema .10(b)), teda pre niektoré A > 0 je iste g(A) > O). Pre kazdé
z € O(A, a) potom plati w(f, x} < w(f, oA, a)) < € (cvicenie .62). To ale znamend, ze O(A,a) C Ae, teda a je
vnutorny bod mnoziny A.. Kedze tato ivaha plati pre kazdé a € A, je A. otvorend mnozina.

.65 Dosledok. Nech f je funkcia definovand na R. potom mmnozina S vsetkych bodov, v ktorych je f spojitd, je
mnoZina typu Gs; mnozina N vietkych bodov nespojitosti funkcie f je mnoZina typu Fy.
Dékaz. Z lemy .63 vyplyva rovnost S = (77, A1, kde A1 je mnozina A. z predchddzajicej lemy pre e = +.

Kedze kazd4 z mnozin A1 je otvorend, znamens to, 7e mnozina S je typu Gs. Z rovnosti N = R\ S vyplyva, ze
N je potom typu F, (poznédmka za definiciou .47).

Priklad. 1. Teraz uz mézeme zodpovedal otézku z pozndmky 2 za prikladom .59. Kedze mnozina Q nie je
typu Gs (priklad 2 za definiciou .47), neméze existovat funkcia f : R — R, ktord by bola spojitd len v bodoch
mnoziny Q.

2. Ukéazeme teraz, ze informéciu z désledku .65 uz nemozno zlepsit. Plati totiz nasledujice tvrdenie.

LEMA. Nech M je mnozina typu Gs. Potom existuje funkcia f : R — R, ktord je spojitd prdave v bodoch
mnoziny M.

DoxAz. Nech {A,}02 je postupnost otvorenych mnozin taka, ze M = ﬂzozl A,. Nech B, ;= A1NA>N...N
Ay, potom M = ﬂ:o=1 By, a {B»}32, je postupnost otvorenych mnozn (lema .46(c)) takd, 7e B1 D B2 D Bs - - -.
Oznatme Ci := R\ Bi, Cpt1 := By \ Bry1 (n € N) a definujme funkciu f predpisom

0 pre z€()_, B
flx) = % pre z€C,NQ
—< pre z€Cn\Q

V nasich dalsich uvahédch vyuZzijeme nerovnost

(Vs € By) <|f(x)| < %) , (76)

4Btrochu lezérnym vyjadrenim ked w(f, a) = 0 myslime (podobne ako v pripade limit) ked w(f,a) existuje a rovnd sa 0
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ktord vyplyva z rovnosti By = UZk-H C; U ﬂzo:l B.. ¥ A

Nech a € ()7, Bn, ukdzeme, Ze f je spojitd v bode a, tj. ze
(Ve >0) (35 > 0) (Vz € O(5,a)) (If(x)] <e) .

Nech je teda dané € > 0, nidjdime N € N tak, aby platilo % <e. Kedze a € ﬂzo:l B, plati aj a € By. Pretoze
By je otvorend mnozina, existuje § > 0 tak, ze O(J,a) C By, podla (76) potom plati

(Y2 € 0(6,a)) (If ()] < % <o),

¢o znamend, Ze nase § ma pozadovani vlastnost. A

Ak a ¢ ﬂ;’ll B, je iste f(a) # 0. Bod a mé na vyber z dvoch moznosti:

1. V kazdom okoli bodu a lezia prvky z ﬂ;’o:l By,; potom ale v kazdom okoli bodu a nadobuda funkcia f aj
nulové hodnoty, a teda — kedze f(a) # 0 — nemdze byt v bode a spojitd (ak totiz f(a) > 0 a f by bola spojitd v
bode a, tak podia lemy .10(b) by f v niektorom okoli bodu a nadobidala len kladné hodnoty; podobné dvahy sa
vztahuji na pripad f(a) < 0).

2. Existuje v > 0 tak, ze O(v,a)N()._, Bn = 0. Potom kazdé okolie O(6, a) pre 0 < § < ~y obsahuje raciondlne
aj iraciondlne ¢isla neleziace v mnozine ﬂ;’o:l B, a funkcia f teda v kazdom z tychto okoli nadobida kladné aj
zéporné hodnoty. Kedze f(a) # 0, neméze byt f v bode a spojita (zdévodnenie je rovnaké ako v predchddzajiicom
bode).

8 Vlastnosti spojitych funkcii definovanych na intervale

.66 Veta. Nech f je spojitd funkcia definovand na intervale I. Ak existuji body a,b € I, a < b, tak, Ze
f(a)f(b) <0, 50 tak pre nicktoré c € (a,b) plati f(c) = 0.

Dékaz. Predpokladajme f(a) < 0 < f(b) (v pripade f(a) > 0 > f(b) sta¢i potom uz dokdzané
tvrdenie aplikovat na funkciu —f), nech A := {z € [a,b]; f(x) < 0}. MnoZina A je neprazdna (a € A)
a zhora ohranicend (A C [a,b]), preto existuje ¢ := sup A, pritom — kedze a € A a ¢islo b je horné
ohrani¢enie mnoziny A — plati ¢ € [a,b]. Ukdzeme, ze nemdze platit 1. f(c) <0 ani 2. f(c) >0 ;
odtial uz bude vyplyvat rovnost f(c) = 0 a stcasne — kedze f(a) # 0, f(b) # 0 — aj inklizia ¢ € (a,b). V
nasich tvahéch vyuzijeme, ze f(c) = lim,_.. f(z), kedze f je spojitd v bode c.

1. Budeme dokazovat sporom; nech f(c) < 0, potom ¢ < b. Z rovnosti lim,_. f(z) = f(c) a
predpokladu f(c) < 0 vyplyva (lema .10(c)) existencia ¢isla d; s vlastnostou

(Vz € O(61,¢)NI)(f(z) <0).
Pre ¢islo § := min{d1,b — ¢} potom plati § > 0 a
(Vz € [e,c+6))(f(z) <0) .

To ale znamend, ze A musi obsahovat vietky ¢fsla z intervalu [c, ¢ + ), ¢o nie je mozné, kedze ¢ je horné
ohrani¢enie mnoziny A. Z tohto sporu vyplyva, ze nerovnost f(c) < 0 neméze platit.

2. Z nerovnosti f(c) > 0 by vyplyvalo ¢ > a; podobne ako v predchddzajiicom bode by z lemy .10(b)
bolo mozné odvodit existenciu ¢isla § > 0 s vlastnostou

(Vo € (c—0,c]) (f(z) >0) ,

z ktorej by vyplyvalo, Ze interval (¢ — 4, ¢] neobsahuje prvky mnoziny A. To je ale v spore s rovnostou
¢ = sup A; podla druhej vlastnosti supréma totiz plati

(V6 >0)((c—=68,cJNnA#£D) .

49Inklizia “D” vyplyva z inklazif ﬂzozl Bn C By, C; C B C By, i > k+ 1. Naopak; ak = € By, tak = bud lezf v
ﬂzozl By, (a v takom pripade uz netreba viacej dokazovat) alebo tam nelezi. Ak z € By, nelezi v ﬂzozl By, tak @ ¢ By
pre niektoré N € N. Z inkluzie B,, C By pre n > N potom vyplyva (Vn > N) (90 IS Bn), preto existuje m := maxZ, kde
T:={n €N;z € By} (kedze k € T, je T # 0), zrejme m > k; potom plati € By \ Bm+1 = Crn+1-

50podmienka f(a)f(b) < 0 je len elegantna skratka zapisu (f(a) < 0A f(b) > 0)V (f(a) > 0A f(b) <0)
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Poznamky. 1. Alternativny dokaz uvedeného tvrdenia dostaneme, ak namiesto mnoziny A budeme uvazovat
mnozinu B := {z € [a,b]; f(x) > 0}, ktord je neprdzdna a zdola ohrani¢end. Za povsimnutie stoji, ze ¢islo ¢ s
vlastnostou f(c) = 0 ziskané tymto postupom nemusi byt totozné s ¢islom ¢, ktoré sme nasli v nasom pévodnom
dékaze (vhodny priklad si citatel dokéze iste zostrojit sdm).

2. Je treba si uvedomit, ze existencia &isla ¢ vyplyvala z vety o supréme. Keby sme namiesto mnoziny R
pracovali v nasich tivahdch s mnozinou Q (pre ktort — ako vieme — uvedend veta neplat{), nemuselo by uz tvrdenie
zodpovedajiice vete .66 byt pravdivé. Prislusné analégia pre Q by mala podobu: Nech I je interval v mnoZine Q

tj. I C Q je neprazdna mnozina s vlastnostou

(Va,ﬁeI)(VmEQ)(a<x<ﬁ:>x€I)),

nech f : I — Q je spojitd funkcia, pricom pre niektoré a,b € I, a < b, plati f(a)f(b) < 0. Potom f(c) =0 pre
niektoré ¢ € I, a < ¢ < b. Nepravdivost tohto tvrdenia dokazuje jednoduchy priklad I = Q, f(z) = 2> -2, a =1,
b=2.

3. Désledkom vety .66 je nasledujice tvrdenie:

Ak spojita funkcia f definovand na intervale I memd v Ziadnom bode x € I hodnotu 0, tak f nadobida na I
bud len kladné alebo len zdporné hodnoty.

Specidlne plati

Ak a,b, a < b, st dva susedné nulové body spojitej funkcie f definovanej na intervale I, tak f na (a,b)
nadobida bud len kladné alebo len zdporné hodnoty.

4. Elegantnym doplnkom vety .66 zarucujicej existenciu koreria rovnice f(x) = 0 je metdda polenia intervalu,
umoziiujiica néjst korei rovnice f(z) = 0 s lubovolnou presnostou:

Nech f je spojitd funkcia definovand na intervale I, nech ai,b1 € I, a1 < b1, f(a1) < 0 < f(b1). Oznacme
I, := [a1, b1], nech ¢1 := ﬂj—bl. Ak f(c1) = 0, nasli sme koreri rovnice f(z) = 0; ak f(c1) # 0, vyberme ten z
intervalov Iy := [a1,c1], L2 := [c1, b1], v koncovych bodoch ktorého mé funkcia f opaéné znamienka (tj. I11 v
pripade f(c1) > 0, I12 v pripade f(c1) < 0) oznaéme ho I> a jeho koncové body az < ba. Nech ¢z := “—2'2"—b2~. Ak
f(e2) = 0, je c2 koretl rovnice f(x) = 0; ak f(c2) # 0, vyberme ten z intervalov 21 := [az, c2], l22 := [c2,b2], v
koncovych bodoch ktorého . .. atd.

Ak n4s postup neskonéi po koneénom pocte krokov (€o je mozné len tak, ze pre niektoré n € N plati f(c,) = 0),
dostaneme postupnost {I,,}22; vlozenych intervalov, ktorych prienikom je jednoprvkové mnozina {c}. Potom z
nerovnost{ an, < 0 < by, n € N — kedze limy, o0 @n = ¢ = limy, o0 by — a zo spojitosti funkcie f v bode ¢ vyplyva

0> lim an, = lim f(z)= f(c) = lim f(z)= lim f(bn) >0,

n—oo T—Cc— xr—c+

teda c je kore rovnice f(x) = 0, nerovnosti a, < ¢ < b,, n € N, pritom umoziiuji odhad &fsla ¢ zhora aj zdola.#

Dolezitym dosledkom vety .66 je tvrdenie .68.

.67 Definicia. Hovorime, ze funkcia f definovand na intervale I je darbouzovskd (alebo ze md Dar-
bouzovu vlastnost ), ak f zobrazi kazdy interval J C I na degenerovany alebo nedegenerovany interval
(tj. pre kazdy interval J C I je mnozina f(J) bud jednoprvkové alebo je to nedegenerovany interval).

Priklad. Dirichletova a Riemannova funkcia zrejme nie si darbouxovské. #

Dokaz nasledujicej lemy (zaloZeny len na doéslednom pouzivani definicie mnoZina I C R je (degen-
erovany alebo nedegenerovany) interval prdave vtedy, ked pre kazdé o,3,v € R, a < 3 < v, plati: ak
a,y €I, tak aj 0 € I) prenechdvame na Citatela.

Lema. Nech f je funkcia definovand na intervale I. Potom su nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(a) f je darbouzovskd;

(b) pre kazdé a,b € I také, Ze a < b a f(a) # f(b), plati: ak y je prvok otvoreného intervalu
J s koncovgmi bodmi f(a), f(b) (tj. J = (f(a), f(b)) v pripade f(a) < f(b), J = (f(b), f(a)) pre
f(b) < f(a)), tak pre niektoré c € (a,b) je f(c) =y.

Poznamka. Standardné slovné vyjadrenie vlastnosti (b) z predchédzajicej lemy znie: funkcia f nadobida
na intervale [a, b] vSetky hodnoty medzi f(a) a f(b).

.68 Veta. Spojitd funkcia definovand na intervale je darbouzovskd.
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Dékaz. Nech interval I je definiény obor spojitej funkcie f. DokaZeme, Ze f m4 vlastnost (b) z lemy
v paragrafe .67, tj. Ze na kazdom intervale [a,b] C I nadobida f v8etky hodnoty medzi f(a) a f(b).

Nech teda a,b € I, a < b, f(a) # f(b), nech y je prvok otvoreného intervalu s koncovymi bodmi
f(a), f(b). Definujme funkciu f, : I — R predpisom f,(z) = f(z) —y; potom f, je spojitd a fy,(a)fy(b) <
0, preto podla vety .66 pre niektoré ¢ € (a,b) plati fylc) =0, tj. f(c) = y. Tym je naSe tvrdenie
dokazané.

Poznamka. Tvrdenie predchidzajicej vety nemozno vo veobecnosti “obratit”, tj. vyrok ak funkcia f
definovand na intervale je darbouzovskd, tak je aj spojitd je nepravdivy. Klasickym prikladom je funkcia

I

sinl pre z#0
f(ac){ 0 pre z=0

ktord nie je spojitd v bode 0, ale je darbouxovska (pri overovani tejto skuto¢nosti stadi kontrolovat obrazy
intervalov J C R obsahujiicich bod 0; ak totiz 0 ¢ J, je funkcia f|; spojitd (funkcia sin% je elementdrna funkcia
s definiénym oborom R\ {0}), podla predchéadzajiicej vety je potom mnozina (f|s) (J) = f(J) interval).

Ako ukazuje veta .70, postacujiicou podmienkou zarucujicou platnost takto “obrateného” tvrdenia vety .68
je monoténnost funkcie f.

Désledok. Spojitd funkcia f definovand na intervale I je prostd prave vtedy, ked je rjdzomonotdnna.

Dékaz. Implikdcia “<” (ktord plati aj bez predpokladu spojitosti) by mala byt zrejma.

“=” Dokézeme, ze f je rydzomonoténna na kazdom intervale [a,b] C I. Odtial uz bude vyplyvat, ze
f je rydzomonoténna, na zaklade tejto tvahy °':

Keby f : I — R bola prostd, bola rydzomonoténna na kazdom intervale [a,b] C I a nebola
rydzomonotdénna, existovali by ¢isla a1, a2, b1, bs € I, pre ktoré by platilo

ar < by A f(al) > f(b1) ,  ag < by A f(ag) < f(bg) (77)

(existencia dvojice (a1, b1) vyplyva z predpokladu, ze f nie je rastica na I a z injektivnosti f; existencia
dvojice (ag,b2) z predpokladu, ze f nie je klesajica na I a z injektivnosti f) Nech a := min{a;,as},
b := max{by,bs}, potom a < b a f je podla predpokladu rydzomonoténna na [a,b]. To je ale — kedze
ai,az,b1,be € [a,b] — v spore s (77). A

Zostava dokdzat, ze f je rydzomonoténna na kazdom intervale [a,b] C I. Nech teda a,b € I, a < b.
Pretoze f je prostd, je bud f(a) < f(b) alebo f(a) > f(b).

Predpokladajme najprv f(a) < f(b). Ukdzeme, Ze f ja na [a,b] rastica. Zvolme ¢; € (a,b); kedze f
je prostd, je f(c) # f(a), f(c) # f(b). Ukdzeme, ze musi platit

fla) < fler) < f(b). (78)

Z nerovnosti f(c1) < f(a) by totiz vyplyvala inkltzia (f(c1), f(a)) C (f(c1), f(b)), a funkcia f — ktord
je darbouxovskd — by musela vietky hodnoty medzi f(c1) a f(a) nadobtidat aj na intervale [a, c1] aj na
intervale [c1,b], €o je v spore s jej injektivnostou. Rovnako mozno ukdzat, Zze nemdze platit nerovnost

fler) > f(b).
Zvolme teraz ¢y € (a,b), co > ¢1. Zopakovanim predchddzajicich tivah ( v ktorych trojicu a,cq,b
nahradime trojicou ¢y, co, b) dostaneme nerovnost

fler) < flez) < f(b) .

Tym je dokdzand pravdivost vyroku
(Ver, ez € [a,b]) (e1 < ez = fler) < f(e2)) (79)

¢o znamend, Ze f je na [a, b] rastica 2.

Analogicky mozno dokézat, ze v pripade f(a) > f(b) je f na [a,b] klesajica. #

:-) Pri &ftan{ dékazu predchddzajiceho désledku zistime, Ze sme vlastne nevyuZivali spojitost funkcie f, ale
len jej Darbouxovu vlastnost. Nahradenfm predpokladu f je spojitd predpokladom f je darbouzovskd vsak —

51nejaké dalsie uvazovanie je potrebné samozrejme len v pripade, ze interval I nie je uzavrety a ohraniceny; nechceli sme
viak dokaz predlzovat rozlisovanim jednotlivi’ch moznosti

52Citatel mohol prave ziskaf pocit, ze sme ho oklamali; doteraz sme totiz uvazovali c1,c2 € (a,b), a v (79) naraz piseme
c1,c2 € [a,b]. Upozoritujeme, ze pravdivost (79) v pripadoch ¢1 = a, resp. ca = b, vyplyva z (78).
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napriek ndSmu ocakdvaniu — neziskame vseobecnejsie tvrdenie; pre rydzomonoténne funkcie je totiz (ako ukazuje
veta .70) Darbouxova vlastnost ekvivalentnd so spojitostou. (-:

.69 Cvicenie. Nech f je rastuca spojitd funkcia definovand na intervale I. Potom pre kazdé a,b € I,
a < b, plati f([a,b]) = [f(a), f()], f((a,0)) = (f(a).f(B). Ak [ = (o), kde a,3 € R", tak f(I) =
(limgc_,(l f(x),lim,_.g f(x))

.70 Veta. Nech f je monoténna funkcia definovand na intervale I. Potom [ je spojitd prdve vtedy,
ked oborom hodndt f je bud interval alebo jednoprvkovd mnozina (tj. ked f(I) je degenerovany alebo
nedegenerovany interval).

Dokaz. Implikdcia “=" vyplyva z vety .68.

“<” Ak f(I) je jednoprvkovd mnozina, je funkcia f konstantnd, a teda spojité.

Tvrdenie ak f : I — R je monotdnna a f(I) je interval, tak f je spojitd dokdzeme nepriamo, tj.
dokdzeme tvrdenie ak f : I — R je monotdnna nespojitd funkcia, tak f(I) nie je interval. Nage tivahy
obmedzime na pripad f neklesajica (v pripade f nerastica potom sta¢i uvazovat funkciu — f).

Ak f nie je spojitd, je niektoré ¢islo a € I jej bod nespojitosti. Ak a je vnutorny bod intervalu I, tak
plati

Tlir}} f(z) < f(a) alebo f(a)< lim f(x).

rx—a+

i) Podla vety .31 je totiz limy—.— f(z) < f(a) < limg—ay f(z); kedze z rovnosti lim,—.— f(z) = f(a)
limg ay f(x) by vyplyvala spojitost funkcie f v bode a, musi byl bud lims .._ f(z) # f(a) alebo f(a)
limg—at f(z). (=

V pripade lim,_,_ f(x) < f(a) mdzeme zvolit € > 0 tak, ze a — ¢ € I, potom f(a — ¢)
lim, .- f(x) < f(a) a z faktu, ze f je rastuca, vyplyva f(z) > f(a) pre z € I, = > a, f(x)
lim,_,q— f(x) pre z € I, x < a. Mnozina f(I) teda obsahuje prvky f(a —¢), f(a), ale neobsahuje ziadne
¢islo z intervalu (limg—q— f(z), f(a)), teda f(I) nie je interval.

Podobne v pripade f(a) < lim, . f(z) existuje ¢ > 0 tak, ze a + & € I a mnozina f(I) potom
obsahuje ¢isla f(a), f(a + €) (pritom fla) < limg—oy f(z) < fla+ 6)), ale neobsahuje ziadne prvky
intervalu (f(a),limy—q4 f(2)), a teda f(I) nie je interval.

Prave uvedené ivahy mozno pouzit aj v pripade, ze bod nespojitosti a € I je krajny bod intervalu 1.
Ak a je totiz lavy koncovy bod intervalu I, tak (pozri pozndmku 1 v paragrafe .58) f(a) < limg_qy f(z);
ak a je pravy koncovy bod intervalu I, je lim,_,,— f(z) < f(a).

N

N

IA

Désledok. Inverznd funkcia =1 k prostej spojitej funkcii f definovanej na intervale I je spojitd.

Dokaz. Ak f : I — R je prostd a spojitd, tak je rydzomonoténna (désledok z paragrafu .68) a
jej obor hodnét — tj. definiény obor funkcie f~' — je interval (veta .70; kedze f nie je konstantnd,
nemoze byt mnozina f(I) jednoprvkova). f~! je teda rydzomonoténna funkcia (pretoze je inverznd k
rydzomonoténnej funkcii) definovand na intervale f(I) a jej obor hodnét je interval I. Podla vety .70 je
potom f~! spojita.

Poznamka. 1. Predchddzajice tvrdenie mozno zovieobecnit do tejto podoby:

Inverznd funkcia f~% k rjdzomonotdnnej funkcii f definovanej na intervale I je spojitd.

Dékaz naznacime pre pripad f rastica °3. Nech a € D(f7'), nech f~'(a) = b. Predpokladajme, Ze b je
vndtorny bod intervalu I (adaptdciu nasich ivah na pripad krajnych bodov prenechavame na éitateia), potom
pre niektoré e1 > 0 plati [b — e1,b + e1] C I. Zvolme £ > 0, nech g2 := min{e,e1}. Kedze [ je rastica, je
f(b—e2) < f(b) < f(b+ e2), preto existuje 6 > 0 tak, ze

Jb—e2) < J() =5 < [(B) < J()+5 < [(b+es). (30)
Ukézeme, ze pre y € O(5, a) plati f~'(y) € O(E, fﬁl(a)): nerovnost @ — § < y < a + § mozno zapisat v tvare
fb) =0 <y < f(b)+9,

z (80) potom vyplyva
fb—e2) <y< f(b+e2),

53¢itatelovi odportcame nakreslit si obrazok
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odtial — pretoze f~! je rastica — dostdvame
b—e2< ' (y) <b+tez,
z ¢oho — ak vyuzijeme, Ze €2 < € a f~(a) = b — uz vyplyva
Tl a)—e< M y) < fH(a)+e.

2. Informéciu obsiahnutid v désledku mozno este doplnit:

LEMA. Nech f=' je inverznd funkcia k spojitej rijdzomonotdnnej funkcii f definovanej na intervale I, nech
a € R*. Potom plati

(a) aklim,—q f(x) = 0o, tak limy—oo f'(z) = a;

(b) ak lim,—, f(x) = —o0, tak limy— oo f ' (z) = a;

(¢) ak limg— oo f(x) = a, tak lim,—, f~'(z) = oo;

(d) aklimy— o f(z) = a, tak limg—, f~ ()

DOkAz. (a) Uvazujme pripad f rastica; ak limg .o f(z) = oo, plati bud a = oo alebo je a pravy koncovy
bod intervalu I, pricom a ¢ I. Zvolme b € I, nech f(b) = 3. Pretoze f je rastiica a spojitd, plati f([b, a)) =

—0Q.

[f(b)7 oo) = [B,00). Pre inverzni funkciu f~' potom plati

F7H([8,0)) = [b,a) . (81)

Ak a € R, vyplyva z (81) rovnost a = SUP,e(4,00) f~Hz). Kedze f~! je rastiica funkcia, plati a =
SUDP4e(8,00) =) = SUP,cp(f-1) f (), z vety .29 potom vyplyva rovnost lims— f~!(z) = a.

Ak a = oo, mé4 (81) podobu f~* ([ﬁ7 oo)) = [b,00); to znamend, ze f~' je rastiica zhora neohranicend funkcia,
preto (opit podla vety .29) je limy oo ™1 () = 00.

Postup v pripade f klesajica ako aj dokaz zvysnych tvrdeni je analogicky.

8.1 Definicia mocninovych, exponencialnych a logaritmickych funkcii

.71 Definicia mocninovych funkcii s racionalnym exponentom. Mocninovi funkciu s exponentom o €
Q\ {0} definujeme

e pre @ € N indukciou: funkciu f; definujeme na mnozine R predpisom fi(z) = z a pre n € N, n > 2
polozime fy, := f1 - fn-1
Z vety .55(a) vyplyva, ze fn : R — R je spojitd; pritom (pozri ??7) pre n nepdrne je f, rastica,
limg— —oo fr(x) = —00, limg— e fn(x) = 00; pre n parne je f, klesajica na (—oo,0], rastica na [0,0),
limy—— oo fn () = limz— oo fn(x) = 0.

e pre @ = —n, kde n € N, predpisom f_,(z) = ﬁ? z € R\ {0}.

Funkcia f—, : R\{0} — R jespojitd (veta.55(a)), 0 je jej neodstranitelny bod nespojitosti; limg—, —oo f-n(z) =
limy—oo fon(z) = 0; pre n nepédrne je limy—.o— f—n(x) = —o0, limy—ot+ f-n(z) = 00; pre m pérne je
limgz—o f—n(z) = 0.

1

n’

Funkcia f1 : R — R je potom spojitd (désledok z paragrafu .70) a rastica, limz— oo fi (z) = —oo0,

e pre a = —, n neparne, n > 3, ako inverznu funkciu k rasticej spojitej funkcii f,.

limg 0o f;(x) = oo (poznamka 2 z paragrafu .70).

e pre a = %, n péarne, ako inverzni funkciu k rasticej spojitej funkcii fr|{0,00)-

Takto definovand funkcia f1 : [0,00) — R je spojitd a rastiica, limg—oo f1 () = oo.

e pre ostatné a € Q \ {0} predpisom f, := f1 o f,, kde p € Z\ {0}, ¢ € N su nestdelitelné &isla také, ze

a=2, !
q
Funkcia fo je spojitd (veta .55(b)), jej definiény obor, charakter pripadnych bodov nespojitosti a limity
v nevlastnych bodoch st jednozna¢ne urcéené funkciami fi a fp, rozbor jednotlivych pripadov (ako aj po-
q

drobné zdévodnenie vietkych v tomto paragrafe vyslovenych tvrdeni o mocninovych funkcidch) prenechdvame
Citatelovi.

Funkénd hodnotu funkcie f, (n € N) v bode x oznacujeme znakom z™, funkéni hodnotu funkcie f1 znakom

# alebo t/z (3pecidlne pre n = 2 znakom +/x). O funkcii fo (o € Q\ {0}) budeme &asto hovorit ako o funkcii
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Poznamky. 1. Mocninové funkcie s raciondlnym exponentom sme mohli definovat uz v kapitole o funkciach,
vtedy by sme v8ak pri definovani funkcii f1 narazili na problém: keby sme napriklad — potom, ¢o sme odmocninu

z &isla & > 0 definovali ako &islo y > 0 s vlastnostou 2 = x — cheeli funkciu f% definovat ako zobrazenie

priradujice kazdému nezdpornému &slu z jeho druhd odmocninu vz, museli by sme dokdzat, 7e pre kazdé = > 0
&islo /7 existuje a je jednozna¢ne uréené. Dokaz jednoznaénosti nepredstavuje nejakt komplikdciu, staéf vyuzit
trichotému usporiadania a “pravidld pre ndsobenie nerovnostl’”. Existenciu ¢&isla 1/ (ktord v nasej definicii z
paragrafu .71 vyplyva z vety .70 a rovnosti lim,; ... 2> = 0o) mozno dokizat na zdklade vety o supréme; &islo
Y= sup{z e Q; 2% < x} ma totiz pozadovanu vlastnost.

Kedze spojitost takto definovanej funkcie Vv by vyzadovala dalsie samostatné zdovodnenie, je asi zrejmé,
preco sme uprednostnili vyckavanie na vetu .70 a jej dosledok, ktoré ndm umoznili funkciu /z bez problémov
definovat ako spojité zobrazenie [0, 00) na [0, 00).

2. Treba si uvedomit, Ze z rovnosti no="1 kdepi,p: € Z \ {0}, q1,¢2 € N, este nemusi vyplyvat rovnost
f% = f’;—2’ kde f% = fq_11 o fp1s ff;—2 = f% Ofm, a z tohto hladiska sa znovu zamysliet nad definiciou mocninove;j
1 2 1 2

funkcie s exponentom o € Q \ {0} (nie je vSak tazké dokazaf, Ze pre x > 0 plati fr1 (z) = frz (7)).
a1 q2
Odporticame tiez ciatatelovi preverit si (standardne pouzivané) rovnosti (f1 o f)(x) = (fp o f1)(x), kde &isla
q q

p € Z\ {0}, g € N sii nestidelitelné.

.72 Definicia funkcie e”. Postup konstrukcie funkcie exp : R — R, ktorej funkéni hodnotu v bode x budeme
oznatovat e” (a o ktorej budeme spravidla hovorit ako o funkcii e) rozdelime do tychto krokov:

1. “prirodzenym sposobom” definujeme hodnoty e” pre z € Q; dokdzeme, Ze takto definované zobrazenie Q
do R je rastiice a plati e*™¥ = ¢” - e¥, (%)Y =" 4,

2. dodefinujeme hodnoty e” pre z iraciondlne predpisom e” := sup{e®;z € Q A z < z} a ukdzeme, Ze takto
definovand funkcia exp : R — R je rastuca;

3. ukdzeme, zZe exp je spojitd.

x

1. Pre z € Q\ {0} polozime exp(x) := fz(e), kde f, je mocninové funkcia s exponentom z, tj. exp(z) = e”;
v pripade x = 0 definujeme exp(0) := 1.

Dékaz rovnosti e*+¥ = e - ¢¥ a ¥ = (&%) prenechdme na Citatela.

Pretoze pre z € Q, z > 0, je funkcia f, rastica na [0,00), vyplyva z nerovnosti e > 1 (pozri priklad .33)
nerovnost e > 1* = 1. Pre r,s € Q, r > s, je preto % =€""% > 1, odtial — kedze e* > 0 pre kazdé s € Q —
vyplyva nerovnost e” > e®, ¢o znamend, ze funkcia exp je na Q rastica.

2. Nech z < y.

a) Ak z,y € Q, je e® < €Y, pretoze funkcia exp je rastica na Q.

b) Ak z € Q, y € R\ Q, vyplyva z definicie &isla e? nerovnost e” < e¥. Keby platilo e = e¥, bolo by &fslo
€® hornym ohrani¢enim mnoziny {e*;z € Q A z < y}, a teda pre vSetky prvky u neprdzdnej mnoziny (z,y) N Q
by platilo e® > e*, ¢o je ale v spore s faktom, ze exp |Q je rastiica funkcia. Tym je dokdzand nerovnost e* < e?.

c) Ak z € R\ Q, y € Q, je — pretoze exp|Q je rastica funkcia — &fslo e” horné ohrani¢enie mnoziny
A= {e*;2 € Q Az < x}, 7 definicie &fsla € potom vyplyva nerovnost e < e¥. Kedze ale iste existuje &slo
u € Q tak, ze r < u < y, pricom e“ je z rovnakého dévodu ako e¥ horné ohrani¢enie mnoziny A a plati e* < e
(pretoze exp |Q je rastiica), nie je e¥ najmensie horné ohranicenie mnoziny A, preto e” # e¥. Tym je nerovnost
e” < e¥ dokdzana.

d) Ak z,y € R\ Q, existuje &slo v € Q tak, ze < u < y. Podla b) a ¢) potom plati e® < e* < €Y, o
dokazuje nerovnost e” < e¥ aj v tomto pripade.

3. Z vety .29(a) a dosledkov .30(a) a .31 vyplyva, Ze spojitost funkcie exp v bode = bude dok4zan4, ak overime
rovnost lim, ., e* = lim, .4 €7, tj. o :=sup{e*;u < x} = inf{e*;z > x} =: 3, pritom uz vieme (dosledok .31),
ze plati a < .

Pre kazdé n € N existujui ¢isla u,z € Q tak, zeu<zr<zau—z< % 55 Potom

e <a<pB<e, (82)

sicasne
1
e —e" =¢" (eziu - 1) <e” (eﬁ - 1) (83)

54pripomenme, ze &islo (ez)y je funkénd hodnota mocninovej funkcie s exponentom y v bode e*
55staci polozit u := max (Aﬂ (foo,x))7 z := min (Aﬂ (z, oo))7 kde a := {2—12 ik € Z}; potom bud z —u = % (ak z ¢ A)
aleboz—u:% (ak z € A)
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(poslednd nerovnost vyplyva z nerovnosti e” < e” a e’ =1 < e* " < e%, ktoré su dosledkom nerovnosti u < x,
0 < z—u << afaktu, ze exp je rastica funkcia). Z (82) vyplyva
0<B-a<e®—e",

z (82) potom dostdvame

(VnEN)(O§[§’—a<ez(e%—l)). (84)
Kedze limy,— oo er =1 (priklad .26), je limp—oo [er (e% — 1)} =" - limp—oo (e% — 1> =0, z (84) na zédklade

vety .25 (pre P=R,M =N, f(n) =0,9(n) =0 —a,h(n) =¢€° (e% — 1)) potom vyplyva rovnost 3 — o = 0.

Tym je spojitost funkcie exp v bode x dokdzans. A

Dokézeme este rovnost
(e")Y =¢€e"™ pre z€R,y€Q (85)
(y € R\ Q edte nemébzeme uvazovat z toho jednoduchého dévodu, ze zatial sme nedefinovali umociiovanie na
iraciondlny exponent, a teda symbol (e*)¥ pre y € R\ Q pre nds v tomto okamihu nema zmysel). Iste existuje
postupnost {z,}52; C Q s limitou z, potom lim, o (Tny) = Ty a

(e”)¥ = lim (e"™)Y = lim e™"¥ =¢e"¥ |

n— oo n—o00

pri¢om prva rovnost vyplyva zo spojitosti funkcie f, o exp (kde f, je mocninové funkcia s exponentom y), druh4
z platnosti rovnosti (e”)¥ = e pre z,y € Q a tretia zo spojitosti funkcie exp. A
Kedze funkcia exp je rastica, existuji limy—oo € a limy—_oo €. Z prikladu .32 (pre ¢ = ¢) a lemy .11(a)

vyplyva rovnost lim,_,. €® = co; pouzitim substiticie ¢ = —z potom
. . —t . 1
lim e“=1lme "= lim — =0.
r— —00 t— o0 t— o0 et

.73 Definicia funkcie In. Inverzna funkcia k spojitej rasticej funkcii exp sa nazyva prirodzeny logaritmus a
oznacuje sa In. A
Funkcia In je teda rastica, jej defini¢ny obor je interval (0, 00), oborom hodnét je R; dalej limg o Inz = —o0,
limgy—oo Inx = 0o (lema z pozndmky 2 v paragrafe .70); In1 = 0, lne =1, Inz < 0 pre z € (0,1), Inxz > 0 pre
z € (1, 00).

.74 Definicia funkcie a” pre a > 0, a # 1. Ezponencidlnu funkciu so zdkladom a (a € (0,00) \ {1}),

exp, : R — R, ktorej funkéni hodnotu v bode = budeme oznacovat a” (a o ktorej budeme spravidla hovorit ako o
funkcii a”) mozno skonstruovat obdobne ako funkciu exp v paragrafe .72 (v pripade a € (0,1) bude oviem funkcia

exp, |Q ziskand v prvom kroku konstrukcie klesajica a v druhom kroku polozime a” := inf{a®*;z € QA z < x}),

my v8ak uprednostnime ini moznost jej zavedenia a polozime
1
a® =" A (86)

Pre a € (1,00) je funkcia a® spojitd a rastiica ako kompozicia spojitych rasticich funkcii ¢® a xlna (tu
vyuzivame, ze Ina > 0 pre a > 1); pre a € (0,1) je funkcia a® spojitd a klesajica. A

Ukézme este, Ze rovnostou (86) definovand funkcia a” je totoznd s funkciou, ktord by sme zfskali konstrukciou
kopirujicou postup z paragrafu .72:

e pre z € Q je e*"? = (61““)9: = a® podla (85);
e pre a € (1,00) je funkcia a® (definovand v 86) spojitd a rastica, preto pre x € R\ Q plati

a” = lim a® =sup{a®;z € (—o0,2)} = sup{a®;z € (—o0,z) N Q}
(odporticame ¢itatelovi, aby si podrobne rozmyslel najmé dékaz poslednej rovnosti, ktord vypyva zo spoji-
tosti funkcie a”); podobne v pripade a € (0,1) mozno pre z € R\ Q dokazat rovnost

a” = inf{a*;z € (—o0,z) N Q} .

.75 Definicia funkcie log,. Inverzng funkcia k rydzomonotdnnej spojitej funkcii a® (a € (0, 00)\{1}) sa nazyva
logaritmus pri zdklade a a oznacuje sa log, (Specidlne v pripade a = 10 sa pouziva ndzov dekadicky logaritmus a
oznacenie log). A

Pretoze pre prosté funkcie f, g plati (fog)™ =g~ o f~', vyplyva z rovnosti exp, = f o g, kde f(x) = €*,
g(r) = x1na, rovnost

Inz
log, =z =

(87)

Ina
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.76 Definicia mocninovej funkcie s iraciondlnym exponentom. Mocninovi funkciu fo s exponentom
a € R\ Q definujeme

e pre a € R* \ Q na mnozine [0, 00) predpisom

fa(z) = (88)

e pre >0
0 pre =0

(tj. ako funkciu e® Nz sphojito dodefinovani v bode 0; pozri pozndmku v paragrafe .60); tato funkcia je

Spojitd, rastica a limg—eo fo(x) = o0;

e pre € R™ \ Q na mnozine (0, 00) predpisom
Jolz) =7 (89)

této funkcia je spojitd a klesajiica, limg—, fo () = 00, limg—oo fa(z) = 0. A

Elementarnym désledkom definicie mocninovej funkcie s iraciondlnym exponentom je rovnost (e*)? = ™ pre
z € R,y € R\ Q, ktord dopliia informdciu z (85); plati totiz

(") = et — vt A

Ukéazeme eSte, Zze naSa definicia mocniny s iraciondlnym exponentom je v silade s prirodzenou myslienkou
definovat symbol % rovnostou
% := lim z°" ,
n—0o0
kde {a,}52; je postupnost kladnych raciondlnych &fsel s limitou a.. Ak totiz {an }52, m4 limitu «, tak platf
lim wan — lim (61na:)an — lim ean Inx _ ea Inz — wa

n—o00 n—o00 n— oo

(druha rovnost vyplyva z (85), tretia zo spojitosti funkcie e* v bode a/lnz, §tvrtd je definiciou symbolu z®).

9 Vlastnosti spojitych funkcii na kompaktnych mnozinach

277 Veta. Spojitd funkcia f definovand na kompaktnej mnozine K, § # K C R (teda Specidlne na
uzavretom ohrani¢enom intervale) je ohranicend.

Doékaz. Kazdy bod z € K mé okolie O(x) také, ze f je ohrani¢end na O(z) N K (ak x je izolovany
bod mnoziny K, staéi zvolit O(x) s vlastnostou O(x) N K = {z}, v pripade, ze € K je hromadny
bod mnoziny K, vyplyva existencia okolia O(x) z rovnosti f(z) = lim,_, f(u) a lemy .10(a)). Systém
{O(z);x € K} tychto okolf je otvorené pokrytie kompaktnej mnoziny K, preto existuje (definicia .49)
jeho konecné podpokrytie {O(z1),...,O(x,)}; pre mnozinu K teda plati K C |J;_; O(z;), preto

K = U (O(z:)NK) . (90)

Kedze funkcia ohrani¢end na koneénom poéte mnozin je ohrani¢end aj na ich zjednoteni®®, vyplyva z
(90) a z ohranicenosti funkcie f na kazdej z mnozin O(z1)NK,...O(x,)NK jej ohrani¢enost na mnozine
K.

Pozndmka. Pre zdujemcov uvidzame este dva dalsie dokazy uvedeného tvrdenia:
1. Sporom; nech spojitd funkcia f : K — R nie je ohrani¢end. Ak f nie je ohrani¢ena zhora, plati

(VnGN)(EmGK)(f(w)Zn) , (91)

56Treba si vaimnut, ze v tejto tivahe je podstatné, ze K je zjednotenim konecného poétu mnozin, na ktorych je f ohranicens,
(to je tiez dévod, pre¢o pozadujeme kompaktnost mnoziny K; ta totiz zaruéuje existenciu koneéngjch podpokryti). Ak totiz
P := {A;;i € I} je nekonetny systém mnozin a funkcia f je ohrani¢end na kazdej z mnozin tohto systému, nemusi este
platit, Ze f je ohrani¢end aj na Uie] Aj; staci uvazovat napr. f(z) =z, 4; = (—i,i),i € N (funkcia f je totiz neohranic¢end
na R = UZ1 Ai); alebo polozit A; := [%, %), i € N, a za f zvolit funkciu %, ktord je neohranitend na mnozine
0,1 =U7, 4
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preto existuje postupnost {x,}52; C K takd, ze f(xn) > n, > z tejto nerovnosti dostdvame lim,— o f(zn) = 00
(veta .19). Kedze K je kompakt, z {x,}52, mozno vybraf konvergentnt podpostupnost {z,, }3; s limitou a € K
(pozndmka v paragrafe .50); kedze {f(zn,,)}221 je podpostupnost postupnosti { f(xn)}oz1 a limy,—o f(2n) = 00,
musf platit aj limg_co f(zn,) = co. To je ale v spore so spojitostou funkcie f v bode a; podia vety .54 totiz z
rovnosti limy_.cc Tn, = a vyplyva rovnost limy—_eo f(zn,) = f(a).

Podobne mozno postupovat, ak f nie je ohrani¢ens zdola.

2. V pripade, zZe mnozina K je uzavrety ohraniceny interval 5% [a, b], mozno vychadzat z nasledujicich dvoch
tivah, pouzitych aj v naSom prvom dokaze vety .77:

1. ak z € [a,b], je funkcia f ohrani¢end v niektorom okoli bodu z; to znamend, ze existuje € > 0 tak, ze f
je ohranicend na intervale [a,a + €) v pripade = a, na intervale (b — ,b] v pripade = b, resp. na intervale
(x —e,x +¢), ak = je vnitorny bod intervalu [a, ] (&slo € > 0 zrejme mozno zvolit tak, aby uvedené intervaly
boli podmnozinou mnoziny [a, b]);

2. ak f je ohrani¢end na mnozine R aj na mnozine S, tak je ohrani¢end aj na RU S.

Teraz uz mozeme zacat vlastny dékaz. Mnozina B := {z € (a,b] ; f je ohrani¢end na [a,x)} je neprdzdna
(podla nasej prvej tvahy plati pre niektoré € > 0 inklizia a+¢ € B) a zhora ohraniGend (B C [a, b]), preto existuje
B := sup B; zrejme (3 € (a,b]. Dokéazeme rovnost 3 = b. Sporom; nech 3 < b, z nadej prvej tivahy vyplyva, 7e f
je ohraniGend na (8 — ¢, 3 + €) pre niektoré & > 0. Kedze 3 = sup B, v intervale (b — ¢, 8] lez{ niektory prvok
mnoziny B, teda f je ohrani¢end na [a,z). Potom je ale f ohrani¢end aj na [a,z) U (8 —¢€,8+¢) =[a,B+¢), ¢o
znamend, ze 3 + ¢ € B; to je ale spor s rovnostou 3 = sup B. Tym je rovnost 8 = b dokdzan.

Rovnako, ako sme v prave skoncenej tivahe z rovnosti 8 = sup B odvodili ohrani¢enost funkcie f na intervale
[a, B+ ¢), mdzeme teraz z rovnosti b = sup B a faktu, ze pre niektoré € > 0 je f ohraniéend na [b — ¢, b], odvodit,
zZe funkcia f je ohrani¢end na intervale [a, b].

.78 Veta. Spojitd funkcia f definovand na kompakinej mnozine K md mazimum a minimum.

Dékaz. Podla vety .77 existujii ¢isla M := sup, ¢ i f(2), m := inf,ex f(2). Dalej budeme postupovat
sporom. Ak neexistuje max,cx f(2), znamend to, ze pre kazdé x € K je f(zr) < M, teda M — f(x) > 0.
Potom funkcia g : K — R definovand predpisom g(z) = M+f(%) je spojitd (veta .55(a)) na kompakte K,

a podla vety .77 aj ohranicend; existuje teda L > 0 tak, ze

(vxEK)<0<m<L)

Upravou predchadzajicej nerovnosti dostaneme

(Vz € K) <f(x)<M—%) ,

57Existenciu postupnosti {zn}52 , uvedenych vlastnosti mozno zarucit aj bez pouzitia axiémy vyberu. Z (91) vyplyva,
ze pre kazdé n € N je mnozina A, := {z € K; f(z) > n} neprdzdna. Kedze A, je zhora ohraniCend (to vyplyva z
inklizie A, C K a vety .50), existuje a := sup Ay, zopakovanim postupu dékazu lemy .51 mozno dokézat inkliziu a € K.
Dokézeme, ze o € Ay,. Sporom, nech o ¢ Ay, tj. nech f(a) < n. Potom existuje okolie O(g, o) s vlastnostou

(Vz € O(e,a) N K) (f(z) <n) (92)

(ak a je izolovany bod mnoziny K, staéi za O(e,a) zvolit okolie O bodu a také, ze O N K = {a}; v pripade, 7e «a je
hromadny bod mnoziny K, vyplyva existencia okolia O(e, @) z nerovnosti limgz—« (n — f(x)) > 0 a lemy .10(b)). Kedze
« = sup Ay, v intervale (a — €, a] lezi aspon jeden prvok mnoziny A,. To je ovSem spor s (92), pretoze pre kazdé = € A,
plati f(z) > n.

Teraz by malo byt zrejmé, ze postupnost {zn}2_;, kde @, := sup A,, m4 vlastnost f(zn) >n. A

V pripade, 7e K je uzavrety ohrani¢eny interval [a, b], mozno postupnost {zn}22 , pozadovanych vlastnosti skonstruovat
aj inym spdésobom (nasledujica konstrukcia je po istych upravach pouzitelna aj vo vSeobecnom pripade K je kompaktnd
mnoZina), ktory sa zakladd na tejto ivahe: pre kazdé n € N je mnozina By, := {z € [a,b]; f(z) > n—1} neprdzdna a obsahuje
aspon jedno raciondlne ¢éislo (neprézdnosf mnoziny By, vyplyva z (91); ak 8 € By, tak z nerovnosti lim,_, g (f(x)f(nfl)) >
0 vyplyva na zdklade lemy .10(b) existencia okolia O(e, 3) s vlastnostou (Vx € O(e, B)N]a, b}) (f(x) >n— 1); kedze v kazdom
nedegenerovanom intervale lez{ aspon jedno raciondlne &islo, musf aj mnozina O(e, 8) N [a, b] — a teda aj jej nadmnozina By,
— obsahovat aj raciondlne él’sla).

Mnozinu Q mozno zoradit do (nie nutne prostej) postupnosti {an}22; ak teraz polozime xp := ay, kde k := min{m €
N;am € By}, tak tymto spésobom definovand postupnost {z,}2% ; m4d pozadovani vlastnost f(xn) >n. A

Ak chceme takymto spésobom postupovat aj vo vSeobecnom pripade K je kompakt, mozno pouzit tuto divahu: ak a € R
a K je kompakt, tak v K existuje asponi jeden a najviac dva prvky w, ktoré maji spomedzi prvkov mnoziny K najmensiu
vzdialenost od bodu a, tj. mnozina V, := {w € K;|lw—a| =min{|z—a|;z € K}} je neprazdna a kone¢nd; kazdému prvku
an € Q nasej postupnosti {an }52 ; mozno teda jednoznacne priradit &islo b, predpisom by, := minV,,,. V predchadzajiicich
dvahdch staéf potom namiesto @, := ay, polozit z, := by.

58nasledujici dékaz oviem mozno (po malych tipravich) pouzit aj vo véeobecnom pripade K je kompaktnd mnoZina
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¢o znamend, ze Cislo M — % je horné ohranicenie funkcie f; to je ale — pretoze M — % < M — v spore s
rovnostou M = sup,cx f(z). &

V pripade dokazu existencie &fsla mingex f(x) mozno postupovat analogicky alebo prave dokézané
tvrdenie aplikovat na spojitt funkciu —f a vyuzit rovnost min f = — max(—f).

Pozndmka. Ani teraz nezostane ¢itatel uSetreny alternativnych dékazov.

1. Nech M :=sup f. Potom

(Vn e N)(3z € K) (M—%<f(a:)§M) ,

existuje teda postupnost {x,}>2; C K taki, ze M — % < f(zn) < M; 3 z tychto nerovnosti podia vety .25
vyplyva, ze limp—o f(zn) = M. Kedze K je kompakt, mozno z {2, }52, vybrat konvergentni podpostupnost
{Zn, }o2q s limitou a € K. Postupnost {f(zn,)}ie; je podpostupnost postupnosti {f(z.)}22;, preto (lema .38)

leHOIO flzn,) =M. (93)
7 rovnosti limy oo Tn, = a stcasne — kedze f je spojitd v bode a — vyplyva limg oo f(zn,) = f(a) (veta .54);
z (93) a vety .9 o jednoznacnosti limity potom vyplyva rovnost f(a) = M, &m je existencia maxima funkcie f
dokézana.

2. Vety .77 a.78 mozno odvodit z nasledujiiceho tvrdenia (prvii pomocou vety .50, druhi pouzitim lemy .51):

LEMA. Ak f je spojitd funkcia definovand na kompakte K, tak f(K) je kompaktnd mnozina °°.

DOKAZ. Vyuzijeme ekvivalenciu z pozndmky v paragrafe .50; dokdZeme teda, Ze z kazdej postupnosti
{yn}521 C f(K) mozno vybrat konvergentnd postupnost, ktorej limita tiez lezl v f(K).

Nech {yn}o2, C f(K), potom — pretoze pre kazdé y € f(K) mozno najst aspoit jedno &fslo = € K s vlastnostou
f(x) = y — existuje postupnost {z,}r>; C K tak, %e f(zn) = yn. Pretoze K je kompakt, mozno z {z, }o> vybrat
konvergentni podpostupnost {z,, }32, s limitou € K (pozndmka z paragrafu .50). Zo spojitosti funkcie f v
bode = potom vyplyva (veta .54), Ze limg—oo f(zn, ) = f(z), teda {f(xn, )}, je konvergentnd podpostupnost
postupnosti {f(z.)}521 = {yn}nZ1 a jej limita f(z) je zrejme prvkom mnoziny f(K). #

V niektorych tvahdch v budtcnosti budeme potrebovat, aby funkcie, s ktorymi pracujeme, mali
vlastnost, ktord je "trocha lepsia” ako spojitost — aby boli rovnomerne spojité. Nasim najblizsim cielom
je dokézat, ze spojité funkcie definované na kompaktnej mnozine uz tito lepsiu vlastnost maju.

.79 Definicia. Hovorime, ze funkcia f je rovnomerne spojitd, ak

(Ve > 0)(36 > 0)(Va,y € D(f)) (|lz —y| < d = [f(z) — fFy)| <e) . (94)

Hovorime, ze funkcia f je rovnomerne spojitd na mnozine M (@ #+ M C D(f)), ak je rovnomerne
spojita funkcia flas.

Poznamky. 1. Predovietkym si treba uvedomit, ze z préve definovanej vlastnosti skutoéne vyplyva spojitost;
jednoduchy dokaz tvrdenia ak funkcia f je rovnomerne spojitd, tak je aj spojitd prenechdvame na Citatela.

2. Ukéazeme, ze obratena implikdcia vo vSeobecnosti neplati, tj. ze existuje spojitd funkcia, ktora nie je
rovnomerne spojita.

Klasickym prikladom je funkcia f(z) = % Keby tdto funkcia bola rovnomerne spojitd, existovalo by podia
(94) k ¢&islu e = 1 ' &fslo 6 > 0 s vlastnosfou

(Va,y € D(N)) (le =yl <= |f(z) = fly)| < 1) . (95)
Zvolme 3pecidlne y = §. Potom pre vietky z € (0,20) je |z — y| < d, a preto podla (95) musi platit
(Vz € (0,26)) (If(x) — f(O)l < 1), ti. (Vo€ (0,20))(f(6)—1< flx) <f(@)+1),

¢o znamend, 7e f je ohrani¢end na intervale (0,26); to je ale v spore s rovnostou lim,_.o+ f(z) = co.
Inym standardnym prikladom je funkcia f(z) = sin Z. Pretoze pre an = 1= je f(an) = —1 a pre b, =
je f(bn) = 1, plati

_2
4n+1

|f(an) = f(ba)] =2, (96)

59podobne ako v dokaze z pozndmky 1 v paragrafe .77 aj v tomto pripade sa mozno pri zdévodiiovani existencie postupnosti
{zn}S2; zaobist bez axiémy vyberu

60s5tandardné slovné vyjadrenie: spojity obraz kompaktu je kompakt

6lako citatel vzdpati zisti, v nasledujicej tivahe nie je podstatné, 7e sme zvolili prave ¢ = 1, rovnako dobre by ndm
poslizilo kazdé iné € > 0
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sticasne — pretoze limy oo [an — bn| = 0 ~ méme
(V6 >0)(3n € N) (Jan — ba| < 5) . (97)
Z (96) a (97) vyplyva pravdivost tvrdenia
(3e > 0) (V6 >0) (Fz,y € R) (Jo —y| <SA|f(z) — f(y)| =€)

(sta&f polozit napr. e = 1 %2), ktoré je negéciou vyroku funkcia f je rovnomerne spojitd.

3. Hladajme teraz, v ¢om je rovnomernd spojitost lepsia od ”oby¢ajnej” spojitosti.
Nech f: M — R je funkcia , ozna¢me znakom V(z,y, ¢, d) vyrokovi formu

(Vy € M) (jz -yl <6 = [f(@) - fW) <¢) (98)
a porovnajme vyroky
(Ve > 0) (Vo € M) (36 > 0) (V(2,y,¢,0)) (99)
a
(Ve > 0) (36 > 0) (Vz € M) (V(,y,¢,0)) , (100)

z ktorych prvy hovorf, ze funkcia f je spojitd, a druhy, Ze f je rovnomerne spojitd. Rozdiel medzi nimi (vyplyvajici
zo zmeny poradia kvantifikdtorov) mozno popisat nasledovne:

Zvolme € > 0 pevne. Potom & > 0, ktorého existenciu zarucuje (99), zdvisi na éisle z, teda s meniacim sa x
sa &fslo § > 0, pre ktoré je (99) pravdivé, méze menit. Ak vsak plati (100), vieme néjst & > 0, ktoré uz nezdvisi
na volbe &isla x, teda také, ktoré vyhovuje vietkym prvkom z mnoziny M.

4. Vsimnime si napokon, ze obidve funkcie, ktoré sme uviedli v poznadmke 2 ako ”negativne priklady”,
mali neodstréanitelny bod nespojitosti (priom prave tento bod bol pri¢inou ich ”negativnosti”). Ako ukazuje
nasledujice tvrdenie, nie je to ndhoda.

LEMA. Kazdy bod nespojitosti rovnomerne spojitej funkcie je odstrdnitelny.

:-) Dékaz mozno zalozit na myslienkach pouzitych v pozndmke 2 %, my vak uprednostnime nasledujici dokaz
zalozeny na Cauchyho-Bolzanovom kritériu. (-:

DOKAZ. Nech f je rovnomerne spojitd funkcia, nech a ¢ D(f) je hromadny bod mnoziny D(f). Zvolme € > 0,
potom podla (94) existuje § > 0 s vlastnostou

(Vz,y € D)) (e —yl <8 = |f(x) = f(y)l <e) . (101)

Nech P(a) := O (g,a) \ {a}, potom pre z,y € D(f) leziace v P(a) plati |z — y| < J; z (101) teda vyplyva

(Vz,y € P(a)n D(f)) (If(x) = fy)l <e) ;

to znamend, ze P(a) mé vlastnost pozadovnadi v (63). Kedze tato tvaha plati pre kazdé e > 0, vyplyva z
Cauchyho-Bolzanovho kritéria z pozndmky v paragrafe .43 existencia kone¢nej limz—.q f(z). A

Z prave dokdzaného tvrdenia a z poznamok v paragrafe .60 vyplyva, ze ku kazdej rovnomerne spojitej funkcii
f: M — R existuje spojitd funkcia g definovand na uzavretej mnozine M; takd, ze M C Mi a g|lm = f.

.80 Veta. Spojitd funkcia definovand na kompakte je rovnomerne spojitd.

Do6kaz. Sporom; nech f: K — R, kde K C R je kompaktnd mnozina, je spojita funkcia, ktord nie
je rovnomerne spojitd. Plati teda

(36>0)(V5>O)(Ela:,yEK)(|a:—y| <ON|f(x) = fy)] 25)

(toto tvrdenie sme ziskali negdciou vyroku (94)), odtial vyplyva, ze (ak Specidlne zvolime § = 1) pre

kazdé n € N je mnozina A, := {(z,y) € K x K|z —y| < L A|f(z) — f(y) > €} neprdzdna. Ak z

62a]ebo zvolit Iubovolné iné € € (0, 2)

63Staci dokazat, ze v pripade, ze a ¢ D(f) je hromadny bod mnoziny D(f), vedie kazdy z predpokladov ”limz—.q f(z) =
00", "limg—q f(x) = —00”, "limgz_.q f(x) neexistuje” ku sporu. V prvych dvoch pripadoch sta¢i vhodne upravit nase tvahy
o funkcii % v bode 0; v trefom pripade pouzit dvahy o funkcii sin Z, v ktorgch postupnosti {an}52, {bn}52; nahradime
postupnostami {,}22 |, {yn}52 ;, ktorych existenciu zarucuje cvicenie 2 z paragrafu .40 a namiesto (96) pouzijeme tvrdenie

(3 >0)(3N eN) (¥n e N,n > N) (If(zn) = f(yn)| > €) ,

ktoré vyplyva z nerovnosti limy oo | f(2n) — f(yn)| = 0 (cvicenie z paragrafu .40 a lema .13(e)) a lemy .10(b).
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kazdej z mnoz{[Bn A,, vyberieme jednu dvojicu a oznac¢ime ju (z,yn), dostaneme postupnosti {z, }° ;,
{yn}22, C K také, ze
lim (y, —x,) =0 (102)
n—oo
(to vyplyva z nerovnosti —% Syn—on < % a vety .25). Pretoze K je kompakt, mozno z {z,, }5°; vybrat
konvergentnti podpostupnost {x,, }3°, s limitou a, pricom a € K (implikicia (b)=>(a) z lemy .48).
Podpostupnosti {z,, }32, zodpovedd vybrand postupnost {y,, }3°, z postupnosti {y,}22,, ukdzeme, ze
aj ona konverguje k a; z rovnosti limy_.oc n, = a, limg— o0 (Yn, — @n,) = 0 (druhd z nich vyplyva z (102)
a lemy .38) totiz dostdvame

klggo Y = klgrc}o Ty klgrc}o(y”’“ — o) =a.
Z inkltzie (xp,, Yn,) € Ay, stcasne vyplyva
(3e > 0) (Vk € N) (If(@n,) — Fyn, )l > €) (103)

¢o znamend, ze vyrok limg—oo (f(n,) — f(Yn,)) = 0 je nepravdivy (z (103) totiz vyplyva jeho negécia).
To je ale spor s predpokladom spojitosti funkcie f; podla vety .54 totiz z rovnosti limy_ oo Ty = G =
limg— oo Yn, Vyplyva rovnost limg—oo f (25, ) = f(a) = limg—oo f(Yn, ), a teda aj rovnost limp—oc (f(2n, —

f(ymc)) =0.

Pozndamky. Ako sa dalo ¢akal, opil uvedieme zopér dalsich dokazov, v prvom z nich budeme tentokrit
namiesto s podpostupnostami pracovat s otvorenymi pokrytiami.

1. Nech f je spojitd funkcia definovans na kompakte K. Zvolme ¢ > 0 a hladajme § > 0 vyhovujtce
podmienkam z (94). Pretoze f je spojitd v kazdom bode mnoziny K, existuje pre kazdé a € K okolie O(dq,a) s
vlastnostou

(V2 € O(da, a) N K) <|f(z) — fla)| < %) : (104)

=) Nech O := {O(da,0a);a € K} je systém vetkych takychto okoli. Nasim cielom je najst § > 0 tak, aby pre
x,y € K z nerovnosti |z —y| < § uz vyplyvalo, Ze v systéme O vieme n4jst okolie O(d,, a), ktoré obsahuje sticasne
z aj y; z inkluzil € O(da,a) N K, y € O(da,a) N K totiz na zdklade (104) dostaneme

|f (@) = FW) < |f(2) = fla)| + | f(y) — fla)| < %Jr

5

3 =¢ (—:

Nahradme teraz kazdé okolie O(d4,a) okolim O (% , a) s poloviénym polomerom %, takto vytvoreny systém

{O (%&, a) sa € K } okoli je otvorené pokrytie kompaktu K, preto existuje jeho konec¢né podpokrytie

P = {O (%,al) ,...,O(%,an)} .

6::min{%l,...,%}

Ukéazeme, ze ¢islo

vyhovuje nasim poziadavkam:

Kedze P := {6%, R 6”7"} je koneénd mnozina kladnych ¢isel, je § > 0 %°. Nech teraz z,y € K, | —y| < 6.
Sa;
2

Pretoze P je pokrytie mnoziny K, plati y € O ( ,ai> pre niektoré ¢ € {1,...,n}, tj.

ag

ly —ail <

2
Pretoze [t —y| < d ad < 6;i,dosta'wame
da; _ Oa; | Oa,
—al <z — —a; AP R R
lz—ai| <|z—y|l+y a|<5+2_2+2 da;
tj.
z € O(ba;,ai) ,

64, mysel tohto kroku sa ozrejmi &itatelovi o malt chvilocku

65treba si uvedomif, ze - podobne ako v dékaze vety .77 — vyuzivame existenciu koneéného podpokrytia P, z ktorej
vyplyva, Ze 0 je minimum (a teda aj infimum) koneénej mnoziny P; infimom nekonednej mnoziny P kladnych ¢isel moze

byt totiz aj &islo 0 (staél’ zvolit napr. P := {%, ne N})
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E

teda  aj y lezia v O(3u, a:) ®. Z (104) (pre a = a;, z = 2, resp. a = a;, = = y) potom vypljva |f(z) - f(a:)] < 5,
|f(y) — f(a:)| < £, a odtial
3

S=¢c, (105)

1f (@) = fW)I < |F (@) = fla)| + | F(y) — flai)] < §+

nase 0 teda skutotne vyhovuje poziadavkam z (104), éim je dokaz skonceny.

2. Predpokladajme, ze K je uzavrety ohraniceny interval [a, 3]. Ak je € > 0 dané, moZzno na dokaz tvrdenia
(36 > 0) (Vz,y € [0, 8]) (| —y| <6 = |f(z) — f(y)| <e)

pouzit postup z poznamky 2 v paragrafe .77, v ktorom teraz tlohu mnoziny B bude hrat mnozina

(€ (0.8 (3> 0) (vV(00.9)) ).

pricom V(I,0) (kde I C [a, (] je interval a § > 0) je vyrokovd forma
(Va,y € 1) (o — 9l < 6 = |f(z) — f)] <€),

a tvahy 1 a 2 budd mat podobu

1. pre kazdé a € [a, B] existuje d, > 0 tak, ze V(O((Sa7 a)Nle, B, 5a) je pravdivy vyrok (4, staéf zvolit rovnako
ako v (104));

2. nech I,J C [a, ] st intervaly a 61,82 > 0 su ¢isla také, ze V(I,61) a V(J,d2) sd pravdivé vyroky; ak
prienik I N J je nedegenerovany interval dizky 03 a 04 := %min{&,ég,&g}, tak plati V(I U J,04) (z nerovnosti
|z — y| < 84 totiz vyplyva, Ze body ,y lezia bud obidva v I alebo obidva v J).

Part III
Diferencialny pocet funkcii jednej realnej
premenne;j

10 Definicia vlastnej a nevlastnej derivacie v bode. Vety o de-
rivacii suctu, sucinu, zlozenej a inverznej funkcie

.81 Definicia. Nech a € R je hromadny bod 67 defini¢ného oboru D(f) funkcie f, pricom a € D(f).
Ak existuje limita
Lo T = 1)

T—a xr—a

(106)

oznacujeme ju f'(a) %8 a hovorime, ze funkcia f md v bode a vlastnii alebo nevlastni derivdciu. Ak je
uvedend limita koneénd, nazyva sa ¢islo f'(a) derivdcia funkcie f v bode a (hovorime tiez, ze funkcia f je
diferencovatelnd v bode a); ak je této limita nevlastnd, hovorime o nevlastnej derivdcii funkcie f v bode
a.

Ak v (106) nahradime limitu pre * — a jednostrannou limitou pre z — a+ (resp. £ — a—), pouzivame
namiesto oznacenia f’(a) oznacenie f! (a) (resp. fr (a)) a vSetky pojmy definované v predchadzajicom
odstavci dopfﬁame o slovo sprava (resp. zlvcwa).

Sa,

66kedze prave skontend ast dokazu bola zalozend na fakte, ze z inklizie y € O ( 5 ,ai) a nerovnosti |z — y| < § uz

vyplyva, Ze z aj y lezia v tom istom okoli O(dq,, a;), malo by uz byt zrejmé, preco sme nase kone¢né podpokrytie nevyberali
hned z pokrytia {O(84,a);a € K}, ale az z pokrytia {O (%,a) ;a € K}

67¢casto sa pojem vlastnej a nevlastnej derivéacie v bode a definuje za predpokladu, Ze a je vnitorny bod mnoziny D(f)
(alebo za trocha vSeobecnejSieho predpokladu, ze existuje interval J tak, ze a € J C D(f)).

TR . df df
68niekedy aj E£ }m:a alebo del

|m:a

52



Pozndmka. Z casti (a) a (b) lemy .11, resp. z lemy .28 vyplyvajui nasledujice tvrdenia:

LEMA.(a) Nech funkcia g je ziZenim funkcie f na mnoZinu M. Ak a € M je hromadng bod mnoZiny M a
existuje f'(a), tak emistuje aj g'(a) a plati g'(a) = f'(a).

(b) Nech sa funkcie f,g zhoduji na niektorom okoli O bodu a € D(f) (tj. D(fyNO =D nNO a (Vm S

D(f)n (’)) (f(x) = g(x))) Potom plati: ak existuje f'(a), tak existuje aj g’(a) a g'(a) = f'(a).

(¢) Nech funkcia f je definovand na mnozine M a bod a € M je hromadnyg bod mnoZin M4 := M N (a,0),
M_ := M N (—o0,a). Potom f'(a) existuje prdve vtedy, ked f(a) = f_(a); ® pritom — ak f'(a) ewistuje — je
f'(a) = fila) = fL(a).

Priklad. 1. Ak oznatime fi(x) := sinz, f2(z) := In(1 4+ z), fs(x) := €”, mdzeme teraz tvrdenia (b), (c) a
(d) vety .12 zapisat nasledovne:

(b) fi(0)=1 " (c) f5(0)=1; (d) f5(0) = 1.

2. Funkcia sgn md v bode 0 nevlastni derivéciu +oo (stadi vypoéitat (sgn)’ (0), (sgn)’_ (0) a pouzit tvrdenie
(¢) predchidzajicej lemy) ™.

3. Funkcia ¢/z ma v bode 0 derivéciu +oco. #

Tvrdenia z nasledujiceho odstavca viackrat pouzijeme v nasich dalsich ivahéch.

.82 Definicia. Hovorime, ze funkcia f : M — R je rastica v bode a € M, resp. klesajiica v bode a € M,
ak existuje prstencové okolie P bodu a také, ze

(Vz € PN D(f)) <W >0) :

resp.

(Vz € PN D(f)) (M <o> :

r—a

Hovorime, ze funkcia f: M — R ma v bode a € M lokdlne mazimum, ak existuje prstencové okolie
P bodu a také, ze
(Ve e MNP)(f(z) < fla) . (107)

Definiciu lokdineho minima, resp. ostrého lokdlneho mazxima, resp. ostrého lokdlneho minima dostaneme,
ak v (107) nerovnost < nahradfme postupne nerovnostami >, <, >. O lokdlnych maximach a minimach
hovorime sihrnne ako o lokdkinych extrémoch, o ostrych lokdlnych maximéch a ostrych lokalnych miniméch
ako o 10strych lokdlnych extrémoch.

Lema. (a) Ak je funkcia f v bode a diferencovatelnd, tak je tam aj spojitd.

(b) Nech funkcia f md v bode a vlastni alebo neviastni derivdciu. Ak f'(a) > 0 alebo f'(a) = oo (tj.
ak f'(a) = 0), tak f je v bode a rastica.

Ak f'(a) < 0, je funkcia f v bode a klesajica.

(¢) Nech funkcia f : M — R nadobida lokdlny extrém v bode a € M. Potom plati:

(c1) ak f nadobida v a lokdlne mazimum (lokdlne minimum) a ezistuje f(a) 2, tak f/.(a) < 0
(fi(a) = 0);
(c2) ak f nadobida v a lokdlne mazimum (lokdlne minimum) a existuje f’ (a), tak ' (a) = 0 (f' (a) =

0);

(c3) ak a je hromadny bod mnozZin My aj M_ (Specidlne: ak M je interval a a je jeho vnitorny bod)
a ezistuje f'(a), tak f'(a) = 0.

Dékaz. (a) Pretoze a € D(f) je hromadny bod mnoziny D(f) (definicia .81), treba dokdzat rovnost
lim, . f(z) = f(a) (lema z paragrafu .53), t4 vyplyva z nasledujiceho vypoétu

f(@) - f(a)

Tr—a

lim f(z) = lim (f(a) n (e - a)) — f(a) + f'(a) 0= f(a) .

r—a

69tj. (podrobne): ked existuji f!(a), f_(a) a plati rovnost f} (a) = f’ (a)
70 d(sin ) _
alebo T| 0= 1
z=
" Tento priklad mozno zovieobecnit: ak limgz—q— f(z) < f(a) (resp. limg—ay fz) > f(a)), tak f’ (a) = oo (resp.

fl (@) = o0)
"2predpoklad existencie fy(a) v sebe ,,automaticky” zahfiia podmienku a € M je hromadny bod mnoziny M N (a, o)

(épeciédne7 ak M = [c,d], tak predpokladdme, ze a € [c, d))
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(b) Staci pouzit tvrdenia (b) a (c) lemy .10(b) (v ktorych tlohu funkcie f, resp. bodu b bude teraz
mat funkcia W, resp. bod f'(a)).

(¢) Nech f nadobuda v bode a lokdlne maximum (postup v pripade lokdlneho minima je rovnaky);
existuje teda prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(Ve e PN M) (f(z) < f(a)) . (108)

Dokéazme teraz (cq): pre x € PN M, x > a (tj. pre z € PN M) z (108) dostavame Mﬂ%ﬂ <0a
— kedze podla predpokladu existuje f'.(a), z poslednej nerovnosti a vety .24 vyplyva

fia) 20

Dékaz tvrdenia (c2) je obdobny.

(c3) Kedze su splnené predpoklady z (c1) aj (c2), plati fi(a) < 0 a f’(a) = 0. Podla lemy v
poznémke z paragrafu .81 musi platit f/ (a) = f’(a); to je mozné len vtedy, ked fi(a) = f.(a) =0, tj.
ked f'(a) =0

Poznamky — k tvrdeniu (a): 1. Obrdtend implikdcia neplat; existuji teda Tfunkcie, ktoré su v niektorom
hromadnom bode svojho defini¢ného oboru spojité, ale nie st tam diferencovatelné. Klasickym prikladom je
funkcia f(z) = |z|, ktord je spojitd v bode 0, ale — kedze f4 (0) =1, f (0) = —1 — nie je diferencovatelnd v bode
z ,ak z€Q

% .ak zcR\Q ° ktora je spojita

0 (lema z pozndmky v paragrafe .81). Inym prikladom je funkcia g(z) =

v bode 0, ale nie je tam diferencovateln a nem4 tam vlastné ani nevlastné jednostranné derivécie ( neexistencia
limg—o M vyplyva z lemy .11(c), v ktorej polozime f(z) := %I), M, .= Q\ {0}, Mz := R\ Q, podobne sa
dokéZe neexistencia g, (0), g" (0)) .

2. 7 existencie nevlastnej derivécie v bode a uz spojitost v tomto bode vyplyvat nemusi”®; napr. funkcia sgn
mé v bode 0 — ktory je jej bodom nespojitosti — nevlastnd derivaciu +oo (priklad 2 z paragrafu .81).

— k tvrdeniu (c): 1. Toto tvrdenie mozno dokdzat aj na zéklade bodu (b); dokézeme napr (c3). Nepriamo:
keby platilo f'(a) > 0, bola by funkcia f rastica v bode a, odtial by vyplyvalo, ze v kazdom prstencovom okoli bodu
a sd body s funkénymi hodnotami va¢simi nez f(a) (tie by lezali v mnozine My ) aj body s funkénymi hodnotami
mens$imi nez f(a); to ale znamend, 7e v bode a nemdze mat f lokdlny extrém; podobne by sa postupovalo v
pripade f'(a) < 0.

2. Predpoklad a je hromadny bod mnoZiny My aj mnoZiny M_ (tj. $pecidlne a je vnitorny bod intervalu M)
je v tvrdeni (c3) podstatny: funkcia f : [0,1] — R s predpisom f(z) = z md v bode 0 lokdlne minimum, ale

F(0)=1.

.83 Veta (o derivécii skaldrneho ndsobku, sucétu, sucinu a podielu). Nech funkcie f,g : M — R su
diferencovatelné v bode a € M, nech k € R. Potom

(a) (k- f)(a )—k f'(a);

(b) (f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a);
(c) (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);
(d) ak g(a) # 0, tak (g) (a) = L sl f(o)d'(@)
Doékaz. (c)
(fo)(@) = lim f(x)g(xx):i‘(a)g(a) _
~ lm <f(x)g(xgz - £ (a)g(@) | f(a)g(xgz - £ (a)g(a)) _
=;§(¢@ﬂ%l§2+fmiﬁE%@)=
= ot Jim =T o i 22

= g(a)f'(a) + f(a)g'(a) ;

73to zrejme suvisi s faktom, Ze limita limz .q (%ﬁ(x — a)), na vypocet ktorej sme v dékaze lemy .82(a) mohli

pouzit vetu o limite siéinu, je v pripade f’(a) = co (alebo f’(a) = —oo) neuréitym vyrazom typu oo - 0 (alebo —oo - 0).
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pritom rovnost lim, ., g(z) = g(a) vyplyva z lemy .82(a).
!/
(d) Stag¢i dokézat rovnost (%) (a) = g (a) , z nej a z tvrdenia (c) bude uz vyplyvat tvrdenie (d):
! 1 1
1 (@) = lim EI R IC R Ty 1 L 9@) ~9(a) =
9 v—a T—a a—a\ g(x)g(a)  z—a
L
= - gl\a),
P’ )

pritom rovnost lim,_, (_ g(x)lg(a)> = — vyplyva opit z lemy .82(a) (a samozrejme z tvrdeni (c) a

(d) vety .15).

Pozndmky. 1. Tvrdenie (b) mozno zrejme matematickou indukciou rozsirit nasledovne: ak funkcie hi, ..., hn
definované na mnozine M su diferencovatelné v bode a, tak

(2 m) (a) =y hi(a)

2. Tvrdenia (a) a (b) mozno doplnif este touto informdciou (ktorej dokaz prenechdvame na Citatela):

(a’) ak k € R\ {0} a funkcia f md v bode a nevlastni derivdciu, tak aj funkcia k- f md v bode a nevlastni
derivdciu;

(b") ak funkcia g : M — R je v bode a € M diferencovateind o f : M — R tam md nevlastni derivdciu +oo
(resp. —o0), tak (f +g)'(a) = oo (resp. (f+9) = —oo).

1
g%(a)

.84 Veta (o derivécii zlozenej funkcie, refazcové pravidlo). Nech funkcia f je diferencovatelnd v bode
a, funkcia g v bode f(a). Ak a € D(go f) je hromadny bod mnoZiny D(g o f), ™ tak je v bode a
diferencovatelnd aj funkcia go f a platd

(gof)(a)=f'(a) g (f(a)) - (109)

Dokaz. Predpokladajme najprv, ze f'(a) # 0. Potom je funkcia f bud rastiica alebo klesajica v
bode a (lema .82(b)); iste teda existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(Vz € PN D(f))(f(z) # f(a)) -
Kedze PN D(go f) € PN D(f), plati aj
(Ve € PN D(go f))(f(x) # f(a)) (110)
apre x € PN D(go f) mézeme preto pisat

(g0 f)(@) ~ (g0 o) _9(/(®) —9(f(@) f(x) = fla) (111)

z—a f(x) = f(a) z—a

Z (111) a z rovnost{
o 1@ - Ta)

T—a xr—a

= f'(a),

= )f(x) = y) =" lim 9 = 9l/(@) =9'(f(a))

- 9(f(x)) —g(f(a))
y—fla) y— f(a)

e—a  f(z)— f(a)
potom (veta .15(c) 7, lema .11(b)) vyplyva
(go f)/(a) = lim g(f(x)) - g(f(a))

r—a r—a

=4 (f(@) f'(a)

T4pozri poznamku pod ¢iarou k tvrdeniu vety .17

"t4to rovnost vyplyva z vety .17 o limite zlozenej funkcie: pouzili sme substiticiu y = f(x), z lemy .82(a) dostdvame
limgz—q f(z) = f(a); kedze vonkajsia zlozka, ktorou je v tomto pripade funkcia ()7((};3‘1), nie je definovand v bode f(a),
je splnend podmienka (b) vety .17

"6kedze definiéné obory suéinitelov na pravej strane rovnosti (111) (tj. mnoziny D(g o f) N {x € D(f); f(z) # f(a)} a

D(f)\ {a}) nemusia byt totozné, vyuzivame pozndmku z paragrafu .15
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¢o sme cheeli dokdzat. A
Nech teraz f'(a) = 0, rovnost (109), ktori dokazujeme, mé potom tvar

(gof)(a)=0. (112)

Oznaéme Dy :={z € D(go f); f(z) # f(a)}, D2 :={x € D(go f); f(x) = f(a)} a rozlisme tri pripady
7.

1. Ak a nie je hromadny bod mnoziny D1, tak existuje prstencové okolie P tohto bodu neobsahujuce
prvky z D;. Kedze takéto P spliia podmienku (110), mdzeme teraz zopakovat postup, ktory sme pouzili
pre f'(a) # 0, ¢im je v tomto pripade dokaz skonceny.

2. Ak a nie je hromadny bod mnoziny Da, tak pre niektoré jeho prstencové okolie R plati

(Vz e RND(go f))(f(z) = f(a)) ,

odtial vyplyva

(Ve e RN D(go f),x #a) <(gof)(x;:igof)(a) :0) |

preto
= O 5

o 90 )@) — (90 )(a)
(gof)(a) = lim -
¢o sme cheeli dokézat (pozri (112)).
3. Ak a je hromadny bod mnoziny D; aj mnoziny Da, oznacme F' : D(go f)\ {a} funkciu s predpisom
Fla) — oD@ = (g00)(@)

r—a

nech

Kedze pre = € Dy \ {a} je F(z) = 0, plati

lim Fy(z) =0 . (113)

Pre € D; mozno pouzit rovnost (111), z ktorej (rovnako ako v pripade f’(a) # 0) odvodime rovnost

lim Fi(z) = f'(a) - ¢'(f(a)) =0. (114)

7 (113) a (114) vyplyva podla lemy .11(d)

(9o f)(a) = lim F(x) =0,

¢o je dokazovana rovnost (112). &

Nasledujtice tvrdenie mozno vydedukovat z geometrickej interpretdcie: Kedze grafy prostej funkcie f a in-
verznej funkcie f~! sd simerné podla priamky y = z, je aj dotyénica t ku grafu funkcie f v bode (b,f(b))
stimernd podla tejto priamky s dotycnicou ¢’ ku grafu funkcie f~! v simernom bode (a, fﬁl(a)), kde a = f(b)
(pokiaj tieto dgtyénice existuju). Orientované uhlyva, resp. o, zvierané priamkou ¢, resp. t’, a kladnou éastou

osi Oz teda spliiaji rovnost o' — & = Z — o, odtial o = Z — «, preto — pokial o € D(tg) a tg a # 0 — plati
tg o’ =tg (% — a) = tg%' Pokial a = 0 (resp. a= 3 alebo a = —%), je priamka ¢ rovnobeznd s osou Oz (resp.

s osou Oy), a t’ je teda rovnobeznd s Oy (resp. s Ox).

.85 Veta (o derivacii inverznej funkcie) Nech prostd funkcia f : M — R je diferencovatelnd v bode
fYa), kde a € f(M). Ak inverznd funkcia f=' je v bode a spojitd, tak tam md aj vlastni alebo
nevlastni derivdciu, pricom plati

(a) ak f'(f~'(a)) € R\ {0}, tak (f~')'(a) = m
(b) ak f'(f~*(a)) =0 a f je v bode f~*(a) rastica, tak (f~') (a) = oo;
(c) ak f'(f~*(a)) =0 a f je v bode f~*(a) klesajica, tak (f~*) (a) = —oo.

"7to, Zze nastane prave jedna z nasledujicich moznosti, vyplyva z tvrdenia ak D = D1 U D2 a bod a je hromadny bod
mnoziny D, tak a je hromadny bod mnozZiny D1 alebo hromadny bod mnoZiny D2
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Dékaz. Kedze bod b := f~'(a) je hromadny bod mnoziny M (definicia .81) a funkcia f je prostd a
spojitd v bode b (lema .82(a)), je bod a = f(b) hromadny bod mnoziny D(f~') = f(M) (dokaz tohto
tvrdenia prenechdvame na Gitatela).

Tvrdenie (a) potom vyplyva z vypoctu

f~M@) ~ 17N (a) y—fa) _

L . _ o
(@) = %lg}z T —a :)f 1 ‘:y—)l}r‘q(a) fly) -
= lim —y—b = lim ! @ ! =
v=b f(y) = ) v=o JT@ (b
-
()

pricom rovnost (1) je dosledkom vety .17 o limite zlozenej funkcie 7.

V pripade (b) bude zépis vypoctu (f~1)(a) rovnaky az po rovnost (2), ktord teraz nahradi rovnost
lim 1
o T
y—b

vyplyvajica z vety .18(b): podla predpokladu je totiz lim,, .y, M = 0 a — pretoze f je v bode
b= f~!(a) rastica — funkcia f (y) f ) je v niektorom prstencovom okoh bodu b kladna.

Postup v pripade (c) je obdobny. '

Postacujiicu podmienku spojitosti inverznej funkcie formuluje dosledok z paragrafu .70 7, z ktorého
vyplyva nasledujice tvrdenie.

Désledok. Inverznd funkcia f~1 k prostej spojitej funkcii definovanej na intervale I a diferencov-
atelnej v bode b := f~*(a) md v bode a (= f(b)) vlastmi alebo nevlastnii deriviciu, pricom plati (a), (b),
(¢) z predchddzagicej vety.

Poznamky. 1. Ukézeme, ze predpoklad f~! je v bode a spojitd nemozno vo vete o derivécii inverznej funkcie

vynechat:
Uvazujme funkciu f: R\ {%, n e N} danu predpisom

, ak xGR\({%;nEN}UN) )
, ak zeN ’

[
—
8
N
I
—
8l— 8

tato funkcia je prostd, f'(0) =1,

, ak xGR\({l,nEN}UN)
, ak wG{ nGN} ’

[y
~
—
8
=
\
—N

ale (f71)'(0) neexistuje (Vyplyva to z lemy .11(c); ak totiz oznacime F' funkciu definovani na R\ (N U {0})
predpisom F(z) = %92, tak pre Fy := F|{L%€N}’ resp. Fa := F|{—l~neN} plati lim,_.o Fi(z) = oo, resp.

hmmA,o FQ(JZ‘) = 1) .

2. V tvrdeni vety o derivécii inverznej funkcie mozno este doplnit nasledujici bod:

(d) ak f (f_l(a)) =0 a funkcia f v bode b := f~'(a) nie je ani rastica ani klesajica, tak (f~')'(a) neezistuje.

(Ak totiz f nie je v bode b rastica ani klesajica, je b hromadnym bodom mnozin M; := {y € D(f)\ {b}; M > 0}
aj My := {y € D(f)\ {b}; f(y) f(b) < 0} ak teraz funkcia F' : D(f~*)\{a} je dan4 predpisom F(z) = M

r—a

tak pre Fy := F} () TESP- F2 = F} (M) dostaneme zopakovanim postupu z dokazu vety o derivécii inverznej

funkcie rovnosti limg—.q Fi(z) = 0o, resp. limz—q F2(z) = —00)

Cvicenie. Dokéazte nasledujice tvrdenie dopiﬁajlice vetu .85:
Ak prostd spojitd funkcia f : M — R je v bode b := f~'(a) (kde a € f(M)) spojitd a mé tam nevlastni
derivéciu, tak (f 1) (a) = 0.

"8funkcia y = f~!(x), predstavujica substitiiciu, je podla predpokladu spojitd v bode a, preto limz—q £~ (z) = f~1(a),
opravnenie na pouzitie vety .17 vyplyva zo splnenia jej podmienky (b)
794 tiez pozndmka 1 v tom istom paragrafe
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11 Derivacia ako funkcia. Derivacie vysSich radov. Derivacie
elementarnych funkcii

.86 Definicia. Ak je dand funkcia f: M — R, nazyva sa funkcia, definovand na mnozine D v8etkych
tych 2 € M, v ktorych je funkcia f diferencovatelnd, a priradujica kazdému prvku 2 € D hodnotu f'(z),
derivdcia funkcie f a oznacuje sa f'.

Ak D = M, nazyva sa funkcia f diferencovatelnd. Ak je naviac funkcia f’ spojitd, nazyva sa f spojito
diferencovatelnd.

Funkcia f sa nazyva diferencovatelnd (resp. spojito diferencovateind) na mnozine M (0 # M c D(f)),
ak je diferencovatelnd (resp. spojito diferencovatelnd) funkcia f|a.

Derivdcie vyssich rddov funkcie f : M — R definujeme indukciou: pre n = 0 polozime

S =

a pre n € N potom definujeme
£ = (f<n_1>)’ .

Takto definovand funkcia () sa nazyva n-td derivdcia funkcie f. Ak a € D ( f (")), hovorime, ze funkcia f
je v bode a n-krdt diferencovatelnd (alebo, ze md n-ti derivdciu v bode a). Ak funkcia f=1 m4 v bode a
vlastnu alebo nevlastnd derivéaciu, hovorime, ze f ma v bode a vilastni alebo nevlastni n-tu derivdciu. Ak
D (f(”)) = M, hovorime, ze funkcia f je n-krdt diferencovatelnd. Pojmy n-krdt spojito diferencovatelnej
funkcie a funkcie n-krdt diferencovatelnej (vesp. n-krdt spojito diferencovatelnej na mnozine M ) su pre
n > 1 definované analogicky ako pre n = 1.

Namiesto oznaceni f(1), f2) fG3) () G #6)  pouzivame aj oznacenia f/, ", f, fIV, fV, fVI, ...

80

.87 Lema (Leibnizova formula)v. Nech funkcie f: M — R, g: M — R st
(i) (n — 1)-krdt diferencovatelné (n € N) 81

a
(i) majid n-td derivdciu v bode a.

Potom je v bode a n-krdt diferencovatelnd aj funkcia fg a plati

(f9) ™ (a) =
k=

0

(%) M@e@ = (115)

Dokaz. Pouzijeme indukciu.

1° Pre n =1 je nase tvrdenie totozné s vetou .83(c).

2° Nech teraz plati (i) a (ii) pre n =i + 1, tj. nech funkcie f,g: M — R st i-krat diferencovatelné
a maju (i + 1)-vi derivaciu v bode a. Z prvého z tychto predpokladov vyplyva, ze pre n =i je (i) a (ii)
splnené v kazdom bode z € M, preto (podla indukéného predpokladu)

%

190 =3 (1 ) 1@ ). (116)

k=0

Z predpokladov pre n = i + 1 dalej vyplyva, ze kazdd z funkcii f(©, fO, . fO g0 g0 g0
je definovana na M a diferencovatelnd v bode a, preto (tvrdenia (a) a (c) vety .83) plati

(( ]ZC )f(k)g(ik))/(a) _ ( ]’C >f(k)(a)gi+1k) (a) + ( ]ZC )f(kJrl)(a)g(ik)(a)’

namiesto oznacenia f(") sa pouziva aj symbol i:,{ alebo d';f—ﬁf”)
8ltento predpoklad v pripade n = 1 neobsahuje Zziadnu informéciu o funkcidch f,g a je vtedy totozny s predpokladom
nech funkcie f,g si definované na mnozine M

82pripometime, ze f(9 := f, (0 =g, ( Z ) = #lk),, pricom 0! :=1, (n+ 1) :=nl(n+1)

80
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odtial, z (116) a z poznamky za vetou .83 potom dostdvame

G0 = () @=3 (4 ) (9 0) @ =
(o) f@s @+ (g ) fO@e0 @] +
(1) @00 (] ) 1@ @] e
(50 )@@ () r@e] +
(7)o@ @ () @)
Na dokoncene ndsho ddkazn tera stacf s vyusitim ovnosti
() =(0)=(5)

s¢itat vzdy druhy séitanec jednej hranatej zatvorky s prvym séitancom nasledujtcej hranatej zétvorky a
na tpravu prvého séitanca v prvej a druhého séitanca v poslednej hranatej zatvorke pouzit rovnosti

G- =(i) = ()

.88 Derivacie zdkladnych elementirnych funkcii uvddzame v nasledujicej tabulke (rovnosf

+

(f(a:))/ = g(x), © € D, pritom znamend, ze funkcia g definovand na mnozine D predpisom g(z), je
derivéciou elementérnej funkcie s predpisom f(x); pokial mnozina D nie je uvedend, je fiou definiény

obor elementdrnej funkcie s predpisom g(x))

(1) (const) =0, z€R

(2) () =1,z€eR (3) () =a2®"' (a€R\{0,1})
(4) (e*) =e* (5) (a®) =da"Ilna
(6) (Inz)' =1, 2€(0,00) (7) (log,z) = ——, z € (0,00)
(8) (sinz) =cosx (9) (cosz) =sinx
(10) (tg x)l = 005121' (11) (Ctg x)l sinl?
(12) (arcsinz) = 11730 (13) (arccosz) = — 1£I
(14) (arctgz) = 3= (15) (arcctgz)’ TTaT
(16) (shz) =chz (17) (chz) =shz

Venujme niekolko pozndmok odvodeniu tjchto rovnosti.

Vztahy (1) a (2) mozno lahko dokézaf na ziklade definicie derivécie.

Rovnost (4) vyplyva z tvrdenia (d) vety .12 (ktorého ddkaz obsiahnuty v prikladoch .33, .34 a v cvigeni .35
sa zakladd na definicii exponencidlne]j a logaritmickej funkcie v paragrafoch .72 a .73) na zdklade nasledujiceho
vypoctu
_ 83 a

. . a - eV —1
lim = hmeiz‘x—a:y)f e” lim =
y—0 Y

83opravnenie k pouzitiu substitticie  — a = y je dané splnenim podmienky (a) (aj splnenim podmienky (b)) z vety .17

o limite zlozenej funkcie
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(5) vyplyva zo (4) na zéklade vety o derivécii zlozenej funkcie: nech f: R — R, resp. g : R — R je funkcia
s predpisom f(z) = zlna, resp. g(z) = e”. Potom f'(z) = Ina (veta .83(a) a rovnost (2) z nasej tabulky),
g' () = ¢e*. Kedze a® = (g o f)(x), je podla vety .84

(a®) = gl(f(x))f/(x) = ef(z)f/(x) ="M ng=a"Ina.

(6) mozno odvodit zo (4) na zdklade vety o derivécii inverznej funkcie #: ak funkcia f : R — R je dand
predpisom f(z) = €%, tak f'(x) = e = f(z) alnz = f~!(x), preto (veta .85)

(Inz)" = = =—.

(7) potom vyplyva zo (6) na zdklade rovnosti log, x = 12& (pozri (87)) a vety .83(a).

Rovnost (8) vyplyva z vety .12(b), zo spojitosti funkcie cos a ®* zo sictovych vzorcov (dokaz vietkych uve-
denych skutoénosti zatial este stdle presahuje nase moznosti) nasledovne

5 sinz — sina 5 2 cos £ sin 252 . rta sin £5¢
im —— = lim —=—=— = lim cos - lim =
T—a r—a T—a r—a T—a 2 T—a 12;0'
. sin 54 T—a . siny
= (cosa)- lim = =y| = (cosa)- lim —= =
r—a 2
T—a y—0 Y

2

= Ccosa.

Odvodenie rovnosti (9) zalozené na sic¢tovych vzorcoch, spojitosti funkcie sin a vete .12(b) je obdobné.
Vztahy (10) a (11) vyplyvajd z (8) a (9) na zéklade vety .83(d) o derivécii podielu.
(12) vyplyva z (8) podla vety o derivécii inverznej funkcie: ak oznacime f := sin |[_ z,z]> tak f'(z) = coszx, x €

z,
[—%, %] (tvrdenie (a) lemy z pozndmky v paragrafe .81) a arcsinz = f~*(x), preto pre z € (—1,1) (pre tieto x
je totiz f’(f_l(x)) # O) dostévame
1 1 1
(arcsinzx)’ = = =

f/(f—l(x)) cos(arcsinz) /1 — z2 ;

/

sti¢asne podla tvrdenia (b) vety .85 je (f’l)/ (1) = oo, (f’l)
Odvodenie rovnosti (13), (14), (15) je obdobné.

(—=1) = oo, preto 1, —1 ¢ D((ffl)l).

Vztahy (16) a (17) vyplyvaji zo (4) a rovnost{ shx = er_;%, chz = er+2€7r.
Dékaz rovnosti (3) bude pre a € Q \ {0, 1} zalozeny na identite %
A"—B" =(A-B) (A" '+ A"B+.- 4+ A" "B 4 4 ABT 2+ BT (117)
kde A, BeR, r € N.
Zacnime pripadom oo = n (n € N), pre a # 0 dostdvame
z" —a" T n—1 n—2 n—2 n—1Y\ __ n—1
lim lim (3: +z" a4+ +zxa +a )7na , (118)
rz—a T —Q T—a

pricom poslednd rovnost vyplyva zo spojitosti limitovanej funkcie v bode a.
Prea=-n(neN)aa#0je

1 1 n n
7 T oam 1 2" —a 1
. ™ T . —1 —n—1
lim #——*%= = lim (— ) = —Tna" =-—na """ . (119)
z—a T —Q z—a xz"am r—a a="

V pripade a = }q_)’ kde p € Z\ {0} a ¢ € N st nestdelitelné, plati pre a # 0

()t — (a")F _ (L

84samozrejme, mozno tiez vyuzit tvrdenie (c) vety .12 (dokdzané v priklade .34 na zéklade niektorych faktov o funkcii In

odvodenych v paragrafe .73):

Inz —Ilna In £ In(1+%%) 1 1
lim = lim 4 — lim ( L ) - ==

r—a r—a rz—a T — Q r—a z;a a a
85c3te presnejsie: zo spojitosti funkcie f(x) = cos z;a v bode a

86pri dokazovani (3) pre pripad o € Q \ {0, 1} mozno postupovat aj nasledovne: v pripade o € N pouzit matematicki
indukciu (a pritom vyuzit rovnost (2) a tvrdenie (c) vety .83); pomocou vety .85 potom dokézat (3) pre o = 711 a napokon

pomocou vety .84 pre a = %; aj pri tomto postupe viak treba dékaz rovnosti (3) v bode 0 robit niekedy samostatne
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pritom v prvej rovnosti sme pouzili (117) (kde sme polozili r = ¢, A = wd , B= ag), druhd rovnost vyplyva
zo spojitosti v bode a kazdého zo séftancov v menovateli druhého zlomku a z uz dokazanych vztahov (118), resp.
(119) 57,

Pre « € R\ Q a a # 0 vyplyva rovnost (3) zo vztahov (.72) a (89) (ktorymi je v tomto pripade mocninovd
funkcia z® definovand) a zo (4).

Dokaz vztahu (3) v bode = = 0 (pokiai 0€ D((xa)')) prenechdvame na Citatela.

12 Vety o strednej hodnote

.89 Veta (Rolleho veta o strednej hodnote). Nech funkcia f je spojitd na intervale [a,b] a md v kaZdom
bode © € (a,b) vlastni alebo nevlastni derivdciv. Ak f(a) = f(b), tak pre niektoré ¢ € (a,b) plati

f'(e) =0.

Dokaz. Pretoze uzavrety ohraniceny interval [a, ] je kompaktnd mnozina (veta .50), existuje podia
vety .78 max,e(q,5 f(2) aj minge(qy f(2); nech f(er) 1= maxpepap) f(2), f(c2) = mingepap) f(x). Ak
aspoit jeden z bodov ¢1, ¢z je vtitornym bodom intervalu [a, b], tak v fiom — kedze globalny extrém na
[a, D] je aj lokdlnym extrémom — musi maf podla tvrdenia (c3) lemy .82 funkcia f nulovii derivéciu.

Ak ¢; ani ¢y nie st vntitorné body intervalu [a,b], vyplyva z predpokladu f(a) = f(b) rovnost
max,e(qp) f(£) = mingejq) f(x); to znamend, ze f je konstantnd na [a,b], a rovnost f'(c) = 0 plati
teda pre kazdé ¢ € (a,b).

Poznamka. Na podobnych myslienkach je zalozeny dokaz nasledujucej vety.

VETA. Ak I je interval a funkcia f : I — R je diferencovatelnd, tak jej derivdcia je darbouzovskd.

DOkAz. Nech a,b € I, a < b, nech f'(a) < f'(b) (postup v pripade f'(a) > f'(b) je rovnaky), nech
de (f’(a), f’(b))7 chceme dokazat (lema z paragrafu .67), ze pre niektoré ¢ € (a,b) plati f'(c) = d.

Spojitd funkcia g : [a,b] — R dand predpisom g(z) = f(z) —dz nadobida na [a, b] globdlne maximum. Pretoze
g'(a) = f'(a) —d < 0ag'(b) > 0, je funkcia g klesajica v bode a a rastica v bode b (lema .82(b)), preto globdlne
maximum nemdze nadobidat ani v a ani v b, nadobtida ho teda v niektorom vnitornom bode c intervalu [a, b].
Z lemy .82(c) potom vyplyva

tj.

¢o sme chceli dokdzat. &

Nasledujice tvrdenie, ktoré odvodime z Rolleho vety, ma ndzornd geometrickd interpretaciu: ak graf spojitej
funkcie f : [a,b] — R ma v kazdom bode s vynimkou bodov (a,f(a)), (b7 f(b)) doty¢nicu, potom niektors z
tychto dotyénic je rovnobeznd so spojnicou krajnych bodov grafu funkcie f.

.90 Veta (Lagrangeova veta o strednej hodnote). Nech funkcia f je spojitd na intervale [a,b] a md
v kazdom jeho vnitornom bode vlastni alebo nevlastni derivdciu. Potom pre niektoré ¢ € (a,b) plati

T0UNOSt
fI(C) _ f(b) _ f(a’)
b—a
.
/
f(b) = fla) = f(c)(b—a).
. P 1
87inou moznostou je pouzitie substiticie z¢ = y; ak oznaéime A := a4, dostaneme (pozri tiez posledny odstavec
pozndmky 2 v paragrafe .71)
L\P 1\P o ap

: (“) _(aq) 1 N N o, i

llm—zxq:y‘:hm—:hm AT = =—ad .

r—a Tr—a y—A yd — Ad y—A ¥ —47 qu—l q

y—A
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Dokaz. Nech F := f + g, pricom g : [a,b] — R je funkcia s predpisom

g(z) = ﬁ(ﬂf —a),®® (120)

potom F je spojitd, md v kazdom bode z € (a,b) vlastnd alebo nevlastni derivéciu (veta .83(b) a
pozndmka 2 za nou) a plati F(a) = F(b) ( =f (a)). Funkcia F' teda splina vsetky predpoklady Rolleho
vety o strednej hodnote, preto existuje ¢ € (a, b) tak, ze

F'(¢)=0.
Kedze funkcie F a g st v bode ¢ diferencovatelné, vyplyva z rovnosti f = F + ¢ vztah

b) — f(a
b—a
¢im je nas dokaz skonceny.
Poznamka. Z predchddzajicej vety vyplyva, Ze neexistuje spojitd funkcia f : [a,b] — R, ktord by mala v
kazdom bode ¢ € (a,b) nevlastni derivéciu.

Cvicenie. 1. Ak f je spojitd funkcia definovand na intervale I a pre kazdy vnitorny bod x tohto intervalu
plati f'(z) = 0, tak funkcia f je konstantna.
2. Nech f, g su spojité funkcie definované na intervale I. Ak v kazdom vnitornom bode x tohto intervalu

exituji kone¢né f'(z),g'(x) a plati f'(z) = ¢'(x), tak sa funkcie f a g lisia o konstantu (tj. (Ek IS R) (Vw €

1)(f(@) ~ glz) = 1) ).

.91 Veta (Cauchyho veta o strednej hodnote). Nech funkcie f,g si spojité na [a,b], pricom f md v
kazdom bode x € (a,b) viastni alebo nevlastni derivdciu a g je diferencovatelnd na (a,b). Potom pre
niektoré c € (a,b) plati rovnost

f'(©)(9(0) = g(a)) = ¢'(c)(f(b) — f(a)) - (121)
Ak s1i naviac splnené podmienky
(i) g(b) # g(a);
(i) (Vz € (a,b))(g'(x) =0= f'(z) #0),
tak (121) mozno prepisat do podoby

g'(c)  g(b) —gla)
Dokaz. Funkcia F : [a,b] — R dand predpisom
F(z) = f(z)(9(b) = g(a)) = g(z)(£(b) = f(a))

je spojitd a md v kazdom bode x € (a,b) vlastni alebo nevlastni derivaciu (veta .83 a pozndmka 2 za
iiou), preto podla vety .90 existuje ¢ € (a,b), pre ktoré plati rovnost

tj. (kedze F(b) = F(a) = 0)
f'(e)(g() = g(a)) — g'(c)(f(b) = f(a)) =0,

¢fm je dokdzany vztah (121).
Nech teraz plati aj (i) a (ii). Ak chceme z (121) odvodit rovnost (122), potrebujeme, aby boli splnené
nerovnosti

g(b) #gla), g¢'(c)#0. (123)

88 grafom funkcie g je priamka rovnobeznd so spojnicou krajnych bodov grafu funkcie f

62



Prva z nich je totoznd s predpokladom (i), druhi dokdzeme nepriamo: keby ¢'(¢) = 0, vyplyvala by z
(121) rovnost
f'(e)(g(b) = g(a)) =0,

¢o ale nie je mozné, pretoze g(b) — g(a) # 0 (predpoklad (i) a f’(c) # 0 (to vyplyva z rovnosti g'(c) = 0
a predpokladu (ii)).
(122) teraz vyplyva z (121) a (123).
Poznamky. 1. Veta .91 zostane v platnosti, ak podmienky (i) a (ii) nahradime podmienkou
(i) (v € (a,0)) (g () £ 0);
z predpoklaov o funkcii g a z (ii’) totiz Vyplyva 1) (neprlamo keby g(b) = g(a), existoval by podla vety .89 bod
€ (a,b), pre ktory by platilo ¢’(c) = ) (ke 7e pre kazdé = € (a,b) je vyrok g'(x) = 0 nepravdivy, je pre
kazde z € (a,b) pravdiva kazdé implikdcia tvaru g (r) = 0= V(z), kde V je vyrokové forma definovand na (a, b);
teda aj implikécia g'(z) = 0= f'(z) # 0)
2. Priam klasickym prikladom chybného uvazovania je nasledujici ”dokaz” Cauchyho vety: ;
”Nech st splnené predpoklady vety .91 (m"aftane predpokladov (i) a (zz)) Potom funkcie f aj g splriaji pred-
poklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote, teda pre niektoré c € (a,b) plati

o B = f(@
f(c)f b—a ’
/ _ g(b)_g(a)
9O="=

pritom — kedze g(b) # g(a) — vypljva z druhej z tijchto rovnosti nerovnost g'(c) # 0. Ak teraz vydelime prvi z
wvedenych rovnosti druhou, dostaneme (121).”
Hiadanie chyby prenechévame na, Gitatela.

13 Vysetrovanie priebehu funkcii

13.1 Monoténnost

Znakom int I ®budeme v nasledujtcich tivahéch oznaéovat mnozinu véetkych vnitornych bodov intervalu
I (teda ak I je interval [a,b], resp. [a,b), (a,b], (a,b), tak int I je vzdy interval (a,b)).

.92 Veta. Nech spojitd funkcia f : I — R md v kaZdom vnitornom bode intervalu I vlastni alebo
nevlastni derivdaciu. Potom 5
(a) f je neklesajica (resp. nerastica) prdave vtedy, ked plati

(Vo € int I)(f'(z) = 0) (Tesp. (Vo eint I)(f'(z) < 0)) ; (124)

(b) f je rastica (resp. klesajica) prdve vtedy, ked plati (124) a mnozina M := {x € I; f'(x) = 0}
neobsahuje Ziadny nedegenerovany interval (tj. Specidlne: ak pre vsetky z € int I plati f'(x) > 0, resp.

f'(x) < 0).

Doékaz. V (a) aj (b) dokdzeme vzdy prvé z dvojice uvedenenych tvrdeni (dokaz tvrdeni uvedenych v
zétvorkach je rovnaky).
(a) "=" Nech ¢ € int I. Ak f je neklesajica, tak plati

(Vo € T\ {c}) (MZO) ,

Tr—cC

z vety .24 potom vyplyva nerovnost f/(c) = 0.
?«<” Nech z,y € I, z < y. Kedze funkcia f spliia na intervale [z, y] vietky predpoklady Lagrangeovej
vety o strednej hodnote (veta .90), plati pre niektoré ¢ € (z,y) C int I rovnost

fly) = flx) = fl(e)(z —y).

89int je skratka slova interior (=vniitro)
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Z nerovnost{ x > y a f'(c¢) > 0 (druhé z nich vyplyva z nasho predpokladu (124) °) potom vyplyva
f(y) > f(x). Kedze tato tvaha plati pre kazdé x,y € I, < y, je f neklesajiica.

(b) "=" Ak f je rastiica, tak je aj neklesajica a z implikdcie =" v (a) potom vyplyva (124). Dalej
postupujme nepriamo: Ak M obsahuje nedegenerovany interval J, je podla cvicenia 1 z paragrafu .90
funkcia f na J konstantnd, ¢o — kedze J je nedegenerovany interval — znamend, ze f nie je rastiica.

7<= Ak je splnend podmienka (124), je funkcia f podla casti (a) neklesajica. Dalej budeme dokazovat
sporom: Keby f bola neklesajiica a nebola rastica, existoval by nedegenerovany interval J, na ktorom by
f bola konstantni. Pre kazdy bod intervalu J by potom platilo f/(x) = 0, odtial by vyplyvala inklizia
J C M, ¢o je spor.

Poznamka. 1. Tvrdenie ak spojitd funkcia f : [a,b] — R md v kaZdom bode x € (a,b) vlastni alebo nevlastni
derivdciu, pricom f'(z) = 0, tak f je rastiica mozno dokazat aj trocha odlisnym postupom, zaloZenom na leme
.82(b) (ktord formuluje postaéujicu podmienku pre rast funkcie v bode) a nasledujicich tvrdeniach *.

LEMA 1. Ak funkcia f : [c,d] — R je rastica v kazdom bode = € [c,d], tak f(c) < f(d).

DOKAzZ. Staéf dokézal rovnost d = sup B, kde B := {z € [c,d]; f(z) > f(c)} (kedZe f je rastiica v bode
¢, plati inklizia [c,c 4+ ¢) C B pre niektoré € > 0, teda B # (), dalsie tivahy sii obdobné ako v pozndmke 2 z
paragrafu .77) a potom z tejto rovnosti a faktu, Ze f je rastica v bode d, odvodit (opit podobne ako v pozndmke
2 7 paragrafu .77) nerovnost f(c) < f(d).

DOSLEDOK. Ak funkcia f je rastica v kaZdom bode intervalu I, tak f je rastica.

LEMA 2. Ak funkcia f : [a,b] — R je rastica na intervale (a,b) a spojitd v bodoch a,b, tak f je rastica.
DOKAZ. Treba dokazat nerovnosti

(Ve € (a,b)) (f(a) < f(e) < f(D)) -
Nech teda ¢ € (a,b), zvolme d € (a,c), potom — kedze f rastie na (a,b) — je

f(d) < f(e) . (125)

Z dosledku .30(a) (pre M = (a, b)) a spojitosti funkcie f v bode a vyplyva nerovnost
fla)= inf f(z) < f(d),

z€(a,b)
z (125) potom dostavame f(a) < f(c). Dokaz nerovnosti (Vc € (a,b)) (f(c) < f(b)) je rovnaky. #

Kedze dokazovanie nerovnosti f’ (x) > 0 pre x € int I moze byt niekedy technicky ndrocnejsie ako
dokaz nerovnosti f”(z) > 0 pre x € int I, moze byt v niektorych pripadoch vyhodnejsie pouzit namiesto
vety .92 dosledok 1 z nasledujiceho odseku.

.93 Lema. Nech spojitd funkcia g : [c,d] — R md vlastnd alebo nevlastni derivdciu v kaZdom bode
x € (¢,d). Potom
(a) ak
(Vz € (¢,d)) (¢'(z) = 0) (126)

tak plati nerovnost
(Vz € (c,d]) (9(z) > 0) ;

90kedze ¢ je podia vety .90 prvkom mnoziny K := {z € int I; f’(x) € R}, mozno podmienku (124) nahradif predpokladom

(Vz € K)(f'(=) > 0)

91Na ziklade obdobnych tivah mozno dokézaf aj tvrdenie ak f : [a,b] — R je spojitd funkcia a pre kazdé x € (a,b) je
f’+ (z) = 0, tak f je rastica. Vtedy ovSem namiesto lemy 1 a jej désledku treba pouzit tieto tvrdenia:

LemA 1°. Ak pre kazdé x € [c,d) plati f! (z) = 0, tak

(Vz € (¢, d) (£(2) > f(0)) -

DOKAz. Staci dokdzat rovnost d = sup {z € (¢, d); (Va: € (e, z}) (f(c) < f(a:)) }; pri jej odvodeni zaloZenom na podobnych
myslienkach ako dokaz z pozndmky 2 v paragrafe .77 pouzite fakt, Ze z nerovnosti f! (£) = 0 vyplyva existencia ¢isla ¢ > 0

s vlastnostou (Va: €& E+e)N D(f)) (f(;n) > f(f)).
DOSLEDOK’. Ak pre kaZdé x € (a,b) plati f!, (x) = O, tak f je na intervale (a,b) rastica.
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(b) ak plati (126) a

tak g(x) < 0 pre vsetky x € [c,d).
Dokaz. (a) vyplyva z elementérneho tvrdenia ak g : [¢,d] — R je rastica funkcia a g(c) = 0, tak
g(x) > 0 pre x € (¢,d] a vety .92, v pripade (b) je situdcia obdobna.

Désledok 1. Nech funkcia f je (n—1)-krdt (n € N,n > 2) spojite diferencovatelnd na intervale [c, d]
a md vlastni alebo nevlastni n-td derivdciu v kazdom bode x € (c,d).

(a) Ak
Fe)=f"(e)=-=1""(e)=0 (127)
(Vz € (c,d)) (f™(z) = 0) , (128)
tak f je na [c,d] rastica 2.
(b) Ak plati (128) a
f(d)=f"(d) == f"7V(d) =0, (129)

tak f je na [c,d] rastica, ak n je nepdrne, a je na [c,d] klesajica, ak n je pdrne.

Dokaz. (a) Ddkaz je zalozeny na viacndsobnom pouziti tvrdenia (a) predchadzajicej lemy.

7 (128) a predpokladu f(»~1(c) = 0 vyplyva podla uvedenej lemy (aplikovanej na funkciu g = f(»=1))
nerovnost

(Vz € (¢,d)) (f™ V() > 0) ; (130)

z (130) a predpokladu f("~2)(c) = 0 dostdvame na zaklade tej istej lemy (tentokrat pouzitej na funkciu

g=fn=2)
(Vz € (c,d)) (f™2(x) > 0)

atd. Po koneénom poéte krokov tak dostaneme nerovnost
(Vz € (¢, d)) (f'(z) > 0),

z ktorej uz podla vety .92(b) vyplyva, ze f rastie na intervale [¢,d]. A

Dokaz tvrdenia (b) je obdobny a zakladd sa na tvrden{ (b) lemy .93 (pritom prave zo skutocénosti,
ze nerovnosti g'(z) > 0 a g(z) < 0 v uvedenom tvrden{ si opa¢né, vyplyva rozliovanie pripadov n + 1
nepdrne a n + 1 pdrne v dokazovanom tvrdeni).

Pozndmka. Ak predpoklad (128) nahradime predpokladom
(Vz € (e, d)) (f™ (z) < 0) , (131)
treba v zneni doésledku 1 slovo rastica nahradit slovom klesajica a naopak. @

7 dosledku 1 vyplyva na zdklade tej istej ivahy, ktord sme pouzili na dokaz lemy .93, nasledujice
tvrdenie.

Désledok 2. Nech funkcia f je (n—1)-krdt (n € N,n > 2) spojite diferencovatelnd na intervale [c, d]
a md vlastni alebo nevlastni n-td derivdciu v kaZdom bode x € (c,d).
(a) Ak plati (127), (128) a

tak
(b) Ak plati (129), (128) a

tak
(Va: € [e, d)) (f(a:) < 0) , akn je nepdrne ,

(Vz € [c,d))(f(x) > 0), akn je pdrne.

92ako &itatel z dokazu zisti, podmienku (128) mozno v (a) aj (b) nahradit dvojicou podmienok (V:c € (e, d)) (f("“'l)(x) >

O) a mnozina M := {z € [c,d]; f("t1D (z) = 0} neobsahuje Ziadny nedegenerovany interval
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13.2 Lokalne a globalne extrémy.

Pojem lokdlneho extrému sme definovali v paragrafe .82, kde sme tiez dokdzali nutni podmienku exis-
tencie lokdlneho extrému (€ast (cs) tvrdenia (c)). Kedze globdlny extrém funkcie f : [a,b] — R je aj jej
lokdlnym extrémom, vyplyva z tejto nutnej podmienky nasledujici postup.

.94 Hiadanie globélnych extrémov. Ak f : [a,b] — R je spojitd funkcia, staéi namiesto max,e(q,5 f(7)
(ktorého existenciu zarucuje veta .78) najst max,cx f(z), kde K := {a,b} U Dy U Dy, pricom Dy := {x €
(a,b); f'(x) = 0} a Dy je mnozina tych = € (a,b), v ktorych f nemd vlastni ani nevlastnd derivaciu; z
lemy .82(c3) totiz vyplyva — kedze v bode x € (a,b), pre ktory plati f'(z) = 0 alebo f'(z) < 0, nemoze
f nadobudat lokalny extrém — rovnost

Jmax f(z) = max f(z) .

Pokial je mnozina K konecnd, K = {a,z1, 22, ..., 2, b}, je teda maximom funkcie f na [a, b] najvicsie

z Cisel f(a)v f(xl)v SR f(xn), f(b)
Postup v pripade lokdlneho maxima je obdobny. &

Ukéazme teraz na prilade menej zndmeho dokazu nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom
moznost pouzitia diferencidlneho po¢tu pri hladani globalnych extrémov na neohrani¢enom intervale.

Priklad. Dokézeme tvrdenie ak a1,...,an (n > 2) si kladné &isla, tak
Vo an <@t tan (132)
n
pricom rovnost nastane len v pripade a1 = a2 = -+ = an (Elaléie dokazy tejto nerovnosti najde Citatel v priklade

z paragrafu .98).
Pouzijeme indukciu:
1° Pren =2 md (132) tvar

\/alazgal—gaQ, ar >0, a2>0,
tj.
2y/ara2 <ai1+az2, a1 >0, a>0; (133)

postupnymi Upravami, z ktorych prvou je umocnenie obidvoch stran na druhu, dostdvame
2 2
daraz < aj + 2a1a2 + as ,

Oﬁaf —2a1a2+a§ R
0< (a1 —a2)”. (134)

Poslednd z tychto nerovnost! je zrejme pravdiva, a teda — kedze nage tpravy boli ekvivalentné (umoctiovanie na
druhi predstavovalo v tomto pripade ekvivalentni dipravu vzhiadom na nas predpoklad a1 > 0, az > 0) — plati
aj (133). Kedze v (134) nastane rovnost len v pripade a; = az, plati to isté aj o (133). Tym je nade tvrdenie pre
pripad n = 2 dokézané.

2° Nech st teraz dané &isla ay, . .., ant1 > 0, chceme dokdzat nerovnost

ntlaq .. An+1 S

a1+ Gni1
n+1

)

tj.

1) m/ar gt
(nt D) rRar ana (135)

a1+ -+ any1

a zistit, kedy nastane rovnost.
Podla indukéného predpokladu je

a 4a
n a “an S 1 + + n ’
n

.

nyai...a

A A S (136)

a+ - +an
pri¢om rovnost platf len v pripade a1 = a2 = --- = an.

Nech f: (0,00) — R je funkcia s predpisom

(@) (n+1) ""Ya1.. anx
) =
ar+---+an+7T

’
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na dokaz (135) zrejme staéi dokdzat nerovnost
(Vx > 0) (f(a:) < 1) ;

vySetrime preto pomocou prvej derivicie priebeh funkcie f:
Pre z > 0 plati

n+1 !

(+—1)1n+_1\/=n(a1+"'+an+x)— v
= (n4+1)"Vai...an— z =
(n+1) ""/ai ... an (al+-~~+an+x—(n+1)w)

(a1 + -+ +an +2)? (n+1) "~/zm ’

preto pre z > 0 plati f'(z) > 0, resp. f'(z) < 0 prave vtedy, ked

a4 Fan+r—(n+1z>0, tj 0<x<w’

resp.
a1+ ---+an
I —

Podla vety .92(b) teda funkcia f rastie na (0, a] a klesa na [, 00), kde o := w, v bode a preto f nadobuida
ostré globdlne maximu, plati teda

a1+ Fant+tz—(n+Dz<0, tj. xz>

(Vm € (0,00),x # a) (f(x) < f(a)) , (137)

pritom

(n+1)"*ar .. .ana (n+1) "R /ar. . an "t/ «nﬂzﬁ
fla) = a1+ -+ an +a - ((11+"'+an)(1_~_%) =
(n+1)"ar - an "War + - Fan "ot rar o an

(M) (o ran) R et e

n

g1/ n™(a1...an) <n\"/a1...an)m<1

(a1 4 +an)" ar+--+an

= )

pri¢om poslednd nerovnost vyplyva z indukéného predpokladu (136). Kedze funkcia z747 je rastdca (a teda

prostd), bude rovnost f(a) = 1 platit len v pripade nalli m =1, tj. (opit podia indukéného predpokladu) pre
a1 =+ = Qn.
Z (137) a nerovnosti
fla) <1 (138)

uz vyplyva (135), pritom (ako tiez vidno z (137) a (138)) rovnost v (135) nastane len v pripade
ant1 =aA fla) =1,
tj. (kedze rovnost f() =1 platf len pre a1 = --- = an) pre

a1+ +an
an+1:ﬁ/\a1:"':an7

tato podmienka je ale ekvivalentna s poziadavkou

al =+ = ap = An+1 ,

¢o sme chceli dokizat. &

V nasledujucich tvrdeniach sformulujeme postacujice podmienky existencie lokdlneho extrému; dokaz
prvej z nich prenechdvame na Citatela.
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.95 Lema. Nech a je vnutorny bod definiéného oboru funkcie f.

(a) Ak existuje e > 0 tak, Ze f rastie (resp. neklesd) na (a—e,a] a klesd (resp. nerastie) na [a,a+¢),
tak f md v bode a ostré lokdlne maximum (resp. lokdlne maximum).

(b) Ak ezistuje e > 0 tak, Ze f klesd (resp. nmerastie) na (a —¢,a] a rastie (resp. neklesd) na [a,a+¢€),
tak f md v bode a ostré lokdlne minimum (resp. lokdlne minimum,).

Poznamka. Uvedené tvrdenie nemozno ”obratit”: napr. vzo skutocnosti, ze funkcia f nadobiida vo
vnitornom bode svojho defini¢ného oboru ostré lokdlne minimum, nemusi este vyplyvat, ze f by musela byt
neklesajica vlavo od a a nerastiica vpravo od a. Protiprikladom je funkcia

x2(2—|—sinl), ak x#0
f(“’)_{ 0, ak =0

ktora

e je diferencovatelna:

, _ 2w(2+sin%)—cosé, ak = #0
f(“’)_{o, ak z=0

(hodnotu //(0) sme nasli priamo na zdklade definicie:
F(0) = tim 1O =FO _ {a: <2+sinl)} —0,
z—0 T z—0 T

pritom poslednd rovnost vyplyva z vety .14, pri vypocte f'(x) pre x # 0 sme pouzili vety .83 a .84);
e m4 v bode 0 ostré globdlne minimum: z nerovnosti }sinﬂ <1,z € R\ {0}, vyplyva 2 + sin% > 0 pre
z € R\ {0}, preto
(Vz e R\{0}) (f(z) > 0= f(0)) ;

ale

e neexistuje € > 0, pre ktoré by platilo, Ze f neklesd na (—&,0] a nerastie na [0, €); to vyplyva z vety .92(a)
a skutoénosti, Ze pre lubovolné € > 0 nadobida f’ na kazdom z intervalov (—¢, 0), (0,¢) kladné aj zdporné

hodnoty (pre Tp = ﬁ, n € N, plati limp— o Zn = 0, limy—oo f'(zn) = —1, preto (podia lemy .10) pre
n ”dostatoéne velké” — tj. pre z, "blizke k 07 — si hodnoty f'(x) zdporné; podobne mozno dokazat
existenciu kladnych funkénych hodnét v intervale (0, €) a kladnych aj zdpornych hodnét derivécie v intervale
(—e, 0))

Désledok. Ak funkcia f' zmeni v bode a znamienko z kladného na zdporné (tj. existuje € > 0 tak, ze

O(a,e) C D(f'), (Vz € (a —¢,a))(f'(z) > 0), (Vz € (a,a+¢))(f'(z) <0) ), tak f md v bode a lokdlne
MazTimum.

Dékaz. Tvrdenie vyplyva z predchddzajticej lemy a vety .92(b) 9. A

Formul4ciu (a dokaz) analogickej postacujicej podmienky existencie lokdlneho minima prenechdvame
na Citatela. #

Dalsie postacujiice podmienky existencie lokdlneho extrému (ktoré — ako citatel z dokazov zisti —
zarucuju, ze funkcia f’ zmeni v bode a znamienko) mozno odvodif z lemy .95 a désledku 1 z paragrafu
93. &

.96 Veta. Nech funkcia f je n-krdt (n € N) diferencovatelnd na niektorom okoli O bodu a (tj. O C
D(f(m))) a md vlastni alebo nevlastni (n 4 1)-vd derivdciu v bode a a nech

f'(a)=f"(a) == f"(a) =0, f"V(a) £0.

Potom

(a) akn+1 je pdrne a f" 1 (a) < 0 (resp. £+t (a) = 0), tak f md v bode a ostré lokdlne mazimum
(resp. ostré lokdlne minimum);

(b) ak n+ 1 je nepdrne, tak f nenadobida v bode a lokdlny extrém.

93pritom spojitost funkcie f na intervaloch (a — ¢, a] a [a,a 4 €) (¢o je jeden z predpokladov, ktoré — kedze vetu .92(b)
pouzivame na tychto intervaloch — treba splnit) vyplyva z nasho predpokladu O(a,e) C D(f') (tj. z diferencovatelnosti
funkcie f v kazdom bode x € (a — €,a + ¢)) a lemy .82(a)
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Dékaz. (a) Predpokladajme f("+1)(a) <0 (postup pre f™*(a) = 0 je rovnaky). Podla lemy .82(b)
potom funkcia f(™ v bode a klesd, preto — kedze podla predpokladu je f(")(a) = (0 — existujee > 0
tak, ze [a —e,a+¢] C O a

(Vz € (a —¢,a)) (f(")(a:) >0); (139)
(Vz € (a,a+¢)) (f™(z) <0) . (140)

Z (139) a predpokladov
fa)=0, f"(@)=0, ..., f"Ya)=0 (141)

vyplyva podia tvrdenia (b) dosledku 1 z paragrafu .93 (prec=a—¢, d = a ), 7e — kedze n je neparne
— funkcia f rastie na [a — ¢, al.

Podobne mozno z (141) a (140) odvodit(ak pre ¢ = a,d = a + € pouzijeme analégiu tvrdenia (a)
désledku 1 z odseku .93, ktord vznikne nahradenim predpokladu (128) predpokladom (131)), ze f klesa
na intervale [a,a + ¢]. Preto podla lemy .95 ma f v bode a ostré lokdlne maximum.

(b) Rovnakymi tivahami ako v ¢asti (a) mozno dokazaf, ze v pripade f(™*1)(a) = 0 (resp. "1 (a) <
0) funkcia f rastie (resp. klesd) na niektorom okol{ bodu a, a preto v tomto bode nemdze nadobtidat
lokalny extrém.

13.3 Konvexnost a konkavnost. Inflexné body
.97 Definicia. Hovorime, ze funkcia f je konveznd na intervale I C D(f), ak
(Vm,y,ze],x<z<y) (f(z)ﬁf(a:)—l—f(ygziii(x)(z—xv (142)

(tj. ak na kazdom intervale [z,y] C I vsetky body grafu funkcie f := f|[, ) lezia pod alebo na spojnici
krajnych bodov tohto grafu %°).

Definiciu funkcie konkdvnej, resp. rydzo konvexnej, resp. rydzo konkdvnej na intervale I dostaneme,
ak v (142) nerovnost < nahradime postupne nerovnostami >, <, >.

Poznamky. 1a) Kazdy vnitorny bod z intervalu [x,y] moZno jednoznaéne zapisat v tvare
z=z+q(y—z), (143)
kde g € (0,1). Ak oznaéfme p := 1 — ¢, bude mat (143) podobu
z=pr+gqy, kde p,qe(0,1), p+g=1.
Vyrok (142) mézeme potom prepisat °° nasledovne
(Vo,y € Iz <y) (Vp,q € (0,1),p+q = 1) (f(pz + qv) < pf(z) + qf(y)) - (144)

1b) Aj v pripade y < x mo#no kazdy vnitorny bod z intervalu [y, z] zapisat jednoznaéne v tvare z = pz + qy,
kde p,q € (0,1),p+q = 1. Ak zopakujeme dvahy z predchddzajicej pozndmky pre interval [y, x], zistime, ze (144)
zostane v platnosti, ak v iom predpoklad x < y nahradime predpokladom = > y; preto (144) mozno nahradif
vyrokom

(Vo,y € L #y) (Vp,g € (0,1),p+q =1) (f(pz + qv) < pf(z) +qf(y)) - (145)

94pritom spojitost (n — 1)-vej derivdcie (¢o je jeden z predpokladov lemy .93) vyplyva z diferencovatelnosti funkcie f(n—1)
a lemy .82(a)
95t4t0 spojnica je grafom linedrnej funkcie, ktorej predpisom je prave pravé strana nerovnosti (142)
96kedze
(pr+qy) —z=@-Dz+qy=—qr+qy=q(y— =),

tak
W ((p +ay) — ) = % (av - ) = (F&) = f@))a,
preto
s+ HOLE G = @+ HEE () —2) = s+ (700 - )0 =

pf(x) +af(y)
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2. Uvahy z pozndmok 1a) a 1b) mozno zovieobecnit iplnou indukciou, dostaneme tak toto tvrdenie.

LEMA (Jensenova nerovnost). Ak funkcia f je konveznd na intervale I, tak pre kazdé n € N, n > 2, plati

(le,xz,...,xnef)(Vpl,pz cospn € (0,1);p1 +p2+"'+pn:1)

(f (Epﬂ%) < Zf(pﬂ&)) . (146)

Ak f je na I rydzo konvernd, tak plati (146), priéom rovnost nastane len pre x1 = x2 = -+ = Tn.
DOKAZ. Nech f je rydzo konvexnd na I (postup v pripade konvexnej funkcie f je rovnaky). Oznacme V(n)
vyrok plati (146), pricom rovnost nastane len pre r1 = x2 = - -+ = x,, a dokazujme indukciou.

Doékaz tvrdenia V(2), ktory je zalozeny na tvahdch pouzitych v pozndmkach la) a 1b), prenechdvame na
¢itatela. Predpokladajme teraz, ze plati V(2),V (3),...,V(n); zvolme z1, 2, ..., Tn, Tnt1 € I, nech p1,p2,...,Pn, Pnt+1 €
(0,1), Z?:ll pi = 1. Potom

n+1
Pn Pn+1
f E Dils = flpixr 4+ +prn_1Tn—1 + (Pn + Pns1 Tn + Tnt1 <
i=1 ( ) Pn + Prn+1 Pn + Pn+1

L pf @)+t oS @)+ o+ poen)f (P P ) <
>~ M n— n— n n—+ n n—+ >~
Pn + Pnt1 Pn + Pnt1
(2) n—1 P P n+1
n n+1
< pif(xi) + (Pn +Pnt1) | ———f(@n) + ————f(Tnt1) | = pif(x;)
g () +( )<pn+pn+1()pn+pn+l( ) g (%:)
pricom nerovnostt (1) vyplyva z V(n), v ktorom tdlohu n-tic [p1,p2,...,pn] a [x1,%2,...,2s] mali teraz n-tice
[p1,p2,. .- Dn—1,Pn + Pnt1] a |:JI1,1'2, ey D1, pnf;nﬂxn + p::;:ﬂxml}, a (2) vyplyva z V(2), kde v dlohe
dvojic [p1,p2] a [z1,x2] teraz boli [pnfi';n“, zﬂﬁ} a [Tn, Tny1].
Z V(n) tiez vyplyva, Ze na mieste nerovnosti (1) bude znak = len vtedy, ked
Dn Pn+1
T1=Ta= " =Tp-1= T + Tnt1, 147
Pn + Pn+1 Pn + Pn+1 ( )
podobne z V(2) vyplyva, Ze nerovnost (2) mozno nahradit rovnostou prave vtedy, ked
In = Tn+1 - (148)

Rovnost
n+1 n+1
f (me) => pif(@) (149)
=1 =1
teda nastane prave vtedy, ked bude platit (147) aj (148). Ak do (147) dosadime x,41 = xn, dostaneme
T1 =2 ="'"==Tp-1=2Tpn,

odtial a z (148) potom vyplyva, ze (149) plati len v pripade #1 =22 = -+ = Tp, = Tnt1.

.98 Veta. Nech spojitd funkcia f : I — R je diferencovatelnd v kazdom vnitornom bode intervalu I
9. Ak funkcia f' je rastica, resp. klesajica, resp. neklesajica, resp. nerastica na intI, tak f je na I
rydzo konvernd, resp. rydzo konkdvna, resp. konvernd, resp. konkduvna.

Doékaz. Predpokladajme, ze /' je neklesajica na int I (ddkaz v ostatnych pripadoch je rovnaky).
Dokézeme, ze plati (144). Zvolme teda z,y € I, z <y, p,q € (0,1), p+ g =1 a oznac¢me

Vi=pf(x)+af(y) — flpx +qy) .

Nasim cielom je dokdzaf nerovnost V > 0.
Plati

V=pfx)+af)— @p+a)flpx+aqy) =q[fy) — [z +aqy)] —p[fpz + qy) — f(z)] . (150)

97teda pre definicny obor D(f’) derivicie funkcie f iste plati int I C D(f’)
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Na vyjadrenie rozdielu funkénych hodnét v prvej aj druhej hranatej zatvorke pouzijeme teraz Lagrangeovu
vetu (odsek .90) o strednej hodnote (najprv na intervale [z, y|, kde 2z := pz + qy, potom na intervale [z, z];
opravnenie k pouzitiu tejto vety ddvaji predpoklady ndsho tvrdenia). Existuji teda ¢y € (z,y), c2 € (2, 2)
tak, ze

fy) = fpz+qy) = f'(c) [y — (px + qy)] = f'(c)[(1 = @)y —pzx]| = f'(cr)p(y — ),

for +ay) = fz) = f(c2)[(px + qy) — 2] = f'(c2)aly — @) .
Po dosadenf tychto vyjadreni do (150) dostaneme

V =paf'(e)y —x) = paf'(c2)(y — =) = paly — ) (f'(c1) = [ (c2)) - (151)
Pretoze ¢ € (z,2), c1 € (2,9), je ca < c1; z predpokladu, ze f’ je na int I neklesajica, potom vyplyva
nerovnost f/(c2) < f'(c1), tj.
f(er) = f'(e2) 2 0. (152)
Z (151), (152) a nerovnosti y > x, p > 0, ¢ > 0 uz vyplyva, ze V > 0, ¢o sme chceli dokdzat. &
Postacujtice podmienky pre monoténnost funkcie f/ vyplyvaji z vety .92, z nej a z predchadzajiceho
tvrdenia mozno odvodit nasledujici doésledok.

Dosledok. Nech spojitd funkeia f : I — R je dvakrdt diferencovatelnd v kazdom vnitornom bode
intervalu I. Ak pre vSetky x € int I platé f"(x) > 0, resp. f"(x) <0, resp. f"(x) >0, resp. f"(z) <0,
je f ma intervale I rjdzo konvexnd, resp. rydzo konkdvna, resp. konvexnd, resp. konkdvna.

Priklad. 1a) DokéZzeme teraz nerovnost

(Vm,y>0,x7éy) ((JC—!—y)ln(xTﬂ) <x1nx—|—ylny) , (153)

ktoru vyuzijeme v Casti 1b).
Nech f: (0,00) — R je funkcia s predpisom f(z) = zlnz, potom
f(x)=(zlnz) = lnas—&—al:1 =lhnz+1, f'(z)= L ,
x x
preto
(Vm € (0, oo)) (f"(ac) > O) ,

funkcia f je teda podia vety .98 rydzo konvexnA.
Zvolme x,y > 0,x £ y; prep =q = é potom z (145), kde (pretoze nasa funkcia f je rydzo konvexnd) namiesto
neostrej nerovnosti < piSeme <, vyplyva

7 (55Y) <3 (1@ + 1) |

tj.

x—|—y> <x+y) 1
( 2 In 5 <2(avlnas—|—ylny)7

odtial uz vyplyva nerovnost (153).
1b) Nech a, b su kladné &isla, nech € R\ {0}. Priemerom rddu x z ¢isel a,b nazveme ¢islo

s(x) := (cﬂ_—;b“”) -

(8peciélne pre = 1 dostdvame aritmeticky a pre £ = —1 harmonicky priemer). DokédZzeme, ze
s(0) := lin%) s(x) = Vab (154)
(tj. funkciu s mozno spojite dodefinovat v bode 0, pricom hodnotou s(0) bude geometricky priemer ¢isel a, b);
lim s(z) = min{a,b}, lim s(z) = max{a,b}, (155)

a napokon, ze pre a # b je funkcia s (ktord uz chdpeme ako spojite dodefinovand v bode 0) rastiica na R (zrejme
pre a = b je funkcia s konstantn4, s(z) = a). Jednoduchym désledkom nasich tivah bude zndma nerovnost medzi
harmonickym, geometrickym a aritmetickym priemerom, ktord ma v pripade a,b > 0, a # b, podobu

s(—1) < s(0) < s(1),
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tj.

1 2
Dokézme najprv (154): pre z # 0 plati
s(z) =e’@ | kde U(x):11n<a b ) , (156)
T 2
pritom
1 z v 1 -1 *—1
limeta) = i () = (2 [+ (S +5)]) -
In 1+ ﬁ_’_br_*l T _ T
= lim [ 1(12 = 12 )]1(& 1+b 1) :1~1(1na+lnb):
20 (a =14 k21 ) 2 x x 2
2 2

= InVab

(vypocet sme zalozili na pozndmke z odseku .35), preto podia vety o limite zlozenej funkcie %%

lim 5(z) = lim ¢ = |o(z) =t = lim_¢' =™V = Vab,

z—0 z—0 t—InVab
¢im je rovnost (154) dokézand.

V nasich dalsich tivahdch predpokladajme, ze a < b (postup pre a > b by bol rovnaky °°) a pokracujme
dékazom tvrdenia (155). Plati

()b () ) -0+

pritom — kedze 2€(0,1] — je limz— oo (%)I =0, preto (opit podia vety o limite zlozenej funkcie, resp. podia
pozndmky z odseku .35)

lim In <l—|— <2>I> " — lim — 7/

z tychto vypoctov vyplyva

sl
—
=
—~
=
—~
e
SN—
8
S—
/N

1

T TN o a\z _L
i (520) 7 = (1 0B ) )

r—00

¢fm je prva rovnost z (155) dokazand. Dékaz druhej rovnosti je podobny.

Dokazme teraz, ze pre a # b — tj. (keaie predpokladdme, ze a < b) pre a < b — pre a < b; je funkcia s
(spojite dodefinovans v bode 0) rastica na (—oo,0] a na [0, 00), odtial uz bude zrejme vyplyvat, ze s rastie na R.
Podla vety .92(b) staci dokdzat, Ze pre vietky x # 0 je s'(z) > 0. Z rovnosti (156) podla vety o derivécii zlozenej
funkcie dostdvame

s'(z) =e" o' (z) pre x£0; (157)

pritom (podia viet o derivécii podielu a zlozenej funkcie)

1 1/,@ x a”+b" z |z
, Wi(a Ina+b lnb)—ln( ) ) amlna—&-bmlnb—(am—i—bz)ln(a -2‘—17 ) 0
o (z) = 2 - x2(a® + b®) >0,

poslednd nerovnost vyplyva z (153) (kde sme dvojicu [z, y] nahradili dvojicou [a”, b"]; z ndsho predpokladu a < b
vyplyva nerovnost a® # b* pre  # 0). Z nerovnosti o’(x) > 0 pre & # 0 vyplyva uz podla (157) nerovnost
s'(z) > 0 pre x # 0, ktord sme cheeli dokédzat.

1c) Zopakovanim myslienok z ¢asti 1a) a 1b) mozno dokazat toto tvrdenie:
Nech ai,...,an su kladné éisla, nech pre p1,...,pn € (0,1) plati Z?lei =1. Prex € R\ {0} oznacme

s(z) = (mef) .

98opravnenie k jej pouzitiu ddva splnenie podmienky (c) (pozri vetu .12(a))

9alebo trocha inak: kedze z dvoch redlnych é&isel musi byt jedno mensie alebo nanjvys rovné druhému, zvolme oznacenie
tak, aby platilo a < b; takdto tivaha sa spravidla vyjadruje formuldciou bez ujmy na vseobecnosti mézeme predpokladat, Ze
a<b
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Potom

(1) limy o s(x) = ai'ab?...ab" ;

(2) ak a1 = a2 = - -+ = an, je funkcia s (spojite dodefinovand v bode 0) konstantnd na R; ak pre niektoré i # j
plati a; # aj, tak funkcia s (spojite dodefinovand v bode 0) je rastica.

Ak v tomto tvrdenf zvolime §pecidlne p1 = pa = - -+ = p, = =, bude opéf s(—1) harmonicky, s(0) geometricky
a s(1) aritmeticky priemer &fsel a1, ...an a z tvrdenia (2) bude vyplyvat nerovnost

n ar+---+a
ﬁgﬁ/al...angé pre ai,az,...,an >0, (158)
- + -4+ = n
1 an
pricom v uvedenom vztahu platia rovnosti len v pripade a1 = a2 = - - = an.

2. Uvedme este jeden dbkaz nerovnosti (158). Kedze In je rydzo konkdvna funkcia (pre vsetky = > 0 totiz

plati (In)"(z) = —% < O), vyplyva z Jensenovej nerovnosti z paragrafu .97 (kde zvolime p1 = po = -+ = pp = %)
nerovnost
ln(w)zllnal—knwﬁ—llnan:ln YVayr - an, (159)
n n n
pricom nerovnost > mozno nahradit rovnostou len v pripade a1 = - -+ = an. Z (159) potom (kedze e je rastiica

funkcia) vyplyva

a1+ ---+a 1n(a1+“'+“n) In Varas
. “=e n > VUi — var - an
pri¢om rovnost ﬁl% = Yay---a, plati len pre a1 = -+ - = an.

Dokaz prvej nerovnosti v (158) je podobny; z rydzej konkavnosti funkcie In vyplyva

1 1

n n ai n Qn ai - an

preto
L+...+i 1

al

2 )
n Yai - an

odtial (keaie z nerovnosti a > b > 0 vyplyva + < %) dostédvame

n ,
< ¥Ya1---an,

pricom rovnost opat plati len pre a1 = a2 = =an. M

Nasledujiice uvahy vyslovime len pre rydzo konvexné funkcie, formuléciu (a dokaz) pre pripad rydzo konkdvnych,
resp. konvexnych a konkdvnych funkcif prenechdvame na citatela.

.99 Lema. Nech funkcia f je rydzo konvexnd na intervale I. Potom funkcia F, : I \ {a} — R dand predpisom

Fa(ﬂf) _ fw)x__i(a)

je rastuca.

Dékaz. (-: Toto tvrdenie mozno lahko vydedukoval z geometrickej interpretdcie rydzej konvexnosti:

e ak a < x < y, lezl bod X := [z, f(z)] pod spojnicou bodov A := [a, f(a)] a Y := [y, f(y)], preto smernica
priamky AX (ktorou je préve ¢&islo Fu(x)) je mensia nez smernica priamky AY;

e tlvaha v pripade < y < a je obdobnd;

e ak z < a <y, lezi bod A pod spojnicou bodov X a Y, preto opit smernica priamky X A musi byt mensia
nez smernica priamky AY. :-)

Ak z,y €1, a < x < y, vyplyva z definicie rydzej konvexnosti nerovnost

@) < flay+ T =I@ 4y

y—a
z ktorej dostdvame
@) - fa) < Lo,
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a — kedze  —a > 0 — plati

fl@) = fla) _ fly) = fa)

T—a y—a

.
Fa(z) < Fa(y) -
V pripade z < y < a je postup rovnaky.
Ak x < a <y, vyplyva opit z definicie rydzej konvexnosti nerovnost
fy) — f(=
@) < @)+ T o),

z ktorej postupnymi upravami dostaneme

@) - 1tz < LD ),
(fa=f(2))(y—2) < (F(y) = f(x))(a—2); (160)

ak teraz do (160) dosadime podla rovnosti
y—z=(@y—a)+(a—x),
(fly) = f@) = (f(v) = f(@) + (f(a) = f(2))

dostaneme
(f(a) = f(=))( + (fl@) = f(@))(a—=) < (fly) — f(@))(a — ) + (f(a) = f(2))(a— )
)

y—a)
a po odé&itani vyrazu (f(a) — f(x))(a — z) od obidvoch strdn méme

(fla) = f(@))(y —a) < (f(y) = f(a))(a—=),
tj.
fla) = f(x) _ fly) — f(a)

< )
a—x y—a

¢o je dokazovand nerovnost
Ful@) < Faly)

Veta. (a) Nech funkcia f je rgdzo konvexnd na intervale I. Potom f md v kaZdom vnitornom bode a intervalu
I konecéné jednostranné derivdcie, pricom

f(a) < fi(a) (161)

a plati
(Vwel,x<a)(f(ac)>f(a)+f/_(a)(ac—a)) , (162)
(Vo € I,z > a)(f(z) > f(a) + fila)(z —a)) , (163)

(tj. ,napravo” (resp. ,mnalavo”) od a lezi graf funkcie f nad doty¢nicou ku grafu f v bode a sprava (resp.

ziava); §pecidlne, ak pre z € int I existuje f’(a), lezia body grafu funkcie f zodpovedajice hodnotdm z # a nad
dotyé¢nicou v bode a)).
Funkcie f' a f} si naintI rastice a plati

(Va,b € int I,b < a) (fi(b) < f-(a)) - (164)

(b) Ak funkcia f je na intervale I rgdzo konvexnd, tak mnoZina M tych bodov x € I, v ktorgch f nie je
diferencovatelnd, je najviac spocitatelnd.
(¢) Nech funkcia f : (c,d) — R je diferencovatelnd v kaZdom bode a € (c,d), pricom

(Ve € (e,d),z # a) (f(2) > f(a) + f'(a)(w — a)) (165)

(tj. nech pre kazdy bod a € (c,d) plati, ze body grafu funkcie f zodpovedajice hodnotdm z # a lezia nad
doty¢nicou ku grafu funkcie f v bode a).

Potom f je rydzo konvexnd funkcia.

Dékaz. (a) Podla predchadzajicej lemy je funkcia F, : I\ {a} — R, Fu(z) = w, rastiica, preto podia
tvrdenia z pozndmky 1 v odseku .31 existuji konetné limy—q— Fy(z) = f’(a), limy—at Fu(x) = fi(a) a plati

f2(a) < fi(a).
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Podla pozndmky 2 z odseku .31 je

f(xx):ﬁ(a) = F,(z) <y1iT,F“(y):fi(a) pre z€l,x<a,
tj.
wxeLx<m<i@Ll&9<fJ®),

r—a

z tejto nerovnosti uz vyplyva (162). Dokaz nerovnosti (163) je obdobny.

Dokézme teraz (164). Nech a,b € int I, b < a; zvolme z € (b, a).

(-: Nasledujiice tivahy maji opit jednoducht geometrickd interpreticiu. Oznaéme A := [a, f(a)], B :=
[b, f(b], Z := [z, f(2)]; kedze f je rydzo konvexnd funkcia a b < z < a, je smernica spz priamky BZ mensia nez
smernica sza priamky ZA; smernica sp+ dotyCnice v bode B sprava je ale mensia nez spz (to je geometricky
obsah tvrdenia (162)), smernica sz je naopak mensia nez smernica s4_ dotyénice v bode A zlava (pozri (163))
a t4 je podla (161) mensia alebo rovna smernici s, doty¢nice v bode A sprava, teda

$B+ < 8Bz < $z4 < SAa— < Sa4. :—)
Z rydzej konvexnosti funkcie f vyplyva (pozri dokaz lemy pre pripad z < a < y, v ktorom trojicu [z, a,y]

nahradime trojicou [b, z, a])
f(z) = f(0) _ fla) = f(2)

L < (166)

Z (162) (kde namiesto dvojice [a, z] teraz uvazujeme dvojicu [b, z]) vyplyva

L A0y (167)
podobne podia (163) (pre = = z) plati
/ (“C)L:ic &) ¢ (a). (168)
Z (167), (166) a (168) potom vyplyva
fiey < IO T ZTE) )

¢im je qerovnosf (164) dokazana.
Podla (161) plati

odtial a z (164) dostdvame
FL®) < () < f(a) < fila),
7 tychto nerovnost{ uz vyplyva, ze funkcie f’ a f} rastd na int I.

(b) Sta¢i dokazat, ze mnozina M; tych x € intI, v ktorych funkcia f nie je diferencovatelnd, je najviac
spocitatelnd (mnozina M je totiz zjednotenim M; s najviac dvojprvkovou mnozinou). N43 dékaz bude zalozeny
na tomto pomocnom tvrdeni.

LEMA. Ak funkcia f je rydzo konvernd na intervale I a funkcia f_ je spojitd v bode a € int I, tak f je v bode
a diferencovatelnd.

DOKAZ. Podla (161) a (164) (kde dvojicu [b, a] nahradime dvojicou [a, z]) plati

(Vm cintl,x > a) (f/,(a) < fi(a) < f',(x)) . (169)
Pretoze f_ je podla predpokladu spojitd v bode a, je

lim f.(x) = lim f_(z) = f_(a) .

r—a+ r—a
Kedze limg oy f.(a) = f.(a) a limy—at fi(a) = £} (a), vyplyva z nerovnosti (169) podla vety .24

f(a) < fi(a) < fL(a),
tj.
f(a) = fila),
¢o znamend (tvrdenie (c) pozndmky v odstavci .81), ze f je v bode a diferencovatelnd. A

7 tejto lemy vyplyva inklizia My C N, kde N je mnozina vsetkych bodov nespojitosti funkcie g := f” |int 1.
Kedze g je rastica funkcia, je N spoéitatelnd mnozina (¢ast (b) prikladu .58).
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(c) (-: Presvedéenie o spravnosti tohto tvrdenia mozno opit ziskat z geometrickej interpretdcie: Ak y,a,z €
ILy<a<zaY :=ly f(y)],A:=[a, f(a)],Z = [z, f(2)], tak bod A lezi na doty¢nici ku grafu funkcie f v bode
A abody Y a Z lezia nad touto dotyénicou, preto A musi lezat pod spojnicou bodov Y a Z. :-)

Chceme dokézat tvrdenie (pozri definiciu rydzej konvexnosti)

(Va2 € Ly <a<2) <f(a) < f)+ %ﬁ“’)(a—y)) ,
¢j. 100

zZ—a

(Vy,a,zel,y<a<z) (f(a) < z_yf(y)—!—;l:zf(z)) . (170)

Zvolme teda y,a,z € I,y < a < z, potom iste plati a € int I a z (165) vyplyva (ak za = zvolime najprv y a potom

2)
fly) > fla) + f(a)(y —a),
f(2) > fa) + f'(a)(z —a) .

Ak prvi z tychto nerovnosti vyndsobime kladnym ¢islom — a druhu kladnym ¢islom ‘Zl—:g a ziskané nerovnosti

f/
f/

s¢itame, dostaneme nerovnost z (170).
Dosledok 1. Ak f je rydzo konvexnd funkcia definovand na intervale I, tak f je spojitd v kaZdom vnitornom
bode tohto intervalu. 3
Dékaz. Nech a je vnitorny bod intervalu I, potom funkcie fi := f|in[a,00) @ f— = flin(=c0,q] sU podla
tvrdenia (a) predchddzajicej vety diferencovatelné v bode a, preto (lema .82(a))

dim f@) (=lmfi@) =f@),  lm f@)=f();
tj.
lim f(2) = /(a),
a funkcia f je teda v bode a spojitd (tvrdenie (b) lemy z paragrafu .53).
(Pre zaujemcov uvadzame este jeden dokaz neodvolavajici sa na predchadzajicu vetu.

Nech a je viitorny bod intervalu I; zvolme e > 0 tak, aby pre body b :=a —¢,c := a + ¢ platilo b,c € T (to
sa d4, pretoZe a je vnutorny bod intervalu I).
Nech

7@) = g() + D=9 D g @) = gla) + L9 (g

:-) Z geometricke]j interpretédcie rydzej konvexnosti vyplyva, ze na intervale [b,c| lezl graf funkcie g medzi
spojnicou bodov (a,g(a)) a (b,g(b)) (ktord je grafom funkcie f) a priamkou spéjajicou bod (a, f(a)) s bodom
(c,g(c)) (¢o je graf funkcie h). (-

Pre z € [a, ¢] plati f(z) < g(z) < h(z), z vety .25 potom vyplyva '°! — kedze lim, o f(z) = lims—q h(z) = g(a)

— rovnost lims—q+ g(x) = g(a), rovnako mozno dokazat aj rovnost lim,—.— g(x) = g(a).

Désledok 2. Nech f : (¢,d) — R je diferencovateind funkcia. Potom si nasledugice turdenia ekvivalentné:
(a) funkcia f je rydzo konvexnd;

(b) funkcia f' je rastica;

(c) pre kazdé a € (c,d) plati (165).

.100 Definicia. Hovorime, ze bod a € R je inflexny bod funkcie f, ak existuje ¢ > 0 tak, ze (a —¢,a+
g) C D(f), pricom funkcia f ma v bode a vlastni alebo nevlastni derivdciu a je rydzo konvexnd na
jednom z intervalov (a — €, a], [a,a + €) a rydzo konkdvna na druhom z nich. A

100pretoze
z—a a

(a—y) = f(y) <l—a_y)+f(z)a_y:f(y) +f(2) Y
z—Y z—Y z—Y z—Y

L f(z) — f)
z—y

()

101Kedze pouzivame “jednostranni verziu” uvedenej vety, zopakujme pre istotu este raz standardné dvahy umoziiujice
aplikdciu viet o limitdch v pripade jednostrannych limit: ozna¢ime I+ := I N [a,00), f1 := f‘1+’ g1 = g‘1+’ hi := h|1+.
Kedze limg—q f(z) = limg—q h(z) = g(a), plati aj limg—q f1(z) = limg—q h1(z) = g(a) (lema .11(a)), funkcie fi,g1,h1
teda spinaji predpoklady vety .25 (pre M = I, P = (b, ¢) \ {a}), podla ktorej limy—4 g1 (z) = g(a), podia definicie limity
sprava to znamend, ze limy .o+ g(z) = g(a).
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7 vety .98 vyplyva toto tvrdenie:

Nech funkcia g : I — R je diferencovatelnd v kazdom vnitornom bode intervalu I. Ak a € int1,
pricom ezistuje € > 0 tak, Ze (a —e,a +¢€) C I a funkcia g’ rastie na jednom z intervalov (a — €, al,
[a,a + €) a klesd na druhom z nich, tak a je inflexny bod funkcie g.

Postacujice podmienky na to, aby funkcia réstla na jednom z intervalov (a — ¢, al, [a,a + €) a klesala
na druhom z nich, st sformulované v désledku 1 z odseku .95 a tvrdeni (a) vety .96; tvrdenie (b) tejto
vety stanovuje postacujicu podmienku na to, aby funkcia na (a — €,a + ¢) rdstla, resp. klesala. Ak
uvedené tvrdenia prepiseme pre pripad f = ¢/, dostaneme nasledujiicu vetu.

Veta. (a) Ak funkcia g” zmeni v bode a znamienko *°2, tak a je inflexny bod funkcie g.
(b) Nech funkcia g je (n+1)-krdt (n € N) diferencovatelnd na niektorom okoli © bodu a a md v bode
a vlastnid alebo nevlastni (n + 2)-hi derivdciu, pricom

§'(@) = g"(@) =+ =g (@) =0, g (a) £0.

Potom a je inflexny bod funkcie g prdve vtedy, ked n je nepdrne.

14 L’Hospitalovo pravidlo

.101 Pasaz o I'Hospitalovom pravidle, ktoré umoziuje za istych predpokladov previest vypocet neuréitého

vyrazu limzﬂa% typu ¢ alebo = mna vypocet limgz—.q ’;:E—g, uvedme jednoduchou lemou, ktord v blizkej

0
budtcnosti vyuzijeme a ktord dokumentuje, Zze moze existovat vztah medzi lim,_.q % a podielom g :EZ;

LEMA. Nech funkcie f, g definované na mnozine M si diferencovatelné v bode a € M, priéom f(a) = g(a) = 0
a g'(a) # 0. Potom
!

im f(x) _ 103f/(a) ]

v—a g(z) g'(a)
DOKAZ. Toto tvrdenie vyplyva z nasledujiceho vypoctu

_ f@)=f(a) limg 4 f(z)=f(a) /
o S ) - ) =)

r—a g(w) r—a g(w) — g(CL) z—a 9(@)=g(a) o limz_)a 9(@)—g(a) o g/(CL)

r—a r—a

(ako je zrejmé, predpoklad f(a) = g(a) = 0 sme vyuzili hned v prvej z uvedenych rovnost{, podmienka ¢'(a) # 0
ndm umoznila v poslednej rovnosti pouzit vetu o limite podielu). #

Sformulujeme teraz prvé I’'Hospitalovo pravidlo, umoziujice v istych situdciach vypocet limit neuréitych

vyrazov typu % )

.102 Veta (prvé 'Hospitalovo pravidlo). Nech a € R* je hromadny bod intervalu I, nech diferencov-
atelné funkcie f,g: I\ {a} — R spliaji nasledujiice predpoklady:

(i) limy_,q f(z) = lim,—q g(x) = 0;
(i) (Va: el {a}) (g(a:) #+ 0);
(iii) (Vo €I\ {a})(g'(z) =0= f'(z) #0).

Potom plati: ak existuje (vilastnd alebo nevlastnd) lim,_, %, tak existuje aj limy,_, % a

T g (71)

ea g(n)  a—a g'(a)

Pozndmka. Zrejme uvedend formuldcia zahfia pripad jednostrannych limit (ak a € R je krajny bod intervalu
I, resp. a = oo alebo a = —00) aj obojstrannych limit (ak a je vndtorny bod intervalu I).

10245, ak existuje € > 0 tak, Ze O(a,e) C D(g""), pricom na jednom z intervalov (a — €, a), (a, a + €) nadobiida funkcia g"’
len kladné a na druhom z nich len zdporné hodnoty

103kedze funkcie f,g st v bode a diferencovatelné a f(a) = g(a) = 0, plati aj rovnost limg—q f(z) = limg—q g(z) = 0,
teda limg—.q {]J(%l je neurc¢itym vyrazom typu %
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Dokaz je v pripade a € R zalozeny na Cauchyho vete o strednej hodnote (pozri rovnost (122) vo vete
.91; jej pouzitie umoznuju predpoklady (ii) a (iii) ndsho tvrdenia). Funkcie F, G : I — R dané predpisom

F(x):{f(x)’ ak x €T\ {a} ’ G(x):{g(a:), ak zel\{a}

0, ak z=a 0, ak z=a

(tj. funkcie f a g spojite dodefinované v bode a) splitajt predpoklady vety .91 na kazdom uzavretom
intervale s koncovymi bodmi a, z, kde x € I'\ {a}; preto (kedze F(a) = G(a) = 0)

flz) _ F(z) _F(z)—F(a) _ F(c) _ [f'(¢)

glx)  G(z)  G(x)-Gla)  G'(c) ¢'(c)’ (172)

pricom ¢ ”lezi medzi x a a”.

Nech limg_,q g :Ef; = L € R*; kedze chceme dokdzat rovnost lim,_., g gfg = L, zvolme okolie @ bodu
L a hladajme prestencové okolie P bodu a tak, aby platilo
(Vz e PLNI) (MEO) : (173)
g(x)
Pretoze L = lim,_., 57,('%, k okoliu O iste existuje prstencové okolie P; bodu a s vlastnostou
!/
(Ve € P10 D) (f,(c) eo) : (174)
g'(c)
kde D C I je defini¢ny obor funkcie ch—,’. Ukézeme, ze toto P; vyhovuje nasim poziadavkam. Podla (172)
je
!
f@) _ 1o (175)
g(x)  g'(c)

pre niektoré ¢ "medzi x a a”, pre x a ¢ vystupujice v (175) teda plati implikdcia
rePINI=cePND (176)

(pricom inklizia ¢ € D vyplyva zo znenia vety .91). Tvrdenie (173) teraz vyplyva z (176), (175) a (174).
A

f(z
g(z)
pouzijeme substiticiu x = % a uz dokdzant verziu prvého ’'Hospitalovho pravidla v bode 0 (postup pre

a = —oo je rovnaky):

Zostava dokédzat nase tvrdenie este pre a = 0o a a = —o0. V pripade a = 0o na vypocet lim,_

5@ e TG e SRR ) L
gy = b=l gy T e iy~ al -
_ o @)
)

(podrobné zdévodnenie spravnosti jednotlivych krokov prenechdvame na citatela). @

Na vypocet limit neurcitych vyrazov typu Sz mozno za istych predpokladov pouzit druhé I’'Hospitalovo
pravidlo.

.103 Veta (druhé 'Hospitalovo pravidlo). Nech a € R* je hromadny bod intervalu I, nech diferencov-
atelné funkcie f,g: I\ {a} — R spliaji predpoklady

(Z) limg ., |g($)| = 005
(i) (Vz € I\ {a})(¢'(x) =0= f'(x) #0).
Potom plati: ak existuje (vlastnd alebo nevlastnd) lim,_,q %%, tak existuje aj lim,_,, ;j(% a

o @ @)

s g(z) e gl(x)
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Dékaz urobime pre pripad a € R je lavij koncovyj bod intervalu I alebo a = —oo (V tomto pripade

budeme teda z existencie jednostrannej limity limg .4 2%(% odvodzovat existenciu limity lim,_., N %);

dokaz v pripade, ze a € R je pravy koncovy bod intervalu I alebo a = oo, je rovnaky; ak a € R je vnutorny

bod intervalu I, je rovnost lim,_, 7—% = limg,_.q ﬂ_% dosledkom rovnosti lim,, ., a(%) =lim,_,, ﬂ(%

limg_qt f(;)l = limg_q, g%(;)l, ktoré vyplyvaju z uz dokdzanych jednostrannych verzii nasej vety, a
rovnosti lim,_,,_ % =limg_q+ %, ktora vyplyva z predpokladu existencie limity lim,_, %. AN

Nech teda a € R je lavy koncovy bod intervalu I alebo a = —oo. Kedze podla predpokladu (i) je
lim, 4 |g(x)] = oo, existuje prstencové okolie 7 bodu a s vlastnostou

(Ve e TNI)(g(x) #0). (177)

Z (177) a predpokladu (ii) vyplyva, ze na kazdom uzavretom intervale s koncovymi bodmi z a x1, kde
x # 1z ax,r €7 NI, mézeme pouzit Cauchyho vetu o strednej hodnote 194, podla ktorej existuje ¢

leziace "medzi x a x1” tak, ze
_ /
fla) = flz) _ f(o) (178)

odtial a z rovnosti

f@) _ flz) = f(z1) 9(x) f(z1)
= 1+ +

g(z)  g(z) —g(z1) g9(x1) 9(x)
potom dostavame, ze pre kazdé x,x; € 7 NI, x # x1, existuje ¢ leziace "medzi x a 1", pre ktoré plati

M _ [l g9(z1) f(z1)
(” 9(@) ) @ (179)

glz) — ¢'(c)
J,(;% = L € R a dokazujme rovnost lim,_,, J(—)l = L.
(-: N4s postup bude nasledujici: pre z a z1 leziace blizko k a lez{ aj ¢ blizko k a, a kedze limg—.q JQ =1L,

lisi sa vyraz £ :8 maélo od L; ak teraz zvolime x1 pevné, vyplyva z rovnosti limg_., gg((””zl)) =0= limzﬁa Em) (tie

Predpokladajme najprv, ze lim,_,,

st désledkom rovnosti lim. ., [g(z)| = 00), Ze pre x leziace blizko k a sa vyraz (1 + ﬁ%) 1isi mélo od ¢&isla 1 a

podiel fg((a%) maélo od nuly, a teda pre takéto x prava strana rovnosti (179) lezi blizko k ¢&islu L. :-)
Zvolme teda e-okolie ¢isla L a hladajme prstencové okolie U bodu a s vlastnostou
x
(Ve eUnl) <L—€< fz) <L+E) .
9(x)
Kedze lim,_., g :(i) L, existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou
e fle) €
Vee PND)(L—-=-< <L+ - 180
weePnd) (-5 < FG<1+5). 150

kde D C I je definiény obor funkcie I Vyberme x; € P pevne; pretoze ¢ vystupujice v (178) lezf
"medzi x a x1”, plati implikdcia

Q

z,;pn€TNPNI=ceTnNPND C PND (181)

(pritom inklizia ¢ € D vyplyva zo znenia Cauchyho vety o strednej hodnote; pripomenme tiez, ze (178)
plati pre z,zqy € 7T N1). Z (178), (181) a (180) dostdvame

€ f(@) — f(21)
(VeeTNnPNI) <L 5 < o(2) — glan)

104keby a bol vnitornyg bod intervalu I, mohli by sme Cauchyho vetu pouzit na kazdom uzavretom intervale J C 7 N I;
pozadovali by sme teda. aby koncové body x a z1 intervalu J lezali na rovnaku stranu od bodu a (tj. aby bod a nelezal
"medzi z a x1”); kedze v dal§om zvolime bod x; pevne, platili by nase tvahy len pre body z leziace na td istt stranu od a
ako x1; to je dovod, preco nas dékaz robime pre pripad jednostrannej limity

<L+ g) . (182)
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Kedze lim,_, gg((zl)) =0 (to vyplyva z predpokladu lim,_, |g(z)] = 00), je limgy_q (1 + %) =1,

preto existuje prstencové okolie R bodu a, pre ktoré plati

(Ve e RNTNI) (1 LGRS 0) 105, (183)
9(x)
Z (179), (182) a (183) potom dostdvame (ak vSetky ¢leny v nerovnosti (182) vyndsobime vyrazom 1+

106 5 potom pripo¢itame podiel fg ((‘7;1)))

g(z1)
g(z)

(Vze PNRNTNI) <h1(a:) < % < hQ(x)) , (184)
kde
) = (145) (1 567) + 55

Pretoze lim, ., h1(x) = L — §, existuje prstencové okolie S; bodu a tak, ze plati

(Ve €S NTNI) (’hl(x)—L— %] < %) ,

a teda aj
(Vze&SNTNI)(L—e<hi(z)), (185)
podobne z rovnosti lim, .4 ho(z) = L+ § vyplyva existencia prstencového okolia Sz bodu a s vlastnostou
(Ve e SNT NI)(ha(x) < L+e¢). (186)
Z (184), (185), (186) dostdvame
f(z)
(VzePNRNSNSNTNI)(L—e< @) <L+e],
aPNRNSINS;NT je teda hladané prstencové okolie bodu a. A § §
Postup v pripade L = oo je obdobny (pripad L = —oo si Citatel uz iste rdd premysli sdm); zvolme
K € R, potom existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou
!/
(Vee PN D) <K+1< f,ﬁ> :
g'(c)
odtial dostdvame
(Vze PNRNTNI) (h(a:)<M) , (187)
9(x)
kde T, resp. R, je prstencové okolie bodu a, pre ktoré plati (177), resp. (183), a
g(z1)\ | f(21)
h(z) = (K +1 <1+ )+ . 188
(z) = ( ) e e (188)

Kedze lim,_.q h(z) = K + 1, existuje prstencové okolie S bodu a s vlastnostou
(Ve e SNTNI)(h(z) > K),
z (187) a (188) potom vyplyva, ze Y := PNRNSNT je prstencové okolie bodu a, pre ktoré plati

(Ve eunI) (;(—% >K) .
g(x1)

105 fyunkcia (premennej x) 1 + 4Gy Je definovand pre tie z € I, pre ktoré g(x) # 0, teda iste pre vetky € 7 N I, preto
sa v (183) — a v (185) a (186) — vyskytuje prstencové okolie 7°
106kedze pre z € RN je tento vyraz kladny, zostand pre z € PNRNT NI aj po vynasobeni nerovnosti z (182) zachované
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.104 Priklady. 1. Pouzitim I'Hospitalovho pravidla nijdeme teraz niekolko limit, ktorych znalost sa ndm v
budiicnosti méze hodit.

a) limg—oo lr:;m =0 pre a, 8 > 0.
Limitovany vyraz napiSeme v tvare
In“z  (Inz\“
xﬂ - 1'/3/(1
a na vypocet limg_ oo z—lfnﬁ% pouzijeme druhé I'Hospitalovo pravidlo (overenie predpokladov (i) a (ii) na intervale
(0, 00) prenechavame samozrejme na Gitatela):
Inz ru

1

os > 1
lim = lim —2— = lim — - —— =
T — 00 3,”8/& r— 00 gwﬂ/afl T — 00 ,6 l‘ﬁ/a

(posledr}é rovnost vyplyva z predpokladu a, 3 > 0 a rovnosti limy—cc 7 = co pre v > 0).
Podla vety o limite zlozenej funkcie potom

R . Inz \“ Inz . e
Jm S5 =t (7)) = | =] = e =0,

b) limg_ozf In®z =0 pre a, 5 > 0.
Postup bude obdobny; limitovany vyraz prepiSeme na tvar

2Pz = (asB/a lnx)a

a na vypocet lim, .o z%/*Inz (o je neurdity vyraz typu 0.00) skisime pouzit druhé Hospitalovo pravidlo (a
preto limitovany si¢in najprv zapiSeme v tvare podielu):

. . Inz  1Hosp . 1 . o
lim 2% *Inz = lim —— "2 lim — 2 —jim [ —22%*) =0.
x—0 x—0 Ji_ﬁ/a x—0 —gq;*ﬂ/a*1 z—0 ﬂ

Z vety o limite zlozenej funkcie potom opét vyplyva

Inz \¢ Inx
. 6 « . . fo
im})w In xzi“%(gfﬁ/a) :‘x—ﬂ/a =t :lm(l)t =0.

2. Ak spojitd funkcia f : I — R, kde I je interval, je diferencovatelnd v kazdom bode x € I \ {a}, kde a € I,
pricom ezistuje (vlastnd alebo nevlastnd) lim,_.q f'(x), tak f md v bode a (vlastni alebo nevlastni) derivdciu a
plati

f'(a) = lim f'() .

T—a

Na dokaz uvedenej rovnosti staci pri vypocte limity limg_q ﬂiﬂ%ﬂ pouzit prvé I'Hospitalovo pravidlo:

f'(a) = lim f@) = la) vaos f/i—w) = lim f'(z) .

T—a xr—a r—a T—a

Poznimky. 1. I ked ’'Hospitalovo pravidlo mozno ¢asto s ispechom vyuzif nielen na vypoéet limit neurcitych
vyrazov typu % alebo 22, ale aj 0 - oo (¢o sme videli v priklade 2) a co — oo 107 "je pri jeho pouzivani potrebng
ist4 opatrnost; ako ukazujui nasledujice priklady, moze sa v pripade, Ze vo vete .103 nie je splneny predpoklad

~ ’
(ii) (na overovanie ktorého sa pri pouzivani I’'Hospitalovho pravidla ¢asto zabida), stat, ze limg—4 M%)l aj limita

g'(
Sz . . f(z) s . sz . ‘s N . L. £ (z)
neurc¢itého vyrazu hvmzﬁa Sy Sice existuju, ale si navzdjom rdézne (priklady 1 a 2), pripadne, ze limy_.q T
existuje ale limg_.q égg neexistuje (priklad 3.)

Pri konstrukcii tychto (depresivnych) kontraprikladov pouzijeme nasledujice tvrdenia (z ktorych prvé dokdzeme
neskér v odseku ?77).

LEMA 1. Ak f: I — R, kde I je interval, je spojitd funkcia, tak existuje diferencovateindg funkcia F : I — R
takd, Ze F'(x) = f(x) pre kazdé x € I.

107ide len o to, rozdiel f — g vhodnym sposobom napisat v tvare podielu; vo vSeobecnosti mozno vyuzit rovnost

_ 1
fig: Lfv
fg

Q=

podiel na jej pravej strane je potom neurcity vyraz typu %, v konkrétnych pripadoch vSak mozno tento prepis urobit aj
odlisnym spdsobom
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LEMA 2. Nech Fy : [l,00) — R, Fy : [1,00) — R st diferencovateiné funkcie také, ze Fi(x) = =&

Fj(z) = €222 pre vsetky x € [1,00) '°%. Potom existujii koneéné limity limy oo Fi (), limy— o0 Fa(z).

DOKAZ. Nae tvrdenie dokazeme pre funkciu F, dokaz pre F» je obdobny. Kedze Fi(x) = S;”Qz, je Fi(z) >0
prez € [l,m)axé€ (2k7r,2(/c + 1)77), keN, Fi(z) <0prez € ((Qk — 1)71',2/671’), k € N. Funkcia F} teda rastie
na [1, 7], klesd na [r, 27, rastie na [27, 37] atd. Oznacme

an = F1(2nm) , by = Fl((2n + 1)), neN.

Kedze na intervale [2n7r, (2n + 1)7] funkcia F) rastie, je

an <bp ,meN. A (189)
Dokézeme teraz, ze
lim (bn —an) =0. (190)

Podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote je

bn—an = I ((Qn + 1)71') — F1(2n7) = Fi(c)t =

pricom poslednd nerovnost je dosledkom inklizie ¢ € (2n7r, (2n + 1)7r). Z nerovnost{

0<byp—an< neN,

1
(2n)?
(prvé z nich vyplyva z (189)) uz dostévame (190) (podla vety .25). A

Dokézeme dalej, ze {a,}52, je rastica postupnost (dokaz skutoénosti, Ze postupnost {b,}52; klesd, ktory je
analogicky, prenechdvame na Citatela), tj. ze

an+1 —an >0, neN.

sin x

(- Ak si nacrtneme graf funkcie Fiz = =%% na intervale (2n7r, (2n + 2)7r), vidime, ze absolitna hodnota
funkénej hodnoty je v bode x € (2n7r, (2n + 1)7r) vzdy vacsia nez v bode = + w. To znamend, ze rast funkcie Fi
na intervale [2n7r, 2n + l)ﬂ je 7strms{” nez jej klesanie na [277, + 1m, (2n + 2)#], a teda ze rozdiel funkénych
hodndt v bodoch (2n + 1)7 a 2n7 (tj. b, — an) musi byt vacsi nez rozdiel hodnét v bodoch (2n + 2)7 a (2n+ 1)7
(tj. ant1 — bn). Tito tivahu mézeme prevtelit do formdlnych zépisov pomocou tvrdenia z pozndmky 1 v odseku
.93. =)

Nech

h(z) := Fi(z) — Fi(2n7) , f(z):= —(Fl(x + ) — Fl((Qn + 1)7r)) , x € [2n7r, (2n + lﬂ ,

potom — kedze h(2nw) = f(2nn) = 0 a k' (z) = F{(z) > —F{(z + 7) = f'(z) — podia tvrdenia z pozndmky 1 v
odseku .93 (kde polozime ¢ = 2n7, d = (2n + 1)) plati h(z) > f(z) pre vsetky = € (2n7r, 2n + 1)71']; ak zvolime
z = (2n 4 1)7, dostdvame

0 < h(@n+r) - f(@2n+1)r) = Fi(2n+ D7) — Fi(2nm) + Fi(2n+ 2)7) — Fi (20 + D)) =
= B ((2n + 2)77) — F1(2n7) = Gng1 — Gn

¢o sme chceli dokézat. A.
Z monoténnosti postupnosti {an}ne; a z (189) dostdvame

a1 < anp <b,, meN,

teda {b,}52, je zdola ohranitend klesajiica postupnost, preto existuje konetnd lim,—oo bn. Rovnako moZno
dokézat existenciu koneénej limp— oo ar; z (190) pritom vyplyva rovnost

lim a, = lim b,. A (191)

n— oo n—oo

108 existencia funkcii Fy, Fy vyplyva z predchidzajicej lemy
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Kedze Fy rastie na [2n7r, (2n + 1)71'] a klesd na [(Qn + )m, (2n + 2)71'], je ¢islo b, = F1 ((2n + 1)71') maximom
funkcie F} na intervale [Qnﬂ, (2n + 2)71']; pretoze Fi (2n7r) = n < Unt1 = Fl((2n + 2)71'), nadobuda Fi svoje
minimum na [2n7r7 (2n + 2)71'] v bode 2n7; platia teda nerovnosti

(Vaz S [2n7r, (2n + 2)71']) (an < Fi(z) < bn) ,
z nich a z (191) uz vyplyva existencia konecnej limg o F1(z).
PRIKLAD 1. Nech funkcie f, g : [1,00) — R si dané predpismi
f(z) =2Inz — cosz + 2F(z) — Fa2(x) g(z) =Inz —coszx ,
kde Fi, F> si funkcie z lemy 2. Potom z nerovnosti
(Vw €1, oo)) (g(x) >lnx — 1)
vyplyva — kedze limg o0 Inz = 0o — rovnost lim, .. g(z) = oo, a teda aj

lim [g(z)] = oo,

¢o je predpoklad (i) vety .103. Dalej plati

e funkcie f, g st diferencovatelné:

, 2 . 2sinx  cos2x 2 . 2sinx 1—2sin’z
filx) = —+sinz+—F——-——==+siner+—— — =
T T T x x x
2 2sinz 1 2sin®z 1 | 2sinz (1 | |
= — +sinr+ 5 — = =— +sinx + —+sinz | =
T T T T T T
1 . 2sinx
= (— —|—sma:) <1+ —) ,
T x
(@) = s
) = - inz;
g T
’ —1+sinx 1+2$inz 2si
e lim I'(x) = lim (I I )( = ) = lim (1+_s1nx) =1
T—00 g/(l') —o0 z +sinx T — 00
(podia vety .14 je totiz limgz_ e QL;”” = 0);
ale
cosz Fy(x) Fa(x)
o lim flz) _ im 2Inz —cosx + 2F1(z) — Fa(x) _ lim 2 - 22 420 — 2 _y
e—oo g(T)  e—oo Inz — cosz w00 1— =2 ’
pretoze limg— oo S22 = 0, limz—oo %fl =0, limg—oo %fl = 0 podia vety .18 a vety o limite sic¢inu

(existenciu kone¢nych limit lim;—oc F1(z) a limy—oo F2(x) sme dokdzali v leme 2).

Pripomenme, ze v tomto pripade nebola na ziadnom okoli bodu oo splnend podmienka (ii) z druhého 1’Hospitalovho
pravidla; v kazdom okoli bodu oo totiz existuju body x, pre ktoré % 4+ sinz = 0, tj. body z, v ktorych

f(x) =0=g'(z).
PRIKLAD 2. Nech

f(x) =Inz — cosz + 2\/x + 2F5(x) — Fu(z) , g(z) =lnx —cosz, z € [1,00),

kde F3 : [1,00) — R, F1: [1,00) — R st diferencovatelné funkcie také, ze Fj(x) = ';‘“\/g, Fi(z) = CO\S/;Z. Rovnako
ako v pripade funkcif F1, F z prikladu 1 mozno dokézat existenciu koneénych limit limy— oo F3(z), limy— o Fa(x).

Pre funkcie f, g plati

o lim [g(x)] = oo;

o fl(z) = (% +sinx> <1 + 23236) , g(z)= %—&—sinx;
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__ cosx QFS(E) _ Fu(x)
@) _ Ve (52 R )

e lim —= =

=00

(pretoze limg oo 52 = 00 podia druhého I'Hospitalovho pravidla a limita pre & — co zatvorky v Citateli,
resp. v menovateli, je 2, resp 1).

PRIKLAD 3. Pre z € [1, 00) polozme

f(x) 2z 4 2z sin /x + 2 cos T — 8F5(y/x) — sin2v/z |
g(x) = 4V +2Vxsinyx +2cosvr,

kde F5 : [1,00) — R je diferencovatelnd funkcia taks, ze Fi(x) = <=2, Zopakovanim postupu z lemy 2 mozno
dokézat existenciu koneénej limy— o0 F5(), preto aj lims,— oo F5(1/7) je koneénd. Z nerovnosti

ote) = v5 (1 26+ 2905) 5 3 (34 2605

vyplyva (podia vety .20(b), resp. druhého ”pravidla” v strednom stipei z (33)), ze

lim g(z) =00 .

T —00

Dalej plati

o fl(z) = <l+cos\/a_s) <1— M) 109 ¢'(x) = —+cos\/_
preto

o tim £ <1—M) -1

T— 00 g’(x) T — 00

<pretoie limg oo %%@ = 0 podla viet .18 a .14),

ale

e limy oo gg—;”; neexistuje; pre x > 0 totiz plati

2cos /T _ 8F5(\/x) _ sin2yx
f@)  _ f@”““\/—“‘ ve v Vi )_
9(z) \/E<4+251n\/5+ %)
_ 2 + 2sin+/z + QC‘\’}W BF%\/E) _ sm\/zg%/f
4+2s1n\/——|—2"‘\’}\/_ ’

pritom

lim 2cos\/__ lim (\KE) i sin 24/z

- im
ak teraz zvolime z, = (27n)?, y, = ((Qn + 1)%)27 tak sin+/Zn = 0, sin/yn = 1, preto

. — 2cos \/Tn 8F5(\/Tr) sin 24/Tp,
f(zn) 2+ 2sin /T, + 20T BEN) _ SOy

lim = lim N N o 24040-0-0
- ( ) B - H 2cos \/Ty - 4+0+0 =
n—oo J(Tn n—o0 4+251n\/xn+T

- 1

= 3>
lim f(yn) — 27

neexistencia limity limgz— oo ﬁ% potom vyplyva z lemy .11(c).

‘H

99 pripomeiime, ze (Fs(\/f))l = F;(V2)3

9
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2. Predpoklad (ii) z vety .103 (a identicky predpoklad (iii) z vety .102) pozaduje, aby funkcie f’ a ¢’ ne-
nadobtdali sti¢asne nulové hodnoty. Nasledujica lema, ukazuje, Ze i v pripade, Ze f' a ¢’ nadobtidaji stcasne
nulové hodnoty, mozno pouzit 'Hospitalovo pravidlo, oviem za dodatoéného predpokladu, ze funkcia g’ nezmeni
napravo ani nalavo od bodu a znamienko. Preto v predchddzajicich kontraprikladoch je porusend nielen pod-
mienka (ii) z vety .103, ale aj predpoklad (ii) nasledujicej lemy.

LEMA. Nech a € R* je pravy koncovy bod intervalu I, nech diferencovateiné funkcie f,g : I — R spl/ﬁajd
nasledujice podmienky:

(i) limgz—q |g(z)| = 0o alebo limg—q f(x) = limg—q g(z) = 0;
(i) (Vw € I) (g'(x) > 0) alebo (Vm € I) (g/(w) < 0) ;
) (Vw € I) (g’(x) =0= f'(z) = 0).

tak existuje aj limg_.q g—((g-

lim (z) = lim M .

a

Potom plati: ak existuje limgz_.q ﬂ(;%,

(x) _

g’(x)
vietky z € I je g'(x) > 0 (teda g je neklesajiica funkcia; odtial a z predpokladu limg_.q |g(z)| = co dostdvame
rovnost lim, 4 g(x) = o0); prisposobenie dékazu na ostatné pripady prenechivame dychtivému Eitatelovi.

DOKAZ. Predpokladajme, ze lim, ., £ =L € R, limy_q|g(z)| = o0, je splnend podmienka (iii) a pre

Z predpokladu limg_.4 ,—(% = L € R vyplyva pre dané € > 0 existencia prstencového okolia P bodu a s

e f@_, .
35 7@ <L+§> |

vlastnostou

(Vz € PN D) (L—

kde D :={z € I;4'(z) # 0} je definiény obor funkcie J;—:. Pre x € PN D teda plati

(L-5)d@=<rm=(r+35)d@. (192)

Z predpokladu (iii) vyplyva, ze (192) plati aj pre tie = € I, v ktorych g'(x) = 0, teda uvedené nerovnosti platia
pre vietky z € PN 1.
Nech z1 je lavy koncovy bod intervalu P N I (o okoli P mozme iste bez ujmy na vieobecnosti predpokladat,

ze je to zdola ohrani¢end mnozina). Z tvrdenia v pozndmke 1 z odseku .93 (kde ostré nerovnosti nahradime

neostrymi, za ¢ zvolime z; a v ulohe funkcii f,h budd vystupovat najprv funkcie (L — 6/2) (g(x) — g(xl)) a
f(x)— f(x1) (pri dékaze prvej z nasledujicich nerovnosti) a potom (pri dékaze druhej z nich) funkcie f(x)— f(z1)

o (L /2) (ot0) —gten) ) wopliva

(vz € @) (L= 5) (90) ~ g@n) < @) = f@) < (L+5) (@) —g@n)) . (199)
Kedze lim, .4 g(x) = oo, existuje prstencové okolie 7 bodu a tak, ze pre z € 7 NI plati g(z) > g(x1), tj.
(Vx €eTn I) (g(w) —g(z1) > 0) .

Pre z € T N (z1,a) =7 NP NI sa teda nerovnosti v (193) po vydeleni ¢islom g(z) — g(z1) nezmenia, plati teda

<M<L+f) . (194)

(Ve e TNnPNI) <L (@) — (e 5

mlm

Dalsf postup je totozny s tivahami z dékazu vety .103 za vztahom (182) (s ktorym je (194) v podstate zhodny).
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15 Taylorov polyném

V tejto kapitole sa budeme snazit pre dani funkciu f definovani na intervale I a dany bod a € I najst
spomedzi vSetkych polynémov stupna najviac n ten, ktory "najlepsie aproximuje funkciu f blizko bodu
a” (¢o znamens, ze od hladaného polynému 7T}, budeme pozadovat, aby pre kazdy od neho rozny polyném
P stupiia najviac n existovalo prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(Vz e PNI)(|f(z) — Tn(x)| < |f(x) — P(z)]) , (195)

tj. aby dostatocne blizko k bodu a platilo, ze chyba, ktorej sa dopustime, ak funkciu f nahradime
polynémom T, je mensia, nez chyba, ktord by vznikla nahradenim funkcie f polynémom P.).

V pripade n = 0 teda hladdme konstantu, ktord sa spomedzi vSetkych konstént najmenej odlisuje od hodnét
funkcie f pre z blizke k a; ddfame, Ze ¢itatelovi je z doterajsicho priebehu nasho kurzu jasné, ze hladanou
konstantou — pokial je funkcia f spojitd v bode a — je f(a), tj. limy—q f(z) 1.

Pre n = 1 dostdvame ndm uz zndmu tlohu n&jst dotyénicu k funkcii f v bode a; vieme teda, ze hladany
polyném Ty — pokial existuje vlastnd f'(a) — m4 v tomto pripade tvar

Ti(z) = f(a) + f'(a)(z —a) ' (196)

Skér, nez budeme pokratovat v nagich dvahdch pre pripad viésicho n a Iubovoinej funkcie f, vSimnime si
este pecidlny pripad, ked f je polyném P stupiia nanjvys n; vtedy zrejme hladany polyném T}, je totozny s P.
Nasledujica lema ukazuje, Ze koeficienty polynému P (a teda v tomto pripade aj T») moZno vyjadrit pomocou
derivacii funkcie P.

1Onie je fazké presvediit sa, ze To(z) = f(a) ma skutotne vlastnost z (195) (pritom nasledujiice tivahy pre n = 0 rovnako

ako v dalsej pozndmke uvedeny dokaz pre n = 1 st totozné s dokazom vety .108(b) pre n = 0, 1):
ak P(z) = k # f(a), tak podla lemy .13(e) (a vety o limite rozdielu) je limgz—q |f(z) — P(z)| = |f(a) — k| > 0,
limg—a |f(z) — f(a)| =0, teda

lim (|f(z) — P(@)] - |f(z) — To(@)]) >0,
preto podia lemy .10(b) existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou
(va € PN 1) (If(2) - P@)| - |f(z) - To(z)| > 0) ,

¢o uz je (195)

Hlpresvedéme sa aj v tomto pripade, ze T1 mé vlastnost pozadovant v (195): kazdy polyném najviac prvého stupia
moézeme zapisal v tvare A+ B(z —a) (pre B = 0 dostaneme konstantnt funkciu); ak je tento polyném rézny od T1, nastane
(kedze dva polynémy A1 + Bi(x — a), A2 + Ba2(x — a) sa rovnaju prave vtedy, ked A1 = As A B = Bs) jedna z dvoch
nasledujtcich moznosti:
bud

o A # f(a), vtedy lime—a|f(z) — P(z)| = [f(a) — P(a)| = |f(a) — A| > 0, limg—a |f(z) — T1(z)| = [f(a) — T1(a)| =
£(@) = f(@)] =0, a teda
lim (1f(@) - P@)] - 1) ~ Ty (@)]) >0,

dalsf postup je rovnaky ako v pripade n = 0;
alebo
o A= f(a) AB # f(a), vtedy

lim 7)‘(2:5(1) = | lim 71”(92:2‘(@ —B’ =|f'(a)-B| >0,
i | A= | iy LSO ) = i 700) - @)l = 0,
T—a Tr—a T—a T —a
a teda
tim (/) = P@)| - @) - Ty@)] ) >0,

h(z)

preto existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(VxEPﬂI) (% >0) ,

z ktorej uz vyplyva (195) (staéi obidve strany ziskanej nerovnosti vyndsobit kladnym vyrazom |z — al)
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.105 Lema. Nech P je polyném stupria nanajvys n, nech a € R. Potom P mozno pisat v tvare

P(a) = P@) + Pla)a—a) + 0o —ap s L@ PO g
Specidlne, k—tu derivdciu (k < n) polynému P mozno pisat v tvare
PO () = PO(0) + PED (@ —a) 4+ D (197)
Dékaz. P mozno zapisat ako polyném so stredom a, tj. v tvare
P(z) =ap+ai(z —a) +azx(z —a)*> + -+ an(z —a)", (198)

sta¢i do predpisu
P(x) =bo+ bz + box? + -+ + byx™

dosadit # = (2 — a) + a a ziskané dvojéleny umocnit pomocou binomickej vety na prislusné mocniny.
Zostéva dokdzat rovnosti ‘
- P9 (a)

a; =

=, i=01...n. (199)

Ak do (198) dosadime = = a, dostaneme P(a) = ao, ¢o je (199) pre i = 0. Kedze
P'(z) = a1 4+ 2a2(x — a) + -+ +nay,(z —a)" ',
je P'(a) = ay; z rovnosti
P"(z) = 2a3+3-2a3(x —a) +---+n(n—1)(z —a)" 2

vyplyva P"(a) = 2az. Tak mozno pokracovat az po i = n, ¢im bude (199) dokézané.
Kedze P(*) je polyném stupiia najviac n— k, mozno ho podla prave dokazaného tvrdenia pisat v tvare

(n—k)

PO) = PO(@)+ (PO) (@)@ —a)+ -+ (PO) " (@) —a)*,

tym je dokdzand aj rovnost (197). &

Vratme sa teraz k nasej povodnej tlohe; pri jej rieseni teraz pouzijeme tiito jednoduchi pomocnt vvahu:
ak funkcie F,G su definovanné na intervale I, pricom G je na niektorom prstencovom okoli bodu a € I

nenulovd, a existuje koneénd limy_,., % =: 7, tak pre hodnoty x leZiace blizko bodu a sa spomedzi vietkych

funkcit tvaru kG od funkcie F' nagmenej li5i funkcia vG 2 (teda — velmi volne vyjadrené — ”v mierke uréenej
funkciou G je velkostou funkcie F &islo 7).

Ak je dand spojita funkcia f, tak pre hodnoty x maélo sa lisiace od a je spomedzi konstant k funkcii f najblizsie
konstanta f(a) = limg—q ﬂlﬂ ("mierkou” je teda v tomto pripade konstantna funkcia s hodnotou 1). Rozdiel
Ro(z) := f(z) — f(a) (tj. chyba, ktorej sa dopustime pri nahradeni funkcie f konstantnou funkciou f(a)) je uz
”na urovni konstant” nerozliSitelny od nuly, pretoze

lim Ro(z) = lim (f(w) = f(a)) =0.

Ak chceme néjst lepsiu aproximédciu funkcie f, budeme hladat nielen medzi konstantami, ale aj medzi

polynémami prvého stupiia. Kedze uz vieme, ze hladany polyném T ma tvar (196), pricom f’(a) = limy_.q 1@-f@) —

T—a

112d6kaz opat nie je tazky ani prekvapujici: pre k # ~ je
F(z) —1G(x)
G(z)

F(z) — kG(z)

lim G

r—a

=0, lim

T—a

odtial vyplyva
tim = (1F (@) = KG(@)] ~ [F(@) = 1G(@)] ) = [k =] >0,
T—a |G(13)‘

preto existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(Ve e PNI)(|F(2) - kG(2)| > |F(z) — 7G(2)|)
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limy—q &I’é?, vidime, 7e polyném T} sme nadli tak, ze sme — ako vidno z nadej pomocnej tivahy — hladali na-
jlepsiu aproximéciu zvysku Ro funkciou tvaru k(x — a) pre hodnoty z leziace blizko k a. Pre rozdiel Ry := f —Th
plati

lim

rz—a T — Q r—a r—a r—a r—a

Ri(x) = lim f(z) = f(a) = f'(a)(z — a) = lim <M —f/(a)) =0,

teda ”v mierke uréenej funkciou z — a uz nevieme R; odlisit od nuly”.

Pokracujme tymto sposobom dalej: "mierku” 2 — a nahradme ”jemnejsou’'® mierkou” (z — a)2 a hladajme
najlepsiu aproximéciu zvysku R; funkciou tvaru k(z — a)? pre z mélo sa lisiace od a, &slo k (pokial f je diferen-
covatelnd na I a existuje f"(a)) ndjdeme na zdklade nasej pomocnej tivahy:

b @) @) = f@) = @)@ —a) v f@) = (@) _ ()

r—a (13 — a)2 r—a (3} — a)2 r—a (l‘ — a) 2 ’

hiadany polyném 75 teda bude maf tvar

To(e) = f(a) + ' (@)(e — a) + 14Dz — a)?

a pre zvySok Ra := f — T2 bude platif limg _q %5)% =0.

Pri hladani polynému T3 nahradime ”mierku” (z — a)? (v ktorej uz Ra nevieme odlisit od nuly) v poradi
nasledujiicou ”jemnejsou mierkou” (z — a)® a budeme hiadat funkciu tvaru k(z — a)®, ktord blizko k a najlepsie
nahradi funkciu Ry; pre hladané k dostdvame (ak f je na I dvakrét diferencovatelns a existuje vlastnd f"(a)) na
zéklade nasej pomocnej tivahy rovnost

D g R @)@ @ a) - L0 v,
o r—a (l‘ — a)3 - r—a (l‘ _ a)3 =
@)= f(a) = f(a)(x—a) VHosp ;. 1 f'(z)— f"(a) _ ["(a)
= 3z — a)? =" lim e =

teda

7y = fa) + @)+ 2@ 0y + @y

Ak tento postup zopakujeme este niekolkokrét, zistime, ze T}, mé (pokial f je (n — 1)-krét diferencovatelna
na I a existuje kone¢ns f(™ (a)) tvar

% (a)
k!

k

+ 4 f(n)(a)(x—a)n.

To(x) = f(a) + f(a) (@ —a) + - + n!

(z —a)

106 Definicia. Nech funkcia f : I — R je (n — 1)-krdt diferencovatelnd na intervale I a n-krat
diferencovatelnd v bode a € I. Potom polyném

f"(a)

n!

f®(a)
Kl

sa nazyva Taylorov polynom rdadu n funkcie f v bode a. Ak a = 0, hovorime o Maclaurinovom polyndme
radu n funkcie f.

(ac—a)k—i—---—i— (x —a)"

Tn(x) = f(a) + f’(a)(x — a) 4t

Poznamka. Z lemy .105 vyplyva toto tvrdenie:

Nech f : I — R je funkcia (n — 1)—krdt diferencovatelnd na intervale I a n—krdt diferencovatelnd v bode a,
nech P je polynom stupria nanajvys n. Potom P je Taylorovym polynémom rddu n funkcie f v bode a prdve vtedy,
ked

%) =PY), i=01,....n. &

Zakladné vlastnosti Taylorovho polynému sformulujeme vo vete .108, pri ich dokaze pouzijeme nasle-
dujtcu lemu.

107 Lema. Nech funkcia f : I — R je (k — 1)-krdt diferencovatelnd na intervale I a k-krdt diferen-
covatelnd v bode a € I (k € N). Nech P je polyndm stupria nanajvys r (r > k) taky, Ze

P(a) = f(a), P'(a) = f'(a), ..., P*V(a) = f* D(a). (200)
H3skutotne, z rovnosti limgz—q (111“22 = 0 vyplyva, ze dostatotne blizko k a je velkost &isla (z — a)? zanedbatelnd v

porovnani s velkostou &fsla © — a, vidno teda, Ze "mierka” (xz — a)? je ”jemnejsia” nez = — a, sicasne je ale (na zéklade
takého istého zd6vodnenia) ”hrubsia” nez kazdd ”mierka” (z — a)* pre k > 2
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Potom

lim f(z) = P(z) — % (f(k)(a) — p) (a)) .

r—a (x — a)k

Dékaz. Na vypocet limity neurcitého vyrazu ﬁfﬂﬁ typu % 14 pouzijeme (k — 1)-krat prvé

z—a)k
I'Hospitalovo pravidlo (ako vyplyva z rovnosti (200), po kazdom jeho pouziti dostaneme opit neurcity

(k=1) (. p(k—1)
vyraz typu % 115) a limitu posledného takto ziskaného neuréitého vyrazu ! gjzm_Pa) (@) (na vypocet

ktorej uz 1I'Hospitalovo pravidlo pouzit nemézeme, pretoze nase predpoklady nezaruéuji diferencov-
atelnost funkcie f(»~1) na niektorom prstencovom okolf bodu a) ndjdeme na zaklade definicie éisla f() (a);
pritom vyuZzijeme rovnost

P* () = P*D(a) + PP (a)(z — a) + P¥ (a)(z — a)® + - + P (a) (x — a)"~FF!
(td dostaneme, ak v (197) za dvojicu ¢isel (n, k) dosadime (r, k — 1)), z nej na zdklade ndsho predpokladu
PO (a) = £ (a)
vyplyva
PED(2) = 4 (@) + PO (a)(@ - a) + P (@)(@ — a)? + -+ + PO (a)(z — )+ .
Uvedenym postupom dostaneme

[@) = P@) v f() = P'@) vosp | tio D (@) = PED ()

wh—r}}z ((E — a)k T iSa k(x — a)kfl wllgb k'(x — a) -
o i i f(k71)(x) — f(kfl)(a,) - P(k)(a)(x — a) . P(T)(a)(x . a>r,k+1 -
= Kl oma p— _
- %zhgtlz <f(k1)(xa>; : z:(kfl)(a) - P(k) (a) - P(’“rl)(a)(x — a) . — P(T)(a)(x _ a)rk) _

= = (MM@) - PO W)

¢o sme chceli dokézat.

-108 Veta. Nech funkcia f: 1 — R je (n — 1)-krdt diferencovatelnd na intervale I a n—krdt diferenco-
vatelnd v bode a. Potom
(a) polyném P stupria nanajvys n je Taylorovgm polyndmom rddu n funkcie f v bode a prdve vtedy,

i @) = P@)

ked
=0; 201
2T e 0; (201)

(b) pre kazdy polynom P stupria nanajvys n, ktory je odlisny od Taylorovho polynému T, rddu n
funkcie f v bode a, existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(Va:EPﬂI)(|f(a:)—Tn(a:)| < |f(a:)—P(a:)|) ) (202)

Doékaz. (a) 7=": Ak P je Taylorov polyném radu n funkcie f v bode a, tak plati (pozri pozndmku
za definiciou .106) n + 1 rovnost{

fa) =P a), i=0,1,...n. (203)
Splnenie prvych n z nich ndm umoziuje pouzit lemu .107 (pre k = n), podla ktorej

i S = Pl)

r—a (x — CL)"

— % ( ™ (a) — P™ (a)) =0, (204)

Hdrovnost lime—q (f(x) — P(x)) = 0 je dosledkom predpokladu f(a) = P(a), pritom spojitost funkcie f v bode a, ktorej
désledkom je rovnost limg—q f(z) = f(a), vyplyva z jej diferencovatelnosti v tomto bode

15 p5ritom spojitost funkeil f/, f”,..., f*=1 v bode a — dosledkom ktorej je rovnost limg_.q fO@) = fO@) ,i =
1,2,...,k—1 — vyplyva opit z predpokladu ich diferencovatelnosti v tomto bode
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pricom poslednd rovnost v (204) vyplyva z poslednej rovnosti v (203).

"<=": 7 definicie Taylorovho polynému vyplyva (pozri pozndmku v odseku .106), Ze treba dokazat
rovnosti (203), to urobime tplnou indukciou.

Z (201) vyplyva rovnost

lim (f(z) — P(z)) = lim

r—a Tr—a

- P
J@=P@) ) —0.0=0, (205)
(z —a)"
pritom funkcie f a P sii v bode a spojité (spojitost f v bode a vyplyva z jej diferencovatelnosti v tomto
bode), preto

lim f(x) = f(a), lim P(x) = P(a)

z tychto rovnosti a z (205) vyplyva f(a) = P(a), ¢o je (203) pre i = 0.
Predpokladajme teraz, ze (203) plati pre ¢ =0, 1,...,k — 1, pricom k < n. Z (201) dostédvame
lim L&) = P@) ( - a)"’_k) =0; (206)
r—a (:1; — a, T—>(1. a

sticasne ale z indukéného predpokladu vyplyva, ze st splnené rovnosti (200) z lemy .107, podla ktorej

lim fla) - P(z) = % (f(k)(a) _ pk) (a)) 7

z>a (z—a)k
odtial a z (206) uz dostdvame rovnost f*)(a) = P*)(a), ¢o je (203) pre i = k. A
(b) Kedze polyném P, ktory podla lemy .105 mozno pisat v tvare

P®)(a) P™(a)

P(x) :P(a)—l—P'(a)(x—a)+-"+T(a:—a)k+"'+ . (x—a)",
a Taylorov polyném
¥ (a) f(a n
Ta@) = f@ + F @ - a) 4+ T 8 g
s navzéjom rozne, musia sa ligit v niektorom zo svojich koeficientov; nech % je prvy spomedzi

(n)
%, ktory sa odliSuje od prislusného koeficientu polynému 7;,, teda nech

P(a), P'(a),..., 2

P(a) = f(a), P'(a) = f'(a),..., P* V(a) = f*D(a), (207)
ale
PP (a) # f*)(a) . (208)
Rovnosti (207) ndm umoziuji pouzit lemu .107, podla ktorej
_fl@)=P) 1 *)

Ihgé W =W (f (a) — P (a)) #0, (209)
pricom poslednd nerovnost vyplyva z (208). Podla tvrdenia (a) nasej vety je limy_., W = 0, preto
aj

o LD =Tole) (@ =T@) )
T—a (:1; — a)k r—a (:1; — a)"
odtial, z (209) (a lemy .13(e)) vyplyva
%Lnla|x_ | (|f() (x)|—|f(x)—Tn(x)|)=
h(z)




preto (podia lemy .10(b)) existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou
h
(eernn) (@ o),
|z —al*
odtial — ak obidve strany nerovnosti vynasobfme kladnym vyrazom |z — a|* — uz dostavame (202). &
Niektoré z4pisy ndm pomédze sprehladnif symbolika, ktord zavedieme v nasledujicom odseku.

.109 Definicia. Nech ¢ € R* je hromadny bod defini¢tného oboru funkcie g, ktord je nenulovd v
niektorom prstencovom okoli R bodu a (tj. na mnozine R N D(g)). Symbolom o(g) pre x — a ("malé o
g pre x idtice k a”) budeme oznacovat mnozinu vietkych funkcif splitajiicich nasledujiice podmienkys:

(i) existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou PN D(f) = PN D(g);

f@) _ Q.
g(z) — 0;

(ll) limwaa w

pritom — pokial bude zo stvislosti zrejmé, o ktoré a € R* sa jednd — budeme zipis o(g) pre z — a
skracovat na o(g).

Ak f je funkcia a A, B su mnoziny funkcii, tak mnoziny A+ B, f + A, A- B a f - A definujeme
rovnostami

A+B:={f+g;feArgeB}, [f+A={f}+A4 <={f+g;g€A})
A-B:={fg; feAnge B}, f-A:={f}-A, specidlne —A:=(—1)-A.

Lema. Nechr,s € N, potom pre x — 0 plati:

)

) akr > s, tak o(z") C o(z®);

) akr > s, tak o(z”) + o(a®) C o(z*);

) —o(z") = o(z");
(e) ao(a*) = o(a™*);

) o(a")o(z*) C o(z"**);

) ak f € o(a"), tak f(z°) € o(a™);

) ak f € o(z"), pricom f(0) =0 a g € o(z*), tak fog € o(z™).

Poznamka. Nie je tazké presvedéit sa, Ze v pripadoch (c), (e) a (f) moZno inkliziu C nahradit rovnostou
116

Dékaz. Dokdzeme tvrdenia (b), (c) a (h), ostatné dokazy si obdobné.
(b) Ak f € o(z"), tak — kedze D(x") = R — f je definovand na niektorom prstencovom okoli bodu
@) _

T

0 (to vyplyva z podmienky (i) z definicie .109) a lim,_¢ 0, preto

limM:Hmmx“S:O-OZO;

z—0 x5 z—0 x”
116y pripade (c) staéi funkciu f € o(z®) napisat ako sicet 0 + f a uvedomit si, Ze pre konstantni funkciu 0 plat{ inklizia
0 € o(x"); v pripade (e) mozno f € o(x"t%) pisat ako sicin z" - %, pri¢om — pokial 0 € D(f) — funkciu fif) spojito

dodefinujeme v bode 0 hodnotou 0; napokon v pripade (f) zapiSeme funkciu f € o(z"1%) ako siéin
1@ - (1@ s s @) |

pritom

sgn f(x)sgna"ts

f@)

L [f@Fesen fl@)
xr+s

z—0 xS r—a

limita prvého sucinitela je 0 a zvysné dva sucéinitele si ohraniceneé funkcie
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to znamenad, ze funkcia f Spfﬁa obidve podmienky z definicie symbolu o(z*), a preto f € o(x®).
(c) Staéf dokézat inkliziu
o(z®) 4+ o(x®) C o(x?) , (210)

dokazované tvrdenie bude potom vyplyvat z bodu (ii), pretoze — ak A, B,C st mnoziny funkcii — z
inklizie C' C B zrejme vyplyva inklizia A + C C A + B; v naSom pripade teda iste plati

o(z") 4+ o(z®) C o(z®) + o(z®) .

Dokazujme teda (210): Ak f,g € o(x®), tak — kedze D(2°) = R — existuji (podla bodu (i) definicie
.109) prstencové okolia P, a Py bodu 0 tak, ze Py C D(f), P» C D(g), pre prstencové okolie P; N P, teda
iste plati inkltzia PyNPy C D(f+g), &éfm je pre funkciu f+g splnend podmienka (i) z definicie .109. Dalej z
f@) _ g(z) . f(ﬂﬂ);g(w) -0,

¢o znamend, Ze funkcia f 4 g spliia aj druhd z podmienok definicie .109, a teda f + g € o(z®).

vyplyva (podla vety o limite siétu) rovnost lim,_,

rovnosti lim,_,, 0=1lim,_,q

h) Predovsetkym si vSimnime, Ze z predpokladu lim, g £ (f) = 0 vyplyva rovnost
x
I — i 9% s _ .00 211
Jim () = Jim, % a7 =0-0=0. (211)

Kedze f € o(z"), g € o(z*), existuji Podia bodu (i) definicie .109 prstencové okolia P a R bodu 0 tak,
ze P C D(f), R C D(g). Pretoze podla nasich predpokladov je 0 € D(f), plat{ aj inkltzia

0:=PU{0} C D(f). (212)

Z rovnosti lim,_,¢ g(z) = 0 potom podla definicie limity vyplyva, ze k okoliu O bodu 0 musi existovat
prstencové okolie S bodu 0 s vlastnostou g(RN S1) C O C D(f), odtial dostdvame

S:=RnNS CD(fog), (213)
¢o znamend, ze pre funkciu f o g je splnend podmienka (i) z definicie .109.

1(st)

Dokéazeme teraz, ze lim, .o —== = 0, tj. Ze plati vyrok

(ve > 0)(3T) (va € TN D(f 09)) (| (9(@)| < elal™) . (214)

Zvolme teda ¢ > 0 a hladajme prstencové okolie T pozadovanych vlastnosti. Kedze lim,_.q ﬂﬁl =0,
existuje k ndSmu ¢islu € > 0 prstencové okolie U bodu 0 také, ze

(Ve e UND(f))(If ()] <elz]") .

Nech V; := U U {0}. Podla nagich predpokladov je f(0) = 0, odtial a z predchidzajicej nerovnosti
dostdvame

(vz e VinD(f)) (If(@)] <elal)

a teda — ak pismenom V oznac¢ime okolie V3 N O (okolie O pozri v (212))
(Vz e V) (|f(z)] < ela]) . (215)
Pretoze lim,_,0 g(x) = 0 (pozri (211)), existuje k okoliu V prstencové okolie W s vlastnostou
(Va: ceWn D(g)) (g(a:) € V) ,
preto — kedze podla (213) je S C D(g) — pre prstencové okolie Wy := W N S plati

(Vz € Wh)(g(z) € V) . (216)

Dalej, z rovnosti lim,_q %ﬁ = 0 vyplyva ohrani¢enost limitovanej funkcie na niektorom prstencovom
okolf Wy bodu 0, tj. na mnozine Wz N D(g), a teda iste na mnozine Wy N S (kedze S C D(g)), preto

(v € Wa) (lg(x)] < |2[*) . (217)
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Pre v8etky « z prstencového okolia W13 N W N S bodu 0 potom plati
£ (9(x))] < elg(@)]" < ela®|" = [a]"

(prva nerovnost vyplyva z (216) a (215), druhd z (217)), za hladané prstencové okolie T mézeme preto
wolit T:=WiNWenS 7. &

Inklizie z predchddzajicej lemy sa pri ich pouzivani pre jednoduchost zapisuji ako rovnosti; pri
citant takychto zapisov je teda potrebnd istd opatrnost: kedze ide v skutoénosti o inklizie, nemozno
tieto "rovnosti” &itat sprava dolava. Pri uvedenej dohode budi mat tvrdenia predchidzajicej lemy tiito
podobu:

(a) akr > s, tak " = o(x®);
(b) akr > s, tak o(x") = o(x?®);

ak r > s, tak o(a") + o(x®) = o(x®);
—o(a") = o(a");

z"o(x®) = o(z"TF);

(c
(d
(e
(f
(g
(

o(z")o(z®) = o(a"**);
ak f(x) = o(z"), tak f(z®) = o(z"®);

h) ak f=o(z") a f(0) =0, tak f(o(z*)) = o(z"). &

)
)
)
)
)
)
)
)
Podla tvrdenia (a) vety .108 plati pre zvysok R,, Taylorovho polynému T, rddu n funkcie f v bode a
inklizia R, € o((z — a)™), preto pre funkciu f plati (v zmysle nagich predchddzajicich dohod) rovnost

J(@) = Tu(@) +o((z —a)") pre z—a,

ktord sa nazyva Taylorov vzorec so zvyskom v Peanovom tvare.

Samozrejme, inklizia R, € 0((x — a)") nam neddva ziadnu informéciu o velkosti zvysku R, v
konkrétnom bode z (samozrejme, s vynimkou bodu a). Nasledujica veta ukazuje, ze ¢islo R, (x) (tj.
velkost chyby, ktorej sme sa pri nahradeni ¢isla f(z) éfslom T),(2) dopustili) mozno odhadnif, pokial
vieme odhadnif velkost (n + 1)—vej derivécie funkcie f na intervale s krajnymi bodmi a, .

110 Veta. Nech funkcia f:1 — R je (n + 1)~krdt diferencovateind na intervale I a nech g: I — R je
diferencovatelnd funkcia, pre ktord plati

(Vz e I\ {a})(g'(x) #0) ,

pricom a € I. Potom pre kaZdé x € I\ {a} existuje bod ¢ leZiaci v otvorenom intervale s koncovgmi bodmi
a,z taky, Ze zvysok R, := f — T, Taylorovho polynému T, rddu n funkcie f v bode a mozno vyjadrit v

tvare (nt1) ( )
[ )@ — o) g(x) —g(a)
(1) = . 21
Ru(2) o g (218)
Specidlne, ak g(x) = x — a, dostdvame zvysok R, v Cauchyho tvare
(n+1) — o) (1 —
Ry = L= =) 19
n!
pre g(z) = (x — a)"*! dostdvame Lagrangeov tvar zvysku
f(n+1)(c) +1
Ry(z) = ——F(x—a)""" . 220
(@) = f e ) (220)

1175 tohto dékazu tiez vidno, Ze uvedené tvrdenie by zostalo v platnosti, keby sme predpoklad g € o(z®) nahradili

predpokladom funkcia % je definovand a ohranicend na niektorom prstencovom okoli bodu 0
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Dékaz. Nech F : I — R je funkcia s predpisom '8

(k) (n)

FO) = 0+ £ O -0+ + L0 L0 gy

potom
Ro(z) = f(z) - To(x) = F(z) - Fla)
aprete I je!t?
(k) (k+1)
Py = £+ (- 1o+ roe-o) 4o (<A@ gr e e ) 4
f(n) (t n—1 f(n+1) (t n
ot (A g 1O
Foe n

7 Cauchyho vety o strednej hodnote pouzitej pre funkcie F' a g na intervale s koncovymi bodmi = a
a (splnenie jej predpokladov zaru¢uje okrem iného pozndmka 1 za vetou.91) vyplyva existencia ¢isla ¢
leziaceho "medzi x a a”, pre ktoré plati

R (x) F(z) — F(a) _ F'(c) _ f"*"(0)
g(x) —g(a)  g(x)—gla)  g'(c) g

ak tito rovnost vyndsobime ¢&islom g(z) — g(a), dostaneme (218). Preverenie rovnosti (219) a (220) (t;.

dosadenie konkrétnych funkeii do (218)) prenechdvame na citatela.

18 phredpis pre F' dostaneme tak, ze v predpise Taylorovho polynému T}, nahradime bod a premennou t a  budeme chépat
ako konstantu
H9nezabudnime, Ze derivujeme podla ¢
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