2. Podmienky konvergencie nevlastného integralu.
Absoliitna a neabsoliutna konvergencia nevlastného integralu

Podl’a definicie 1.3 konvergencia nevlastného integralu (3) je ekvivalentna s existenciou
vlastnej limity funkcie

Fo) = [ " f(a)da (6)

pre n — B, n €< a, B).
Preto plati

Veta 2.1. (Cauchyova - Bolzanova podmienka.) Nech funkcia f je definovand na intervale
< a, B) a integrovatelna na I'ubovolnom uzavretom intervale < a,n >C< a, B). Potom

integral faB f(x)dx konverguje prave vtedy, ked’ pre I'ubovolné € > 0 existuje ny €< a, B)
tak, ze pre kazdé n,ne €< a, B) také, ze n1 > ng, n2 > no, plati vztah

/77 n f(@)da

Definicia 2.1. Hovorime, Ze faB f(x)dx konverguje absoliitne, ak konverguje integral

JE | ()| de.

<e&.

Definicia 2.2. Nevlastny integral faB f(x)dx konverguje neabsolitne, ak konverguje, ale
faB |f(z)|dx diverguje.
Poznamka 2.1. 7 absolitnej konvergencie vyplyva konvergencia v obyc¢ajnom zmysle.

Skiimanie absolitnej konvergencie nevlastného integralu sa redukuje na skiimanie kon-
vergencie integralu nezapornej funkcie.

Veta 2.2. Ak funkcia f spliia podmienky definicie 1.3 a f(x) > 0 na < a, B), tak nevlastny
integral (3) existuje prave vtedy, ked funkcia (6) je ohranic¢end na < a, B).

Désledok 2.1. Nech funkcia f je nezdpornd, nerastica na intervale < 1,+00) a nech je
integrovatelnd na kazdom uzavretom intervale < 1,1 >C< 1,400). Potom rad

Yo fm)=F)+f2)+ ..
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a Integral f1+oo f(x)dx konvergujii alebo diverguji siicasne.

Veta 2.3. (Porovnavacie kritérium.) Nech funkcie f a g su definované na intervale < a, B)
a sd integrovatelné na l'ubovolnom uzavretom intervale < a,n >C< a, B). Ak na intervale
< a, B) plati

0< f(z) <g(x),

tak z konvergencie integralu (5) vyplyva konvergencia integralu (4) a plati nerovnost’

/aB f(x)dx < /aB g(z)dx

a z divergencie integrdlu (4) vyplyva divergencia integralu (5).

7 poznamky 2.1, vety 2.3 a prikladu 1.1 vyplyva

Veta 2.4. (Specidlne porovnévacie kritérium pre nevlastny integral na neohrani¢enom

intervale.) Nech na intervale < a,+o0) funkcia f splia vztah |f(x)| < %, kde ¢ a « su
x

konstanty, o > 1. Potom f:oo f(x)dx konverguje. Ak existuje takd konstanta ¢ > 0, zZe
na intervale < a,+o0) plati vztah f(z) > %, v ktorom o < 1, tak f;oo f(x)dx diverguje.
x

Désledok 2.2. (Specidlne porovndvacie kritérium v limitnom tvare). Ak pre a > 1
existuje vlastnd limita lir}rq |f(x)|z® = ¢ > 0, tak integral fa+°o f(z)dx konverguje. Ak
r— 100

pre a < 1, liril f(x)x® = ¢, kde 0 < ¢ < 400, tak integral f;oo f(x)dx diverguje.
T— T 00

Pozndmka 2.2. Specidlne porovndvacie kritérium pre nevlastny integral fjoo f(x)dx
mozno zapisat’ pomocou O - symboliky.

1
Nech f(x) = (’)*(x—a) pre © — +4o00. Potom integrél fa+°o f(x)dx konverguje, ak
a > 1, a diverguje, ak a < 1.
1
Zapis f(x) = O* —a> pre x — +0o je ekvivalentny s tym, ze existuje vlastna
x

lim f(x)z® =c#0.
r—+00
Podobne mozeme sformulovat’” porovnéavacie kritérium konvergencie nevlastného in-
tegralu z definicie 1.2. S vyuzitim poznamky 2.1, vety 2.3 a prikladu 1.2 uvedieme pre
tento pripad len Specidlne porovnavacie kritérium v limitnom tvare a jeho zapis pomocou
O - symboliky.
Veta 2.5. Nech pre o < 1 existuje vlastnd limita lim |f(z)[(b—2)" = ¢ > 0, tak

xr—

f; f(z)dx konverguje. Ak pre a > 1, lim f(z) (b —2)" = ¢, kde 0 < ¢ < +oo, tak

r—b~

f: f(z)dz diverguje.
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Poznamka 2.3. Nech f(z) = (9*( a) pre x — b~. Potom integral ff f(x)dx

(b—x)
konverguje, ak a < 1, a dlverguje ak a > 1.

Aj tu zépis f(z) = ( ) re £ — b~ znamend, ze existuje vlastnd limita

lim f(z)(b—x)* =c#0.

rz—b~
Poznamka 2.4. Uvedieme Specidlne porovnavacie kritérium konvergencie nevlastného

1
lintegralu z definicie 1.3, zapisanom pomocou O - symboliky. Nech f(x) = O* (ﬁ)
r—a)®

pre x — a*. Potom integral ff f(z)dz konverguje, ak o < 1, a diverguje, ak o > 1.

Veta 2.6. Ak konverguje integral faB |f(x)|dz a funkcia g(x) je ohrani¢end na < a, B),
tak ich sicin f(x)g(z) je tiez absolitne integrovatelnd funkcia na < a, B).

Uvedieme este niektoré d’alsie (jemnejsie) kritéria konvergencie nevlastného integralu
pouzitelné aj v pripade neabsolitnej konvergencie integrélu (v zmysle definicie 1.5).

Veta 2.7. (Dirichletovo kritérium.) Nech funkcie f a g su definované na intervale < a, B)
a su integrovatelné na | ubovo]’nom uzavretom intervale < a,n >C< a, B). Ak plati:
1. funkcia F(n) = [ f(z)dz je ohrani¢end na < a, B)

2. funkcia g(x )Je monotonna a hmr}3 g(x) =0, tak fa f(z)g(x)dx konverguje.

Veta 2.8. (Abelovo kritérium.) Nech funkcia f a g su definované na intervale < a, B) a
st integrovatelné na kazdom uzavretom intervale < a,n >C< a, B). Ak plati:

1. integral faB f(z)dz konverguje,

2. funkcia g(x) je monotdénna a ohrani¢end na < a, B), tak faB f(x)g(x)dz konverguje.

Zistite konvergenciu integralov:

35 * dx 36 /OO dz
o At 3 M
o) e’} 2d
0o T+c o ro+ax+1
> x2dx >
39. . 40. dx.
/1 20t — a3+ 22— 1 /a coswaT
oo oo
41. / T cos zdzx. 42. / z"e  Tdzx.
0 0
o0 d o0
43. / e 44. / VTCOST
1 vz +1 0 xT+2
1 2
d d
45. / _vadr 46. / * .
o VI—at L V- Do)
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b b
dx
47. . 48. —_—.
/ VT —a /a V2 — a2
b 2
dw dz
49. 50. —
/a 22 — a2’ o Inz
o 2 In(sin )
51. / 52. / ———dz.
0 V .flfg + ZE 0 ﬁ

53. / sin” T 54. /1 mz .
o 1—a2

55. Dokéazte, ze integrél /
0

(50 a e konverguje, ak s < 1 a diverguje, ak s > 1.
sinx

sin x

1
56. Dokazte, ze integral / dx konverguje, ak p < 2.
0

xP

o0
57. Dokazte, ze, ak integral f t)dt je ohrani¢end funkcia pre x — oo, tak / ﬂf)dx
x
a

konverguje pre o > 0.
58. Nech p(z) > 0, lirf go(x) =0, ¢'(z) <0, ¢'(x) je spojita funkcia pre a < x < oco.
Dokézte, ze integraly [~ ¢(z) costzdz a [ ¢(z) sintwdz, kde t > 0, konverguju.

Pre aké hodnoty parametra « konverguju nasledujice integraly:

59. / ";ﬂ. 60. / go TS
o r°+1 x —sinx
61. / dx . / 1-— cos:c
s z%Inzx 0
o0 o0 t
63. / 2o le2dy. 64. / TEE Wt (a #0).
0 0
65. / Il ), 66. / CRAT 12 (o > 0).
0 T 0 1 —|— ZL’O‘
67 L xedr

0o V 1-— :134 ‘
N4jdite hodnoty parametrov m a n (resp. p a ¢q), pre ktoré nasledujice integraly konver-
guju:

1 0o
1 m
68. / 2P In? —dzx. 69. / T da (n>0).
0 xr 0 1 + "
° x™arctg x % dx
70. [ R0 (n>0). 6 D R —
0 24 zn o sin?zcos?x
72, / de 73, / _de
0 P+ xd . xPIn?x
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00 1
74. / ™z — 1|"dx. 75. / 1 (1 —2)"  da.
0 0

76. Pre aké hodnoty parametrov p, q a r konverguje integral

/OO dx 0
. rP(Inz)¢(Inlnz)""

77. Urcte hodnoty parametrov p1,ps, ..., pn, pre ktoré konverguje integral:

/OO dx
Ceo |T = ar|Pr|T — aglP2 . |x — ay, P

sintx

78. Dokéazte, ze integral / dx konverguje, ak 0 < s < 2, a absolutne konverguje,
0 xs

ak 1 < s < 2.
L .. [°1—costx . }
79. Dokézte, ze integral ———duz konverguje absolutne, ak 1 < s < 3.
0 Xz

* sinz(1l — cosx)

80. Dokazte, ze integrél/

. dx konverguje, ak 0 < s < 4 a absolitne
0 X

konverguje, ak 1 < s < 4.

81. Dokéite ze nasledujice integraly konverguji neabsoltutne:

> cosx sin « >
a) ——dx; b) / ——dx; ¢) / sin z2dzx.
o VT x 0

Zistite absolitnu a neabsolutnu konvergenciu nasledujicich integralov:

82. / \/ECOSZC 83. /00 aP sin(x?)dx (q # 0).
0

x—i—lOO
84. / sin (sec x) dz. 85. / z? cos(e?)dz.
0 0
36 /OO a:psmxd (¢ > 0)
x
| Tppddrlaz

87. Nech P a @ st dva polynémy a polyném () nemd redlne korene v intervale < a, 00).
Dokazte, ze, ak st P < st () — 2, integraly

< P(t) < P()
/a o) sin tdt,/a o0 costdt

88. Nech na uzavretom intervale < a,b > pre kazdé b > a je funkcia f(z) > 0 a funkcia
p(x) je rastica, pricom ¢(z) > x, ¢'(x) a f(x) si integrovatelné funkcie. Ak za tychto
podmienok pre dostatocne velké x
fle()] ¢'(2)
()
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tak integral faoo f(x)dx konverguje, ak pre dostatocne velké x

> 1, p(z) £z,

tak integrdl [ f(z)dx diverguje.

Sformulujte uvedené kritérium konvergencie resp. divergencie integralu faoo f(x)dx v
X

pripadoch: ¢(z) =z + 1; ¢(z) = 2z; ¢(x) = 22; p(x) = €2.
89. Pouzitim tvrdenia tlohy 88 pre pripad ¢(x) = = + 1 ukazte, ze
2

< x o 1
a) integraly / 2—xd:1: a / % sin 2—$da:' konverguju;
1 1

b) integraly / —dz a / 2% sin — dz diverguju.
1 T 1

x5

90. Na zaklade tvrdenia tlohy 88 pre pripad ¢(x) = 2x ukéazte, ze

: o [ sing :
a) integral L dx konverguje;
1 X
: N :
b) integral /2 nz)? diverguje.

91. Pouzitim tvrdenia tlohy 88 pre pripad ¢(x) = e® ukézte, ze integral

o dx
/10 vVa? 4+ 1lnz(lnlnz)>

, kde a > 1,

konverguje a integral
dx

/10 V2 +1lnz.Inlnzx

diverguje.
92. Ak faoo f(x)dx konverguje, musi f(z) — 0 pre z — oo?
Uvazujte priklady: a) [ sinz?dz; b) faoo(—l)[OCQ]dx_

93. Nech f(z) € C < z0,00) t.j. funkcia f a jej derivdcia st spojité v < xg,00),
|f'(x)] < Cprezy <z <ooa f;: | f(x)|dx konverguje. Dokézte, ze f(x) — 0 pre z — oo.

94. Mozeme konvergentny nevlastny integral

/ab f(x)dx

neohranicenej funkcie f(x), definovanej na < a,b >, definovat’ ako limitu zodpovedajiceho

integralneho suctu
n—1

> fm) D,

=1
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kde ZT; S Ti S Ti+1 QA A.CL‘Z = Ti4+1 — .’131?
95. Nech -
| s 1)

konverguje a funkcia ¢(z) je ohranicena. Musi potom konvergovat’ aj integral

/mfuquﬂ (2)

Ak nie, uvedte zodpovedajici priklad. Co mézete povedat’ o konvergencii integralu (2),
ak integral (1) konverguje absolitne?

96. Nech funkcia f(z) je monoténna v intervale 0 < <1 a je neohranic¢end v okoli bodu
x = 0. Dokazte, ze ak existuje
1
| fwyis,
0

RS AN
nlgﬂloﬁgf(ﬁ>_/o f(x)dx.

tak
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