II. Metricky priestor

1. Definicia a zakladné vlastnosti metrickych priestorov

Medzi najzakladnejsie pojmy v matematickej analyze patria pojmy metriky a met-
rického priestoru.

Definicia 1.1. Nech X # () je mnozZina, d je redlna funkcia definovand na kartezidnskom
sucine X x X nasledujicimi vlastnostami:

1. Pre vsetky x,y € X jed(z,y) >0 a d(z,y) = 0 prave vtedy, ked = = y.

2. Pre vsetky x,y € X je d(x,y) = d(y,x).

3. Pre vsetky z,y,z € X jed(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Funkciu d nazyvame metrika na mnozine X a dvojicu (X, d) nazyvame metrickym priesto-
rom.

V dalsom texte obycajne namiesto (X,d) je metricky priestor (ak je jasné o aku
metriku ide), budeme kratko pisat’ X je metricky priestor.

Poznamka 1.1. Vlastnost’ 2. funkcie d sa nazyva symetri¢nost’ a vlastnost’ 3. troj-
uholnikova nerovnost’.

Poznamka 1.2. Nech (X, d) je metricky priestor a ) ZY;Y C X. Na Y x Y definujeme
funkciu d’ nasledovne:

Pre kazdu dvojicu (z,y) € Y x Y plati d'(z,y) = d(z,y). Potom d’ je metrika na
mnozine Y a dvojicu (Y, d') nazyvame metrickym podpriestorom priestoru (X, d).

Definicia 1.2.
1. Nech (X,d) je metricky priestor. Nech A C X. Potom ¢islo (méze byt aj +o00)

diam A = sup{d(z,y); xz,y € A}
nazyvame priemerom (diametrom) mnoziny A. Mnozina A sa nazyva ohranicend
(neohranicend), ak diam < 400 (diam = +00).
2. Pre I'ubovolny bod p € X a ¢ > 0 oznac¢ime:

O(p,e) ={z € X;d(p,x) < e}.
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Tuito mnozinu budeme nazyvat’e - ovym okolim bodu p (vzhladom na metriku d).

Definicia 1.3. Nech {x, }2°, je postupnost’ bodov metrického priestoru (X, d). Hovorime,
Ze tato postupnost’ konverguje k bodu x € X, ak postupnost’ {d(x,,x)}52, konverguje k
nule. Postupnost’, ktord nekonverguje k ziadnemu bodu priestoru (X, d), nazyvame diver-

gentnou. Ak postupnost’{xz,}>2, konverguje k bodu x € X hovorime tiez, ze lim z, = x.
n—oo

Veta 1.1. Kazda postupnost’ bodov metrického priestoru ma najviac jednu limitu.

Veta 1.2. Ak postupnost’ bodov metrického priestoru (X, d){z,}>, konverguje k bodu
x € X, tak kazda z nej vybrana postupnost’ konverguje ku tomu istému bodu x € X.

Poznamka 1.3. Postupnost’ {z,}52; nazveme ohrani¢enou, ak mnozina jej ¢lenov je
ohranicena.

Veta 1.3. Kazda konvergentna postupnost’ bodov metrického priestoru je ohranicena.

Poznamka 1.4. Na kazdej mnozine mozno definovat’ viacero metrik.

Nech d,d" si dve metriky na mnozine X. Budeme hovorit’, ze metriky d a d’ su
ekvivalentné ak plati: Postupnost’ {x, }°° ; konverguje k = v priestore (X, d) prave vtedy,
ked’ konverguje ku x v priestore (X, d’).

Na kartezianskom sucine metrickych priestorov obvykle definujeme metriku nasle-
dovne:

Definicia 1.4. Nech (X1,d1),(X2,d2), ..., (X, dm) st metrické priestory. Oznac¢ime X =
X1 x Xox...x X, Akz,y € X, o= (a1,Q2, ..., m),y = (01, B2, -y Bm). Polozme:

d(z,y) = | Y d?(ai, Bi).
=1

Doporucujeme ¢itatelovi overit’ si, ze funkcia d je metrikou na priestore X. (Vlastnosti
1. a 2. st zrejmé. Trojuholnikovu vlastnost’ mozno overit’ pomocou nasledujicej lemy.)

Lema 1.1. Nech a;,b;(i = 1,,2,...,m) su redlne ¢isla. Potom plati:

m m m
i=1 =1 =1

Veta 1.4. Nech (X1,dy),(X2,d2), ..., (X, d) st metrické priestory. Postupnost’
{X"}>0 prvkov z X = X5 X Xo X ... X Xy, t.].
X" =(a},af,...,al)eX

m
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konverguje k prvku X = (a1, ag, ..., ) € X, v zmysle metriky zavedenej v definicii 1.4,
vtedy a len vtedy, ked pre kazdé i;1 < ¢ < m plati: lim o] = «;, t.j. postupnost’
n—oo

{al}22,, konverguje v priestore (X;,d;) ku bodu «; € X;.

Poznamka 1.5. Konvergencia spominana vo vete 1.4 sa nazyva konvergenciou po siradni-
ciach.

1. Nech < a,b >C R. Oznac¢ime M (a,b) mnozinu vsetkych redlnych funkcii definovanych
a ohrani¢enych na intervale < a,b >. Nech f,g € M(a,b). Dokazte, ze funkcia

d(f,9) = sup | f(z)—g(@)],

reE<a,b>

je metrika na priestore M (a,b).
2. Oznac¢me M — mnozinu vSetkych ohranicenych realnych postupnosti. Nech z,y €
M;x = {z;}2,. Dokdzte, ze funkcia

d(l’,y): sup ’xl_yl ’7
1=1,2,...

je metrika na priestore M.

3. Oznacme znakom [(?) mnozinu vietkych tych redlnych ¢isel, pre ktoré plati:
Ak z € Iz = {z;}2°,, tak > ;7 22 konverguje. Nech z = {x;}2,,y = {y;}°; st
dva body z 1(?). Dokézte, ze funkcia

je metrikou na [(?).

4. Nech X = {1;1; %} Polozme d(z, ) = 0, pre kazdé x € X. Dalej

1 1
1 — ) = —
d(1, d(z,

) 11 1 1 1 1
2

1) = 1%(%%) =d(3,5) = 5:d(1,3)=d(5, 1) = 3.

Je funkcia d metrikou na X7

5. Dokazte, ze vlastnosti 1.,2.,3. metriky, z definicie 1.1 st nezdvislé. (Nezavislost’
vlastnosti chapeme v tom zmysle, ze ziadna z nich nevyplyva z ostatnych vlastnosti. Pozri
navod.)

6. Nech X #0 ad: X x X — R m4 nasledujice vlastnosti:
a) d(z,z) =0 pre vSetky z € X a d(x,y,) # () pre kazdé dva rozne prvky z X.
b) Pre kazdé tri prvky z,y, z € X plati:
d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).
Dokazte, ze d je metrika!
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7. Nech dy, ds st dve metriky na X. Su funkcie dy +ds, max{dy, d2}, min{d;, d2} metrikami
na X7

8. Oznatme E, = {(a1,a2,...,ay);a; € R,i = 1,2,...,n}. Ak z = (21,29,...,2y),y =
(y1, Y2, ---, Yn) st dva body z E,, tak kladieme

d(a,y) = | 3 (@i — o).

i=1

a) Ukazte, ze funkcia d je metrikou na priestore F,. (Funkcia d sa nazyva euklidovska
metrika na F,.)
b) Ak

Ay =(ai,ad, ..., al)

Ay =(a? a3, ...,a%)

Ay =(ak, ak, ... a")

je postupnost’ bodov priestoru (E,, d), potom tato postupnost’ { A;}7°; konverguje v pries-
tore (E,,d) k bodu Ay = (af,a3,...,al) vtedy a len vtedy, ak {a}}$°, konverguje ku
a%, k= 1,2,...,n. Dokazte. V zmysle poznamky 1.5 mozno posledné tvrdenie prefor-
mulovat> V euklidovskych priestoroch postupnost’ bodov konverguje prave vtedy, ked

konverguje po suradniciach.

9. Ozna¢me znakom [ mnozinu vSetkych takych postupnosti {z;}°,, pre ktoré rad
Sooo i | @ | konverguje. Ak z = {x;}22,,y = {y;}$2; st dva body z [, polozme

di(z,y) =Y | @i —yi .
i=1

a) Dokéazte, ze d; je metrika na priestore .

b) Dokazte, ze I C 1®) (poeri priklad 3.)

c¢) Takto na priestore [ mame definované dve rézne metriky d; a metriku d z prikladu 3.
Je na mieste otazka, kol'’ko metrik mozno definovat’ na danej mnozine?

10. Ozna¢me C(a, b) mnozinu vsetkych spojitych funkcii, definovanych na intervale
< a,b> . Presvedcte sa, ze ak f,g € C, tak funkcia

b
d(f,q) = / | f(2) - g(a) | da

je metrika na C(a, b).
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11. Nech S oznacuje mnozinu vSetkych postupnosti redlnych ¢isel. Pre x = {z;}32,
polozme:

— 1 |-y
d(z,y) =) L=y

P 201+ @ —yi |
Dokazte, ze d je metrika na S.

12. Nech R = (—o00,+0). Pre kazdd dvojicu x,y € R definujeme
d(z,y) = sin® (z — y).

Je d metrika na R 7

13. Pre kazdé =,y € R definujeme
d(x,y) = arctg | x —y |.

a) Ukézte, ze d je metrika na R.
b) Ukézte, ze tato metrika je ekvivalentna euklidovskej metrike na priamke.

14. Pre kazdé x,y € R definujeme:

dz,y) =]z -yl

Je funkcia d metrika na R ?

15. X = {(a,b);a,b€ R}. Pre kazdé dva body = = (a1,b1),y = (az,b2) z priestoru X
definujeme:

di(z,y) = max{| a1 —az [;| b1 — b2 [}
do(z,y) =[ a1 —az | + | by — bz |
ds(x,y) = /(a1 — a2)? + (by — b2)? (euklidovskd metrika)

Ukazte:
a) Funkcie d; a ds su tiez metriky.
b) Metriky dy,ds a ds st ekvivalentné.

16. Nech X je mnozina bodov kruznice k. Pre kazdu dvojicu z,y € X definujeme:
d(z,y) = dlzka kratsieho oblika kruznice k, spajajiceho body x a y. Je d metrika na
X7

17. Nech (X, d) je metricky priestor. Pre kazdé A, B C X, A, B # () polozme:
di(A, B) = inf{d(a,b),a € A,b € B}.
Je di metrika na systéme vsSetkych podmnozin priestoru X ?
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18. Oznacujeme C'(a,b) mnozinu vsSetkych spojitych funkcii, definovanych na < a,b > .
Ak f,g € C(a,b), polozme

b
d(f,g9) = \// (f(z) — g(x))%dx.

Je d metrika na C(a,b) ?

19. Ukazte, ze k ekvivatentnosti metrik d; a ds, definovanych na priestore X staci, aby
existovali kladné konstanty a, b tak, ze pre vsetky x,y € X plati:

a-dl(xvy) S dg(ﬂf,y) S bdl(xvy)

Ukézte, ze tato podmienka nie je nutna k ekvivalentnosti metrik d; a ds !

20. Pseudometrikou nazveme taku funkciu d, ktora sa od metriky 1i§i iba v tom, ze d(z, y)
sa moze rovnat’ nule aj pre x # y.

Nech (X, d) je pseudometricky priestor.

Oznac¢me Y nasledujici rozklad priestoru X:
Do jednej a tej istej triedy A € Y, A C X patria tie a len tie body x, , pre ktoré d(z, y) = 0.
Pre A, B € Y definujeme:

d(A,B) =d(a,b);a € A,b e B.

Dokézte, ze d je metrika na priestore Y.
21. Nech (X, d) je metricky priestor. ) # A; C As. Potom diam A; < diam As. Dokézte!
22. Nech (X, d) je metricky priestor. Nech A C X. Ozna¢me

D(A) = {d(z,y); 2,y € A}.

Existuje takd trojprvkova mnozina A C Es, aby D(A) = {0,1} 7 Plati nieco podobné v
Ey=R?7

23. Oznacme (@) - mnozinu vSetkych racionalnych ¢isel z intervalu < 0,1 > a [ - mnozinu
vSetkych iracionalnych ¢isel z intervalu < 0,1 > . Vypocitajte diam @) a diam 1.

24. Nech j1 < jo < ...; k1 < kg < ... su dve rastice postupnosti prirodzenych ¢isel. Nech
{x;}32, je postupnost’ bodov metrického priestoru (X,d) taka, ze {z;,}52, ak {x, }72,
konverguji k tomu istému bodu xg. Nech zjednotenie mnozin {j1, jo, ...} a {k1, k2, ...} je
mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel. Potom aj postupnost’ {z;}:°, konverguje k bodu zg.
Dokazte!

25. Dokazte, ze postupnost’ {1 — %, 3ffr 112, bodov euklidovského priestoru (Ez,d) kon-
verguje k bodu (1, :2;) € Es!

26. Veta 1.4 nam hovori, ze napr. v euklidovskych priestoroch (E,,d) je konvergencia
bodov ekvivalentna tzv. konvergencia po suradniciach. Maji podobnu vlastnost’ i konver-
gencia v priestoroch M, 1,1 z prikladov 2.,3. a 9.7
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27. Na priestore F,, vSetkych usporiadanych n-tic zavedme okrem euklidovskej metriky
dp ind funkciu h:

Ak z = (z1,22,....,20),y = (Y1, Y2, ..., Yn) sU dva body z E,, tak h(z,y) = %, kde s je
prva suradnica, v ktorej sa body x a y lisia. Dokazte, ze h je metrika na FE,,!

28. Nech N je mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel. Pre kazdé celé ¢islo a > 0 definujeme
na N x N nasledujice funkcie:

dy(n,n) =0, pre kazdé n € N,

do(m,n) =a+ ,ak m,n € N, m #n.

m4+n
Ukazte:
a) do nie je metrikou na N.

b) dg, pre a > 1 je metrikou na .
c) Pre vsetky a,b > 1 s dg, dy, ekvivalentné metriky.

29. V suvislosti s vetou 1.2 dokézte: Ak postupnost’ {x, }32; metrického priestoru (X, d)
nekonverguje k prvku x € X, tak existuje taka ¢iastotna postupnost’ {zy, }52; postupnosti
{z,}22 1, ze ziadna jej ¢lastoénd postupnost’ nekonverguje k bodu x.

35



