2. Podmnoziny a body metrického priestoru

Definicia 2.1. Nech (X,d) je metricky priestor. A C X. Bod x € X nazveme bodom
uzaveru mnoziny A, ak existuje postupnost’ {z,}°2 1, x, € A,n = 1,2, ..., ktora konverguje
k bodu x. Mnozinu vsetkych bodov uzaveru mnoziny A nazyvame uzaverom mnoziny A a
oznacujeme A.

Definicia 2.2. Mnozina A, A C X sa nazyva uzavretd, ak A = A. Mnozina A, A C X
nazveme otvorenou, ak X \ A je uzavreta.

K problematike uzavretych a otvorenych mnozin sa mozeme dostat’ aj cez otvorené
mnoziny.

Definicia 2.3. Nech (X, d) je metricky priestor. A C X. Bod p € A nazveme vmitornym
bodom mnoziny A, ak existuje také § > 0, ze O(p,d) C A. Mnozinu vSetkych vniitornych
bodov nazyvame vnitrom mnoziny A a oznacujeme intA.

Veta 2.1. Mnozina A, A C X sa nazyva otvorena, ak A = intA. Mnozina A, A C X sa
nazyva uzavreta, ak X \ A je otvorend.

Veta 2.2. Nech R = (—o0,+00) s obvyklou metrikou. Potom G' C R je otvorena prave
vtedy, ak sa da vyjadrit’ ako zjednotenie disjunktného spocitatelného systému otvorenych
intervalov.

Vlastnosti otvorenych mnozin, spominané v priklade 33. tejto kapitoly inspirovali k
zavedeniu pojmu topologického priestoru.

Definicia 2.4. Nech X je mnozina a T je systém jej podmnozin s tymito vlastnost’ami:
1. 0, X eT.
2. Zjednotenie I'ubovolného systému mnozin z 7 patri do T a prienik koneéného poctu
mnozin z T patri do T .

Systém T , spInajici podmienky 1. a 2. sa nazyva topolégiou na X a mnozinu X nazyvame
topologickym priestorom s topolégiou T a zapisujeme v tvare (X, 7).

Poznamka 2.1. Prvky systému 7 nazyvame otvorenymi mnozinami, ak p € X, potom
okolim bodu p v topologickom priestore (X,7) nazveme kazdd mnozinu G € 7, ktord
obsahuje bod p.

Definicia 2.5. Nech X je metricky priestor. A C X. Bod p € X sa nazyva hromadnym
(kondenzacnym) bodom mnoziny A, ak pre kazdé ¢ > 0 je AN O(p,e) nekonecnd (ne-
spocitatelna). Bod p € A sa nazyva izolovanym, ak existujee > 0 tak, ze ANO(p,e) = {p}.

Oznaéme v poradf znakmi A4, A¢, A° mnozinu vsetkych hromadnych, kondenzaénych,
izolovanych bodov mnoziny A.
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Veta 2.3. X - metricky priestor. A C X,p € X,p € A? vtedy a len vtedy, ak existuje
postupnost’ {p, }°2 1, p, € A,n = 1,2, ..., ktord konverguje k bodu p.

Veta 2.4.
a) A= AU A
b) Al = Ad,
c) (AuB)4 = AU B4,
d) Ak oznac¢ime A% = (A4, tak A C A

(Citatel’ si lahko na priklade ukéze, ze vo vSeobecnosti nemusi v bode d) platit’
rovnost’.)

Definicia 2.6.

a) Mnozina A C X sa nazyva hustd v X, ak A = X.

b) Mnozina A C X sa nazyva brehova (riedka) v X, ak mnozina X — A (X — A) je hustd
v X.

¢) Mnozina A C X nazyvame mnozinou prvej (Baireovej) kategorie v X, ak A = U2 1 Ay,
kde A,,n = 1,2,... su riedke v X. Mnozina A C X sa nazyva mnozinou druhej
(Baireovej) kategdrie, ak nie je mnozinou prvej kategorie.

d) Mnozina A C X sa nazyva husto rozlozend, ak A C A? (teda ak kazdy jej bod je
hromadnym bodom). Mnozina sa nazyva perfektnd (dokonald), ak je uzavreta a husto
rozlozena. Mnozina A C X sa nazyva rozprasena, ak neobsahuje ziadnu neprazdnu
husto rozlozenii podmnozinu.

Veta 2.5.
a) Mnozina A C X je husta v X vtedy a len vtedy, ak pre kazdé okolie O(p,d),p € X,
d > 0 plati AN O(p,d) # 0.
b) Mnozina A C X je riedka v X vtedy a len vtedy, ak ku kazdému okoliu O(p,d) C X
existuje také okolie O(p’,0") C O(p,0), ze ANO(p',d") = 0.
c¢) Mnozina A je husto rozlozend prave vtedy, ak A je husto rozlozena.
d) Zjednotenie 'ubovolného systému husto rozlozenych mnozin je husto rozlozend mnozi-

na.

Veta 2.6. (Cantorova - Bendixonova). Kazdy metricky priestor je zjednotenim dvoch
disjunktnych mnozin, z ktorych jedna je perfektna a druha rozprasena.

Na zaver tejto kapitoly jeden zaujimavy priklad.

Priklad 2.1. Ogzna¢me Cy =< 0,1 >,C; =< O,% > U < %,1 >, t.j. z povodného
intervalu < 0,1 > vynechdme vnitorni tretinu (otvoreny interval (%, %)).02 =< 0,% >

U< %, % > U< g, g > U< %, 1 >, t.j. z oboch povodnych intervalov vynechame vnitorné

tretiny, teda z intervalu < 0, % > vynechame otvoreny interval (é, %) a z intervalu < :2;, 1>
otvoreny interval (g, %). Takto postupujic mozno po n - tom kroku oznacit’ mnozinu:

1 2 3 3" —1
C,=<0,—>U< —, — >U..U<

1
3n 30 30 g
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Thned’ vidno, ze kazda z mnozin C;,7 = 1,2, ... je uzavretd. Uvazujme mnozinu

C= ﬁ Ci.
i=0

Mnozina C je zrejme uzavretd a nazyvame ju Cantorovou mnozinou. Je to znamy a
dolezity priklad uzavretej, riedkej, nespocitatelnej a perfektnej mnoziny na realnej priamke.

Poznamka 2.2.
Mnozinu A = U2, F,,, kde F,, n = 1,2, ... si uzavreté, nazyvame mnozinou typu Fj.

Mnozinu B = N2, Gy, kde G, n = 1,2, ... Su otvorené, nazyvame mnozinou typu
Gs.

30. Nech (X, d) - metricky priestor. Ukézte, Ze pre kazdi mnozinu A, A C X plati, A C A.

31. A, B C X. Potom plati:
)AkACB takXCE.

ol
~—
/\
\_/

e) Bod pE X patri do A vtedy a len vtedy, ak pre kazdé e > 0 je AN O(p,e) # 0.
32. Dokazte vetu 2.1.

33. Ukazte, ze v kazdom metrickom priestore plati:

a) Zjednotenie (prienik) I'ubovolného systému otvorenych (uzavretych) mnozin je otvore-
né (uzavretd) mnozina.

b) Zjednotenie (prienik) koneéného poctu uzavretych (otvorenych) mnozin je uzavretd
(otvorend) mnozina.

c¢) N4jdite nasledujice priklady (napr. na priamke):

Aby zjednotenie nekone¢ného systému uzavretych mnozin nebola uzavretd mnozina.

Aby prienik nekone¢ného systému otvorenych mnozin nebola otvorend mnozina.

34. Ukazte, ze v kazdom metrickom prestore (X, d) st mnoziny @), X obojaké, t.j. sicasne
otvorené aj uzavreté.

35. Dokazte, ze v kazdom metrickom priestore (X, d) plati: Ak p € X,d > 0,q € O(p,J),
tak existuje d; > 0 tak, ze O(q, 1) D O(p,9).

36. Nech d oznacuje trividlnu metriku na priestore X. (d(z,x) = 0 pre kazdé x € X a
d(z,y) = 1 pre kazdé z,y € X,z # y.) Ukézte, ze kazdd mnozina A C X je obojakd v
(X,d).

37. Dokéazte, ze mnozina @ (Q') vsetkych raciondlnych (iraciondlnych) ¢isel nie je ani
uzavretd ani otvorend v R.

38. Nech A C E,,A = {x = (x1,...,2p);| x; |< 1;i = 1,2,...,n}. Dokdzte, ze A je
uzavretd v (Fy,,dp).
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39. Nech d a d' su dve ekvivalentné metriky na priestore X. Dokézte, ze A C X je
otvorena (resp. uzavretd) v priestore (X, d) prave vtedy, ked’ je otvorena (resp. uzavretd)
v priestore (X, d').

40. Nech M oznacuje mnozinu vsetkych ohrani¢enych postupnosti redlnych ¢isel (pozri
priklad 2.). Nech A C M : A ={x = {x;};2, € M;|z; |<1,i=1,2,...}. Dokazte, ze A je
uzavreta v M|

41. Ak (X,d) je metricky priestor, A C X, potom diam A = diam A. Dokézte!

42. Nech (X, d) je metricky priestor a p € X. Potom {p} je uzavretd a tym X — {p} je
otvorena. Dokézte!

43. Nech (X, d) je metricky priestor a A C X. Potom mnozina A je uzavretd (otvorend)
v (X, d) prave vtedy, ked mnozina X \ A je otvorend (uzavretd) v (X, d). Dokazte!

44. Nech (X, d) je metricky priestor, postupnost’ {x;}°; je postupnostou jeho bodov. Bod
x € X nazveme hromadnou hodnotou postupnosti {z;}5°,, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje
nekonecne vela n € N takych, ze d(z,,z) < . Oznaéme L(z1,x2,...) mnozinu vietkych
hromadnych hodnét postupnosti {z; }52;.

a) Dokazte, ze pre kazdi postupnost’ je L(z1, zo, ...) uzavreta v X.

b) Zostrojte taky priestor (X, d) a postupnost’ {z;}$2; v fiom, aby L(x1,x2,...) = (.

45. Nech (X,d) je metricky priestor, A C X. Potom mnozinu H(A) = AN (X — A)
nazyvame hranicou mnoziny A. Dokazte, ze:

a) Hranica I'ubovolnej mnoziny je uzavretd mnozina.

b) Bod p € X patri do H(A) prave vtedy, ked pre kazdé 6 > 0 plati: aj AN O(p,d) # 0,
aj (X —A)NO(p,d) # 0.

¢) Mnozina A je obojaké prave vtedy, ked H(A) = ().

46. V priklade 17. bol zavedeny pojem vzdialenosti dvoch mnozin metrického priestoru
(X,d), t.j. ak A, B C X :dist (A, B) =di(A, B) =inf {d(a,b),a € A,b € B}.

a) Ak p € X, B C X, tak dist ({p}, B) = 0 prave vtedy, ked p € B. Dokéazte!

b) Zostrojte napr. v (Es, dy) také disjunktné uzavreté mnoziny A, B, aby dist (A, B) = 0.

47. Nech (X, d) je metricky priestor p € X,0 < 01 < d2. Dokazte, ze O(p,d1) C O(p, d2).

48. Nech @ (Q') oznacuje mnozinu vsetkych raciondlnych (iraciondlnych) ¢isel. Potom

intQ =intQ' =0,Q = Q' = R, H(Q) = H(Q') = R. Dokéite!

49.

a) Ak (X, d) je metricky priestor, A C X, potom vzdy intA N H(A) = (). Dokdzte!

b) Ak (X,d) je trividlny metricky priestor, A C X, tak intA = A,H(A) = 0, A = A.
Dokazte!

50. Nech (X,d) je metricky priestor. Dokéazte, ze pre kazdi mnozinu A C X plati:
HA)=H(X —A).

51. Dokazte, ze v priestore (R, dy) neexistuji okrem ) a R ziadne iné obojaké mnoziny.

52. Nech X = {a,b,c}. Zvolme S = {0, X, {a, b}, {b,c}}. Je S topolégiou na X?
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53. Nech X je nekone¢na mnozina. Ozna¢me S systém podmnozin A priestoru X, kde A
je bud’ prazdna, alebo X — A je konecna.

a) Ukazte, ze S je topoldgiou na X.

b) Dokazte, ze neexistuje takd metrika d na X, aby systém otvorenych mnozin v metrickom
priestore (X, d) splyval s topolégiou S.

54. Dokézte, ze kazdy bod podmnoziny A metrického priestoru (X, d) je bud’ izolovanym
alebo hromadnym bodom mnoziny A (t.j. plati A = A°U (AN A9).

55. Zostrojte taku mnozinu A C E, aby vSetky body mnoziny A boli izolované, ale aby
Ad £,

56. Oznacme C' - mnozinu vSetkych celych ¢isel, () - mnozinu vsetkych raciondlnych ¢isel.
Potom C° = C, ale Q° = (). Dokézte! (A° zna¢i mnozinu izolovanych bodov.)

57. Riedka podmnozina metrického priestoru je brehova. Obratené tvrdenie nemusi platit’.
Dokazte!

58. Kazda riedka mnozina je mnozina prvej kategdrie. Obratené tvrdenie nemusi platit’.
Dokazte!

59.

a) Dokézte, ze podmnozina A trividlneho metrického priestoru X je hustd v X préve vtedy,
ked A = X.

b) Dokézte, Ze mnozina Q x @ je hustd v E2.

c) Dokéazte, ze mnozina vsetkych ohrani¢enych postupnosti raciondlnych ¢isel je hustd v
M (pozri priklad 2.).

d) Dokézte, ze mnozina vSetkych konvergentnych postupnosti redlnych ¢isel je uzavretd a
riedka v M.

60. Nech A je uzavretd alebo otvorend podmnozina metrického priestoru X. Dokazte, ze
potom H(A) je riedka v X.

61. Dokazte, ze mnozina A je perfektnd vtedy a len vtedy, ak A = A,
62. Dokézte, ze mnozina A je brehova (riedka) prave vtedy, ked intA = () (intA = ().

63. Nech f(z) je spojitd redlna funkcia. Dokazte, ze mnozina F, = {z € R; f(z) > a} je
uzavretd v R.

64. Nech a,b € R,a < b su dané. Oznac¢me E mnozinu vsetkych spojitych funkeii,
definovanych na < 0,1 >, pre ktoré plati: a < f(x) < b, v kazdom bode x €< 0,1 >.
Dokézte, ze mnozina E je otvorend v priestore C(0,1) (pozri priklad 10.). A mnozina
F={f(x) e C(O,1);a < f(z) < b;x €< 0,1 >} je uzavreta v C(0, 1).

65. Nech g € C(0,1). Dokéazte, ze mnozina vsetkych tych funkcii z C(0,1), pre ktoré
f(x) > g(x), (pre kazdé x €< 0,1 >) je otvorena v C(0,1). A mnozina vsetkych tych
f(z) € C(0,1), f(x) > g(x) (pre z €< 0,1 >) je uzavreta v C(0, 1).

66. Nech (X, dy) a (Y, dy) st metrické priestory. Nech A; C A C X, A; hustd v A. Potom
f(A1) je hustd v f(A). Dokézte!
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67. Dokazte, ze v kazdom metrickom priestore (X, d) plati
X —intE=X —E; X - F = int(X - E),

pre kazdi mnozinu E C X.

68. Dokazte: Ak (X, d) je metricky priestor, A, B C X, tak int(ANB) = intANintB. Pre
nekoneény pocet ¢initelov v8ak plati: NiepintAy O int(NierAr), T - nekoneénd. Dokazte!

69. Ak (X,d) je metricky priestor, A, B C X. Zistite, ¢i plati analogickd rovnost’
int(AU B) = intAUintB?

70. Mnozinu véetkych hromadnych bodov mnoziny A, (oznacujeme A a nazyvame de-
rivaciou mnoziny A). N4jdite mnozinu A C X tak, aby A¢ # 0, ale (A%)? = ().

71. V euklidovskej rovine E? udajte nasledujice priklady:
a) A C E% H(A) =0 (pozri priklad 45.).

b) ACE? H(A)#0a AN H(A) = 0.

c) A C E?, A - nekonecnd, A = H(A).

72.
a) Dokazte: H(AUB) C H(A)U H(B).

b) Pre nekoneéne vela mnozin analdgia neplati!

73. Uvazujeme v rovine E? systém ststrednych uzavretych kruhov o polomeroch r; <
ry < ... <r, <...Jezjednotenie tychto kruhov uzavreta mnozina?

74. Dokézte ekvivalentnost’ nasledujicich definicii:
a) Mnozina A C X je uzavretd v X, ak A C A.

b) Mnozina A C X je uzavretd v X, ak A% C A.

¢) Mnozina A C X je uzavretd v X, ak H(A) C A.

75. Dokézate, ze uzaver mnoziny A sa rovnd prieniku vSetkych uzavretych mnozin, ob-
sahujucich mnozinu A.

76. Dokazte, ze int A sa rovna zjednoteniu vsetkych otvorenych podmnozin, obsiahnutych
v A.

77. Plati nasledujice tvrdenie: Ak A je uzavreta, tak A = intA? Resp. plati namiesto
rovnosti aspon niektora inkluzia?

78. Dokazte, ze kazda mnozina A, ktorad obsahuje len izolované body, je typu Fj.

79. Nech (X,d) je metricky priestor, A C X,p € X. Overte platnost’ nasledujicich
tvrdeni:

a) dist (p, A) = dist (p, A)

b) dist (p, A) = dist (p,intA).

80. Nech F} a F5 st dve disjunktné uzavreté podmnoziny metrického priestoru (X, d).
Ukéizte, Ze existuju otvorené mnoziny Gy a Go,G1 D Fi,Go D Fy,G1 NGy = 0.
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81. Dokazte:

a) Komplement mnoziny F, (Gs) je mnozina typu G5 (F,).

b) Kazda uzavretd mnozina je typu Gy a kazda otvorend mnozina je typu Fy.

82. Dokazte, ze:

a) Mnozina @) vSetkych raciondlnych ¢isel na priamke je mnozinou typu Fy, ale nie typu
Gs.

b) Mnozina I v8etkych iraciondlnych ¢isel na priamke je mnozinou typu Gy, ale nie typu
F,.
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