4. Kompaktné priestory

Definicia 4.1. Nech (X, d) je metricky priestor. Mnozina A C X sa nazyva kompaktnd,
ak z kazdej postupnosti bodov mnoziny A mozno vybrat’ ¢iastoéni postupnost, ktora
konverguje v mnozine A (t.j. konverguje a jej limita patri do A). Budeme hovorit), ze
metricky priestor (X, d) je kompaktny, ak mnozina X je kompaktnd.

Uved'me aj topologicku variantu predchadzajicej definicie:

Veta 4.1. Mnozina A C X sa nazyva kompaktna, ak z kazdého pokrytia tejto mnoziny
otvorenymi mnozinami mozno vybrat’ konecné podpokrytie.

Veta 4.2.
a) Kazdy kompaktny metricky priestor je separabilny a tplny.
b) Kazda kompaktnd podmnozina metrického priestoru je uzavreta.
¢) Kazda uzavretda podmnozina kompaktnej mnoziny je kompaktnd mnozina.

Definicia 4.2. Topologicky priestor (X,7) sa nazyva suvisly, ak sa mnozina X nedd
rozlozit’ na dve neprazdné otvorené disjunktné podmnoziny.

Veta 4.3. Topologicky priestor (X, T) nie je suvisly vtedy a len vtedy, ked’ v niom existuje
nepréazdna obojaka (sicasne otvorend aj uzavretd) mnozina, rézna od X .

Veta 4.4. Podmnozina realnej priamky s obvyklou topolégiou, obsahujiica asporn dva
rozne body, je siuvisla prave vtedy, ked’ je intervalom.

119. Ak (X, d) je kompaktny metricky priestor, tak pre kazdé ¢ > 0 existuje kone¢na
e - siet’ priestoru X. (Pozri priklad 96.) Plati i obratené tvrdenie?

120. Dokéazte vetu 4.2.

121. Kazda kompaktna mnozina je ohranicena, t.j. ak A C X, A - kompakt, tak
diam A < 4o00. Dokazte!

122. Predchadzajuce priklady 120. a 121. ndm hovoria, ze kazdd kompaktnd mnozina je
uzavretd a ohranicend. Na vhodnych prikladoch ukazte, ze existuji uzavreté a ohranicené
mnoziny, ktoré nie si kompaktné!

123. Dokazte, ze v kazdom euklidovskom priestore (E,,,dg),n = 1,2, ... je mnozina A C E,
kompaktnd vtedy a len vtedy, ked’ A je uzavretd a ohranic¢ena.

124. Dokazte, ze mnozina A je kompaktnd prave vtedy, ak kazda jej nekonec¢nd podmnozi-
na ma hromadny bod, patriaci do A.

125. Dokazte, ze kazdy euklidovsky priestor E,, je separabilny a uplny (pozri priklad 85.),
ale nie je kompaktny! Porovnajte s vetou 4.2 a).
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126. Nech X7, Xo, ..., X,,, st kompaktné metrické priestory. Jei priestor X7 x Xox...xX,,
kompaktny?

127. Nech A4, As, ..., A, si kompaktné podmnoziny metrického priestoru X.
a) Dokazte, ze A1 U As U...U A,, je kompakt v X.
b) Mozno toto tvrdenie rozsirit’ na nekone¢ne vela mnozin?

128. Nech (X,d) je kompaktny metricky priestor a nech Fy,k = 1,2,... si neprazdne
uzavreté podmnoziny X. Nech Fy D F» D ... D Fj D .... Potom N2 F} # (). (Cantorova
veta. Porovnaj s vetou 3.4.)

129. Vo vete 3.4 bol N2, F,, jednobodova mnozina (pozri priklad 83.). Ukazte, ze za
predpokladov prikladu 128. moéze byt N2, F}, viac ako jednobodova mnozina.

130. Dokazte, ze metricky priestor (X,d) je kompaktny vtedy a len vtedy, ak kazdé
spocitatelné otvorené pokrytie priestoru X obsahuje konecné podpokrytie tohoto priestoru.
(Porovnajte definiciu 4.1 a vetu 4.1.)

131. Nech (X, d) je metricky priestor. Ukézte, ze metrickd i topologicka charakterizacia
kompaktnej mnoziny st ekvivalentné! (Pozri definiciu 4.1 a vetu 4.1.)

132. Nech (X, d) je uplny metricky priestor. Potom A C X je kompaktnd vtedy a len
vtedy, ak A je uzavretd a pre kazdé € > 0 obsahuje kone¢nu ¢ - siet’. (Pozri priklad 119.)

133. Dokazte, ze topologicky priestor (X, 7) je stuvisly vtedy a len vtedy, ked’ ku kazdym
dvom bodom z,y € X existuje taka stvisla mnozina G C X, ze z,y € G.

134.

a) Zostrojte metricky priestor, ktory:

1. je uplny, ale nie je suvisly;

2. je suvisly, ale nie je tuplny;

3. je kompaktny, ale nie je suvisly;

4. je suvisly, ale nie je kompaktny.

b) Zostrojte topologicky priestor, ktory:
5. je separabilny, ale nie je suvisly

6. je suvisly, ale nie je separabilny.

135. Nech FE je suvislda mnozina, obsahujica aspon dva rozne body. Dokazte, ze E
neobsahuje izolované body.

136. Dokazte, ze priestor X je nesuvisly vtedy a len vtedy, ak existuju také neprazdne
podmnoziny A, B C X, ze plati: (AN B)U (AN B) # 0.

137. Dokazte, ze priestor X je nesuvisly vtedy a len vtedy, ak existuju neprazdne
podmnoziny A, B C X, AN B = (), pricom obe st uzavreté, alebo obe otvorené.
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138.

a) Nech FE je nesivisld uzavretd mnozina. Potom mozno rozlozit’ mnozinu F na : E =
AUB; A, B - uzavreté, A,B# (), AN B = (.

b) Ak FE je nesivisld otvorend mnozina. Potom existuje rozklad mnoziny E: E = AU
B; A, B - otvorené, A, B # 0AN B = ().

139. Nech E, F' - uzavreté mnoziny. Dokézte, ze ak £ U F aj E'N F' sd suvislé mnoziny,
potom aj E a F' sd suvislé.

140. Na priklade ukazte, ze ak by v predchadzajicom priklade aspon jedna z mnozin A, B
nebola uzavreta, potom tvrdenie nemusi platit’.

141. Dokazte: _
a) Ak A C X, A - suvisld, potom aj A je stuvisla.
b) Obratené tvrdenie nemusi platit’.

142. Nech A je stuvisld. Potom kazd4d mnozina M : A C M C A je tiez sivisla. Dokdazte!

143. Nech A C X a pre kazdé dva body z,y € A existuje suvisld mnozina Q,Q C A,
x,y € Q, potom A je suvisla v X. Dokazte!

144. Dokézte, ze mnozina vsSetkych tych bodov euklidovskej roviny FEs, ktorych obe
siuradnice su iraciondlne, je nesivislé!

145. Nech A oznacuje uzavrety kruh v rovine E5. Dokazte, ze A je suvisla mnozina!

146. Nech E; a F, su stuvislé mnoziny, E1 N Ey # (), potom E1 U FE5 je tiez stvisld mnozina.
Dokéazte!

147. Nech E; C Ey C ... je rastica postupnost’ sivislych mnozin. Potom F = U2, E; je
suvisla. Dokazte!

148. Nech {E;}2, je postupnost’ sivislych mnozin. Nech pre kazdé i = 1,2,... plati
E;NE;11 # 0. Potom aj mnozina E = U2, F; je sivisld. Dokazte!

149. Nech {E;}°, je postupnost’ neprdazdnych sivislych mnozin a takd, ze pre kazdé
i =1,2,... je E; U E;;1 stvisld mnozina. Potom aj U2, E; je suvisld. Dokézte!

150. Dokazte, ze mnozina vsetkych tych bodov roviny Fs, ktorych aspon jedna siradnica
je raciondlna, je suvisla.

151. Dokézte, ze E C R (redlna priamka) je stuvisld vtedy a len vtedy, ak F je interval.

152. Nech (X, d) je stuvisly metricky priestor. Potom X obsahuje len dve obojaké mnoziny
a to ) a X. Dokézte!

153. Nech X a Y st metrické priestory. V zmysle definicie 1.4 uvazujeme metricky priestor
X xY.Nech EFC X,F CY,FE, F neprazdne. Dokézte, ze E X F je suvisla v X XY vtedy
a len vtedy, ak E a F' su suvislé v prislusnych priestoroch X a Y.

154. Nech A;,t € T je systém suvislych mnozin s neprazdnym prienikom. Potom mnozina
E = Uier A, je suvisla. Dokazte!
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155. Neprazdnu podmnozinu A mnoziny E nazyvame komponentou mnoziny F ak: A je
suvisla a kazd4 suvisld mnozina B, pre ktoru plati A C B C E je uz totozna s A.

Dokazte, ze ku kazdému bodu x € E existuje prave jedna komponenta mnoziny F,
obsahujiuca bod x.

156. Nech ' C FE,F # 0 a F - suvisla. Dokazte, ze existuje prave jedna komponenta
mnoziny F, obsahujica mnozinu F.

157. Dokazte, ze kazdd komponenta uzavretej mnoziny je uzavreta mnozina.

158. Dokazte, ze kazdi neprazdnu mnozinu E mozno jednoznacne rozlozit’ na jej kompo-
nenty.
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