II1. Diferencialny pocet funkcii
viacerych premennych

1. Limita a spojitost’
1.1. Definicia realnej funkcie

Definicia 1.1.1. Nech M C R",M = (). Redlnu funkciu definovanii na mnozine M
nazyvame redlnou funkciou n premennych. Budeme ju oznacovat’ f : M — R!, alebo

f(x), alebo f(z1,22,...,xy).

Mnozinu M budeme nazyvat® definicnym oborom funkcie f. Pod symbolom f(x)
budeme tiez rozumiet’ hodnotu funkcie f v bode x. Ak funkcia je urcend vzorcom a nie je
udany jej obor definicie, rozumieme jej oborom definicie mnozinu vsetkych tych bodov x,
pre ktoré je hodnota f(x) redlne ¢islo.

Poznamka 1.1.1. Pojmy ako st ohranicenost’ funkcie, maximum, minimum, supremum,
infimum funkcii, parcidlna funkcia, su tie isté ako v pripade funkcie jednej premennej. Tak
isto i operacie s funkciami viac premennych sa definuju tak, ako to bolo v pripade funkcii
jednej premennej.

Poznadmka 1.1.2. Funkciu dvoch premennych budeme ¢asto oznacovat’ z = f(z,y) a
funkciu troch premennych budeme oznacovat' u = f(z,y, z).

1.2. Graf realnej funkcie n premennych

Definicia 1.2.1. Grafom funkcie f(x), definovanej na mnozine M C R™, M # (), rozu-
mieme mnozinu G vsetkych takych bodov (1,2, ...,Tn, Tny1) € R"Y, pre ktoré plati:
(21,22, ey ty) € M,z = f(x1,22,...,2,). Pri zostrojovani grafu funkcie dvoch pre-
mennych je vyhodné zostrojit’ priesecnice grafu funkcie rovinami rovnobeznymi so suradni-
covymi rovinami, alebo rovinami prechadzajicimi niektorou zo siradnicovych osi. Nazyva-
me ich rezmi. Rezy rovnobezné s rovinou R, nazyvame vrstevnicami.
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1.3. Definicia vektorovej funkcie n premennych

Definicia 1.3.1. Nech M C R",M # (. Vektorovou funkciou n premennych budeme
rozumiet’ taku funkciu, ktord kazdému bodu x = (x1,x3, ..., x,) € M priradi nejaky vektor
y = (y1,Y2, ..., Ym) € R™. Vektorovu funkciu n premennych budeme oznacovat’

f:M — R™, alebo y = f(x), alebo

1. Dand je funkcia z = f(z,y). Vypocitajte f(1,3), f(—1,2), ak:
a) f(z,y) =vz?y+y+1

b) f(z,y) = arcsin(z + y).

2. N4jdite definiéné obory danych funkcii z = f(x,y) resp. u = f(z,y, z) a znazornite ich
v R? resp. R3, ak:

a) f(2,y) = ez, 7 >0 b) flz,y) =4/1-% - % a>b>0
c) f(z,y) =In(y* — 4z +8) d) f(z,y) = Va.siny

e) f(z,y) = /(1 —2?)(1—y?) f) f(z,y) =Inz —Insiny

g) f(z,y) = arcsin =1 h) f(z,y) = Inzy + /22 — y2

1) f(x, y) = 111(9 — ;(;2 _ y2) + \/ﬁ + arcsin%
j) f(z,y,2) = m k) f(x,y,2) =Inxyz

D) f(z,y,2) = \/4—x2 —y2 — 22,

3. Aké druhy kriviek si rezy grafov danych funkcii z = f(z,y) rovinami rovnobeznymi so
sturadnicovymi rovinami R, R,.”?

a) f(xay):xz_yz

b) f(:c,y) = $y2'
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4. Najdite vrstevnice na grafoch funkcii z = f(x,y):
a) f(z,y) = /1—a®—y?

b) f(z,y) = 3z* + 2y°

c) fz,y) = zy.

5. Nagcrtnite grafy funkcif:

a)z=x—y b)z=—-2c—-y+1
c) z = 4x?% + 9y? d) z = 2% -y

e) z=4—x? —y? f) z=/1—22—y?
g) z=/x? + y>? h) z=1—y>2
1.4. Limita funkcie n premennych

Definicia 1.4.1. Funkcia f ma v hromadnom bode a svojho definicného oboru M limitu
¢islo b, ak Ve > 0 3 0 > 0 tak, ze Vo € M, pre ktoré 0 < o(x,a) < § je | f(z) —b |< e.
Limitu funkcii f v bode a budeme oznacovat’ takto:

lim f(z), alebo m}lggl flxy, 29, 2p),

kde a1, as, ..., a, su suradnice bodu a.

Definicia limity vektorovej funkcie f v bode a

Definicia 1.4.2. Funkcia f ma v hromadnom bode a svojho definicného oboru M limitu
B = (b1,ba,...,by,), ak Ye > 0 36 > 0 tak, ze Vo € M, pre ktoré 0 < p(z,a) < 0 je
f(z) € O:(B).

Limitu vektorovej funkcie f v bode a budeme oznacovat’ takto:

lim f(x), alebo Jim fi(z1, o, .oy )

Veta 1.4.1. Nech a je hromadny bod oboru definicie M funkcie f. Funkcia f ma v
bode a limitu c¢islo b prave vtedy, ak pre kazdid postupnost’ bodov {x(k)}g’il z mnoziny M
z®) £ a, k= 1,2,..., ktord konverguje k bodu a je klim f(z®) =b.
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Poznamka 1.4.1. Pre funkciu n premennych platia analogické vety ako pre limitu funkcie
jednej premennej.

Definicia 1.4.3. Funkcia f sa nazyva nekonecne mald v bode a, ak lim f(z) = 0.
r—a

f(x)

Definicia 1.4.4. Ak f a g su funkcie nekone¢ne malé v bode a a lim (—) = 0, potom
Tr—a g €T
hovorime, ze [ je v bode a nekonecne mala vyssieho radu ako g a piSeme f = o(g) pre

T — a.
Poznamka 1.4.2. Pod symbolom x — oo, kde x = (z1, 2, ..., z,) budeme rozumiet’
r; —00,1=1,2,..,n.

Definicia 1.4.5. Nech funkcia f je definovand na mnozine M, ktord obsahuje body
l'ubovolne vzdialené od bodu 0 = (0,0, ...,0). Cislo b sa nazyva limitou funkcie f pre
x — oo prave vtedy, ak Ve > 0 3 K > 0 tak, ze Vo € M, pre ktoré o(x,0) > K plati
| f(x) —bl<e.

Dvojnasobné limity funkcie dvoch premennych

Definicia 1.4.6. Nech funkcia f(z,y) je definovand na mnozine M C R? a nech [z, yo|

je hromadnym bodom mnoziny M. Nech pre kazdé x # xo také, ze |x,y| € M exis-

tuje lim f(x,y) = g(x) a nech tdto funkcia ma v bode z( limitu, potom lim g(z) =
Yy—Yo T—TQ

lim [ lim f(x, y)} sa nazyva dvojndsobna limita funkcie f v bode [xg,yo] podla y a x.

T—To [Y—Yo

Analogicky sa definuje dvojndsobnd limita funkcie f(x,y) v bode [zg,yo] podla x a y.

Oznacme: | = limO f(z,y),l12 = lim {lim f(zc,y)] o1 = lim [lim f(x,y)}
T—T T—To

Y—10 Y—Yo Y—Yo [T—To
Veta 1.4.2. Nech existuje limita funkcie f(x,y) v bode [xq,yo] a nech existuje 'ubovolnd
z dvojnasobnych limit, potom sa tieto limity rovnaju.

Dosledok 1.4.1. Ak erstuje l, 112, 121, pOtOHl [ = 112 = l21.

Désledok 1.4.2. Ak l15 # l21, potom limita funkcie f(x,y) v danom bode [zg,yo| ne-
existuje.

Poznamka 1.4.3. Pojem dvojnasobnej limity mozno definovat’ aj v pripade, ze xy alebo
Yo, alebo zg i yg st rovné oo alebo —oo.

Poznamka 1.4.4. 7 existencie dvojnasobnych limit funkcie f v danom bode a z ich
rovnosti nevyplyva existencia limity v tomto bode. Pozri priklady 21. a), 23. b).

Poznamka 1.4.5. 7 existencie limity funkcie f v danom bode nevyplyva existencia
dvojnasobnych limit funkcie f v tomto bode. Pozri priklady 22.,26.

6. Definujte limitu funkcie f : M C R™ — R™ pomocou normy v R" resp. R™.
7. Definujte nevlastni limitu funkcie f : M C R — R™.
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V nasledujucich prikladoch vypocitajte limity:

2 — /4 —
8. lim (2% +y+2). 9. lim —— Y-
rx—1 x—0 Ty
y—2 y—0
2 2 :
10. lim Ty 11. lim 2%

1=0 /22 P+ 11 =0 @

1-— 2 4 g2 t
12. lim ;OS(Q; J;y2). 13. lim 2%,
r=0 (22 +y?)aty ity
14, lim Y 15, lim (22 + y2)e~ @),
y—00 Yy—00
xy 2132 2 2
16. lim <ﬁ) . 17. lim (2% +y%)" 7.
L—00 \ x4 4 Y z—0
Yy—0oo y—0
3 3
18, lim = 1Y
I
e T
19. a) hm (1 + zy)=Z+ey =3 b) lim ———.
e =g oy
20. Zistite, ¢i existuje:
a) lim & b) lim Ty

z—0 T2 z—0 , /22 2"
y—0 + y y—0 <+ Y

21. Dokéazte, ze nasledujice limity neexistuju:

0) lim LYY b lim S 17—yl
eo8 o —ay +y? VLR
. In(z+y) . x2y
¢) fim — — 4 lim S
y—0 y—0

22. Dokézte, ze funkcia f(z,y) = (z + y) sin l sin & , Je nekonecne mald v bode (0,0).

23. Vypocitajte dvojndsobné limity ( lim lim f(w y) a lim hm f(z,y)):
Y—Yo Zo

T—To Y—Yo

xr—y x2 +:Cy—|—y

= :0 :0_ b = :0 :0.
a) f(way) x_'_vao » Yo )f<x7y) $2—$y+y2vw0 » Yo
) Foay) = L 0.0, ) flany) = S
C xr = ——————— V Iy = = U. e =  ———F VIog=0 = X
'Y $2+y2 0 » Yo 'Y $2+ 4 0 » Yo

24. Ukazte, ze pre funkciu f(z,y) = W;f(;—byﬁ plati:

lim hm f(z,y) = lim hm f(z,y) =0,

z—0y—0 y—0x—

ale hm f(x,y) neexistuje.
z—0

y—0
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2 2 2 2 2 2
25. Ukdate, 7e lim lim — Y — Jim lim — Y ale Jim o Y
B SR ot ENAP L S g

neexistuje.
26. Zistite, ¢i existuji dvojndsobné limity funkcii f(z,y) = (x+y) sin% sin i v bode (0, 0).

1.5. Spojitost’ funkcie n premennych

Definicia 1.5.1. Nech f : M — R', M C R"™. Hovorime, ze funkcie f je spojita v bode
a € M, ak pre I'ubovolné okolie O(f(a)) bodu f(a) existuje také okolie O(a) bodu a, ze
f10(a) " M] C O(f(a)).

Poznamka 1.5.1. Ak v definicii 1.5.1. budeme predpokladat’, ze a je hromadnym bodom
mnoziny M, tak dostaneme nasledujice tvrdenie.

Veta 1.5.1. Nech f: M — R', M C R", nech a je hromadnym bodom mnoziny M,
a € M potom f je spojita funkcia v bode a vtedy a len vtedy, ak lim f(z) existuje a plati
r—a

tim f(z) = f(a).

Definicia 1.5.2. Body, v ktorych nie je funkcia f spojita sa nazyvaji body nespojitosti
tejto funkcie.

Definicia 1.5.3. Prirastkom funkcie f v bode a nazyvame funkciu Af = f(x) — f(a),
x € M. Nech a = (ay,as,...,a,) ax = (1,22, ..., T,), ak oznac¢ime Ax; = x; — a;,

i=1,2,...,n, tak A\ f moézeme napisat’ v tvare

Af = flar + Az, a0 + Axg, ...y an + Axy) — flay, ag, ..., ap).

Veta 1.5.2. lim f(z) = f(a) <= lim Af = 0.

r—a r—a

Spojitost’ funkcie vzhI’'adom na jednotlivé premenné

Nech vsetky premenné funkcie f(x1, o, ..., z3) okrem jednej si pevné, napr.
x; =a;,1={1,2,...k—1,k+1,...,n} a xx je premennd. Premennej xj, prislicha prirastok
Azy. Prirastok funkcie f v bode a prislichajici prirastku Axj oznac¢ime takto:

Dy, f = flar,ag, ..., ak—1, ak + ATk, A1, .y an) — fla, ag, ..., ap).

Definicia 1.5.4. Funkcia f(x1,x2,...,%,) Sa nazyva spojitd v hromadnom bode a =

(a1, az, ...,ay) svojho definicného oboru f vzhladom k premennej xj, ak Ahm . N, f=0.
T —

Veta 1.5.3. Ak je funkcia f(x1,xa, ..., ;) definovand v nejakom okoli bodu
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a = (a1, as,...,a,) a je spojitd v bode a, potom je spojitda vzhladom ku kazdej premennej
zvlast’.

Poznamka 1.5.2. Vety o spojitosti stuctu, rozdielu, su¢inu a podielu dvoch funkcii platia
analogicky ako pre funkciu jednej premennej.

Definicia 1.5.5. Nech funkcia y = f(x1,x2,...,x,) je definovand na mnozine M C R™.
Nech z; = @;(t1,ta2,....tg), 0 = 1,2,...,n je n funkcii k premennych, ktoré su definované
na mnozine M; C RF. Nech pre tieto funkcie plati, Ze pre bod [p1(T), 2(T), ..., on(T)] €
M, ak T = [t1,to,....,tx] € M;. Potom mézeme na mnozine M definovat’ funkciu F k
premennych tak, ze pre kazdy bod T = [t,ta, ..., tx] € My je

F(T) = f(p1(T), p2(T), ..., on(T)). Tato funkcia sa nazyva zlozena funkcia.

Veta 1.5.4. Nech funkcie x; = @;(t1,t2,...,tx) prei = 1,2, ..., n su spojité v bode
a = (a1, as,...,ax) a funkcia f(x1,xs,...,x,) je spojita v bode b = (by, ba, ..., by,), kde
b; = ¢i(a1,az,...,ax),i =1,2,...,n. Potom zlozend funkcia

F1(E1, E, oo th), ooy @1, oy ey t4)] je spojité v bode a.

Definicia 1.5.6. Funkcia f(x1,x2,...,x,) Sa nazyva spojita na mnozine M, ak je spojita
v kazdom bode mnoziny M .

Definicia 1.5.7. Funkcia f(x1, 2o, ...,T,) sa nazyva rovnomerne spojita na mnozine M
prave vtedy, ak Ve > 0 30 = §(¢) > 0 tak, ze VoM, 22 € M, ktoré vyhovujii nerovnosti
o(zM, ) < § plati | f(zM) — f(z®) |< e.

Veta 1.5.5. Funkcia spojita na uzavretej ohranicenej mnozine M C R™ ma tieto vlast-
nosti:

1. f je ohrani¢ena na mnozine M.

2. f ma na mnozine M maximum a minimum.

3. f je na mnozine M rovnomerne spojita.

N4éjdite body nespojitosti funkcii:

29. f(x,y) = In(4 — 2% — y?). 30. f(z,y) =sin{.
31. f(x,y):%;my 32. f(x,y,z):m.

2
33. f(z,y,2) = (x_1)2+(y_y2)2+(z+1)2 .

Ty 2 2 0

34. Dokézte, ze funkcia f(z,y) = & +v7’ x2 + y2 7
0, zc+y° =0
na kazdu premennu zvlast’, ale nie je spojita vzhl'adom k obidvom premennym.

je spojita v bode (0, 0) vzhladom
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Lo L . cos(z—y)—cos(z+y) T 7&0
35. Zistite, ¢i je funkcia f(z,y) = ) 2y — 0V bode (0,0) a v bode
) Ty =
(1,0) spojitd vzhladom na kazdi premenni zvlast’ a spojitd v tychto bodoch vzhl'adom k

obidvom premennym.

36. Pre aku hodnotu c je funkcia
[ 3x+4y—22+4+5, x#0,y#1,z#2
f<x7y7z)_{c’ ZL':O,yzl,Z:2
v bode (0,1, 2) spojita ?

37. Dokézte, ze ak je na mnozine M funkcia f(x,y) spojitd vzhl'adom na kazdi premennt
zvlast’ a monoténna vzhl'adom na jednu z premennych, potom je funkcia f(z,y) spojitd
na mnozine M.

38. Dokazte, ze ak na mnozine M je funkcia f(x,y) spojitd vzhladom na premenni z a
splfia Lipschitzovu podmienku vzhladom na y t.j. | f(x,y1) — f(z,92) |< L. | y1 — 2 |,
pricom (z,y1), (z,y2) € M a L je konstanta, potom je funkcia f(z,y) spojitd na mnozine
M.

Dokazte, ze nasledujice funkcie st ohrani¢ené na danych mnozinach a najdite ich maximum
a minimum, ak existuju:

39. f(z,y) = 2+y27M {(z, y)€R2 )<x2+y2§9}.
40. f(z,y) =aye ™, M = {(z,y) € R* : 2 > 0,y >)}.

41. Dokaite, ze funkcia f(x,y) = = + 2y + 3 je rovnomerne spojitd v celej rovine R2.

42. Ako treba zmenit’ definiciu funkcie f(x,y) = i;izz, aby bola rovnomerne spojitd na
mnozine M = {(z,y) € R* : 0 < 2% + y* < 1}7?

43. Zistite, ¢ funkcia f(x,y) = arcsin% je rovnomerne spojita na svojom obore definicie.
Zistite, ¢i nasledujuce funkcie si rovnomerne spojité na uvedenych mnozinach:
44. f(z,y) =sin T—5—= 2,]\4 {(x,y) € R?, 2® +y? < 1}.
45. f(a,y) =2° +y*, M = {(z,y) € R?,2* +y* < 1}.
46. f(z,y) =23 —y3, M = {(z,y) e R?,1 <2 <2,0<y <1}
(z,y) =

Va2 +y2, M = R

47. f(x,y
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