2. Parcialne derivacie. Diferencial funkcie
2.1. Parcialne derivacie

Definicia 2.1.1. Nech realna funkcia f : G — R je definovana na mnozine G C R" a
a = (ay,...,ay) je vnidtornym bod tejto mnoziny. Ak existuje

lim fla,...,ak-1, Tk, k41, ey apn) — fla1, ..., an)
Tp—ag T — Qg

hovorime, ze funkcia f ma v bode a parcialnu derivaciu podl'a premennej xj a oznacujeme
ju jednym zo symbolov £L-(a), fi (a), fx,(a), fi(a).

Ak oznatime Axy = xp — a, potom

of

(@)= lim flay,...;ap—1,ar + Az, apst, .y an) — flan, ..., an)
8:1%

" Azg—0 Axy,

s k=1,2,....n.

Parcidlnou derivéciou funkcie f(z) podl'a premennej ) rozumieme taki funkciu F(x),
ktorej definitnym oborom bude mnozina vsetkych bodov, v ktorych mé funkcia f(x)
parcidlnu derivaciu podla xi a ktorej hodnota sa v kazdom bode jej definicného oboru
rovna parcidlnej derivacii funkcie f(z) podla xj v tomto bode. Pre parcidlnu derivéciu
funkcie f(z) podla premennej xj nepouzivame F'(z), ale zauzivané je oznacovat’ ju sym-
bolom %(w), alebo f; (z), alebo len f,, ().

Geometricky vyznam parcialnych derivécii funkcie dvoch premennych. Nech je dand
funkcia 2 = f(z,9),(z,y) € G C R?. Jej grafom je plocha v R3. Uvazujme bod
(0, Y0, 20), 20 = f(x0,Y0), na tejto ploche. Podla definicie

x — f(x
%(QJO;yO) _ xli_{go f( 7y03)j — ii anO)
krivka, ktord prechddza bodom (xg, yo, 20) a je rezom plochy z = f(z,y) rovinou y = yo.

Potom %ﬁ(xg,yg) je smernica dotycnice ku krivke g(x) = f(x,y0) v bode (zo,yo, 20)-

Podobne g—g (0, Y0) je smernica dotycnice ku krivke h(z) = f(zg,y), ktord je rezom danej

, ak tato existuje. Grafom funkcie g(x) = f(z,yo) je

plochy rovinou = = zy v bode (¢, Yo, 20)-

Pri pocitani parcidlnych derivacii danej funkcie f(z) n premennych postupujeme tak
ako v pripade funkcie jednej premennej. Totiz pri pocitani parcidlnej derivacie funkcie
f(x1,...,2,) podla premennej napr. z; povazujeme tito funkciu len za funkciu zj. Os-
tatné premenné povazujeme za konstanty.

48. Najdite parcialne derivacie podla = a y:
_rry
1'2 + y2 +1

c) z =In+/222 4 y? d)z:L
/x2_|_y2

a) z = e” cos(xy) b) z =



e) z = e(@ty)? f) z = sin(x + y) cos(x — y)

4
g) z = (2%y +y) h) z = ytg (vy)
: x . xy
i) z arcgy j) 2z m$2_|_y2
h) z = zye™ l)z:x—i_y
r—Yy
m) z = In(z? + y?) n) z = Intg L
)
xy o
— Y = .
0) z=ux p) 2z <332—|—y2)
49. Najdite parcialne derivacie podla z,y a z:
a) u = x3yz? b) u = (az® + by* + CZ2)n
c) u = arcsin al d) u= e” tyiHe?
z
e) u = cos(zy).arctg (xz) f) u=zIn Y
x
T z
g) u=e"*sinx cosy h) u= <—>
Y
i) u=aY*

50. Napiste rovnicu dotycnice ku krivke, ktord je rezom eliptického paraboloidu z =
% 4 2y
a) rovinou y = 2 v bode A = (3,2, 17)
b) rovinou z = 3 v bode A = (3,2,17).
51. Napiste rovnicu dotyc¢nice ku krivke, ktord je rezom plochy z = (:c2 = 3y2)2:
a) rovinou x = 2 v bode A = (2,1,1)
b) rovinou y = 1 v bode A = (2,1,1).
2.2. A. Diferencovatel’nost’ funkcie n premennych

Definicia 2.2.1. Funkcia f : G — R definovand na mnozine G C R" sa nazyva diferenco-

vatelnd v bode a = (aq, ...,a2) € G, ktory je hromadnym bodom mnoziny G, ak existuji

také cisla Ay, ..., A, a funkcia w(x), lim w(z) = w(a) = 0 tak, Ze pre kazdy bod x =
r—a

(21, ..., Ty) z istého okolia bodu a plati
f(x) = f(a) = ZAz'(SCz' — ai) T w(z)o(z,a), (1)
i=1
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n 1/2
kde o(z,a) = (Z(zz - ai)2> :

=1

Podmienku diferencovatelnosti (1) v bode a mozno este zapisat’ v nasledujicich
tvaroch:

a) f(x) — fla) = ZAi(xi — a;) + o(0), (1)

kde o(0) je také funkcia, ze lim o0) _ yp i=1 — 0.

v—a o(x,a)  x=a oz, a)

b) f ZA _az+zwz ) (1)

kde funkcie w;(z), i =1,2,...,n st také, ze lim w;(x) = w;(a) = 0.

Ak vektor h = (h1, ..., he) mé zlozky h; = x; — a;, i = 1,2,...,n, tak podmienku
diferencovatelnosti (1') mozno zapisat’ v tvare

fla+h)— ZAh + o(h), pricom

| o(h) |
im =0, kde ||h||gr =
hflan—0 [[hgn | Iz

S
=1

Definicia 2.2.2. Linedrna funkcia, ktora vektoru h = (h1, ..., hy) priradi hodnotu Z A;h;
sa nazyva totalny diferencidl funkcie f v bode a. Oznacujeme ho df (a) alebo df (a x)

Poznamka 2.2.1. Casto sa tiez vraciame k pévodnym premennym, teda miesto h; piseme
T, —a;, t=1,2,...n

Veta 2.2.1. (Nutné podmienky diferencovatelnosti.) Ak je funkcia f(x) diferencovatelnd
v bode a, potom

1. je funkcia f(z) spojitda v bode a;

2. funkcia f(x) m4d parcidlne derivécie 86_:}2(&) a plati A; = g—gi(a), i=1,2,...,n.

Veta 2.2.2. (Postacujica podmienka diferencovatelnosti.) Ak ma funkcia f(x) n pre-
mennych v nejakom okoli bodu a parcialne derivacie podla vsetkych premennych, ktoré
st spojité v bode a, potom je funkcia f(x) diferencovatelna v bode a.

Poznamka 2.2.2. Ak funkcia f(x) je diferencovatelnd v bode a, potom jej totalny dife-

rencial v bode a
a)h; = a)dx;, 2
Z 8:1:1 Z 8:1:1 Li (2)

79



kde dz; je diferencidl funkcie ¢;(x1,...,2,) = z;, © = 1,2,...,n v bode a. Vyrazy

g—gfi(a)d:ﬂi, i1 =1,2,...,n sa nazyvaju parcidlne diferencidly.

n

Poznamka 2.2.3. Zapis Z

=1

(x)dz; je tiez bezny na oznacenie diferencidlu v I'ubovol-
i

nom bode x.
B. Diferencovatel’nost’ vektorovej funkcie n premennych
Nech funkcia f : G — R™ je definovana v oblasti G C R". Ak si zvolime bazy v R™

a R™, tak vektorovi funkciu y = f(x) mozeme vyjadrit’ pomocou m skaldrnych funkcii n
premennych:

Definicia 2.2.3. Funkcia f : G — R™ definovana v oblasti G C R, sa nazyva diferenco-
vatelna v bode a € G, ak

fla+h) = f(a) = f'(a)h + o(h),

kde f'(a) : R — R™ je linedarne zobrazenie a

lo(h) || rm
Iallrn—0  [|h]|Rn

=0,

pricom |lo(h)||gm =

Vyraz f'(a)h sa nazyva diferencidl vektorovej funkcie f v bode a a oznacujeme ho
df (a); f'(a) sa nazyva derivécia funkcie f v bode a.
Linedrne zobrazenie f’(a) v kanonickej baze méa maticu

o 0 0
or(a) (@) ... Ft(a)
A= : : . : ,
Ofum Ofum ot
aim(a) asz(a) %ﬂ(a)

ktord sa nazyva Jacobiho matica.

Ak n = m, determinant tejto matice sa nazyva jakobidn zobrazenia f : R"™ — R™ a

oznacujeme ho symbolom D¢ (z1, ..., 2, ) alebo H
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2.3. Parcialne derivacie vyssich radov. Diferencialy vyssich radov

Definicia 2.3.1. Ak parcidlna derivdcia 8— funkcie f(x) n premennych je definovand
v okoli bodu a = (ay,...,a,) a ma parc1a]nu derivdciu podla premennej x; v bode a,
hovorime, ze funkcia f (:)3) ma 2. parcidlnu derivaciu podla premennych x; a x; v bode a.

Oznacujeme ju jednym zo symbolov 8325[% (@), fr,2,(a); fr,z;(a). Teda

0 (9] _ o
{6&{, <8xZ>L N 8%8% (CL)

Pritom, ak i # j, tato parcidlna derivdcia sa nazjva zmiesana V pripade, ze 1 = j, 2.

parcidlnu derivdciu oznac¢ujeme jednym zo symbolov ( ), f”( ), [ (a).

Vseobecne: parcidlne derivécie parcidlnych derivacii radu k£ — 1 nazyvame derivaciami

k - teho rddu. Oznacujeme ich 5 ik =1,2,....n

k

i1
Definicia 2.3.2. Hovorime, ze funkcia f(z) je k-krat diferencovatelna v bode a, ak v bode
a su diferencovatelné vsetky parcidlne derivdcie funkcie f(x) rddu (k — 1)-ého a ak vsetky

parcialne derivacie tejto funkcie, ktoré su radu nizsieho ako k — 1, su diferencovatelné v
istom okoli bodu a.

Ak funkcia f(z) je k-krat diferencovatelnd v bode a, potom vyraz

9, 9,
d*(a,z) = dwla—xl +...4 dxn% f(a) (3)

nazyvame k-tym diferencidlom alebo diferencidlom rddu k funkcie f(x) v bode a.

Pritom tento symbolicky vzorec rozumieme tak, ze pouzijeme vzorec pre k -tu mocninu
vyrazu v zatvorke a potom namiesto mocnin znakov 8%1- berieme parcialne derivécie funkcie
f(x) v bode a takého radu, aka je mocnina, a mocniny dz; zostdvaji mocninami.

Nech G C R™ je oblast. Budeme hovorit’, ze funkcia f patri do triedy C*)(G; R),
alebo C®) (@), ak st vetky jej parcidlne derivacie az do radu k véitane definované a spojité
v oblasti G.

k

Veta 2.3.1. Ak f € C*)(G; R), potom parcidlna derivécia ﬁ(w) radu k v bode
x € G nezavisi od poradia iy,...,1, derivovania, t.j. zostava ta ista pre I'ubovolnu per-

mutdciu indexov iy, ... i, (ix =1,...,n).

2.4. Parcialne derivacie zlozenych funkcii

Veta 2.4.1. Nech funkcie t; = ¢(x1,...,x,), i = 1,...,m su diferencovatelné v bode a =
(a1,...,a,). Nech p;(a) =b;, i =1,...,m. Nech funkcia f(t1,...,t,) je diferencovatelnd
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v bode b = (by,...,by,). Potom je v bode a deferencovatelna aj funkcia u(xy,...,zy) =

flor(xy,..oyxn), .y om(21, ..., x,)) a pre jej diferencidl a derivdcie v bode a plati:
& 8f i
dufa ) = Yoo~ )3 5 5 @),
ou of 8f i
— ey Om = Ly k=1,...,
oy (@ = G (1@ somla) = 3 T 035w "
Z posledného vzorca za predpokladu diferencovatelnosti funkcie f(t), t = (t1,...,tm)
a funkcii @;(z), i =1,...,m, x = (x1,...,x,), dostaneme vzorec pre parcidlne derivicie

zlozenej funkcie u(z) = f(p1(x),. .., om(x)) :

ou = Of 0y;
a—xk_i:l a—tz(tl,,tm)axk

(), k=1,...,n,

kam treba do derivacii %(tl, costm), 1=1,...,m, dosadit’ p;(x) za t;.

Definicia 2.4.1. Funkcia f(x) definovand v oblasti G C R™ sa nazyva homogénna funkcia
stupra p v oblasti G, ak pre kazdy bod x = (x1,...,x,) € G a pre kazdé cislo t, pre ktoré
bod (tzy,...,tx,) € G, plati rovnost’ f(txy, ... tx,) =P f(x1,...,z,).

Eulerova veta. Ak je f(x) v nejakej oblasti G C R"™ diferencovatelnd a homogénna
funkcia stupna p, potom v kazdom bode x € G plati

Poznamka 2.4.1. Vyhoda zapisu totdlneho diferencidlu vo tvare (2) spociva v tom, ze
vzhl'adom na vetu 2.4.1. o derivovani zlozenej funkcie sa tento tvar zachovava aj vtedy, ked’
Z1,...,Ty, su funkcie inych nezavislych premennych yq,...,y,. V tomto pripade symbol
dx; uz neznamend prirastok Ax; = x; — a;, ale diferencial funkcie z;. Tuto vlastnost’ 1.
diferencialu obyc¢ajne nazyvaju vlastnost’ou invariantnosti jeho tvaru.

Veta 2.4.2. Nech u a v su diferencovatelné funkcie viacerych premennych. Potom plati

U

cu) = cdu, ¢ = konstanta
+v) =du+dv

u
w.v) = udv + vdu
u
v

QU X

vdu — udv

)_771}7&0

v2

(
(
(
(

U

pricom tieto vzorce platia aj v pripade, ked’ u a v su diferencovatelné funkcie nejakych
premennych.
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2.5. Derivacia v smere. Gradient funkcie

Nech G C R3jeoblast'a f : G — R. Nech My = (x9, %0, 20) € G anech ['je jednotkovy
vektor so zaciatkom v bode My. Stradnice vektora [ st cos o, cos 3, cosy (a, (3, v st uhly,
ktoré zviera vektor | so suradnicovymi osami). Nech ¢ > 0 je skalar a tl € G. Prirastok
funkcie f v bode My v smere vektora [ je (Mo + tl) — f(Moy).

Definicia 2.5.1. Ak existuje lim+ (Mo + tlt) — J(Mo)
t—0

rivdciu v bode My v smere | a oznacujeme ju %(Mg) (alebo Dyf (My)).

, hovorime, ze funkcia f ma de-

Veta 2.5.1. Ak je funkcia f(x,y, z) diferencovatelna v bode My = (xo, Yo, 20), potom

%(MO) = g_i(MO) cos o + %(MO) cos 3 + Z—JZC(MO) CoS 7.

Definicia 2.5.2. Vektor (g—i, g—i, %) e sa nazyva gradient funkcie f v bode M. Ozna-

¢ujeme ho grad f(My) (alebo f{My)).
Zo vztahu uvedenom vo vete 2.5.1. vyplyva, ze

2 (o) = (grad £(M0), ), 4)

Gradient funkcie f v bode M, charakterizuje smer a velkost’ maximalneho rastu tejto
funkcie v bode Mj,. Teda:

Grom] = [ston] "« [Foa] 31"

max

Poznamka 2.5.1. Vektor grad f(My) je ortogondlny na vrstevnicu grafu funkcie f(z,y, 2),
ktora prechadza bodom M.

Poznamka 2.5.2. Ak funkcia f(z),z = (z1,...,2,),n premennych je diferencovatelna v

bode My = (29,...,2%) a jednotkovy vektor | = (cosay,...,cosa,), potom
of " Of
— M — M i
o (M) 2 81’1( 0) COS &
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52. Predpokladajic, ze z,y st v absolutnej hodnote malé, odvodte priblizné vzorce pre
vyrazy:

_|_
a) (1+x)™(1+4y)™; b) arctg 133+ xyy'

53. Najdite hodnoty 1. diferencidalu funkcie u v bode M, v danom vektore fz, ak
a) u = arcsinay, My = (3,1), h=(0,50,1)b) u= 2y —zy?, My=(1,2), h = (-0,50,8);

)u=a% My=(4,1), h=(0,1;0,2);  d)u= /122 +y2, My=(1,2), h=(=0,2;0,3);

e) u=ax\1+y3, My=(2,2), h=(0,1;0).
54. Zamente prirastok funkcie jej diferencidlom a priblizne vypocitajte:

a) 1,002.2,0033.3,0043 b) /1,023 4 1,973

c) sin29°tg 46° d) 0,971,

55. Najdite f;.(0,0), f,(0,0), ak f(z,y) = /xy. Je tato funkcia diferencovatelnd v bode
(0,0)?

56. Zistite, ¢i je diferencovatelna v bode (0,0) funkcia f(z,y) = /22 + y3.
57. Ukazte, ze funkcia

1
f(x,y)=($2+y2)sinm, ak:z:2—|—y27£0af(0,0)20,

ma v okoli bodu (0, 0) parcidlne derivécie f; (z,y), f,(z,y), ktoré nie si spojité v bode (0, 0)
a su neohranic¢ené v I'ubovolnom okoli tohto bodu; avSak tato funkcia je diferencovatelna
v bode (0,0).

58. Dokazte, ze funkcia f(z,y), ktord ma ohranicené parcidlne derivicie f; (z,y), fy(z,y)
na nejakej konvexnej oblasti F, je rovnhomerne spojita.

59. Dokézte, ze ak funkcia f(z,y) definovana na oblasti G C R? je spojitd vzhladom na
premennu x pre kazdi hotnotu y a ma ohranicenu derivaciu fé (z,y), potom tato funkcia
je spojita vzhl'adom na obidve premenné v oblasti G.

60. Urcte derivaciu zobrazenia ¢ (t.j. Jacobiho maticu), ak

a) ¢ (u,v) = (1,9,2); ©=uv, y=1u?+0v2 z=1u?—0?%

b) ¢ : (u,v) — (z,y);  =wucosv, y = usinv;
Q) ¢ (uv) = w5 @ =—;
v

d) p:u— (x,y); x=utg u, y=usinu;
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f) o:(u,v,w) — (z,9); z=u?>+v>+w? y=u-+v+w.
61. N§jdite jakobidn zobrazenia f : R — R™:
a) frx=rcosp, y=rsing; f:(r,¢) = (z,y);
b) / - %5 f 0y, 2) = (wo,w)

u=——-—, v=ay, w="; f:(z,y,2) = (u,v,w);

x? 4 y? Y x Y
c) fix=rcospcost, y=rsinpcosty, z=rsiny; f:(r,o, ) — (x,y, 2);
Y

d) f:u=:13y, ’U:E, f(way)ﬁ(uav)a
e) f:x=rcosp, y=rsing, z=u?; f:(r,p,u)— (1,9,2).

62. Najdite parcidlne derivéacie 1. a 2. rddu nasledujicich funkcii:
2

a)u:;; b)u:cosx;
NZZERT Yy
to 2
c)u= gx; d) u = 2Y;
Yy
) te Tty ) . T
e) u = arc ; U = arcsin —————;
1—ay /22 + 12
1 z
g) U= —F———; h)u:<§>;
Va2 +y? + 2° y
i) u=aY*
63. Overte rovnost’
P*u  *u
0xdy  Oyoz’

ak
a) u =% —zy — 3y%;

b) u=a¥;

x
C) u = arccos , [ —.
)

N4jdite parcidlne derivacie uvedeného radu:

o3
64. ﬁ, ak u = z In(zy).
oMy, T +y
65. ———— aku= .
dxmoyn™’ ax T —y
oOPtay,
6. ey’ ak u = (z — x0)P(y — yo)?.
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3P+q+ru

67. ———— ak u = pyze®TVTZ,
OxPOY10z"’ 4

68. f(m+n)(0 0), ak f(z,y) = e”siny.

69. Nech Au = x% + yg—u Najdite Au a A%u = A(Au), ak

a)u:i' b) u =In /22 + y2.

$2+y2’
pum (224 (20 (20)’
=\ oz oy 0z

70. Nech
B 0%u n 0%u n 0%u
ox2  0y? 022

Najdite Aqu a Aqu, ak:
1

VAPt

a) u = b) u =2+ y* + 2° — 3ayz.

22 — o2
71. Nech f(x,y) —:L"y 2+ ,ak 22 +y? # 0 a f(0,0) = 0. Ukdzte, ze funkcia f(z,y) je
y?

spojitd v bode (0,0) a f;/,(0,0) # f,.(0,0).

72. Najdite diferencialy 1. a 2. radu funkcii:

a) u=xmy", b) u= /22 + y2;

c) u=Iny/2? + y?; d) u=2zy+yz+ zx;

) z
e)u=—— .
2 + 92

1/z
73. Najdite df(1,1,1) a d®f(1,1,1), ak f(,y, 2) = (f) .
y

74. Ukéite, ze pre funkciu u = /22 + 32 + 22 plati: d?u > 0.

75. Ukézte, ze funkcia u = In+/(z — a)? + (y — b)? (a,b st konstanty) vyhovuje Lapla-
ceovej rovnici:

%u  O%u
gu, g _y,
or?  oy?

76. Nech u = f(r) je dvakrat diferencovatelna funkcia a r = /22 + y2 + 22. Néjdite

funkciu F'(r), pre ktoru plati:
Au = F(r),

0? 0? 0?
kde Au = 8;; + 8;; + 821; je Laplaceov operator.
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77. Zjednoduste vyraz

0z n 0z
secr— + secy—,
ox 4 oy

1
ak z =siny + f(sinz — siny), kde f je diferencovatelnd funkcia (secu = ) .
cos U

78. Ukazte, ze funkcia
z=a"f ,

2

kde f je diferencovatelnd funkcia, splna rovnicu

79. Ukazte, ze funkcia
Z = yf(wz - y2)7

kde f je l'ubovolnd diferencovatelna funkcia, splia rovnicu

2%—|—$ %—xz
Y o y@y_ '

80. Predpokladajic, ze funkcie ¢, atd. si diferencovatelné tolkokrat, kolko potrebu-
jeme, overte nasledujice rovnosti:
0%u 5, 0%u
a) — = a° —,
ot? 0x?
0%u ?u  0%u

ak u = p(x — at) + ¢Y(z + at);

- 2 prm— k p— .
b)8x2 axay*_ay2 0, ak u =zp(x+y) + y(z+y) ;
0%u 0%u 0%u Yy Y
2 2 —_ . — N J 1—-n J ).
c) x a2 +2xya$ay+y _8y2 nin—1u, aku==z go(z)—l—x ¢($),

) ou 0%u _ Ou 0%u

Oz 0xdy Oy 0x2’

81. Nijdite diferencidly 1. a 2. radu nasledujicijch zlozenych funkcii u, ak f je dvakrat
diferencovatelna funkcia:

) = (6, e € =y, = T b) u=f(z,y,2), kde x = t,y = 2,z = t%

ak u = plr +P(y)].

C) U:f(faU,C),kde§:$2+y2, 7]:.’132—]]2, C:2$y,
d) u= flx+y+ 22>+ 9>+ 22); e) u = f(2z,3y,4z2);

f) u=flzy,x —y,z +y).
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82. Najdite d"u, ak f je n - krat diferencovatelna:
a) u = f(ax + by + cz); b) u = f(az, by, cz);

c) u= f(t,v,w), kde & = ayx + b1y + c12, N = asx + boy + 2z, ( = azx + b3y + c3z.

83. Nech u = f(x,y, z) je homogénna funkcia stupna n. Overte Eulerovu vetu pre tieto
homogénne funkcie:

T z\Y*
a) u=(x — 2y + 32)% b)u:\/m; c)u:(g) :

84. Dokazte, ze ak diferencovatelna funkcia u = f(z,y, z) spliia rovnicu

x@—I— a—u—kz@—nu
Ox y(‘?y 0z

potom u je homogénna funkcia stupna n.

85. Dokézte, ze ak f(z,y,z) je diferencovatelnd homogénna funkcia stupna n, tak jej
derivicie f,(v,y,z2), f,(%,y,2) a f.(z,y,2) st homogénne funkcie stuptia n — 1.

86. Najdite derivaciu funkcie

z =22 -y

v bode M = (1,1) v smere [, ktory zviera uhol a = 60° s kladnym smerom osi z - ovej.

87. Najdite derivaciu funkcie
z=a%—zy +y°

v bode M = (1,1) v smere [, ktory zviera uhol a s kladnym smerom osi z - ovej. V akom
smere ma tato derivacia: a) najvacsiu hodnotu; b) najmensiu hodnotu; ¢) rovnu 0.

88. Najdite derivaciu funkcie
z = In(2? + y?)

v bode M = (xg,yo) v smere kolmom na vrstevnicu prechddzajicu tymto bodom.

33’2 y2
zzl‘(pw—z)

89. Najdite derivaciu funkcie

b
v bode M = (%, —2> v smere vnutornej normaly v tomto bode ku krivke
2 2
—2 y— = ]_.
a b2
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90. Najdite derivaciu funkcie
u = zyz

v bode M = (1,1,1) v smere [ = {cos , cos 3, cosy}. Comu sa rovné velkost’ gradienta
funkcie v danom bode?

91. Vypocitajte velkost’ a smer gradienta funkcie

u = 5

1
r

kde r = /22 + y2 + 22, v bode My = (x0, Yo, 20)-

92. Urcte uhol medzi gradientami funkcie

u=ax?41y* - 2>

v bodoch A = (£,0,0) a B = (0,¢,0).
93. O kolko sa 1isi v bode M = (1,2, 2) velkost’ gradienta funkcie

u=x+y-+=z

od velkosti gradienta funkcie

v=x+y+ z+0,001sin (10671'\/5(}2 +y2—|—22)?

94. Ukézte, ze v bode My = (xq, Yo, z0) uhol medzi gradientami funkcif

u = ax® + by? + cz?,

v = ax® + by + cz® + 2mx + 2ny + 2pz

(a,b,c,m,n,p st konstanty a a? + b? + ¢ # 0) konverguje k 0, ak bod Mj sa vzdial'uje do
nekonecna.

: : 1 ey O%u O [Ou
95. Nech funkcia u = f(x,y, 2z) je dvakréat diferencovatelna. N4jdite = = o\ a7 )’ ak

cos a, cos (3, cos 7y su smerové kosinusy smeru [ derivovania.

*u  d%u

dr2  9y?

podmienky: u(z,2z) = z, ul(z,2x) = 2*. Najdite v}, (z, 2z), u}, (z,2z), u, (z,2z).
.- . 0"z ) :

97. Rieste rovnicu: oy = 0 s nezndmou funkciou z = z(zx,y).

Poznamka. Pod rieSenim danej rovnice budeme rozumiet’ funkciu z(x,y) z triedy
C™(G;R) (t.j. z(x,y) je spojitd spolu so svojimi parcidlnymi derivéciami az do radu
n véitane v oblasti G C R?), ktord vyhovuje danej rovnici (a pripadne aj danym pod-
mienkam).

96. Nech funkcia v = u(z,y) splfia rovnicu = 0 a okrem toho, nasledujice
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z
98. N4jdite riesenie z = z(x, y) rovnice — = z2 + 2y, ktoré spl'ia podmienku z(x,2?) = 1.

Ay
2z
99. Najdite rieSenie z = z(z,y) rovnice 902 2, ktoré vyhovuje podmienkam:
Y
2(x,0) =1, z,(z,0) =z,
e . 9%z . .
100. N4jdite riesenie z = z(x,y) rovnice 9200 x + y, vyhovujice podmienkam:
roy

2(x,0) =z, 2(0,y) = y>.
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