3. Funkcie urcené implicitne

Veta 3.1. Ak je funkcia F': U — R definovand v okoli U bodu (xq,1o) € R? a je taka, Ze
1. Fe C®(U;R), kde k > 1,
2. F(zo0,90) =0,
3. F,(%0,y0) # 0,
potom existuje dvojrozmerny interval I = I, x I, (kde I, = {x € R :| © — z¢ |< 4},
I, ={y € R:|y—uyo |<n}) ktory patri do okolia U bodu x,yo, a jedind funkcia
feoc®(I,; I1,)) takd, ze pre kazdy bod (z,y) € I

F(z,y) =0<=y = f(x)
a pre derivaciu f'(z) funkcie f(x) plati:

/ Fag (xa y)
fla)=———= :
AR 157 B

V tomto pripade hovorime, ze funkcia f(z) je implicitne uréend rovnicou F(z,y) =0
a podmienkou y = f(zo).

Pozndmka 3.1. Ak {(z,y) € R?: F(z,y) = 0} je grafom funkcie f(x), potom hovorfme,
ze f(x) je ur¢end implicitne rovnicou F'(x,y) = 0.

Veta 3.2. Ak je funkcia F : U — R definovana v okoli U bodu (z9,...,22,4%) € R"™1 a
je taka, ze

1. FeC®(U;R), k> 1,

2. F(29,...,29 4% =0,

3. Fj(x9,...,29,90) #0,
potom existuje (n + 1) - rozmerny interval I = I, x ... x I, x1I,, (kde I,, = {z; € R :
lz; — 2% < &8}, i =1,2,....,n, I, ={y € R: |y—1y° < n}), ktory patri do okolia U
bodu (29, ...,29 4°) a jedind funkcia f € C®) (I, x ... x I, ; I1,) taka, ze pre kazdy bod
(r1,...,2Tpn,y) z intervalu I

F(zy,...,2n,y) =0<=y = f(z1,...,2n),

pricom parcialne derivdcie funkcie y = f(x1,...,x,) v bodoch x n - rozmerného intervalu
I, x...x I, mozno vypocitat’ podla vzorca

6f(x) . _Féi(xla-'wxn?y)

or; Fi(z1,.. 20, Y)

Ak pre funkciu F(z1,...,z,,y) platia podmienky vety 3.2., potom hovorime, ze funk-
ciay = f(z1,...,2,) je uréend implicitne rovnicou F(x1,...,z,,y) = 0 a podmienkou
YO = f(29,...,2%) alebo bodom (29, ...,29,4°).

’rrn
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Funkcie urcené imlicitne systémom rovnic

Veta 3.3. Nech funkcie F; : U — R, i =1,...,m su definované v okoli U bodu
(29,...,29 90 ... y0) € RPT™ a také, Ze
1. ;e CH(U;R), k>1,i=1,...,m,

2. Fl(x(f?ax%?y?,,ygn) :0, 7= 1,...,m,
3. funkcionalny determinant, tzv. jakobian

8F1 8F1 aFl
oy1 dy2 """ Oym
D(Fl,...,Fm) ] ) i
D( ) - : : : # 0
Y, -+ Ym oF,, oF,, oF,,
oy1 dy2 """ Oym
0 0 0 0
v bode (27, ..., 20, Y%y Up,)-

Potom existuje (n + m) - rozmerny interval I = I, X ... x I, X , (kde
ka:{xkERzl xk—xg |< 5k}, k=1,2,...,n, Iy.:{iGR |yz—yl |< 77@}
i=1,2,...,m) a jediny systém funkcii y; = fi(x1,...,2y), i = 1,2,...,m taky, Ze pre
kazdy bod (x1,...,Tn,Y1,---,Yn) € 1

Fi(-xl?"'axn?ylw"aym) :Oﬁyi:fi(-xla"wxnayla"'?yn)a i:1727"'7m7

pricom parcialne derivacie funkcii y; = fi(x1,...,2,), ¢ = 1,2,...,m, podla premennej
rk, k =1,2,...,n, v bodoch n - rozmerného intervalu I, x ... x I, mozno najst’ zo
systému linearnych algebraickych rovnic

kde Fi(x1,...,Tp,Y1s--,Ym), 1 =1,2,....mavy; = fj(z1,...,2,), j=1,2,...,m.

101. Ukazte, ze dané rovnice urc¢uji jedind funkciu y(z) v okoli bodu (zo, yo):

| =

a) 2 +yr+y* =3, o =yo = 1; b) xy +In(zy) =1, 0 =2, yo = 3;

C) "H'y—f—y—x—o .CL‘()—% yoz—%.
102. Ukézte, ze dané rovnice urcuji jedini funkciu z(x,y) v okoli bodu (zo, yo, 20):

a) r+y+z=sinzyz, xg=yo = 20 = 0;
b) 22y3 + 9322 + 2223 =8, 2o =1, yo = —1, 20 = 2;

c)ax¥ 4+ a4+ 2" =3, xg =yo = 20 = 1.
103. Ukazte, ze v bode (1,1,1,1,1) vzt'ahy
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af+ a3+ yp +ys+y3—5=0

ry— w2+ Yy —ys +y3 —1=0

3+ 223 +yoyz3 —4 =0
nevyhovuji predpokladom vety o existencii zobrazenia ¢ : (ys,y2) — (21,22,y1), avSak
vyhovuju predpokladom existencie zobrazenia p: (1, z2) — (y1, Y2, Y3)-

104. Ukazte, ze dané vzt'ahy urcuju jediné zobrazenie ¢ : X — Y v okoli bodu My, ak

T1y1 + x2y2 —ysy2 — 1 =0
a) { (T2 —21)(Y2 —¥1) —y1yays — 1 =0
(23 4+ 23)(y3 — yi) + y1y2 =0,
X = {(.2131,.2132)}, Y = {(yl,yg,yg)}, M() = (1,2, 1,0, 1)

) sin(mz1y1) + sin(rzoys) + sin(rasys) =1
cos 5 (21 — y2) + cos 5 (z2 — 1) + cos 5 (w3 —y1) —2 =0,

X ={(z1,72,23)}, Y ={(y1,92)}, Mo =(0,1,0,1,0)

1 1
—arctg — r122y1y2 = 0
™ T2Y2
c) 2.2 29 1 1
Ty —xiy; + —— — —— =0,

T1Y1 T2Y2

11
X ={(zvz2)}, Y ={(y1y2)}, Mo = (13,5, 5)-
105. Nech je dana rovnica
.fL’2 — y2 (1)
a
y=y(x) —oo <z <+o0 (2)

je funkcia, splhiajica rovnicu (1).

1. Kolko funkcii (2) spI'na rovnicu (1)?

2. Kolko spojitych funkcii (2) splfia rovnicu (1)7

3. Kolko diferencovatelnych funkcii (2) splna rovnicu (1)?

4. Kolko spojitych funkcii (2) splnia rovnicu (1), ak: a) y(1) = 1; b) y(0) = 07

5. Kolko spojitych funkeii y = y(z) (1 -0 < = < 1+ §) splna rovnicu (1), ak y(1) =1
a ¢ je dostatocne malé?

106. Predpokladajiic, ze v nejakom jeho okoli bodu My = (xq, Yo, 20) je jednoznacne im-
plicitne urcend spojita dvakrat diferencovatelna funkcia z(x, y), ndjdite hodnoty uvedenych
derivécii v tomto bode:

0z 0z 0O?
a) 8_;’8_;’—81'8234’ ak 2% +y? + 22 = R?;
)82’ 0z 0%z Ak arcte © — P
%a@awa r gE—Z Ty
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0z 0z 0%z 0°%z

= =2 = = ak t =1 ;
c) 8x’8y’8x2’8xay’a r+ty+z=Inzyz, >0, y>0, z>0;

0z 0:
ox’ 0y’ 0x0y’

107. Dokézte, ze pre funkciu y = f(x) uréent implicitne rovnicou

ak © +y + z = cos(zyz).

kde k je konstanta, plati rovnost’

dx dy

14+22  1+4y2

108. Dokézte, ze pre funkciu y = f(x) uréent implicitne rovnicou
2y 2+ —-1=0

pre xy > 0 plati rovnost’

d d
.
V1—z4 \/1 —yt
109. Nech
2?24+ 4+ 2% —3zyz =0
a
flz,y, 2) = zy®2°.
Najdite:

a) fr(1,1,1), ak z = z(z, y) je funkcia uréend implicitne rovnicou (1);

b) fI(1,1,1), ak y = y(x, ) je funkcia uréend implicitne rovnicou (1).

Vysvetlite, preco su tieto derivacie rozne.

110. Nech z = z(z,y) je ta diferencovatelnd funkcia, uréena rovnicou z
ktora pre = 3,y = —2 nadobtida hodnotu z = 2. Najdite dz(3, —2) a d*2(3, —2).

ou ou ov v
ox’ Oy’ dx’ Oy’

112. V akej oblasti roviny Oy, systém rovnic

111. Najdite ak xu —yv =0, yu+zv = 1.

x:u+v,y:u2+v2,z:u3+v3,

—xz+y =0,

kde parametre u a v nadobudajui vSetky mozné redlne hodnoty, je uréena funkcia z(z,y)?

0 0
N4jdite derivacie 9% 3 22
x Oy
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0%z

113. N4jdite 322’ ak funkcia z = z(z,y) je uréend systémom rovnic:
x

T = COS (pCcosY,y = cospsiny, z = sin .

0%z 0%z 0%z

114. Najdit
NUE a2 0xdy’ Oy?’

ak funkcia z = z(z,y) je urcend systémom rovnic:
T =wucosv,y = usinv,z = v.

dz d*z
115. Najdite — a —, ak
! dr — dz?’
z=a" 4y
kde y = y(x) je funkcia uréend implicitne rovnicou

22—y +y*=1.

116. Nech u = f(z), kde z je implicitne uréend funkcia premennych = a y rovnicou

z=x+ xp(2).

- ou ot n Ou o
Dokézte Lagrangeov vzorec. ©(2)]" = ¢, predpokladajic, ze vsetky uva-

oy™ T a1 ox
zované funkcie su diferencovatelné tolkokrat, kolkokrat potrebujeme.

117. Ukazte, ze funkcia z = z(x,y), uréend rovnicou
O(x —az,y—bz) =0, (1)

kde ®(u,v) je l'ubovolna diferencovatelnd funkcia premennych v a v (a,b su konstanty),
vyhovuje rovnici

0z 0z

118. Ukazte, ze funkcia z = z(x,y), uréend systémom rovnic

xecosa+ysina+Inz = f(a),

—xsina +ycosa = f'(a),

kde o = a(z,y) je premenny parameter a f(«) je l'ubovolnéd diferencovatelnd funkcia,

spliia rovnicu
0:\* , (02’
Ox oy)
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119. Ukazte, ze funkcia z = z(x,y), uréend systémom rovnic

[z = f(@)) = 2°(y* — o?)
[z = f(a)] f'(a) = az?,

kde a = «(z,y) je premenny parameter a f(«a) je I'ubovolnd diferencovatelnd funkcia,
vyhovuje rovnici

0z 0z

— = xy.
or Oy 4
120. Ukazte, ze funkcia z = z(x,y), uréend systémom rovnic

z = ox + yo(a) + ().
0=z +yp'(a) +1'(),

kde o = a(x, y) je premenny parameter a p(a), () si I'ubovolné dvakrat diferencovatelné

funkcie, vyhovuje rovnici
0%z 02z B 9%z \? _0
0x2 Oy? oxdy)
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