5. Taylorov vzorec. Niektoré geometrické aplikacie
diferencialneho poctu

5.1. Taylorov vzorec

Veta 5.1.1. Nech je funkcia f definovand v okoli U bodu z° = (29,29,...,20) € R™ a
patri do triedy C*®)(U; R). Potom pre kazdy bod & = (x1,...,x,) plati Taylorov vzorec:
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) = 50+ 3 g [0 = g o o = a5 | )4 Bale), ()

kde zvyskovy ¢len Ry (x) Taylorovho vzorca v Lagrangeovom tvare je

_ 1 0 8 0 a .
= {(zl xl)axl +.. 4 (2, xn)axn} .

f (a:(l) +0(xy — 29), 2, + 0(2), — :1:2)) ,

Ry (x)

0<6<l1.

5.2. Taylorov rad

Ak je funkcia f(x) nekonecne diferencovatelnd v bode 2° € R™, tak mocninny rad

sa nazyva Taylorov rad funkcie f(z) v bode z°.

Veta 5.2.1. Nech funkcia f(x) je definovand v oblasti G C R™ a nech je nekonecne
diferencovatelnd v bode z° € G. Potom v nejakom okoli bodu z° = (29,...,2%) funkciu

f mozno rozvinit’ do Taylorovho radu
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prave vtedy, ked’ zvysok Ry(x) v Taylorovom vzorci (1) konverguje k 0 pre k — oc.

Specidlne pripady vzorcov (1), (2) pre 2§ =0, ..., 2% = 0 maji ndzov Maclaurinov
vzorec a Maclaurinov rad.

103



5.3. Klasifikacia singularnych bodov rovinnych kriviek
Singuldrne body (z,y) krivky F(x,y) = 0 st tie, v ktorych plat{
F(z,y)=0, F.(z,y) =0, F;(x,y) =0. (3)

Nech bod (zg,yo) vyhovuje podmienkam (3) a nech funkcia F(z,y) je dvakrat diferenco-
vatelnd. Zavedieme oznacenie: A = F}/ (zo,y0), B = Fy,(%0,%0), C = F,,(%0,%0). Pre
klasifikaciu singularnych bodov uvazujeme rovnicu

Fl 4 2F (o) + Fll £ (20) = 0, (4)

ktori dostaneme dvojndsobnym derivovanim rovnice F'(z, f(z)) = 0 a vyuzitim (3), kde
f(x) je spojita funkcia.
1. Ak AC — B? > 0, bod (z9,y0) je izolovany singuldrny bod. V tomto pripade m4
rovnica (4) komplexné korene.
2. Ak AC — B? < 0, existujt dve krivky, ktoré sa pretinaji v bode (zo,40). Je to uzlovy
singularny bod.
3. Ak AC — B? = 0, obidve krivky maji v bode (zg,7o) spoloéni dotyénicu. Mozu
nastat’ tieto pripady:
a) bod vratu 1. druhu, ked’ obidve vetvy krivky sa nachddzaju na tej istej strane spoloc-
nej normaly a na roznych stranach spolo¢nej dotycnice;
b) bod vratu 2. druhu, ked’ obidve vetvy krivky sa nachddzaji na tej istej strane spoloé-
nej normdaly a na tej istej strane spolo¢nej dotycnice;
¢) bod samodotyku, ked’ obidve vetvy krivky sa nachadzaji na réznych stranach spoloc-
nej dotycnice a na roznych stranach spoloc¢nej normaly;
d) izolovany singuldrny bod.
V pripade A = B = C' = 0 mozu byt’ singularne body zlozitejsieho typu.

5.4. Dotykova rovina a normala

Nech je plocha uréens rovnicou F(z,y,2) = 0, (x,y,2) € D C R3, kde F je spojita
funkcia spolu so svojimi parcidlnymi derivdciami F,, Fy, F. v bode My = (w0, yo, 20) € D,
pricom

2 2 2
[Fy (20, Y0, 20)]” + [Fg;<x07y0720)] + [FL(z0, Yo, 20)]” > 0.

Potom v bode (xg, Yo, 20) rovnica dotykovej roviny je
(2 — x0) Fy(Mo) + (y — yo) F, (Mo) + (2 — 20) F,(Mo) = 0

ax=xo+ F,(Mo)t, y=yo+ F,(Mo)t, 2= 20+ F,(Mp)t, t € R sti parametrické rovnice
normaly v bode M alebo

T — Zo _ Y—1Yo _ Z— 20
F.(My)  Fj(Mo)  FL(My)
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je jej rovnica v kanonickom tvare.
Specidlne, ak plocha je grafom funkcie z = f(z,y), kde f je diferencovatelnd funkcia
v bode (70,%0) a 20 = f(Z0,%0), tak

(z — x0) fr (0, y0) + (¥ — yo) f, (x0, y0) = 2z — 20

je rovnica dotykovej roviny k tejto ploche v bode (x, yo, 20) a x = zo + fL(x0, yo)t,
y = yo + fy(wo,y0)t, 2 = 20 —t, t € R, je rovnica normély dand v parametrickom tvare

alebo
L—Zo _ Y~—Y% _ 2%

filzo,yo) — fi(zo, o) —1
je jej rovnica v kanonickom tvare.
Ak plocha je dand rovnicami z = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), kde funkcie x,y, z
st spojité diferencovatelné v niektorej oblasti D C R?, v bode (ug,vo) € D funkcie x, vy, 2
nadobuidaji zodpovedajice hodnoty xq, Yo, 29, potom

(x —20)A+ (y —yo)B+ (2 — 20)C =0

je rovnica dotykovej roviny a x = xg + At, y = yo + Bt, z = z9 + Ct, t € R, je rovnica
normaly dand v parametrickom tvare alebo

l‘—xozy—yozz—zo
A B C

je jej rovnica v kanonickom tvare, kde

_ 10 0 _ |0 0 _ |0 0
ov Ov ov Ov ov Ov

pricom sa parcidlne derivacie pocitaju v bode dotyku.
172. Napiste Taylorov vzorec pre funkciu f(x,y) = 222 — vy — y?> — 62 — 3y + 5 v okoli
bodu M = (1, -2).

173. Napiste Taylorov vzorec pre funkciu f(z,y,2) = 3 + v + 2% — 32yz v okoli bodu
M=(1,1,1).

174. Ni4jdite prirastok funkcie f(x,y) = 2%y + zy* — 2zy v bode (z1,y1) = (1,-1)
vzhladom na bod (z2,y2) = (1 + h,—1 + k).

175. Vypiste cleny az do 2. rddu vcitane v Taylorovom vzorci pre funkciu f(x,y) = z¥
v okoli bodu M (1,1).

176. Napiste Maclaurinov vzorec az do ¢lenov 4. radu véitane pre funkciu

fla,y) = /1 — a2 —y2
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1
177. Odvodte priblizné vzorce pre vyrazy: a) w; b) arctg Tty

pouzitim prvych
cos Yy l—z+y

dvoch ¢lenov Maclaurinovho vzorca.

Rozvinte do Maclaurinovho radu nasledujice funkcie:

178. f(z,y) =1 +x)"(1+y)™. 179. f(z,y) =In(1+x +y).
180. f(x,y) = e"siny. 181. f(x,y) = e cosy.

182. f(z,y) = sin(z? + y?).

183. Funkciu e*¥ rozviiite do mocninového radu, ktorého ¢leny st kladné celé mocniny
binémov x —1 a y — 1.

Prestudujte typy singularnych bodov nasledujicich kriviek:

184. y? = ax? — 23.

185. a) 2% +y2 — 32y = 0; b) 22 + y? = 2t + y*; ) (2% +y?)? = a3(2? — y?), a # 0.
186. Vysetrite singuldrne body kriviek: a) y? — 1 + e~ =0; b) (y — x3)? — 25 = 0.

Napiste rovnice dotykovych rovin a normadl k nasledujicim plochdm v danom bode
MO = ($07 Yo, ZO):

187. z =zy, My = (5,1,5).

188. 2%y —azyd =2+ 2, My = (2,3, -2).

189. xy +x2z +yz =23 +y3 + 23, My = (1,1,1).
190. 23 +y3 + 23 = —wyz, My = (1,—-1,-1).

191. z =u+v, y=u’+0v? z=u>+v> Moy = (x(uo,v0),¥y(uo, v0), 2(uo, v0)) ,

Ug = 1, Vo — 2.

192. 2 = ucosv, y = usinv, z = v, My = (z(ug, vo), y(uo,v0), 2(uo, v0)) , uo = 1, vo = F.
193. = = e" + usinv, y = e* —ucosv, z = wv, My = (x(ug,vo), y(uo, vo), (1o, v0)),
ug =1, vy = .

194. K ploche 22 + y2 4 222 = 1 n4jdite dotykovi rovinu, ktord je rovnobeznd s rovinou
r—y+22=0.

195. Néjdite geometrické miesto bodov na valci (z + 2)? + (y — 2)? = 18, v ktorych je
normala rovnobezna so suradnicovou rovinou zQy.

106



