6. Extrémy funkcie n premennych

6.1. Lokalne extrémy

Definicia 6.1.1. Nech funkcia y = f(x1,x2,...,2,) je definovand v nejakom okoli bodu
a0 = (ago), ago), . a%o)). Budeme hovorit’, Ze funkcia f md v bode a(?) Iokédlne maximum

(minimum), ak existuje také okolie O(a(®)) bodu a(), v ktorom pre kazdé x plati f(x) <
(@) (f(z) > f(a?)). Ak funkcia f méd v bode a'®) lokdlne maximum, alebo lokalne
minimum, hovorime, Ze ma v bode a(®) Iokélny extrém. Ak v definicii 6.1.1. platia ostré
nerovnosti t.j. pre kazdé x # a® je f(x) < f(a?) resp. f(x) > f(a®)), hovorime o
ostrych lokalnych extrémoch.

Veta 6.1.1. (Nutnd podmienka existencie lokdalneho extrému). Ak funkcia
f(z1,x0,...,2,) md v bode a(®) = ( () é ) (0)) lokdlny extrém a je v tomto bode
diferencovatelnd, potom df (a(?)) = 8 (a(o))d:c —|— i(a(o))dxg +...+ &L(a(o))d:cn =0.

Definicia 6.1.2. Body, v ktorych sa prvy diferencial rovna nule nazyvame stacionarnymi
bodmi tejto funkcie.

Poznamka 6.1.1. Staciondrne body funkcie f(z1,zo,...,x,) ndjdeme tak, ze rieSime
systém rovnic s n nezndmymi x1, o, ..., T, :
of .
(r1,22,...,2,) =0, 1=1,2,...,n.
8:1;2-

Poznamky o kvadratickych formach

n

Funkcia tvaru Q(z) = E ai;jrix;, kde a;; su Cisla, pricom a;; = aj; sa nazyva
i,j=1
kvadratickd forma premennych x1,x2,...,z,. Cisla a;; st koeficienty kvadratickej formy.

Symetrickd matica zostavena z tychto koeficientov

al ai19 e A1n

A—

anpn1 Ap2 ... Qapnp
sa nazyva matica kvadratickej formy.

all aig e A1n
Determinanty ; = | - S Cl,i=11,...,n

an1 an2 o Apn
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st hlavné minory matice A.
Kvadratickd forma Q(z) sa nazyva kladne definitnd (zdporne definitnd), ak pre 'ubo-
volné = # 0 je Q(z) > 0 (Q(x) < 0). Je zrejmé, ze Q(0,0,...,0) =0.
Kvadraticka forma Q(x) sa nazyva semidefinitnd, ak Q(z) > 0 (Q(z) < 0).
Kvadraticks forma je indefinitnd, ak existuji () = (wgl), :L'g), e ,xg)),

2@ = (2 2@ 2?) take, ze QM) > 0,Q(x®) < 0.

Sylvestrova veta.
1. Kvadratické forma Q(x) je kladne definitnd prave vtedy, ak §; > 0 prei =1,2,...,n.
2. Kvadratickd forma Q(x) je zaporne definitnd prave vtedy, ak §; < 0, dy > 0,

55 <0, ..., (=1)"6, > 0.

Druhy diferencidl funkcie f(x1,2s,...,x,) v bode a(®) mozno zapisat’ v tvare

"L 0%f
2£(q0)) = E ONdx:dr -
d< f(a'™) 2, G, (@) dx;dx;.

Tento vyraz je kvadraticka forma premennych dz,, dzs, ..., dzx, a parcidlne derivacie
o f

81}1‘ 833]'

(a(9)) st koeficienty tejto kvadratickej formy.

Veta 6.1.2. (Postacujiica podmienka existencie lokdlneho extrému.) Nech bod
a0 = (a§°>, aéo), cee, a%o)) € M je staciondrny bod funkcie f(x1,xs,...,2,) a funkcie f je
v bode a(®) dvakrat diferencovatelnd. Potom plati:

Ak d?f(x,a'?) je kladne definitnd (zdaporne definitnd) kvadraticka forma pre kazdé
x € M, potom mé funkcia f v bode a(?) ostré lokdlne minimum (ostré lokdlne maximum).

Ak d?f(x,a?) je indefinitnd kvadratickd forma, potom funkcia f nemd v bode a(®)
extrém.

Nech bod (xg,yo) je stacionarny bod funkcie z = f(x,y) nech f je diferencovatelna v
nejakom okoli bodu (zg, yo) a dvakrat diferencovatelnd v bode (zg,y0). Oznacme
2 2 2
ail = %(l‘o,yo), a2 = aam—afy(l‘o,yo), a2 = g—yi(wo,yo)-
7 vety 6.1.2. a zo Sylvestrovej vety pre kvadratické formy vyplyva nasledujice tvrde-
nie.

Veta 6.1.3.
1. Ak D = ajiass — a3, > 0, potom v bode (xq,yo) méd funkcia z = f(z,y) lokdlny
extrém a to: a) lokdlne minimum, ak a1 > 0; b) lokdlne maximum, ak a1; < 0.
2. Ak D < 0, potom v bode (zg,yo) nemd funkcia z = f(x,y) lokdlny extrém.

196. Napiste maticu kvadratickej formy
Q(x1,x9,23) = 23:'% —4xq129 + 62123 — x% — 2x73 + 3:1:%
a vypocitajte jej hlavné minory.
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197. Zistite, ¢i kvadraticka forma
Q(x1,x9,23) = x? — 2z 10 + 25’3325 + dxoxs — 83:'%

je kladne definitna, alebo zaporne definitna.

V nasledujucich prikladoch najdite lokdlne extrémy danych funkcii:

198. z = 22 — 2zy + 493, 199. z = 23 + 2 — 3xy.

200. z = 2* + y* — 2% — 22y — 2. 201. z = 22 + 9y — 2% — 292,
50 20

202. z = 2293 (6 — x — ). 203. z=ay+—+ —, >0, y>0.
€ )

2 2

204. z =y l—ﬁ—b—2,a>0,b>0. 205. z=1— /22 + 92

206. z = x + y + 4sinzsiny. 207. 2 = (2% + y2)e_(f“2+y2).

208. z = ayln(z? + y?). 209. 2%y + 2y +y? + 27 + 2y + 1.

210. z = xy%(4 —x — y).
211. u = 622 4+ 22y + y? + 222 — 2z + 222 + 20 — 2y + 42 + 4.

212, u=22+ 2 + 22 4y —x+y— 3z + 4.

213. u =%+ y* + 2° + 2z + 4y — 62. 214. u =222 — 2y + 22z —y + y> + 2°.
y2 222
215. u =23 4+ 9% + 22 + 122y + 22. 216. u=2x+ —+ — + —.
dr  y  z
2 2 2 ;(;2 y2 9
217. u = (z+y + 22)e” @+ +27), 218. u=2— + = — 4z + 22°.
Y z

219. u=zyz(l—xz —y — 2).
N4jdite lokalne extrémy funkcie y = f(x) danej implicitne:

220. y2 —ay —sinz =0, 0 < z < 2. 221. 22 + 2y +y? = 27.

222.(y — )3+ 246 =0.
N4jdite lokalne extrémy funkcie z = f(x,y) danej implicitne:

223. 222 + 2y + 22 4+ 8yz — 2+ 8 = 0. 224, x* +yt 4+ 24 =22 + 2 + 22).

225. 22 +xyz —xy? — 23 = 0.
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6.2. Viazané lokalne extrémy

Nech f je funkcia definovand na mnozine M rovnicou

z = f(x1,29,...,2y). (1)
Ozna¢me N mnozinu vsetkych bodov z = (z1,x2,...,2,), ktorych sturadnice splnaji
rovnice
gi(r1,x2,...,2,) =0, i=1,2,...,m, (2)
kde g1, 92, ..., gm su funkcie n premennych.

Definicia 6.2.1. Lokalne extrémy funkcie f na mnozine N sa nazyvaju viazané lokalne
extrémy funkcie f. Rovnice (2), ktoré uréujit mnozinu N nazyvame véizbami.

Predpokladajme, ze funkcia f a funkcie g1, g, ..., g, maji spojité parcidlne derivacie
druhého radu v uvazovanych bodoch. Moze sa stat’, ze z rovnic (2), ktoré ur¢uji mnozinu
N sa daju niektoré premenné vyjadrit’ v zavislosti od ostatnych. Nech napriklad k& pre-
mennych (nezélezi na poradi) sa dd vyjadrit’ z rovnic (2) pomocou ostatnych

T1 = 01(Tht1, Tht2, - - - Tn)
Lo = p2(Th1, Th2, - - -, Tn) 3)
T = Qk(Tha1, Tha2,-- - Tn)-
Ak do vztahu (1) dosadime za z1, z9, ...,z vztahy (3) dostaneme rovnicu
z = f[901 (Thg1, Ty, - Tn) 02 (Thg 1, Thg2s o> Tn) 5o - -
- Pk (xk:—i—la Lh+2y - - 7xn) y L4+1y Lk425 - - - 75(/177,}
= F (Tgy1, Thao, -, Tn),

ktora je vyjadrenim parcidlnej funkcie z funkcie f na mnozinu N. Tato funkcia F' je funkcia
n — k premennych. Jej lokdlne extrémy su zaroven viazané lokalne extrémy funkcie f pri
vézbach (2). Lokalne extrémy ndjdeme metédou uvedenou v odseku 6.1.

Ak z rovnic (2) sa nedaji jednoznaéne vyjadrit’ niektoré premenné pomocou ostatnych,
pouzijeme Lagrangeovu metédu na hl'adanie viazanych lokdlnych extrémov funkcie (1) pri
vazbach (2). Lagrangeova metéda spociva v tom, ze ndjdeme lokalne extrémy funkcie

D(x1,29,...,2,) =f(x1,22,.. ., 20) + M1g1(21,22, ..., Tn)+

)\292(33’1,33’2, .. '7xn) +...+ )\mgm<xlax27 v 7xn)7

kde A1, Ao, ..., A\, st cisla urcené tak, aby rieSenim systému rovnic
/
(I)xl(xlax% s 7xn) =0
/
Q) (z1,72,...,2,) =0
(4)
(I)x (1'1,1'2, 7xn):0



bola takd n - tica ¢isel (x1,2a,...,xy), ktord je aj riesenim systému (2). Bod a(®) =
(ago),ago), .. (0)) je potom sta01onarnym bodom funkcie ® (pri vhodnych é&islach A;).
Na urcenie cnsel A1, A2, ..., Ay, a sturadnic x1,x9,..., 2, stacionarneho bodu mame teda

systém n + m rovnic, ktory sa skladd z rovnic systému (4) a systému (2).

Veta 6.2.1. Ak Lagrangeova funkcia ® ma lokdlny extrém (maximum, minimum) v bode
a® aa® € N, potom funkcia f md v a®) viazany lokélny extrém (maximum,minimum)
pri vézbdch (2).

Néjdite viazané lokalne extrémy funkcii:

226. 2(z,y) = 2% + y2, TyY .
a b
1 1 1
227. z(x,y) =z +y, ﬁ—'—?:ﬁ'

228. z(z,y) =2y, 22 +y? = 1.

229. z(x,y) =z +vy, tgx —3tgy =0, ]33|< |y]<—

230. u(z,y,z) =x — 2y + z, x2+y2—22:1.

231. u(z,y,2) =23 +9y? - 2345, 2 +y—2=0.

232. u(z,y,2) =2 —2y+22, 22 +y?+ 22 =1.

233. u(r,y,2) =2y?23, v +2y+32=6, (x>0, y>0, z>0).
22 2 2

234. u(z,y,z) = ‘Z2+Z—2, P2 =1, (a>b>c>0).

235. u(z,y, 2 )—:zzyz 2 +y?+22=3.

236. u(r,y,2)=x+y+2% z2—xv=1 y—xz=1.

237. u(z,y,z) =xyz, t+y+z2=05, ry+yz+ zx =8.

238. Ako treba zvolit’ polomer podstavy r a vysku h kruhového valca, ktorého objem je
V = b4r, aby mal najmensi povrch?

239. Najdite rozmery pravouhlého rovnobeznostena najvacsieho objemu, ktory je vpisany
do elipsoidu

240. N4jdite najmensiu vzdialenost’ bodu (xg, yo, 20) od roviny 7 : ax + by + cz +d = 0.
n
241. Nijdite extrém kvadratickej formy u = Z a;j;x;x; (kde a;; = aj; su redlne ¢isla)
ij=1
n
pri vazbe Zx? =1.

=1
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242. Dokéazte nerovnost”

T+ "
>< 2y) ,akn>1, >0, y>0.

243. Nijdite viazané extrémy funkcie z = z* + 25" 4+ ... + x]', ak rovnica vézby je
r1+x9+...4+2, =n.a, a >0, m>1.

244. Dokéazte Holderovu nerovnost’
n n /p s 1/q 11
a;x; < a? x! ,a; >0, 2, >0,1=1,2,....,n, p>1, —+ —=1.

6.3. Globalne extrémy

Z vlastnosti spojitej funkcie f(x1, xa, ..., z,) na uzavretej ohranicenej oblasti M C R™
vyplyva, ze funkcia ma maximum a minimum na tejto oblasti. Pri hl'adani extrémov funkcie
f na tejto oblasti postupujeme takto:

1. najdeme lokalne extrémy funkcie f vo vnutri oblasti M

2. najdeme viazané lokalne extrémy na hranici oblasti M

3. najvacsia hodnota extrémov vypocitanych v bodoch 1. a 2. je maximum f na M,
najmensia hodnota extrémov vypocitanych v bodoch 1. a 2. je minimum f na M.

Extrémy funkcie na uzavretej ohranicenej oblasti nazyvame globalne (absolitne) extré-
my funkcie f na oblasti M.

Najdite globalne extrémy funkcii na uzavretej ohranicenej oblasti M:
245. 2(z,y) = 22 +y? — 120 + 16y, M = {(x,y) € R? : 2% + y? < 25},
246. z(z,y) =22+ 29> +daoy—6x—1, M ={(z,y) ER?>:2>0, y >0, y < —x+3}.

(z,y)
247. 2(z,y) = 2% —wy+y?, M ={(z,y) € R?: [z| + |y| < 1}.
248. z2(z,y) = 22 —y?, M = {(z,y) € R? : 2% + y? < 4}.
249. 2(z,y) = e 7Y (322 +2y?), M = {(x,y) € R? : 2% +y? < 4}.
2 2
250. 2(z,y) = o — o> — -, M={(w.y) e R : 5+ <1 x>0, y>0}.

251. u
252. u
253. u

r,y,2) =22+ 2y% + 322, M = {(z,y,2) € R®: 2% + 3% + 22 < 100}.
vy, 2)=x+y+z M={(r,y,2) e R®: 22 +¢y* <2< 1}.

~—~~ o~

r,y,2) = xy +yz+ zx, M{(z,y,2) € R3: 2% +y? + 22 < a?}.
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