Vysledky, navody a poznamky

(1] a) v/2,v/5; b) Nie je definovand, =

’r 2°

L2 ] o) M= {(z,y) € R2: 22 + 42 £12);
b) M ={(z,y) € R2: & + ¥ < 1};
¢) M ={(z,y) € R* : y* > 4z — 8};
) M={(z,y) e R?: (x> 0N2kr <y<2k+1)m ke Z)V(x<O0ARk+1)r<y<
2k +2)m, ke Z)};
o) M ={(z,y) e RZ: (Jz|<IA|y|< DV (2= 1Ay ][> D}
fy M ={(z,y) e RZ2: 2 >0N2kr <y < (2k+ 1), k€ Z};
g M={(z,y) eR?: (z>0N1—-2<y<1l+4+2)V(@<0Ay<O0Ay>2)}
hy M={(z,y) eR?: (. >0Ay>0Ay<2)V(@<0Ay<O0Ay>z)}
)M ={(z,y) eR?: (1< 22+  <YA[(z>0N—z<y<z)V(r<0Az<y<—1)};
)M ={(z,y,2) € R’ :|y| + |z |#0}
k) M ={(z,y,2) R} : (x >0ANy>0A2z>0)V(@>0Ay<0Az<0)V(z<0Ay<
ONz>0)V(e<0Ay>0A2<0)};
) M = {(z,y,2) € R®: 2% +y? + 22 < 4}.

IZ‘ a) Paraboly o rovniciach y =k, z =22 — k% v =k, 2=k*>—y? kde k € R.
b) Paraboly z = k, z = k.y?; priamky y = k, z = k.x, kde k € R.

—

II‘ a) Pre 0 < k < 1 je vrstevnicou kruznica o rovnici 2 + 3% = 1 — k%, 2z = k; pre
k =1 je vrstevnicou bod [0,0, 1]; pre & > 1 graf funkcie a rovina z = k nemaji spoloéné
body.

b) Pre k > 0 je vrstevnica elipsa o rovnici 3z + 2y? = k, z = k; pre k = 0 je vrstevnicou
bod [0,0,0]; pre k < 0 graf funkcie a rovina z = k nemaju spolo¢né body

c) Pre k # 0 je vstevnicou hyperbola o rovnici xzy = k, z = k; pre k = 0 je vrstevnicou os
T a o0s Y.

‘E a)Rovina, b) rovina, c) elipticky paraboloid, d) hyperbolicky paraboloid, e)
rotaény paraboloid, f) cast’ gulovej plochy 22 + y? + 22 = 1, z > 0, g) ¢ast’ kuzelovej
plochy z = 2% + 92, 2z > 0, h) parabolick4 valcové plocha.

[6 | ves036>0, Vae M:0<||e—allgm<d, || f(z)—b|lrn<e.

(7] tim f(z)=00<=VK >030>0, Vx € Os(a) "M, z #a:|f(z)|r~ > K.
8 |
(9]

10
11

S N e o
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12 ‘ .. . sinn
I: o0, pouzite vzorec lim

n—0 n
[13 ]

‘E 0, najprv urobte odhad uvedenej funkcie zhora i zdola pomocou vhodnych funkcii,
ktorych limity viete vypocitat’ (0 < 572, "H'y <1 + = Y(x,y) # (0,0)).

=1.

[15 | 0, urobte odhad 0 < (22 +y )e_(“y) <% c 4 y pre x > 0, y > 0.
2
2

E‘ 0, urobte odhad 0 < ( 2+y )x < (1),

2 2 1.2 272
7] 1, 222 < 3@+ 12 (2 +92)" Y > (@2 +97) " pre0<a? 442 <

N|+—

2
1, hm (:1: +y )4(96 " 1m+tt =1, kde t = 22 + 2.
y—>0 t—0
‘E 0, najprv upravte funkciu takto: xQIyz =x (1 — 2+2y ) +y (1 - %) a potom

pouzite vetu o limite sic¢inu dvoch funkcii, z ktorych jedna konverguje k nule a druha
funkcia je ohranicen4.
2y

‘E a) €2, upravte funkciu na tvar [(1 +:L'y)a%y} o polozte t = xy, t — 0 pre

2 242
r — 0, y — 2. b) 0, vyuzite nerovnost’ z* + y* > (x%) a polozte t = z2 + y2.

‘E ) Neexistuje, vyuzite vetu 1.4.1. a zvolte postupnost’ {(z,l.zx)},, kde ), —
0, z # 0 l e R.
b) 0, vyuzite nerovnost’ | sinzy |<| zy |< (2 + y?).

@‘ Pouzite definiciu 1.4.1. a polozte § = 5, potom urobte odhad funkcie

|(w+y)sin%sin%|zhora,V€>0§|5—§akx o(z,0) < y/a?2+y? tak |z |< 9, |y|< o
a| f(z,y)—0|=|(z+y)singsin [<|z |+ [y]< 20 =e.

[23 ] a)1,—1. b) 1,1. ¢) -1, 3.

[24] Zyolte si dve postupnosti {(7, £)}72; a {(z, —#)}p2, a vyuzite vetu 1.4.1.

d) 0,1.

l\‘)l»—t

‘ 25 ’ Obidve dvojndsobné limity sa rovnajui 0, k dokazu toho, Zze limita neexistuje
vyuzite vetu 1.4.1. a zvol'te postupnost’ {(zx, zr)}32,, T — o0.

IE‘ Neexistujui, upravte funkciu na tvar f(x,y) = zsin l sin £ , T ysin l sin l a uvazte

existenciu limity obidvoch sé¢ftancov pri pevnom y # 0, y # - = k E Zax — 0. Analoglcky
uvazujte existenciu limity obidvoch s¢itancov pre y — 0 pri pevnom x # 0, x 74 , ke Z.

(27 ] [(z,y) e R?:y=2).
(28] (0,0).

(29 {(x,y) e R?: 2% 142 > 41
(30 {(z,y)e R?:y=0).
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(31| {(z,y) € R? : xy = 0}.
[32] {(z,y,2) € R?: 2% + 4% — 22 = 0}.

[33] (1,2,-1).

@| Uvazujte prirastok funkcie v bode (0,0) prislichajici prirastku Az premenne;j
z, t.j. Nof = f(Az,0) — f(0,0) = 0, AlimOAgcf =0, t.j. f(z,y) je spojitd v bode

(0,0) vzhl'adom k premennej x. Analogicky mozno dokézat’ spojitost’ f(z,y) v bode (0, 0)
vzhl'adom k obidvom premennym (pozri vysledok prikladu 20. a)).

@‘ Funkciu upravte takto:

sing siny xy # 0 . . el
flz,y) = 196 Ty 0 pretoze hr% f(z,y) =1 = f(0,0) je f spojitd v bode
: zy = -
y—0
(0,0) a spojitd podla jednotlivych premennych zvlast. Uvazujte funkciu f(z,0). Podla
definicie f(z,0) = 1 pre vSetky z. Této funkcia je spojitd v bode x = 1 a f(z,y) je
spojita v bode (1,0) vzhladom na premennu z. Uvazujte d’alej funkciu f(1,y). Pretoze

lin% # f(1,0), tak f(1,y) nie je spojitd v bode y = 0. Funkcia f(z,y) nie je spojitd v bode
y—)
(1,0) vzhladom na premenni y. Funkcia f(x,y) nie je spojita v (1,0).

3x+4y —2z+5, x#0, 1, z#2
36 f(x’y’z):{5 ! xio §i1 ziQ'

[37 ] Uvazujte Fubovorng bod (o, yo), pre Tubovolné e > 0 zvolite &; > 0 tak, aby pre
|y — o |< 61 platilo | f(zo0,y0) — f(z0,y) |< §. Zo spojitosti funkcie f(z,y) vzhladom
k = vyplyva, ze da sa zvolit’ o > 0 tak, aby pre | x — z¢ |< 2 platilo | f(z,y0 £ 61) —
f(xo,y0 £ 1) |[< §. Predpokladajte, ze f(x,y) monoténne rastie vzhladom k y. Potom
pre | £ —xo [< 02, |y — yo [< 61 dostanete f(x,y0 — 61) < f(x,y) < f(x,y0 + 61), pricom

| f(z,90%=61) — f(@o,v0) |<] f(z,90%+61) — f(@o, yo£d1) [ + | f(w0, yo£d1) — f(Z0,y0) [< e,
odkial dostanete, ze | f(z,y) — f(zo,%0) |< €, teda f(x,y) je spojitd v bode (zo,yo)-

38 ] Upravte | f(z,y) — f(z0,y0) | takto:

| f(2,y) = f(2o,90) [<] f(@0,y) = f(z,90) | + | f(z,90) — f(20, y0) |. Vyuzite Lipschitzovu
podmienku vzhl'adom na y pre funkciu f a spojitost’ f(x,y) vzhladom na = (t.j. f(z,yo)

je spojitd v bode xq).

@‘ sup f = max f = 81, napriklad v bode (0, 3); inf f = 0, min f neexistuje.
M M M M

1
[40 | sup f = max f = —, napriklad v bode (1, 1); inf f = min f = 0, napriklad v bode
M M e M M
(0,0).
E| Vyuzite definiciu rovnomernej spojitosti funkcie a pre I'ubovolné £ > 0 zvol'te
0= ¢.
3

@| Funkcia f(z,y) je spojitd na mnozine M, lin%) f(x,y) = 0, polozte f(0,0) = 0,
xr—
y—0
potom f(x,y) bude rovhomerne spojitd na M.
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IE‘ Funkcia f(z,y) nie je rovnomerne spojitd na svojom obore definicie t.j. na
M = {(z,y) € R? :] z |[<| y |, y # 0}. Zvolte dve postupnosti bodov {a(®¥}2° =
{321 (P }ee ) = = {(+,—$)}2, a zstite, ze o(a®,b®) =2 — 0 pre k — c© a
| f(a®)) = F(bB) |=

Funkcia f(x,y) nie je rovnomerne spojita na M; uvazujte dve postupnosti bodov:

{w@}ﬁﬂ::{<vﬂij;;aﬁa vf__:j$na>} ,
{pR ) = { (, [1— L cosa, sma) } , 0<a<2n,

ktoré patria do oboru definicie funkcie f(x,y). Zistite, ze o(a®,b*®)) — 0 pre k — oo a
| f(a®) — f£(bF)) |= 1 pre vietky k.

@‘ Funkcia f(z,y) je rovnomerne spojitd na M.
@‘ Funkcia f(z,y) je rovnomerne spojitd na M.

(
44 |

E‘ Funkcia f(z,y) je rovnomerne spojitda na M. Upravte rozdiel | f(x1,y1) —
f(x2,y2) | takto:

| (21 — 22) (21 +22) + (Y1 — Y2) (Y1 +12) |
ry +yi + V15 + s
x|+ |$2| lyr [+ g2 |

S+ \/— \/_+\/2—|zc1—m2|+|y1—y2|

| ﬁ+ﬁ—%@+£#
<|{L‘1—.’13 ||

a zvolte § = %

[48 |
a

) g—fc = e” [cos(xy) — ysin(zy)]; gz = —ze” sin(zy);
b) Oz __ 3{2—23321—332—1—1, Oz _ =z —2x3g—y +1. C) 9z __ 2z . Oz __ Y .
or — (z24y241)2 ° Oy —  (z24y?+1)% > Ox ~— 2x2+y?’ Oy ~ 2z2+4y2>
9z _ __y® .9z _ _ a® . 9z _ (z+y)®. 0z _ (z+y)°.
) 5% = @y E W (arign)d e) 52 =2(z +ye oy 2(z +y)e ;
f) % = cos 2x; g—z = cos 2y; g) % = 8zyt(z? +1)3; ay = 4932 + 1)%;
92 _ Y0 . 9z _ xy . s\ 9z _ _y . 9z _ _ )
h) dr = cos?(zy)’ Oy tg (:L‘y) + cos2(zy)’ 1) ox — xz24y2’ Oy $2+y2’
N 9z _ _yP-x® | 9z _ _aP-y® | oz _ ) )
) 5 =m0 = e k) 52 = ye™ (1 +ay); G52 = we™ (1 +ay);
l)&—— 2y . 0z _ 2:r. m)&_z_ 2¢ . 0z _ _2y .
88:13 - 1Zx1—y52’18y - 1(33 )2 0 Oor ~— x2+y2’ Oy ~ xz24y2?
9z _1_1 _1 _ 1 z .0z _ _ =& z z.
n) 0 = yTmE cosE = ,cosec .sec L ) By = T Secicosec

oz 1. 9z .
0) 52 =ya¥ ™7, 5. = z¥Inw;
2 2
) 92z _ |9pln %Y 4 z(y>—a?) ey \" . 9z _ 22(@*—y?) ey \"
p 81: 1132+y2 $2+y2 $2+y2 9 8y - y(xQ_’_yQ) 1132+y2 .

@‘ a) = 32y g—; =322, 2 L = 2a3y2%;
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—1

b) 9% = 2anz (ax2+by2+w22)n ; 8y = 2bny (az® + by? + c2?) _1;

9 — rnz (axz +by? + cz2)n_1 ;

0z
C) 8u _ _ _lxly . du — e — _ Ty .
2/ 22 —32y2’ 8y /22— y2’ 8z |z|\/22—22y2’
2 2 2
d) gz — 9per Ty’ +s’ o :2yex Py’ +2? : % = 2ze® TV I,
ou __ zcosxy ou __ . . Ou __ zcos(zy) .
€) 3 = Tyo2s7 —ysm(:cy)arctg (x2); 5, = —wsin(zy)arctg (22); 35 = T2
fyQu — _z. 9u _ z. Ju _|p ¥
Ox xz’ Oy ~ y' Oz T
ou _ xyz : . o0u . xyz o : ou TYZ o} .
g) 5 = €"Y* cos y(yzsin w+cos x); oy =€ smx(:z:zcosy—smy) Fe = xye™* sinx cos y;
h)a_u_zzz-@__é 2\, ou _ (= 1n_
ox ~ =z \y > 9y~ oy \y v 0z T \y y’
N Ou Y y/z. Ou _ py/zlne. Ou Y y/z
1) ox — zz 7 > Oy =T Zz 0 9z 227 Inz.

)]
o

50 | a) z=06x —1;b) 2 =8y + 1.
[51] a)2=13-12y; b) 2 = 82 — 15.

@‘ Navod: Vypocitajte diferenciél funkcii v bode O = (0,0).
a) 1+maz+ny; b) z+y.
(53] a) 20,55 b) ~7,8; ) 0,8(1 +2In4); d) —g: ¢) 2 ) —2.
[54 ] 4 108,972; b) 2,95; ¢) 0,502; d) 0,97.

(53
ity

@| Nie je. Navod: 1. Zistite, ¢i si splnené nutné podmienky diferencovatelnosti
funkcie v bode (0,0) (veta 2.2.1.); 2. ak d4no, potom vyuzite podmienku diferencovatelnosti
(1), z ktorej najdete funkciu w(x,y); 3. zistite, ¢i funkcia w(x,y) vyhovuje podmienkam
definicie 2.2.1. Derivacie f;(0,0), f,(0,0) pocitajte podla definicie 2.1.1.

@‘ Nie je.

‘i| Néavod: a) overit’ platnost’ nutnych podmienok diferencovatelnosti (veta 2.2.1.);
b) pri dokaze nespojitosti f;.f, staci ukdzat’ na zéklade Heineho definicie limity, ze f;, f,
nemaji limitu v bode (0,0); c¢) neohranicenost’ f;, f, v okoli bodu (0,0) mozno ukazat’
tak, ze ak si zvolime postupnost’ {(xn,yn)}n 1 C R2 ktord konverguje k (0,0) prislusné

o0

postupnosti { f1.(Zn, yn)}n_q { fo(@n, Yn }n: , maju nevlastnd limitu; d) pre dokaz dife-
rencovatelnosti funkcie v (0, 0) staéi vyuzit’ podmienku (1).

[58 ] Navod: Nech (x1,y1), (z2,y2) st lubovolné body z E. Uvazujte pomocni funkciu
o(t) = f(z2+t(r1 —22),y2 + t(y1 — y2)) na intervale < 0,1 >. pretoze E je konvexnd
oblast’, bod (z3 + t(x1 — x2),y2 + t(y1 — y2)),t €< 0,1 >, patri do E. Podl'a Lagrangeovej
vety a ohranic¢enosti derivécii f;, f, odhadnite | p(1) — ¢(0) [=| f(z1,y1) — f(72,92) | &
pouzite definiciu spojitosti funkcie f v oblasti E.

‘E Néavod: Nech (z¢,y0) € G je l'ubovolny bod. K dokazu spojitosti funkcie f v bode
(0, yo) vzhladom na obidve premenné vyuzite definiciu spojitosti, pricom v nerovnosti

| f(:c,y) —f(l’o,yo) |§| f(xay) _f<$7y0) | + | f(l’,y()) _f(x()?y()) |
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pre prvy séitanec pouzite Lagrangeovu vetu. Potom zohladnite tieto skuto¢nosti: a) e-
xistuje ¢islo M > 0 také, ze | f, (z,y) [< M pre vsetky (z,y) € G; b) spojitost’ funkcie f
podla premennej = pre y = yo, o znamend, Ze ak 5§ > 0 je nejaké I'ubovolné cislo, tak k
nemu existuje 61 = d1(g,yo) také, ze

£
| f(x,y0) — f(zo,y0) |< §,k€d’ |z —x0 |< d1.

v U
_ 3 1 t U
IE‘ a) 2u 2v ,b) (COSU USIDU);C) (_,_%);d) <'gu+cosﬁu);
v Sinu + ucosu

ou  —2 sinv  wcosv v
pr u _u
K Y w 20 2v 2w
e) | -2 % Z ];f) .
w w' lwu 1 1 1
T ns
61 . 2y . 2 . 2y .
I:‘ a) T b) W’ C) T COSQ/), d) ) e) 2ur.
[(62] oyou— v 0w ey 0w Bw 9w a2
?x ] (@2+y2)3/27 By (22+y2)3/27 Bz? (@2+y2)5727 By? (22 +4y2)5/2"
Pu _ y(2x—y7) .
0wdy — (x2+4y2)5/27
b)@_u __2zsinz?. 9u _ _ cosz®. 8%u _ _ 2sinz’4+4z®cosz®. 9%u 2z sinx 9%u 2coszx” .
ox ~— y 9 8y - y2 ) Ox2 T y 9 8:an y2 ) 8y2 - y3 )
ou _ 2z 2z, Ou _ _z2 2%, 8% _ 2 _.2z>2 | 8z2 z 322, 0%u _
c) 9 = ) sec” foy G = —igsect T3 Gog = Ssec” T- + So-sin T-sec” T oo =
2x 2 z2 422 .z 322, 8%u 2x> 3 2 2z x> 3 z2 z> 1
—= L 2 sinZt L. o4 == L 4 22 ginZt . r =
~% sec” 5 Sin £-sec” - 53 5 sec” T- 4 T sin T sec y,(secy @),
ou __ —-1. Ou %y _ —2. 0%u __ 2 0“u -1
d) g% = ya¥= oy = ¥¥Inw; o5 = yly — 1)x¥—=; o = v¥In"z; Fo = av (1+
ylnz); x> 0;
e)@_ 1L 0w _ 1 9% _ 20 . 0w _ %u_ 2y .
Ox — 14x2° 0y — 1+y2? 0z~ (1+22)27 dzdy ~— 0 9y~ (14+y?)2»
f) u _ |yl . ou _ _=SENy. 5% _ _ 2zly| . §%u _ (@P=yP)Sgn y. 9% _  2zly| .
ox — x24y20 Oy x2+y2 0 ox2  (224y2)2 0xdy  (#24y2)2 O 0y (a2+y2)2)
y#0;
ou __ x . Ou __ y . Ou z L 0% 227 —yP—2?
) Jdu .z . Ou ¥y . 9u . 0 _ AT Y —z
g) oz = (@2+y2+22)3/2 Oy (a2+y2422)3/2° Bz (a24y2+22)3/2' 0z2  (22+4y2+z2)5/2"
2u 3xy . 0%u 2y2—x2—z2 . 0%u 3xz . 0%u 3yz

dz0y — (224y2+22)5/20 By? — (@2+y2422)5/2) Bxdz  (w2+y2+22)5/27 dydz (x2+y2+Z2)5/2;
2

a%u 2z2—:r2—y

0922 (332—|—y2+z2)5/2;
z z z 5 z

h) Qu =z (z) , Ou_ _z(z)", Ju_ (z In. 9w _ 2(-1) (2.

or  x \y Y dy T oy \y » 9z \y y?' 0x2 T x2 y )
o2y _ 24l (2)7 22w _ 22 (2T 2w 1 (2) ey, 22u 1 (=) (g
oy = y? y ’ Ozdy — xy \y ) Oz T x \y y/) Oydz — oy \y

x Py _ [z 2z, z
zlng), 57 = <5> In 5y >0
NN Ou _ yu, Ou _ , lnx. Ou _ __yu L 0%u _ yy—2u., d*u _ uln’z. 8%u _ yulnzx
1) Ox ~ =xz’ Oy U= 82 = 22 ln:c, O0x?2 — x222 0 9y? T 22 0 922 T 24 (2Z+

%u _ (tylnz)u, 9§24 _  yulztylnz), 9%y _  ulnz(z+ylnz), .ZUZ#O

ylna:’); Oxdy — x22 ’ Qxdz xz3 > Oydz 23 ’

[64] o,

65 ‘ (—=1)™2(m+n—1)!(nz+my) )

(a—g) T
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(66 | L1,

[ 67 | (@ +p)(y +q)(z+r)e e,

(68 | ginux,

[69 ] o) Au=—u, A% =u;b) Au=1, A%u=0.

)
E‘ a) Aqu = 4,kder—\/a:2+y + 22, Nou=0
9

b) Aju =9 [(2? —y2)* + (y* — z2)? + (2% —2y)?], Dou=06(z+y+ 2).

II‘ Néavod: Pri dokaze spojitosti vyuzijeme definiciu spojitosti funkcie f v bode (0, 0);
parcidlne derivécie f;(0,0), f,(0,0), fi(0,0), f,;.(0,0) vypocitajte podl'a definicie.

[ 72 | Navod: Pouite vzorec (3) pre k =2, n =2 (resp. n = 3) a potom vezmite do
uvahy poznamku 2.2.3. pre pripad deferencidlu k - tého radu.
a) du = ma™ y"dx +nz™y" tdy, d*u = m(m—1)x™ 2y"(dx)? + 2mna™ Ly"dwdy +
n(n —1)az™y"2(dy)? = ™ 2y" =2 (m(m — 1)y*(dz)? + 2mnzydzdy + n(n — 1)z%(dy)?);

b) du — zdx+ydy d2u (ydz— wdy)2

Vaty?' (x2+y2)§ ’
) du = xcxixigy;[dy ]
o (P—2?)|(dv)®+(dy)? ]| —4zydady
d*u = (@ 1y2)2 )
d) du = (y + 2)dz + (z + 2)dy + (z + y)dz, d>u = 2dxdy + 2dzdz + 2dydz;
—2xzdr—2yzd x dz
) du = (xyz_H?j;_)(Q Lo ) ’
d2u = z[(3x —y°)(dx) +8xydocdy+(3y2—:r2)(dy)2] 4(33 +y )(a:dw—l—ydy)dz
4= @7 @ +y%)°

(73] 4r1,1,1) = (@ —1) = (y— 1) = de — dy,
d’f(1,1,1) =2[(y — 1) + (2 = D] [~(z — 1) + (y — 1)] = 2(dy + dz)(dy — dx).
[76 ] F(r)= f”( )+ 2f'(r). Navod: Z vety o derivovan{ zlozenej funkcie je napr.
% — f’(r)%, Sz = f'(r )(%)2 + f’(r)%}. Podobne ndjdite vyrazy pre parcidlne
derivacie zlozenej funkcie podla ostatnych premennych.
80 | Navod: Z vety 2.4.1. o derivécii zlozenej funkcie méme: g—z = ¢ (v)g—; +
w u v w 2u U 2 2’[} w 2
V(w) G2 G =¢'(v) G +¢’2(1U)%—t; 5 =¢"'(v) (%)2 +¢' ()55 + 9" (w) (52)" +
2 2 2
V()58 T = (o) (3)"+ ¢ (0)52 0 (w) (38)° 0/ (w) 52, ke v, w s vmitorné

zlozky zlozenych funkcii, napr. v ilohe a) je v =z — at, w = = + at.

@‘ Névod: Podla poznamky 2.4.1. a vety 2.4.2. v pripade ¢) mame:
du = af d§ + af dn —|— dC , kde d§, dn, d¢ su totalne diferencialy funkcii &, n, ¢ dvoch pre-

mennjch z, y; d2u - d(du) ( de + 2Ly + 9 dg) ( ) de+ 3L d% +d (—) dn+

g—£d277—|—d ( ) da¢ + 8fd2C, pricom diferencialy d <8_§> , d <%> , d < ) funkcii g£7 gi,
g—g pocitame podla uvedeného vzorca pre du a d?¢, d*n, d*¢ pocitame podla vzorca (3),

v ktorom x1 =z, x2 = y.
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a) du = f{(ydz + zdy) + f, 7ydxy_2$dy,
2 2 2 2 2

&2y = Sl (ydz + zdy)? + 211 v (dx) y—2w (dy)” | f;/QKWLny@L +2ftdrdy — 2f7/7£?ﬂiw;?;dyﬂ;
b) du = (fy, + 2tf, + 3> f,)dL,
42y (f" T ALF, A+ GE2fL 4 1263 f1, 4 Ot fl + 2f) + 6t ] ) (dt)? ;

¢) du =2 f¢(vdx + ydy) +2f; (zdx — ydy) + 2f<(yd:): + :L"dy),
d*u = 4f (zdx +ydy)? +4f7'7’2 (vdx —ydy)? +4f% (ydo+xdy)? + 8fé (z%(dz)? — y?(dy)?) +
8 /¢ (zdz+ydy) (yda+ady)+8 1 (zdz—ydy) (ydo+azdy)+2fL ((dz)? + (dy)?)+2f) ((dz)?—
(dy)?) + 4fldxdy;
d) du = f{(dx + dy + dz) + 2 f5(xdx + ydy + zd=z),
d*u = fii(dz+dy+dz)? +4f5(dx + dy + dz)(zdx + ydy + 2dz) + 4 5 (vdx + ydy + 2dz)? +
215 ((dz)? + (dy)* + (dz)?). Tu 1 a 2 znamend zodpovedajice 1. a 2. zlozka zloZenej
funkcie.
e) du = 2fidx + 3f4dy + 4fidz,
d?u = 4], (dx)? + 915, (dy)? + 16 f5(dz)? + 12 f{5dxdy + 16 f15dxdy + 24 fYadydz;
£) du = (fiy + f2 + f3) dx + (fiz — f3 + f3) dy,
dPu= (fi1y* + 2floy + 2fisy + f3o + 2f35 + f35) (d2)? + (flizy — fioy + fisy + flaz+

15z — fih + fi + f33) dedy + (fi12° + 2fi5a — 2fiax + fop — 2f35 + f35) (dy)*.

‘E Navod: Ak postupujete podla nivodu k tlohe 81 a vezmete do tvahy, ze d?¢ =
2
0, d?n = 0, d?¢ = 0 pre linedrne funkcie &, n, ¢, dostanete d?u = <88—§d§ + a%dn + %dg) f.
Metédou matemetickej indukcie sa 'ahko presvedéite o tom, ze

d"u = <a£d£+gd + Cdc) I

t.j. ze tvar diferencidlu 'ubovolného radu sa zachovava pri zdmene argumentov linedrnymi
funkciami.
a) d"u = f™ (az + by + c2) (adx + bdy +cdz)"

b) d"u = (adaz% + bdy% + cdzg) f(&,n,Q), kde & = azx,n="by,{ =cz
C) d"u = [dl‘ (ala% + CLQ% + (Igé%) + dy (bla_g + bz% + b38§§> +
+dz (cla% +cog + 638%)] f&m,¢).

(84 ] Navod: Uvazujte pomocni funkciu F(t) = W, kde (z0, Yo, 20) je l'ubovol-
ny bod z defini¢cného oboru funkcie f. Ukazte, Ze pri splneni podmienky tlohy je F’(t) = 0,
z ¢oho vyplyva F'(t) = konst. = C'. Konstantu C' vypocitate, ak polozite t = 1. Ak dosadite

tuto hodnotu C namiesto F'(t) do uvazovanej rovnosti, po vynasobeni t" dostanete to, ¢o
bolo treba dokazat’.

(861 1-v3
[87 ] Navod: Vyjdite zo vztahu — | grad =(M) |< 22(M) <| grad =(M) |, ktory je
dosledkom vzorca (4) a vlastnosti gradienta funkcie z v bode M.

%?»(171):C08a+8ina; a)a:%,b)a:%jc)a_g_ﬂ'aa_%
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@‘ Néavod: Vyuzite poznamku 2.4.1.

(89 1 e

[90 | 8“(1 1,1) = cosa +cos 3+ cosvy, | grad u |= /3.

V %"‘yo

@

Zo Yo

‘i‘ | grad u |= 2 72y oS = —T, cos = —;%5, cosy = =2, kderg = 23 + y} +zol
[92 ]
93 | ~ 3142,

\95\ 82u _ 8%u
— op T 022

8%
QW cos 3 cos .

[SIE]

8u au

cos? 0‘+a % Ccos ﬁ+ % cos 7+2 cosacosﬂ+2 ~ cos acosy +

@‘ Néavod: Polozte y = 2z. Potom 1. podmienku derivujte dvakrat podla x a 2. pod-
mienku raz podla x ako zlozenu funkciu. Tym dostanete systém linearnych algebraickych
rovnic vzhl’adom na hladané druhé parcidlne derivacie.

u’ (z,2r) =u!’ (x,2x) = —2;u” (T, 21) = 5g.

yy T3 3

‘i‘ Néavod: Integrujte rovnicu postupne n - krat podla y, pricom namiesto konstanty
integrovania budeme mat’ vzdy funkciu premennej x.

2= go(@) +yp1(z) + ...+ ¥ Ton-1(2).

[98 | 2z =%y +y? — 22t + 1.

@‘ z=14+zy+ 1>

@‘ z=1z+y*+0,5zy(z +y).

@‘ Overte platnost’ predpokladov vety 3.1.

@‘ Overte platnost’ predpokladov vety 3.2.

@‘ Overte platnost’ predpokladov vety 3.3.

@‘ Overte platnost’ predpokladov vety 3.3.

‘@| 1. Nekonecne vela. Napriklad, ak x, = —1 + , k=0,1,....,.n, n =2,3,....
tak pre kazdé n = 2,3, ... definujte funkciu

—lz|, akx < —1
y(z) =< |z|, akazp <z <z
—lz|. ak x > xp4q,

kde k =0,1,2,...,n. Tato funkcia je definovand pre vSetky x a spla rovnicu (1).

2. §tyri funkcie: y =z, y = —x, y=|z|, y = —|z|;

3. dve funkcie: y = -z, y==x

4. a) dve funkcie; b) styri funkcie;

5. jedna funkcia, pretoze funkcie y = x a y = |z|, ktoré prechddzaji bodom (1,1) si
identické v intervale (1 —§,1+9), 0 <0 < 1.
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[106] ) B =~ (M) =2 0% (My) = 2230,

zo ' Oy zo ' Oxz0y 25

) g = et o = iy

2 2 2 M . Lo
axQ 2 (M) = 2o 20+2%0%0 Z(Oxt(ziofgo)gozo xO)az( 0), kde g—fc(Mo) je horeuvedeny vyraz.

z z z ! 2 —1 zo| (o —1)2+(1—20)? P
c) %(Mo) — z0 %o 2 (M) = 2. Yo z (M) = o[(mo—1)+( 0)], aajay(MO) _

To 1—2z0° ay Yo " 1—2zp” 8x2 z2(1—20)3
zo  (xo—1)(yo—1),

zoyo (1—20)
9z __ 14wyozosin(xoyozo) 9z __ 14mozpsin(xoyozo)
d) oz (MO) - 14+zoyo sin(zoyozo)’ Oy (MO) - 1+z0yo sin(xoyozo) ’
925 M . —COS($0yOZO)[$020+3§0yO%(MO)]_[ZO"‘mO %(Mo)+yog—;(Mo)].sin(acoyozo) kd Oz M
axay ( ) - 14+zoyo sin(zoyo20) € o2 ( )

a ay 2 (Mp) st predtym najdené vyrazy.

Névod: Druhé parcidlne derivacie hl'adajte derivovanim prvych parcidlnych derivécii
funkcie z podl'a vhodnej premennej.

@| Vychddzajte z toho, ze diferencidl dy = f'(z)dx pre funkciu y = f(x) uréeni
implicitne rovnicou 1 + zy = k(z — y) (pojem funkcie ur¢enej implicitne je uvedeny po
vete 3.1.). N&jdite derivaciu f'(z) podla vety 3.1., vyjadrite konstantu k z danej rovnice,
potom dosad’te to do vyrazu pre dy.

[108] Postup dokazu je podobny ako v ilohe 107. Len tu treba rozriesit’ rovnicu (1)
vzhladom na x (resp. na y) a to dosadit’ do vyrazu pre dy za predpokladu, ze xy > 0.

[109] ) 2, 1) —

[110] 423, -2) = L(2dz — dy), d?2(3,-2) = —o2; [2(dx)? — 5dzdy + 2(dy)?], kde
de =x—3,dy =1y + 2.

IE‘ Pouzit’ techniku derivovania funkcii u(x,y) a v(z,y) danych implicitne systémom
rovnic z vety 3.3.

Ou _ _zutyv  OQu _ rv—yu Qv _ _yu—zv Qv _ _ rUtYU .2 | 2 - ()
9z — T zm24y?’ Oy — z2FyZ’ Oz~ 224y?’ Oy . m24y?’ Y .

2 Oz
Névod: Oblast’ existencie funkcie z(z, y) ndjdete z podmienky (na zdklade vety 3.3.), ktord
stanovuje, kedy systém prvych dvoch rovnic urcuje jediné funkcie u a v premennych = a
y. Vyjadrite ti podmienku pomocou vyrazov pre x a y. Derivacie g;’, gz hl'adajte tak, ze
zderivujete tretiu rovnicu podla x (resp. podla y), beric do tvahy, ze u a v su funkcie z

a vy, uréené prvymi dvomi rovnicami. Do ziskaného vysledku dosad'te (ndjdené podla vety
o le] o
3.3) 2 o, % (resp. 52, BZ)
113‘ 2z _ sln p+cos? @ cos> 1/1
0% =

2 sin3 ¢

]_]_4‘ 8%z __ sin2v 8%z _  cos2v 9%z __  sin2v 7& 0
ox2 — w2  dxdy u2’8y2__u2’u :

[112] Funkia z(z,y) je definovand v oblasti y > Z 2?0z — gy, g—z = 2(u+v), u#wv.

119 Navod: Derivujte rovnost’ z = x* + y* podla x, bertiic do tvahy, ze y = y(x) je
[115] Navod: Derivujt t 2 = 22 + y? podla z, bertc do tvahy, 7 i
funkcia uréend implicitne rovnicou 2 — zy + y?> = 1; derivéaciu z—g hl'adajte na zaklade
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vety 3.3. a dosad'te ju do vyrazu pre —w Ten isty postup zopakujte pre funkciu 4. 42 =

dz'dz —
2(x?—y?) . d?z _ 4dz—2y
r—2y ' dx2 = x—2y

@‘ Névod: Pouzite metédu matematickej indukcie. Pri dokaze pre n = 1 postupujte
nasledovne: a) derivujte podla y funkciu u = f(z) ako zlozenu funkciu; b) néjdite na

zaklade vety 3.2. parcidlne derivacie g—;, g—;, vyjadrite % pomocou gz a dosad'te to
do ziskaného vyrazu v a). Predpokladajte, ze Lagrangeov vzorec plati pre n = k : 816—}5

dy
% {[gp(z)]k g“} a dokazte jeho platnost’ pre n = k41 a to tym spoésobom, ze derivujete

poslednt rovnost’ podla y a upravite ak: 1, pouzijuc vyraz pre 8—; (resp. g—;), ktoré ste

nasli v pripade n = 1.

Iﬁ‘ Névod: Parcidlne derivécie % a 5= az hl'adédte podla vety 3.2., pricom F(z,y,z) =
®(x — az,y — bz) je zlozend funkcia. Preto parcidlne derivécie F, F’ F! treba hladat’
ako derivécie zlozenej funkcie (odsek 2.4. z 2.).

‘E Névod: Derivujte 1. rovnicu podla z (resp. podla y), beric do livahy, 7e z a«
su funkcie x a y. Tak dostanete algebraickt rovnicu vzhl'adom na gz (resp oo %), ktord po

uprave a vyuziti 2. rovnice l'ahko rozriesite.

@| Néavod: Derivujte 1. rovnicu podla x (resp. podla y), beric do uvahy, ze z je
funkcia xr a y a f je zloZenzi funkcia premennych x a y. Tak dostanete algebraicki rovnicu

vzhladom na 22 (resp. 9 3., v ktorej koeficient pri 92 (resp. g—z‘) sa rovnd 0 na zaklade 2.
rovnice.

7’ ’ ’ . /7 Y 2 2 .
‘120‘ Néavod: Bertc do uvahy 1. rovnicu systému, najdete g—;, g—;, %, g—y;, pritom sa

vyuzije 2. rovnica systému.

[121]  Ngvod: Uvazujte zlozent funkciu premennej ¢: u(t) = y(z), kde x = e'. Po-
stupnym derivovanim funkcie u(t) vyjadrite derivécie y'(z), 3" (x) pomocou derivacii v’ (t),
u”(t) funkcie u(t). Najdené vyrazy pre y’ ( ), y'(z) a z = €' dosadite do danej rovnice.
Tak dostanete transformovanu rovnicu: dtg +u=0.

[122] dt?, 3(31753 + 29 — 6u(t) = 0. Ndvod: Pretoze t = In|z|, |z| = e'. Dalej
postupujeme, ako v ilohe 121.

|:123‘ dQ—;‘ +n2u = 0.

@‘ dtQ + m?u = 0. Névod: Ulohy rieSime podobnym sposobom, ako tlohu 121.

@‘ Néavod: Dvojnasobnym derivovanim vyrazu pre y, v ktorom u je funkcia premennej
x, dostanete vyrazy pre y’ a y”, ktoré dosadite do danej rovnice. Tak dostanete rovnicu:

u’ [g(x) — 3p%(x) — 59 (x)] u = 0.

(126 u”(t) + u/'(t) (34 u(t)) + 2u(t) = 0. Navod: Pre vyjadrenie % v novych pre-
mennych vyuzijeme vzorec, uvedeny v odseku 1, pricom x = f(t), y = g(t), kde g(t) je
stucin funkcii premennej t. Tak dostaneme —g = f_(% Dalej derivujeme ziskant rovnost’

pre % podla ¢, pricom l'avi stranu derivujeme ako zlozenid funkciu premennej ¢ (vnitornd
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2
zlozka je x = e'). Vyrazy pre z, ¥, %, ;ﬁc—g v novych premennych dosadime do danej
rovnice.

[127] u(t) + 8u (v (t))® = 0. Ndvod: Postupujeme tak isto ako v tlohe 126.

[128] u’(t) —u'(t) = ﬁu(t). Névod: Z druhej rovnosti vyjadrite x ako funkciu t a
potom podla toho y ako funkciu t. Dalej postupujte tak, ako v dlohe 126.

‘&| Néavod: Pre vyjadrenie % pomocou novych premennych r a ¢ pouzite vzorec z
odseku 4.1. a vezmite do tvahy, ze f a g su siciny funkcii premennej
v fle) = r(p)cosp,g(p) = r(p)sinp. Preto sa derivicia % vyjadri v novych pre-
mennych vzorcom, uvedenym v navode k dlohe 126. Po dosadeni najdeného vyrazu pre %
a vyrazov pre x a y do danej rovnice dostanete algebraickt rovnicu vzhl'adom na derivaciu
j—;. Vysledok: j—; =r.

B () = zmzeps

© sin 2¢
[132] 9 P S o R 27 S A ,
r {r +2 (dcp) Tdﬁ} = (dcp) . Navod: Postup riesenia je podobny, ako v
ulohe 126, s tym rozdielom, ze nové nezavisla premenna je tu ¢.

133| dr 1
de r”’

‘@ Navod: Funkcia z je zlozend funkcia premennych z a y, t.j. z = z(§,n), kde
¢ =x+vy, n =x—y. Podla pravidla derivovania zlozenej funkcie vyjadrite parcialne
derivacie % (resp. g—z) pomocou parcidlnych derivacii g—z a g—f]. Dosadenim do danej
rovnice dostanete parcidlnu diferencidlnu rovnicu 1. radu g—; = 0. Jej integrovanim podla

n dostanete z = ¢(&) = p(z + y), kde ¢ je l'ubovolna diferencovatelnd funkcia.

‘@ Pozri ndvod na riesenie tlohy 134. z(x,y) = ¢(z? + y?), kde ¢ je 'ubovolnd
diferencovatelna funkcia.

@| Néavod: Tu pri derivovani zlozenej funkcie z = 2(§,7n), kde € = x, n = y — bz,
podla x (resp. podla y) treba brat’ do uvahy, ze v druhej zlozke n = y — bz je z funkciou
r a y. RieSenie rovnice je: z(z,y) = £ + ¢(y — bz), kde ¢ je I'ubovolnd diferencovatelnd
funkcia.

@‘ Névod: Podobnym spoésobom, ako v tlohe 134 vyjadrime derivacie % a g—;
pomocou derivacii g—g a g—;. Dosadenim do danej rovnice dostaneme: & g—g = z alebo

oz
= %, odkial’ integrovanim podla &€ mame In |2(&, )| = In €| 4+ In|p(n)|. Teda:

z

z=&p(n) = xp(), kde ¢ je I'ubovolnd diferencovatelnd funkcia.

[138] Navod: Podra pravidla derivovania zlozenej funkcie ¢ = arctg £ (tu st x a y
funkcie t) a vyuzitim rovnosti r = y/x? + y? ndjdete vyraz pre rz‘fi—f. Derivovanim tohto

vyrazu ako zlozenej funkcie ¢ dostanete vyjadrenie w v premennych r a ¢: w = % (7’2 Z—f).

‘&| Néavod: Polozte z = z(u,v), kde u a v si uvedené v tlohe funkcie premennych
Oz Oz

x a y. Podla pravidla derivovania zloZenej funkcie ndjdete vyrazy pre 9= a o Bertc
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do dvahy, ze x = e", y = sinhv (hyperbolicky sinus -v), vyjadrite % a g—; v novych

premennych. % + g—f) = e"sinhwv.
140| 0= _ 02 _
ou ov :

@‘ Né&vod: Postupujte podla ndvodu na rieSenie ulohy 139 s tym rozdielom, ze

vyraz pre u a v obsahuje funkciu z premennych z a y. Najdete vyjadrenie g—; a g—;

pomocou parcialnych derivacii % a %. Pri dosadeni do danej rovnice vyuzite este to, ze

— 2y _ x _ utz® 9z _ z utz> 2
2r=u+2° L =v, T="% 5 =202 (2% Fu).

’E’ 386;—50 + g—i = 0. Navod: Uvazujte zlozent funkciu premennych = a y: z = z(u,v),
kde u = x+2y+2, v = x—y—1. Dvojnasobnym derivovanim tejto funkcie podla pravidla
derivovania zlozenej funkcie vyjadrite vSetky v rovnici uvedené parcidlne derivacie z podla
premennych x a y cez parcidlne derivéacie funkcie z podla premennych u a v.

14 o2 2] 92 o2 0z) _
143] o (9% - =)+ s +c(25-%) =0
144 o 3z _
144] 2224 0%

@‘ % + 227‘3 + a”e?"z = 0. Navod: Pri rieseni dlohy postupujete, ako je uvedené v
odseku 4.2.

146 | 8225:1) _ 2 o

u(d—uv) v "
2
[147] (u? —v?) 2z =y Iz,

148| 9%z _ _2u 0

w2+v2 Ou”

149] o) Ay =Ly 4 Ldu b) A(Au) = L8 4 28 _ Ly Ldu
1 92 Pw\ _ (w2 ow >
150] w(ge+58) = (2)"+ (%)

151 (82)°+(8)" 2, o . o )
w = o u” 4 v° # 0. Navod: Postup riesenia je uvedeny v odseku 4.2.

[152] g—z + % = 2 v #0. Navod: Polozte v rovniciach (3) z odseku 4.3. w =z, u =

=&,
y— 2z, v =1y + z. Potom totalny diferencial funkcie = dx = g—zdu + g—fdv, pricom

0z 0z

0z 0z
dv = a—xda:—I— (1 + @) dy.

Po dosadeni tychto vyrazov do vzt'ahu pre dxr a po porovnani koeficientov pri dx a dy

dostanete algebraické rovnice s neznamymi % a g—;. Ich rozriesenim dostanete vyjadrenie

s 4 io4arf 0z 0z 4 f ol O ox
parcidlnych derivacii 52, 3, bomocou parcidlnych derivdcil = a g7.

2,2 ozl aut((22)2 L (2z)?
@| A="" kel ((g“) (%) ), x? (u% —f—U%) # 0. Navod: Pozri navod na

x‘%u%%—l—v%%)

rieSenie ulohy 152.
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‘154| % = 0. Navod: Uvazujte v zlozenej funkcii premennych z,y,z : u = u(§,n, (),
kde ¢ =z, n =y — x, ( = 2z — x a pouzite pravidlo derivovania zlozenej funkcie podla x,
podla y, resp. podla z.

[155] %—zs = 0. Ndvod: Z 3. rovnosti mdme z = e**¥ kde w = w(u,v) je zlozend
funkcia premennych x a y s vntutornymi zlozkami v a v. Derivovanim podla = (resp. podla
y) danej rovnosti (s vyuzitim pravidla derivovania zlozenej funkcie pre w) a dosadenim do
ziskanych vztahov pre 9% (resp. %—lyz) néjdenych parcidlnych derivécii 9% (resp. 9Y) a g—z

(resp. g—;) podla prvych dvoch rovnosti dostanete vyjadrenie parcidlnych derivécii g—; a

0z , ,
o5 V novych premennych.

FEI

‘157| (ug—‘:)z + (U%)2 = w2g—t’%—1‘)’. Navod: Derivovanim rovnosti z = we®” podla x
(resp. podla y), kde w = w(u,v) a u, v su funkcie z a y uréené implicitne systémom rovnic
r =ue?, y =wve”, podla pravidla derivovania zlozenej funkcie dostanete
0z w Oow Ju Ow v
— = D ——+——.—
or  © (w+ )(8u oz v 8$>’
0z ow OJu Ow Ov
22 = (== +2.2).

y e (w+ )(8u 8y+8v 8y>

Derivécie % (resp. g—Z) a g—;’: (resp. g—;) najdete podla vety 3.3. o existencii a derivovani

funkcie u a v danych systémom uvedenych rovnic.

@‘ %—2” = 5—57 Névod: Zderivujete rovnost’ u = wz podla x (resp. podla y, resp. podla
z), bertic do uvahy, ze w je zlozend funkcia premennych z,y a z s vnitornymi zlozkami
§=% n=YtaC==

2 ’ . . 7’ L
‘@I % = 0. Né&vod: Z tretej rovnice mame z = wxﬂ, pricom w = w(u,v),
kde u = %, v = x je zlozend funkcia premennych x a y. Dvojndsobnym derivovanim

tejto rovnosti podla y (s pouzitim pravidla derivovania zloZenej funkcie pre w), vyjadrite

., . Va . 2 4 /
parcialne derivacie g—z a g?z pomocou novych premennych u, v a w.

160| &%w _ 1
ou? 2"
D61 oy 2 gy
@‘ %2; + %2; + (3—25)2 + (%)2 = 0. Navod: Postup riesenia je naznaceny v odseku
4.3.
) ) ) 2 2 2
168] e v ettt (%) () (3]

‘ﬁ| w = g—;. Névod: Postupom uvedenym v odseku 4.2. dostanete (nezavislé pre-
menné s r a ):

Ou  Ou dx Ou Oy
ar "9z or oy or
Ou  Ou Ox  Ou Oy
dp 0w dp oy Oy’
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pricom g—f (resp. g—z), % (resp. g—z) dostanete derivovanim podla r (resp. podla ¢)
danych vztahov pre x a y. RozrieSsenim ziskaného systému rovnic vzhl'adom na % a %
Y

dostaneme, ze

ou 1 ou . Ou

— =—(rcosp— —sinp—

oxr r Y or SO(?QO ’

ou 1 . Ou n ou

— =—|rsinpg— +cosp— |.

oy r Y or v dy

Dalej dosad'te tieto vyrazy a « = rcosp, y = rsiny do vyrazu w.
165.] o =00
or”*

I@‘ w = % + T%% + %%. Navod: Derivovanim 1. rovnosti podla r a 2. rovnosti
podla ¢, ktoré si uvedené na zaciatku navodu k tulohe 164, podla pravidla derivovania
zlozenej funkcie najdeme:

or2 ox?
0?u  O%u (833)2 5 0*u Ox Oy O%*u (8y)2 ou 0%z Ou 0%y

07~ 02 \dp) oty 0o dp 02 \0p) Towap? T 0y o

Fu_ 0w (00, 0 o oy (0 ou P ou 0%
"\ Or OxOy Or Or  Oy2 \ Or Ox Or? ~ Oy or?’

ou ou

Do tychto rovnosti dosadime ndjdené vyrazy pre 3% (resp. 8—y) v novych premennych v
Oy ) 0%z
)

, , o oxy\ Oy 9%zy 9%y %y
ul/o'he 1,64 a vyrazy pre W'(resp. %), 5 (res.p. 9s)0 orF (/resp. 8/—902‘), o7 (/resp. W)
najdené na zaklade rovnosti x = cosp, y = rsinp. Spocitanim prvého ziskaného vzt'ahu

vynésobeného 72 s druhym vztahom dostanete algebraickid rovnicu s nezndmou w.

@‘ Navod: Ak budete postupovat’ podl'a navodu k tlohe 166, dostanete

2 2 2 2
% = ng cos? ¢ + 2 aag; auy sin g cos ¢ + 2712‘ sin? ¢. Vyndsobenim tohto vyrazu r2 a bertc
2 82_7;

or2 -

@‘ Néavod: Postupom uvedenym v navode k tlohe 166 vypocitate
2 2 2 2
%g = r2sin? gog—x% — 272 sin @ cos goaax—a“y +72 cos? gog—yg —r%. Bertc do tuvahy tento vztah,

vysledok z ilohy 165 a vzt'ahy x = r cos ¢, y = rsiny dostanete w = 2—2%.

do uvahy, ze x = rcosp, y = rsin @ nijdete, ze w =1

@‘ I=1 (g—?.g—z — g—g.g—ﬁ). Néavod: Postup riesenia je taky isty, ako v tlohe 164.
@| Névod: Zamenu premennych urobte ako kompoziciu dvoch ¢iastoénych zamen:

x=Rcosy, y= Rsinp, z=7Z a R=rsinf, ¢ = ¢, 2z =rcosf. Pritom mozete vyuzit’
vysledky, ktoré ste dostali pri rieseni ulohy 164 (tu len bude iné oznacenie premennych).

Nu = @ 2—1—i 6_u 2+# 8_u 2
=\ ar r2 \ 00 r2sin?g \dp )
10 [ ,0u 1 9 (. 0Ou 1 %u
Bt = 13 [87” (r ar> " S0 00 <Sm909) ! sin298902] |
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Iﬁ‘ Néavod: a) Pod riesenim budeme rozumiet’ spojiti funkciu u(z, t), ktora ma spojité
parcialne derivdcie az do 2. rddu véitane v nejakej oblasti G C R?, t.j. u € C?*(G,R), a
ktora vyhovuje danej rovnici.

b) Dvojndsobnym derivovanim zlozenej funkcie u = u(&,n), kde { = x — at, n = = + at,

. . . . 7 . . Vd . 2
podla premennej x (resp. podla t) dostaneme vyjadrenie parcidlnej derivacie 273 (resp.
2 . 7/ L4 2 2 2 7/ 7 4 . .
g—yg) pomocou derivécii g—éé‘, g—n’;, 88§8u17' Dosadenim tychto vyrazov do danej rovnice

najdete, ze 65);—5;7 = 0. Ak zintegrujete tdto rovnicu najprv podla £ a potom vysledok
podla n, vypocitate u = ¢(§) + ¥(n) = p(x — at) + Y (z + at).

[172]  fa) =542 —1)% — (2 — Dy +2) — (y +2)2.

178] f(ay,2) =3[ 1P+ (- 1P+ (12— (@ —Dy—1) - (- (- 1)-
~(y-DE-DI+@-1°+ @y -1+ (z-1)°=3@@ -1y -1z -1).

[174] Névod: Vv Taylorovom vzorci (1) polozte z1 = 1+ h, 2o = =1+ k a 29 = 1,
.213(2) = —1. f(l’g,yg) — f(a:l,yl) = h — 3]€ — h2 — Qhk + k2 + h2k + hk2

175] 14 (2 1)+ 20— D)(y—1).
A76] 1122442 - La? + 422
COST ~_ Tty T
[177] a)mwl —Lb)arctgmgw +x — zy.

[178] f(z,y) =1+ mz+nz+ 5 (m(m+ 1)2? + 2mnzy + n(n — 1)y?) + .. ..

@‘ Navod: Pretoze 1 4+ x + y je linearna funkcia, tvar diferencialu 'ubovolného radu
sa zachovava (pozri ulohu 82). Preto

o oo
B el 33+y B nlzmyn=m
f(i‘”y)—z( 1) _Z Z m!(n —m)
n=1 n=1 m=0
|
-3y C Famyn,
n=1m=0 m
|z +y| < 1.
2n—|—1
[180] = siny = nz;)mz m' 2n+ 1) (Jx] < 00, |y| < o0). Névod: Maclaurinov rad

pre funkciu

F(,9) = (0,0) Z Lo ua) 0.0,

mozno zapisat’ vo tvare:

<1/ 0 9\ — nlz™y"™ 9" f(0,0)
f(%y)zz()a(x%_'_ya) ZTUZm'n— ) dxmoyn— m
—ZZ -m 9™ f(0,0)
n=0m= Om‘ n—m |axmayn m’
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Kladic n — m = k, dostaneme

i i :Emyk am+k:f<070) (*)
e~ £ mlk! dxmoyk

m+k m—+k

Pre dantd funkciu f(x,y) = e* siny, 88xm8y (z,y) = e®sin(y + k7). Vypocitajte gxmiayfk v
bode (0,0) a dosad'te do vzorca (*).
[181] €T CosSY =y o o> 0( Dty , (] < o0, |y] < 00).

m!(2n)!
n—1, 2n—1
182]  Nvod: Vyuzit' zndmy rozvoj sinu = Y. -, %, lu] < oo. Potom

-1 n—1 2 2\2n—1
P — (2(723—5?{ : , 2% +y? < o0.

sin(z? + y?) =

@‘ Singularny bod je (0,0), pricom mo6zu nastat’ tieto tri pripady: a) ak a < 0, bod
(0,0) je izolovany singuldarny bod; b) ak a > 0, je to uzlovy bod; c) ak a = 0, je to bod
vratu (y = +2°%/2).

@‘ ) bod (0,0) je uzlovy singuldrny bod; b) bod (0, 0) je izolovany singularny bod;
c) bod (0 O) je uzlovy singuldrny bod.

@‘ a) bod (0,0) je bodom samodotyku; b) bod (0,0) je bod vratu 2. druhu.
[187] x+5y—z—5=0,xT_5:y_1 Z=5,

5 —1

188 x+4y_4z_%:0’ szzy;%:z_:g
_ y—1 —1
189 r4+y+2z-3=0, T =1 =4

190‘ 2c+y+ 2 =0, % yi:z L

z+1
1
191] 195 —9y+2:-9=0, &8 = U155 = =9

E192‘ x—y+\/§z—“f:0, v :y—%a e 1)

1 —1 V2
193] e+ 1)0— (e 4 my+ e+ 1)z =0, 255 = 5 = =

@| T—y+2z— /% =0, z—y+2z+ /3 =0. Navod: Oznacte F(z,y,z) =

2?2 4+ y? + 222 — 1. Body dotyku néjdete z podmienky rovnobeznosti dotykovej roviny a

danej roviny: F;(xoiyo’z()) = Fy(wT?O’ZO) = I (xoéyO’zO) = k, kde (zo, Yo, 20) je hladany bod
dotyku.

‘@ Navod: Polozte F(z,y,2) = (x + 2)? + (y — 2)? — 18. Potom smernice normaly
v danom bode (z,y, z) plochy budi: m = F;, n = F,, p = F]. Ak vezmeme do tvahy
rovnicu roviny v tvare Ax + By + Cz = 0, tak rovnica roviny Oy je 2 =0, t.j. A= B =
D = 0,C = 1. Z podmienky rovnobeznosti priamky a roviny Am+ Bn+ Cp = 0 dostanete
rovnice, ktoré urcuju hladané geometrické miesto bodov.

Geometrické miesto bodov je ur¢ené rovnicami x + z =y — z = £3.
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[196] 4 — —22 _? g 6 =2, 6y = —6, 65 — —

-1 0 3

@‘ Kvadratickd forma Q(z1, 2, x3) je kladne definitnd.
198] i =2(33) =75
[199] 0 = 2(1,1) = —1.

[200] . o= (-1 —1)=2(1,1) = —2.

[201] e = 2(0,0) = 0, 2imin =2 (L,1) = 2(3,—1) = 2 (=L, 1) = 2 (=L, -1) =

o0

202] Zimax = 2(2,3) = 108, v bodoch (0,y), kde —oco0 < y < 400 alebo 6 <
y < 400 mé f maximum; v bodoch (0,y), kde 0 < y < 6 ma f minimum; v bodoch
(0,0), (0,6), (x,0), kde —0o < x < +00 nemd f extrémy.

@‘ Zlmin = 2(5,2) = 30.
|:204‘ Rfl.max — % (i

L) —Z(_L _L) — ab —Z(L _L) -
V3'V3) V3 V3) 33’ l.min — V3 V3)
a b _ ab
: (‘ﬁ’ ﬁ) T Ve
‘@ Staciondrne body neexistuji; v (0,0) neexistuju parcidlne derivacie, z (z,y) —
2(0,0) = —\/22 4+ 42 < 0, Zmax = 2 (0,0) = 1.

[206] ) 0 =207 —2—V3—T ;= 0,41, 42, 21 ma = (- +2+V3+F, r =

0,+1,+2,... staciondrne body dostanete riesenim rovnic z/, = 0, zy = 0, ktoré upravte
takto:
1 —2sin(z —y) + 2sin(z +y) =0

Xr —
1—|—2S111(33— y) + 2sin(z + y) = 0 odkial
= (D) E - (k+m)g

y_(—l)k+112 (k—m)Z, k,m=0%1,%2,..., uvazujte a) k=2r, m=2l—1ab) k=
2r—1,m:2l,r:0,j:1j:2 L 1=0,41,42,... .

@‘ Zmin = 2(0,0) =0, 21.max = e 1, kde body (z,y) lezia na kruznici 2% + 3% = 1
(zaved'te substitiiciu ¢t = 22 + y? a najdite lokdlne extrémy funkcie z = te™?).

‘:lzos Zl.min = Z< 1

1 :Z_L_L:_i-z :ZL__L:
Vv2e’ V2e 2e’  V2e 2¢) ~l.max V2e’l V2e

(o 1)1
V2e’ V2e 2e”

@‘ f nem3 lokélne extrémy.

‘210| ZAmin = 2(2,0) =0, kde 0 < < 4; 21 max = 2(2,0) =0, kde (x < 0) V (z >
4), Zlmax = 2(1,2) = 4.

211] 4 0 = w(0,0— 1) =2.
212] 4 0 =w(l,—1,1) = 1.
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@‘ Ulmin = u(—1,—-2,3) = —14.
|:214‘ U] min :u(%aga_l) :_E'
[215] ) 0 = (24, —144, —1) = —6913.

216] 4 =u(d,1,1) = 4.

29

@‘ U.min = U (ﬁa ﬁga _%) = _\/g; Ul.max — (ﬁa ﬁga %)
@‘ Ul.max :u(i,i,i) = %

I:Z]_g‘ Ul.max = U (ia 4117 }I) = ﬁ

220] f— 7) =30+ 5Va? +4; guin=9(3) = 30— 5V + 4.

(
@‘ fl.min :f<_3

~—
I

0; glmax = 9(3) = —6.
@‘ fl.max :f<_6_ :_6+3L\/§; fl.min :f<_6+ﬁ§>=—6—32%
@‘ fl.max - f ’1_76) = _%; gl.min = f(O 2) =1.
@| fl.min - f 70) - _\/5; fl.max - (171) - f(_la_l) - \/1+\/§7 gl.min —
)
f

w
SH
w

g(l, 1) =g (—1, -1)=—-vV1+ \/§7 Jl.max = (070) = \/§
@‘ fl.max = (_67 6\/3) - 12\/§a gl.min = f (_67 _6\/3) - _12\/g
@‘ Zmin = Z( ab? a’b ) — a’b?

(

a2_|_b2 9 a2+b2 (12+b2 .
@‘ Zmin = % \/ia, \/ia) = 2\/§a; Zmax = @ (—\/ﬁa, —\/ia) = —2v/2a.

T8 () () (4

27 V2
Z<_L _L> — L
V2 V2 2’
229) =2 (-5.-8) =5 e =2(5.5) = 5
280) i =u(3-2.3) =%
@‘ Nema extrémy.
282) wp = (33 -3) = =3 unm=u(},—3.3) =3,
233] = w(,1,1) = 1.
[234] 4 = w(=1,0,0) = u(1,0,0) = a~2; umax = u (0,0, —1) = u (0,0,1) = ¢2.

235] 4 . — u(—=1,-1,-1) =u(-1,1,1) = u(1,-1,1) = u (1,1, —1) = —01; Umax =
w(l,1,)=u(l,-1,-1) =u(-1,1,-1) =u(-1,-1,1) = 1.

236] 4 = w(=1,1,0)=0.

237] iy = w(2,2.1) = u(2,1,2) = u(1,2,2) = 4; tigyay = u (2

u(F 5:3) = 4a7
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@‘ r=3, h=6.
239] , _ 2

_2b __ 2c
x—ﬁ,y—\/—g, Z—%-

240] , . _ lazotbyotezotd]
min \/a2+b2+02 .
n n
@‘ Zostrojte funkciu ¢ = Z i T;x; + A (1 — fo) a zostavte systém rovnic
ij=1 i=1
1 00
59 (a11 — A x1 + arpxs + ...+ a1px, =0
1
1 00
——— = @911 + (a2g — AN 22+ ... +aspz, =0
2 0xo ( ) e (1)
1 09
59y, = Gni?1 + apoxo+ ...+ (apn — ANz, =0

Systém (1) m4 netrividlne rieSenie <= ak A je korenom rovnice
det (A—AI)=0, (2)

kde A je matica systému (1) a I je jednotkova matica.
Prepiste systém (1) do tvaru

Ax = \x. (3)
Dokézte, ze ¢isla A su redlne. Nech A1, Ao, ..., A\, st korene rovnice (1). Potom pre kazdé
Miyi = 1,2,...,n zo systému (1) pri podmienke > 1" ;27 = 1 ndjdite staciondrne body
(xgi), xgi), . ng)) , 1 =1,2,...,n. Ak vyndsobite rovnice zo systému (1) s x1,x2,..., T,
a scitate ich dostanete . .
Z AT L5 — )\23312 = 0.
i,j=1 i=1
Ak beriete do tivahy rovnicu vézby dostanete rovnost’ u (z1,xa,...,z,) = A, ktord v sta-
cionarnych bodoch ma tvar u (:Ugl),xél), - ,ng)) =\, 1 =1,2,...,n. Odtial vyplyva, ze
Umax = Max A, Umin = min ;.
1<i<u 1<i<u
242] Oznacte u = xn;yn, z+y = s a utvorte funkciu ®: & = I (z" +y") +
A(s—x—vy). Zrovnic 22 = Og—f = 0, x +y = s dostanete: A\ = g(%)n_l, T =
y = 5. Pretoze d?® (£,5) > 0, tak umin = u(5,5) = (£)" < u(z,y), akz +y =
2

s, alebo (m;—y)n < v ;ryr )
@‘ Utvorte funkciu ®
n n
@szT—f—)\ (in—na> :
i=1 i=1
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Zo systému rovnic

0P =mz™ 14+ X=0,i=1,2,...,n
8:1;2- !
n (1)
in = na,
i=1
najdete A = —ma™ ! a staciondrny bod a° = (a,a,...,a). Zistite, Zze d*®(a’) > 0, teda

Zmin = na™.

@‘ N3gjdite viazany lokalny extrém funkcie

n 1/p s n 1/q n
u = (Z af) (Z xf) pri vazbe A = Z a;x;, A = konstanta.
i=1 i=1

i=1

Zostrojte funkciu

o (zn: af) l/p. (zn: x?) " + A (A - gam>

a vypocitajte

0P
o i=1,2,...,n. 1
Sl (1)
Predpokladajte, ze x; > 0, a; > 0, i = 1,2,...,n, vydelte j-ti rovnost’ s m-tou rovnost'ou
zo systému (1) a dostanete (f—;) = 5—; odkial’ pri pevnom m dostanete:
a \ V@1
Zl}j:l‘m<—]) ,j=12,....n, j#m (2)
am

a po dosadeni (2) do rovnice vézby dostanete:

n LNV
Z @i Tom (—Z> + amTy, = A. (3)
a

i=1 m
inot=m
T n
YValed =z ) q _ 1 _p m q/(g—1) _
Dalej vyuzite vztah 4 =p= 7 = ; aupravte (3) na tvar V=R E a; =A,
am i=1
, s (0) ; . . A.aP/1
z ktorého dostaneme stacionarny bod x'*’ so suradnicami z,, = <=2, m=1,2,...,n.

Y a?’?
=1 7

n
Vyjadrite druhy diferencial funkcie ® a uvazte, ze z rovnice vazby vyplyva Z a;dx; = 0.

i=1
V stacionarnom bode dostanete

n 2 A 2(g—1) n
i=1 Z i=1

i=1%
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Nakoniec dostanete, ze d>® (x(o)) > 0, teda v staciondrnom bode z(®) m4 funkcia v mini-
mum Umin = A4 t.j. u > A, ¢o je Holderova nerovnost’.

245]
246]
247]
248]
249]
250]
251

252 |
253 |

max z = z(3, —4) = 125; minz = 2(—3,4) = —75.

M M
max z = 2(0,0) = —1; minz = 2(0,3) = —19.

M M
max z = 2(0,1) = 2(1,0) = 2(0,—-1) = 1; minz = 2(0,0) = 0.
max z = 2(2,0) = 2(—2,0) = 4; minz = 2(0,—-2) = 2(0,2) = —4.

3 o -
max z = 2(1,0) = 2(—1,0) = 55 minz = 2(0,0) = 0.
4

2
maxz =z ( 1,- )] = =; min z = 0 na celej hranici mnoziny M.
M 3 9" M

max u = u(0,0,10) = 300; minu = u(0,0,0) = 0.
M M

2 V2 1 1 1
mﬁxu=u(£,£,l>=1+\/§; mj\}nu:u< —= 1):___

272 27 2
a a a 5 a?

maxu =1u| —, —=, —= | = a”; minu = —— na celej krivke

M 3 V3 V3 M 2

2?4+ y? 4 22 = a?
r+y+2z2=0.
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