Vysledky, navody a poznamky

IZ| Najskor overime korektnost), t.j. ze pre vietky z,y € [? je d(z,y) redlne é&islo.
(Pouzite lemu 1.1).

E‘ Nie. Nie je splnena trojuholnikova nerovnost’.

‘L| Zvol'te si mnozinu X a funkciu d : X x X — R™T tak, aby d mala niektoré dve
vlastnosti metriky a nemala tretiu. (Napr. funkcia d v priklade 4. m4 vlastnosti 1. a 2.
ale nema 3.)

‘Il Nezapornost’ a symetricnost’ funkcie d ziskame vhodnou $pecialnou vol'bou trojice
bodov z,v, z.

II‘ Ano, ano, nie.

E‘ ¢) Ak ma mnozina X aspon dva rézne prvky, tak mozno na X definovat’ nekoneéne
0, T =y;

vel'a metrik. Napr. tzv. trividlnych t.j. d(z,y) = {a >0, o-redlne; ked z £ y

E‘ Vyuzite: Ak 0 < a < b, tak —% < 2.

1+a 1+b
12 ‘ Nie.

‘E a) K dokazu trojuholnikovej nerovnosti si vSimnite, ze arctg o + arctg 5 >
arctg (a+ (), resp. ze pre funkciu f(a) = arctg a+arctg §—arctg (a+ () plati: f(0) =0
a pre a > 0 je f(a) > 0. b) Nasa metrika d je ekvivalentna euklidovskej metrike na
priamke, lebo arctg | z, — z¢ |— 0 prave vtedy, ked | z,, — o |— 0.

14| Ano.

[15 ] 1) Vsimnite si, 7e pre ka#dé redlne &sla ay, as, bi, by platt: | a1 —as | + | by — by |<
2.max{| al — as |,| b1 — bg |} S 2.\/(@1 — a2)2 + (bl — b2)2 S 2(| al — as | —+ | b1 — bQ |)
Odkial uz plynie ekvivalentnost’ danych metrik.

(16 ] Ano.

E‘ Nie.

E‘ Ano. K dokazu trojuholnikovej nerovnosti pouzite tzv. Cauchy - Bunjakovského
nerovnost’ f; f(x).g(x)dz < \/ff f2(z)dx. f; g2 (x)dx.

@| Prva cast’ zrejma. K druhej casti: Ak by t4 podmienka bola nutnd, tak by z
uplnosti jedného metrického priestoru vyplyvala tiplnost’ metrického priestoru s ekviva-
lentnou metrikou. Ale to nie je pravda - pozri priklad 87. a definiciu 3.4.

@‘ V E? 4no, ale v B! nie.
@‘ V oboch pripadoch 1.
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@‘ Staci pouzit’ vetu 1.4.

IE’ M - z konvergencie bodov plynie konvergencia po suradniciach, ale obratene
nemusi. [, 1% - ako v pripade priestoru M.

@\ Nie su ekvivalentné.
@‘ Existuje také € > 0, ze pre nekonecne vela n : d(z,,z) < €.

[35 | Stact volit' 6, < 6 — d(p, q).

IE’ Staci najst’ postupnost’ raciondlnych (iraciondlnych) éisel, ktora konverguje k
iraciondlnemu (raciondlnemu) ¢éislu. A tiez, ze v kazdom okoli kazdého redlneho ¢isla je
nekonecne vela raciondlnych aj iracionalnych cisel.

@‘ Pozit’ vetu 1.4, resp. priklad 8.
[40 | Pogri priklad 2. a 26.

@‘ Staci vyjst’ z definicie 2.2 a vety 2.1.

L, z#y )

[44 | b) Napr. trividlny metricky priestor. (Trividlna metrika: d(x,y) = { 0, zey

[46 | Napr: A= {(z,0);2€ R} a B = {(z, 1);2 > 0}.

E‘ Ak 2y € O(p, 41), tak existuje {x;}22; € O(p, d1) konvergujica k bodu zy. Vhodne
pouzijic trojuholnikovii nerovnost’ ukazat’, ze d(p, xg) < 0.

[52] Nie.
55 | Napr. A= {1, .. 1 .}

1Dt )

[57] Ak (X — 74) je hustd v X, tak tym skor je husté (X — A). Stadi zobrat’ mnozinu
Qv R.

@‘ Sta¢i uvazovat’ mnozinu Q) v R.
[60 | Pouzit’ vetu 2.5 b).

IE‘ Pozri vetu 2.4.

@‘ Sta¢i uvazit’ definiciu 2.6 a vetu 2.5.

@‘ Prva cast’ zrejma. K dokazu druhej stacéi napr. A; = (—%, 14+ %)

‘E Nie! Vzdy je vsak intA UintB C int(A U B). Neplati rovnost, volime napr.
A=<0,1>B=<1,2>.

70 | Napr. A= {1,411 L1 .1}

129 39 o

II‘ a) 0, celd rovina; b) Lubovolnd neprdzdna otvorend mnozina, rozna od celej roviny
- napr. vnitro jednotkového kruhu; ¢) Napr. body I'ubovolnej priamky (z = 0).

(72| o) H(AUB) c (AUB) - (intAUintB) C (A —intA)U (B — intB) = H(A)U
H(B). b) Sta&i napr. uvazovat’ nasledujice mnoziny: A, =< 1,1 -1 >
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IE‘ Ak lim r, = +oo, tak 4no (zjednotenim je E?). Ak lim r, = a, tak nie

n—oo n—oo
(zjednotenim je otvoreny kruh o polomere a).

[74 ] Ukézeme, ze b) <= a) <= c). Kedze A C Aa H(A) C 4, tak a) = b) a a) =
c¢). Na druhej strane, pretoze A C AU A%, z b) = a) a rovnost: A = intAU H(A) a tiez
intAU A déva: ¢) = a).

‘E Podla prikladu 33. je tento prienik uzavretd mnozina. Na druhej strane, ak
A C F, F - uzavretd, tak A C F = F, teda A je najmenSia uzavretd mnozina, obsahujica
mnozinu A.

IE| Rovnost’ nemusi platit. Stac¢i zobrat’ napr. na priamke jednobodovii mnozinu.
Ale vzdy plati intA C A. (Samozrejme iba pre A - uzavreté!)

[78 ] Pre takiito mnozinu A plati: ANAY=0. Ak A% = (), tak A je uzavretd, teda F,.
Ak A? +£ (), tak opiseme okolo kazdého bodu mnoziny A% okolie o polomere % a zjednotenie
vSetkych tychto okoli (pre prevné n) oznat¢me O,,. Polozme B,, = A — O,,. B, je uzavretd
(obsahuje len izolované body) a U2 B,, = A, z ¢oho plynie, ze A je typu F,.

(79| &) Plati; b) Neplati.

@| Staci si uvedomit, ze pre takéto Fy a Fy plati dist (F1, Fy) = inf{d(z,y),z €
Fi,y € F} > 0. A teraz vhodne ”obalit’ ” tieto uzavreté mnoziny otvorenymi.

[ 81 ] a) Zrejmé; b) Nech napr. F je uzavretd. Pre kazdé n prirodzené definujeme
Gn = UgerO(z, ). Zrejme pre kazdé n je F C G, teda F' C N3, G,,. Na druhej strane,
ak bod p € N2, G, tak pre kazdé n najdeme bod z,, € F taky, ze d(z,,p) < %, teda p je
bod uzdveru mnoziny (uzavretej) F', ¢o implikuje p € F. Dokaz pre otvoreni mnozinu je
analogicky, alebo priamo plynie z ¢asti a) tohoto prikladu.

’E a) Mnozina @ je spocitatelnd, teda ju mozno napisat’ ako spocitatelné zjednotenie
jednobodovych - uzavretych - mnozin. Na druhej strane, keby @ bola Gy (Q vsade husta
v R), bola by viade hustd G5 mnozina aj mnozina Q; = {x +/2;x € Q}. Ale na zéklade
platnosti vety: Prienik Gy a hustych mnozin v tplnom metrickom priestore je zase Gy,
hustd mnozina.(Pozri priklad 114.) by bola aj @ N Q1 mnozina G5 a vsade hustd v R. Ale
QN Q@ =0. b) Pozri priklad 81.

IE| Keby N2°, F,, obsahoval dva rozne body = # y, potom d(z,y) = a > 0 a pre
dostatocne velké n je diam F),, < «, teda mnozina F,, (a vSetky d’alsie) nemoze obsahovat’
oba body z,y. Predpoklad: diam F;,, — 0 nemozno vynechat. Polozme na redlnej priamke
F, =<n,+o0).

[84] Ano. Ak {z;}$2, je fundamentédlna postupnost’ (vzhladom na metriku d), tak k
Tubovolnému ¢ > 0 ndjdeme § > 0 tak, aby | z [< d = tg |z | < e. K tomuto § > 0
existuje ng tak, ze m,n > ng = arctg | x, — x,, |< J. (Plynie z fundamentalnosti.)
Odtial a z predchadzajiceho: tg [arctg | xn, — xpm || =] 20 — xm |< &, pre Vm,n > ng. Z
posledného mame, ze {z;}°; je fundamentdlna i v euklidovskej metrike, teda konverguje

k bodu zy. Ale nasa metrika d a euklidovskd metrika su ekvivalentné. (Porovnaj priklad
13.)
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85 | Vyuzite tplnost’ priestoru (FE1,dy) - veta 3.6.

‘E Vyuzite tplnost’ priestoru (Esq, d3) - ¢o je euklidovsky priestor a systém nerovnosti
v navode k prikladu 15.

[87 ] Nie. Napr.: Polozme X = (=%, %).di(z,y) =| z —y |,do(z,y) = tg z —tg y |.
Metriky dq, dy su ekvivalentné, pricom (X, d;) je tuplny, ale (X, d3) nie je.

@‘ Staci pozriet’ definiciu bazy.

@‘ Vsimnite si podpriestory vSetkych takych postupnosti racionalnych ¢isel, ktorych
vSetky ¢leny od istého indexu sa rovnaji nule.

@‘ Sucinovy priestor je separabilny vtedy a len vtedy, ked su jednotlivé zlozky
separabilné priestory.

@’ Ak F = () - pozri priklad 44. b). Ak F = {aj,as,...,a;n} - konecnd, staci
polozit’ {x;}2, = {a1,..., Qm, a1, ..., G, ...}. Ak F - nekonecnd, tak existuje £ C F, E -
spocitatelnd a E = F. Teraz mozno pisat’ E = {a1,az,...,an, ...}. Staci ukdzat’, ze pos-
tupnost’ {z;}52, = {a1, a1, az, a1, as,as, a1, as, as, as, ai, ...} vyhovuje nasim poziadavkam.

@| K doékazu prvej casti si stac¢i v§imniat’ mnoziny M’ vSetkych postupnosti nul a
jedniciek. M’ C M, M’ je nespocitatelna a pre kazdé x,y € M’z # vy’ je d(x,y) > 1. K
druhej casti staci brat’ také postupnosti racionalnych ¢isel, ktoré od istého indexu obsahujui
samé nuly.

‘&‘ b) Sta¢i uvazovat’ nasledujici systém funkcii: Ku kazdej postupnosti nil a
jedniciek t.j. {yn 52, je postupnost, kde ¥n je bud’ y,, = 0, alebo y,, = 1, definujme funkciu
f nasledovne: f(n) =y,;n=0,1,2,... a f je vSade inde linedrna. (Pozri predchddzajici
priklad).

@‘ Pouzite Weierstrassovu vetu: Ku kazdej funkcii f € C(a,b) a ku kazdému € > 0
existuje taky polyném P, ze pre kazdé = €< a,b > je | f(x) — P(z) |< e.

@‘ Mozno pouzit’ navod k prikladu 94.

@| b) Ak je X separabilny, tak za M staci brat’ spocitatelni husti podmnozinu.
Obratene: Pre kazdé ¢, = % > 0 existuje M, ktord je ¢, - sietou. Potom M = U2 | M,
bude spocitatelna husta.

(97 | Ak (X, d) je separabilny - tvrdenie zrejmé. Obrétene. Ak (X, d) nie je separabilny,
tak existuje g9 > 0 také, pre ktoré neexistuje spocitatelnd ¢y - siet. Na zaklade tohoto
mozno zostrojit’ nespocitatelnt mnozinu otvorenych po dvoch disjunktnych mnozin.

‘ 98 | a) Ak (X,d) je separabilny metricky priestor, tak z neho odvodeny topologicky
priestor ma spocitatelni bézu (veta 3.2), kazdy jeho podpriestor ma tiez spocitatelni
bazu a teda (podla vety 3.1) je separabilny. b) Redlnu priamku R opatrime nasledujicou
topolégiou 7: Ozna¢me znakom B systém mnozin tvaru: {z} U (Q N (z —¢e,x+¢));z €
R,e > 0,Q raciondlne ¢isla. Potom topoldgiu 7 budu tvorit’ vSetky mozné zjednotenia
mnozin z B. Overte, Ze je to topolégia a (R, 7) je separabilny. Ale podpriestor vsetkych
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iraciondlnych ¢isel O/, ktorého topoldgia 7’ pozostava zo vSetkych mnozin tvaru ANQ’, kde
A € T, nie je separabilny.(Kazdé iracionalne ¢islo, ako jednobodova mnozina, je otvoren4.)

@‘ Keby topologicky priestor (R,7) z ndvodu 98. mal spocitatelnii bazu, musel by
aj jeho podpriestor (@', 7’) mat’ spoc¢itatelni bézu.

‘100’ Nemusi byt. Polozme X =< 0,1 > X’ = (0,1 >,dy - euklidovskd metrika.
Postupnost’ {%}?f’:l je fundamentdlna, ale v priestore (X', dy) nekonverguje.

@‘ Plati aj obratené tvrdenie.

[102] Napr. pre M: Ak {X™}oe X0 = (agn),agn), ...,a([?), ...) je fundamentdlna,
tak zo supremovej metriky plynie, ze kazdé z ¢iselnych postupnosti {a;n)}?zl; k=1,2,..
je tiez fundamentédlna v R, teda konvergentna (t.j. konverguje po siradniciach),

n— oo

{a,(cn)} — ay. Este overte, 7e teraz {X (™} | konverguje ku bodu X = {a,}52 ;.
@‘ Ak zq je izolovany bod - tak dno. V opa¢nom pripade nie.

105‘ AI’IO.

‘106| Pre kazdé € > 0 existuje ng také, ze pre kazdé n,m > ng je d(xp,zy) <
tiez existuje také p, ze pre kazdé i > p je d(xk,,r) < 5. (Mozno vybrat’ i > ng.)
d(zn,z) < d(Tn, ;) +d(zs,7) < §+ 5 =«

107] Nie.

@‘ Porovnaj s dvojrozmernym euklidovskym priestorom (FEs, dy). Pozri priklad 85.

£
5 A
Teraz

[109] Ano, kazds fundamentélna je tiez ohranicens. Lebo ak {;}5°, je fundamentélna,
tak k e = 1 existuje p € N také, ze pre vietky n > p: d(z,,zp) < 1, t.j. 2, € O(zp,1).

@‘ Uplnost’ AU B je zrejmé. Ak {z;}22, je fundamentdlna postupnost’ z AU B, tak
asponl v jednom podpriestore (napr. A) lezi nekonecne vela ¢lenov postupnosti {z;}5°,,
t.j. celd vybrand postupnost’ {zg,}52,, ktora je tiez fundamentédlna, teda konvergentna.
A potom (porzi priklad 106.) i p6vodnd postupnost’ konverguje.b) Napr. A =< —5,5 >
,B=<—1,1>.

[111] A je {(zn,yn) o2, fundamentilna v X x Y, tak zo vztahu a) resp. b) ihned

plynie, ze {x,}5% 1, {yn}52; st fundamentdlne v prislusnych tplnych priestoroch X alebo
X XY

Y. Teda ak {z,}> 0, {yn}— vo tak {(zn, )} — (20, y0).

‘E Nech G1,Go, ..., Gy, ... je postupnost’ otvorenych hustych mnozin v X. Nech S,
je T'ubovolnd gul'a v priestore X. Ukdzme, ze So NG, kde G = U52 | G; je neprézdna, t.j. G
- hustd. Kedze G, je otvorend, hustd, existuje okolie S; také, ze S; C Sy N G1, pricom S;
vol'me tak, aby diam S; < 1. Pretoze aj G je otvorena a husta, mozno najst’ gul'u S, tak,
aby S3 C S1NGy, pricom diam S, < %. Dalej ndjdeme gulu S5 tak, aby S3 C SoNG3,diam
S3 < %, atd. Mame postupnost’ sfér S,, takych, ze pre vietky n plati: S,, C So, Sp+1 C Sn
a diam S,, < % Podla vety 3.4, resp. prikladu 83. existuje bod p € S,,;n =1,2,... a teda
aj p € So. Ale z konstrukcie stér S,, vyplyva, ze p € G,, pre vSetky n. Zaver: p € So N G.

‘113 ‘ Nech (R, dp) je priamka s obvyklou euklidovskou metrikou. @ = {ry,r2,...,7p, ...}
je mnozina vSetkych raciondlnych ¢isel 'ubovolne usporiadanych do postupnosti. Vieme,
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ze (Q,dp) nie je uplny priestor (pozri priklad 107.). Mnoziny F,, = {ry,...,rp};n=1,2, ...
su uzavreté v (Q, do), teda G,, = Q — F,, st otvorené a husté v Q. Ale G = U, G, = 0.

@‘ Nech By, Bs,...By, ... si (prvky) mnoziny systému M, t.j. kazdé B; je G, husta
mnozina v X. Teda B; = N72,G;, ,G;, - otvorené a tiez husté v X. Mozme pisat”
ﬂ B;, = ﬂGin a na zaklade prikladu 112. je tento prienik hustd mnozina v X a
B;eM i,n
zrejme typu Gg. Doporucujeme citatelovi v suvislosti s tymto prikladom porozmyslat’ nad
analégiou prikladu 113.

‘£| Nech X = U°, E;, E; - riedke v X. Oznac¢me O(x1,¢e1) sféru, disjunktni s Ej.
Zostrojme O(x2,e2) nasledovne: O(xza,e2) N Ey = 0,0(x2,62) C O(x1,61) a g9 < %
Podobne O($3,€3) C 0(1’3,83) C 0(1’2,82),0(1’3,83) NE; = 0 a g3 < :—15, atd. Podla
konstrukcie je {x;}32, fundamentdlna, teda konverguje k bodu zy € X. Ale pretoze

xo € O(zi,e,);1=1,2,..,2x0 ¢ Ej;i=1,2,...atym zo ¢ U®, E; = X. Spor.
@‘ Napr. (Q, dp).
117] Nie je.

‘E Ozna¢me E = {a1,as,...}. Nech by E bola typu Gs. Vyberme a > 0 také, aby
sa nerovnala ziadnemu z rozdielov | a; — a; |, pre 4,j = 1,2,.... Ozna¢me E; = E 4 a =
{a; +a;i=1,2,...}. Teraz F; je tiez spocitatelnd, hustd, G5 podmnozina R. Na zaklade
prikladu 114. je aj E N E; - spocitatelnd, hustd, Gs v R. Ale EN Ey = (.

@‘ Nech pre nejaké €y > 0 neexistuje konecna ¢g - siet. Vezmime I'ubovolné z; € X.
K nemu existuje zo € X také, ze d(c1,z2) > eo(ak by totiz také zo neexistovalo, bola
by mnozina {x1} €y - sietou). Podobne mozno néjst’ bod X3 € X taky, ze d(xj,x3) >
eo;7 = 1,2. (Lebo v opa¢nom pripade by zase mnozina {x1,x2} bola g - sietou.) Takto
zostrojime postupnost’ {z;}7°, takd, ze pre vSetky m # n je d(zn,zm) > 0. A z tejto
postupnosti nemozno vybrat’ fundamentalnu, teda ani konvergentni ¢iastoéni postupnost.
Obrétene neplati: Napr. X = (0,1) s obvyklou metrikou.

@‘ a) Porovnaj s prikladom 96. b) Priamo z definicie 4.1 a jednoznacnosti limity. c)
Staci si uvedomit’ definiciu uzavretej a kompaktnej mnoziny.

@‘ Ked' A je kompakt, podla prikladu 119. pre ¢ = 1 existuje kone¢na jednotkova siet’
{p1,p2,..-s Pm}. Oznacéme d = _max {d(pi,p;)}. Teraz pre I'ubovolné z,y € A existuje

j=1,2,...,m

r,s < m tak, ze d(z,p,) < 1,d(y,ps) < 1. Pocitajme: d(z,y) < d(c,p,) + d(pr,ps) +
d(ps,y) <1+d+1=d+2. Tedadiam A <d+2.

@‘ Uvazujeme priestor [? z prikladu 3. a jeho podmnozinu A C [2,
A= {z={w}2, €l? Y7 a7 <1}. Overte, ze A je uzavretd a ohranicend, ale nie je
kompaktom. Z postupnosti bodov tejto mnoziny: {X"}>° , X" = (0,0,...,0,1,0,...) (na
n - tom mieste je jednotka, ostatné siradnice st nulové) nemozno vybrat’ konvergentnu.
Iny priklad: Uvazujme priestor M (0,1) z prikladu 1. so supremovou metrikou. Oznacme
A = {f1, f2,...} € M(0,1), kde fr(z) definujeme: fx(0) = 0; fr(z) = (1), pre + < x <

L; fe(5z) =1 a fr(z) je linedrna na kazdom z intervalov < 0, 37 >, < 57, + > (nakreslite).
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Mnozina A je uzavretd a ohrani¢end (overte to), ale nie je kompaktnd, lebo uz z mnoziny
A nemozno vybrat’ fundamentdlnu a teda ani konvergentni podpostupnost’.

@‘ Nutnost’ vyjadruju priklady 120. a 121. Postacujicost: Pretoze A je ohranicena,
existuje n - rozmerny interval I =< a1,b; > X < ag, by > X...X < an,b, > tak, ze A C I.
Uvazujeme l'ubovolnt postupnost’ {z*}22, bodov mnoziny 4, t.j. z* = (%, 2%, ...,2%) € A.
Potom pre postupnosti prvych siradnic {21152, plati: a1 <%y <by;i=1,2,... Podobne
pre druhé sdradnice: as < x4 < be;i = 1,2, ... a konecne pre n - té suradnice: a, < z!, <
bn;t=1,2,.... Je zname, zZe z kazdej ohranicenej postupnosti redlnych ¢isel mozno vybrat’
konvergentni. Teda z postupnosti {z}}72; prvych siradnic vyberme {xf};’il — 2y Z
postupnosti {z4}22, zase vyberme konvergentni k &islu z9 (ay < 29 < by) atd. az
pre n - té siuradnice, t.j. opakujic tento vyber n - krat, dostaneme rasticu postupnost’
{si}?2, prirodzenygch é&isel taki, ze: {27°}52, — af, {23 }2 — af,.. {a5i}2, — af.
Co je ekvivalentné s tym (pozri priklad 8.), Ze postupnost’ {z*}3°, bodov mnoziny A

konverguje k bodu 2° = (29,29, ...,22) € A, lebo A je uzavreta.

‘@l Ano. Pozri definiciu 1.4 a vetu 1.4. Konvergencia v priestore X je ekvivalentna
posuradnicovej konvergencii.

‘ﬂ‘ a) Staci si uvedomit’, ze ak vezmeme I'ubovolni postupnost’ bodov zo zjednotenia
Ay UA U ... U A, tak aspon v jednej z tych mnozin je nekonetne vela ¢lenov tejto
postupnosti. b) Nie! Volme napr. A; = {1}, 4> = {3}, ..., 4, = {1}, ...

128] pre kazdé k = 1,2,... vyberme xj, € Fj. Z monoténnosti postupnosti {F,}52; sa
ukdaze, ze x € Ny F,.

[129] Nech X =< 0,2 > s euklidovskou metrikou do. Polozme Fj, =< 0,1+ % >;k =
1,2,.... Potom N2, Fj, =< 0,1 >.

@‘ Ak (X, d) nie je kompakt, tak existuje postupnost’ {x;}32,, ktord nem4 ¢iasto¢nu
konvergentni postupnost. Mozno predpokladat’, ze postupnost’ {z;}3°, je prostd. Potom
mnozina K = {x1,xa, ..., Ty, ...} je uzavretd v X a teda X — K je otvorend v X. Pretoze
zx; K = 1,2, ... nie je hromadny bod mnoziny K, existuje také i > 0, ze KNO(zk,0k) =
{zKk}. Potom spocitatelny systém mnozin {X — K, O(x1, 1), O(x2,d2),...,0(xk, k), ...}
je otvorenym pokrytim priestoru X, z ktorého nemozno vybrat’ konecné podpokrytie.

@| Topologickd = metricki: Nech A C X, A vyhovuje vete 4.1. Nech {z;}2; je
postupnost’ bodov mnoziny A, z ktorej nemozno vybrat’ konvergentni podpostupnost’.
Teda kazdy bod a € A mé okolie O(a, ¢), obsahujiice len kone¢ne vel'a ¢lenov postupnosti
{z:}:2,. Tieto okolia typu O(a,d) tvoria otvorené podpokrytie mnoziny A. Teda z neho
mozno vybrat’ koneéné podpokrytie, t.j. A C O(ay,61) UO(ag,d2)U...UO(an,d,). Ale
to je spor, lebo zjednotenie vpravo obsahuje len konetne vela ¢lenov postupnosti {x;}.
Obréatene: metrickd = topologickti: Sporom: Nech A je kompaktnd v zmysle definicie
4.1 ale existuju také otvorené mnoziny {G,}, ktoré pokryvaji mnozinu A, ale z nich

nemozno vybrat’ konec¢né podpokrytie. Pre n = 1,2, ... polozme ¢ = % a kedze A je
kompakt, tak pre kazdé e, existuje konecna e, - siet’ v A (pozri priklad 119.). Teda
pre ¢ = 1 existuje konecna e; siet’ v A. Okolo kazdého bodu tejto siete opisme &1 -

okolie. Uzavery tychto okoli maji s mnozinou A neprazdny prienik, ktory je kompaktnou
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podmnozinou mnoziny A (overte pre¢o). Teda mnozinu A mozno pisat’ ako zjednotenie
konectného poctu kompaktov Fi,..., F,, ktorych priemery neprevysia 2.c;. KedZe celd
mnozinu A nebolo mozné pokryt’ kone¢nym podsystémom systému {G,, }, tak aspon jeden
z kompaktov F1, ..., F,, ma tito vlastnost. Ozna¢me ho A;. Pre e; = % urobime podobnu
uvahu, ale pre kompakt A;. Tak dostaneme kompakt A, C A; C A, ktory nemozno
pokryt’ ziadnym kone¢nym podsystémom systému {G,, }. Indukciou mozno takto zostrojit’
postupnost’ kompaktnych mnozin A D A; D Ay D ... D A, D ..., pre ktoré diam A,, — 0.
Teda ich prienik (pozri priklad 83.) je jednobodova mnozina {ap}. Pretoze ag € A, existuje
otvorend mnozina G, € {G,} tak, ze ag € Go,. Z otvorenosti G,, plynie, ze existuje
d > 0:0(ap,0) C Gq,. A zrejme pre dostatocne velké ng je 2e,, < d. Z posledného ale
plynie, ze pre vsetky n > ng je A,, C Gy, €0 je v spore s vyberom mnozin A4;;i =1,2,....

@| V lubovolnom metrickom priestore je kompaktnd mnozina uzavreta (veta 4.2)
a obsahuje konecnu e - siet’ (priklad 119.). Teraz obratene: nech (X,d) je dplny, A je
uzavretd a pre kat’dé € > 0 obsahuje kone¢nu ¢ - siet. Ukazeme, ze A je kompakt. Nech
{X;} je lubovolnd postupnost’ bodov mnoziny A. Pre e; = 1 existuje konetnd e; - siet.
Okolo kazdého bodu tejto siete zostrojme gulu o polomere 1. Aspon v jednej z tychto
gil’ - oznaéme ju G; - je nekonecne vel'a ¢lenov postupnosti {X;}. Jeden z nich vyberme
a oznaCme z,,. Podobne pre g5 = % tiez existuje konecnd e, - siet. QOkolo jej bodov
vytvorme gule o polomere % Aspon v jednej z nich - ozna¢me ju G5 - existuje nekonecne
vela tych bodov postupnosti {z;}, ktoré patria aj do G;. Vyberme z nich jeden - z,,, - tak,
aby ny > nq. Teda obecne pre ; = % existuje konecna ¢; - siet’, okolo jej bodov zostrojime
gule o polomere dlzky % Aspon v jednej z tychto gil - oznacme G; - existuje nekoncne
vel'a ¢lenov postupnosti {z;}, ktoré zaroven patria do gule G;_1. Vyberme jeden z nich
- Zp, - tak, aby n; > n;_;. Takto postupujic zostrojime postupnost’ {x,, }°; vybrani z
postupnosti {X;}. A tato vybrand postupnost’ je zrejme fundamentédlna (X je uplny) a
tym i konvergentna.

‘ﬁ| Ak (x,7) je suvisly, tak staci za G volit’ cely priestor X. Ak X nie je suvisly,
existujui dve napr. otvorené a navzajom disjunktné podmnoziny A, B. Teraz staci vybrat’
reAyeB.

@‘ Snad’ len pripad 6. Nech X je mnozina, ktorej mohutnost’ je vacsia, ako mohutnost’
kontinua. Definujme topolégiu 7C 2% nasledovne: Do 7 patri ) a kazdd takd mnozina
A C X, pre ktort je X — A spocitatelna. (overte, ze 7 je topoldgia.)

[135] Ak by z¢ € E bol izolovany bod mnoziny E, tak mnoziny {zo} a £ — {z¢} by
boli dve neprazdne otvorené disjunktné podmnoziny mnoziny F.

[136] Rovnost (ANB)U(ANB) = 0 je ekvivalentnd vztahom: ANB =0 a ANB = () ¢o
je ekvivalentné s tvrdenim, ze mnozina B (A) neobsahuje ziadny hromadny bod mnoziny
A (B).

[137] Ak A, B - uzavreté, tak (AN B)U(ANB) = (AN B) = () a staéi pouzit’
predchadzajici priklad. Ak A, B - otvorené, tak kazdy bod mnoziny B je vnutorny, teda
AN B =1{. Podobne AUB = ().

@’ a) Kedze E je nesivisld, existuje také A;B C FE, ze E = AU B, kde A, B
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si oddelené, t.j. (AN B)U(ANDB) = . Pretoze E je uzavretd, je A C E a tiez
A C E— B = A, z ¢oho uz plynie, Ze A je uzavretd. Podobne pre mnozinu B. b) Zase
mozno pisat: F = AU B, A, B - oddelené. Nech a € A (E je otvorend), teda existuje
O(a,e) C E. Ale a nie je hromadny bod mnoziny B (lebo (A N B) = (), teda existuje
O(a,d) C O(xg,€),0(a,d) N B = (). Posledné mozno prepisat: O(a,d) C E— B = A, ¢o
dokazuje, ze a je vnutorny bod mnoziny A. Podobne pre B.

@‘ Nepriamo. Nech napr. F nie je sivisld mnozina. Potom mozno pisat £ = AU B,
kde A, B st neprazdne, disjunktné uzavreté mnoziny. Potom aspon jedna z mnozin AN F
alebo BNF je prazdna. (V opa¢nom pripade by sme mohli pisat ENF = (ANF)U(BNF),
¢o by znamenalo, ze ENF je nestvisld.) Nech napr. ANF = (). Potom EUF = (AUB)UF =
AU(BUF), pricom A i (B U F) st uzavreté, neprazdne a disjunktné. A to je v spore so
suvislost'ou mnoziny £ U F'.

@‘ Napr. na redlnej priamke polozme: £ =< 0,1 > U < 2,3 >; F =< 0,2).

[141] a) Nech A - sivisld a A - nestvisld. Potom A = EU F, kde E, F st neprazdne
disjunktné uzavreté mnoziny (pozri 138 a)). Potom AN E a AN F si neprazdne. (Ak
by totiz napr. ANE =0, tak A C F C A, pricom F je uzavretd mnozina a réozna od A.
Co nie je mozné. (Pozri priklad 75.) Teda mnoziny AN E i AN F st neprézdne oddelené
podmnoziny mnoziny A, ¢o je v spore so suvislostou mnoziny A. b) Sta¢i napr. za A
zobrat’ vietky raciondlne ¢isla redlnej priamky R. A - je nesivisld, ale A = R je sivislé.

@‘ Mozno postupovat’ podobne nepriamo ako v predchadzajiucom priklade. Alebo si
staci uvedomit’, ze mnozina M je uzdverom mnoziny A v priestore M a pouzit’ predchéadza-
juace tvrdenie prikladu 141.

‘El Ak by A bola nesuvisla, mozno pisat: A = FUF, kde E, F st oddelené. Vyberme
teraz x € F,y € F. Podla predpokladu existuje sivisld mnozina () obsahujica body = a
y. Potom ale Q@ N E a @ N F st oddelené podmnoziny (overte!) mnoziny @, ¢o je v spore
s vyberom tejto mnoziny.

[144] Nech 4 je nasa mnozina. Ozna¢me E C A, F - si body s kladnymi (iraciondlnymi)
siradnicami, F' C A, F' - body so zapornymi siradnicami. Zrejme A = FUF a E, F su
oddelené.

@‘ Staci si uvedomit’, ze spojnica dvoch bodov (isecka obsahujica aj tieto koncové
body) je sivislda mnozina. A teraz pouzit’ tvrdenie prikladu 143.

‘@ Ozna¢me F = E; U E5 a predpokladajme nepriamo, ze E nie je stuvisla. Potom
E = AU B, kde A, B - oddelené mnoziny. Aspon jedna z mnozin F7, F5 ma neprazdny
prienik aj s mnozinou A aj s B. (Ak by totiz napr. Es N A =), potom Es C Ba E; D A.
Teraz E1NB D E1NEy # () atiez E1NA # (). Nech teda napr. EyNA # 0 aj 1N B # ().
Potom E; = (E1 N A) U (Ey N B), z toho plynie nesuvislost’ mnoziny FE4, ¢o je spor.

[147] Nech z,y € E. Potom z € E,,, ay € E,,. Oznatme n = max{n,ny}. Potom
z,y € E,. Ale E,, je stuvislad. Teda (pozri priklad 143.) aj E je sivisla.

@‘ Indukciou (a pouzitim prikladu 146.) mozno nahliadnut’, Ze pre kazdé n prirodzené
je mnozina F,, = U | E; stuvisld. Takto sme vytvorili rasticu postupnost’ {F,,} sivislych
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mnozin a podla predchddzajiceho prikladu je U2, F), suvisld. Ale mnozina Upe F,, =
Use 1 B,

‘ﬁ| Pre ¢ = 1,2,... ozna¢me H; = E; U F; 1. H; je zrejme suvislad. Pocitajme H; N
Hiv1 = (E;UE11)N(E;y1UE;12) D E;11 # 0. Dalej staci pouzit’ predchddzajici priklad.

‘E Kazdé dva body takejto mnoziny mozno spojit’ lomenou ¢iarou, pozostavajicou
najviac s troch na seba navézujicicjh useciek rovnobeznych so suradnicovymi osami. Ale
takato lomend ¢iara (pozri priklad 146.) je suvisld mnozina a teda podla prikladu 143. je
nasSa mnozina suvisla.

‘ﬂ‘ Nech F je suvisld podmnozina R a x1,x2 € E, x1 # x9. Keby existoval bod ¢ € R
taky, ze 1 < ¢ < x9, ale ¢ ¢ E, oznatme A = (—oo,¢c) N E a B = (¢, +00) N E. Zrejme
E = AU B a A, B su oddelené, tak E by nebola suvisla. Teda s kazdymi dvoma bodmi
r1,To € F, mnozina E obsahuje cely interval < z1,x5 >. A to je mozné iba vtedy, ak
sama mnozina E je intervalom (akymkol'vek, pripadne aj nekoneénym). Obréatene, ak E
je akykolvek interval, je zrejme E suvisla.

‘ﬁ| Nech existuje mnozina A C X, A # 0, A # X, A obojakd. Potom aj (X — A) je
neprazdna obojakd mnozina. Co by znamenalo (pozri priklad 137.), Ze X je nesivisly.

@‘ Nech E x F - suvisld a nech napr. mnozina F je nesuvisla. Potom £ = AUB, A, B
- oddelené. A tym aj A x F' a B x F st oddelené (overte to!). Ale ExF = AxFUBXF,
¢o je v spore so suvislostou mnoziny E x F'. Obratene: Nech E a F si stuvislé v X a Y.
Vyberme dva l'ubovolné body (z1,y1), (x2,y2) € E x F. Vsimnime si mnoziny {z} x F
a E x {y}. Prienik tychto mnozin je bod (z1,y2) a tieto mnoziny {1} x F a E x {y2}
su sivislé (plynie zo suvislosti mnozin E a F'). Teda zjednotenie {z1} x FF U E x {y2} je
suvisld (pozri priklad 146.), ale toto zjednotenie obsahuje oba body (z1,¥y2), (z2,y2). Teda
v zmysle prikladu 143. je E x F' suvisla.

‘ﬁ| Podla prikladu 143. staci ukazat, ze kazdé dva body x,y € E mozno ”zabalit”
do suvislej mnoziny leziacej v E. Teda ak z,y € FE, tak existuji mnoziny A(z) a A(y)
zo systému At € T tak, ze x € A(x),y € A(y). Ale A(x) N A(y) # 0, preto podla
prikladu 146. je i A(x) U A(y) sivisld a to je nasa hl'adand stivisld nadmnozina bodov z, y.
Poznamka: Z prevedeného dokazu vidiet’, ze tvrdenie nasho prikladu zostane v platnosti,
ak budeme ziadat’ iba tolko, aby kazdé dve mnoziny systému A; mali neprazdny prienik.

@‘ Touto komponentou je zjednotenie vSetkych sivislych podmnozin mnoziny E ob-
sahujucich bod x. Podla predchadzajiceho prikladu je to stvisla mnozina. Jednoznacnost’
je zrejma.

@‘ Mozno pouzit’ myslienku z predchadzajiceho prikladu.

‘E Nech FE je uzavreta a A je jej komponenta. Potom zrejme A

Je C A C E. Z prikladu
141. plynie, ze i A je suvisld. A vzhladom na definiciu komponenty: A =

A.
@‘ Staci pouzit’ priklad 155.
@‘ Staci si vSimnut’ vety 5.1.
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@| Polozme napr. X = {1,2,3,...},Y je mnozina vsetkych raciondlnych ¢isel. Na
oboch priestoroch uvazujme euklidovskid metriku. X aj Y sd spocitatelné mnoziny, teda
existuje prosté zobrazenie f : X — Y. f je spojité, lebo defini¢ny obor pozostava len z
izolovanych bodov. Ale f~! nie je spojité v ziadnom bode.

@‘ 7 definicie izometrického zobrazenia ihned’ plynie, ze f je prosté. Este spojitost’
f: Nech z¢ € X, {x;}32, — xo, t.j. d(zi,z9) — 0. Ale pre kazdé i = 1,2, ... je d(z;,x0) =
d' (f(x;), f(zo)), teda aj {f(x;)}2y — f(xo). (Pozri vetu 5.1.) Spojitost’ funkcie f_;
analogicky.

@‘ Izometrické zobrazenie je rovnomerne spojité - zrejmé. Neplati obratene: Vol'me

napr. f:< 0,1 >—< 0,1 > definovani predpisom: f(z) = x2.

@‘ Staci vyjst’ priamo z definicie 5.1.

[165] .) Neplati. Napr. polozme A =< 0,2 >, f(z) = 22. Vidy plati: A C f~1(f(A)).
b) Vzdy plati.

‘166 ‘ Staci napr. pouzit’ vetu 5.1 a priklad 159. Podiel bude tiez spojity, ale iba v tych
bodoch, kde g(z) # 0.

[167] Ak X je diskrétny - zrejmé. Ak X nie je diskrétny, tak existuje p € X taky, 7e
kazdé jeho okolie O(p, ) obsahuje nejaky bod z X rézny od p. Definujme teraz f : f(p) =1
a f(z) =0, pre z # p. Ukazte, ze f nie je spojitd.

‘ﬁ‘ Prvi ¢ast’ mozno ukazat’ priamo z definicie 5.4. Odpoved na otazku je negativna.
Staci brat’ napr. X =< 0, +00) s euklidovskou metrikou f(x) = g(z) = =.

@‘ Staci si uvedomit’ definicie limity a spojitosti. Doporucujeme ¢itatelovi odpovedat’
si na otdzku, preco definujeme limitu funkcie len v hromadnom bode definicného oboru?
O spojitosti funkcie v izolovanom bode hovori priklad 160.

@‘ Hociktoré z tvrdeni a), resp. b) mozno ukazat’ priamo z definicie uzavretej, resp.
otvorenej mnoziny a spojitosti funkcie f. Zvysné tvrdenia mozno ukéazat’ cez komplementy
mnozin.

@‘ Ak f je spojita v bode z, tak z definicie spojitosti v bode plynie, ze k 'ubovol'nému
e > 0 existuje také okolie O(x) bodu x, ktorého diameter je mensi ako €. Teda w¢(z) < e.
Ale € - bolo l'ubovolné. Obrétene, ak wy(z) = 0 = infp(,) diam f(O(x)), tak prakticky
spatnym postupom ako vyssie ukazeme, ze f je spojita.

@| a) Uvedomme si, ze na zdklade predchddzajiceho prikladu mozno pisat’ Dy =
UR_{zr € X;wye(x) > %} Ak mnoziny, vystupujice v zjednoteni na pravej strane uve-
denej rovnosti, si podla prikladu 170. uzavreté. b) Staci si uvedomit’, ze Cy = X \ Dy a
ti skutocnost’, ze komplement mnoziny typu F, je mnozina typu Gs.

@‘ Podl’a predchadzajuceho prikladu body spojitosti l'ubovol'nej funkcie tvoria mnozi-
nu typu Gg. Ale nasa mnozina E (pozri priklad 118.) neméze byt’ typu Gs.

[174] o) Napr.: f(z) = (22 — 1).d(2): kde d(z) = {
Dirichletova funkcia.) b) Napr.: f(x) = d(x).sinmz.

1, x racionalne ¢islo

0, x iraciondlne ¢islo (d(@) je tav.
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‘ 175 ‘ Uvedena funkcia je nespojita v kazdom bode Cantorovej mnoziny a spojita mimo
nej.

@‘ Takato je napr. tzv. Riemannova funkcia, definovana:
%; ak T = %; p, q - nesudelitelné
f(z) =< 0; ak z je iracionalne
1; prez =0.

[177 a) f(z) = e® - je v8ade spojitd, ale f((—00,0 >) = (0,1 >. b) f(z) =sinz - je
vSade spojitd, ale f((0,27)) =< —1,1 >.

[178] Neplati! Napr. f(z) = ¢, potom f~1({c}) = X. Alebo f(x) = sinz. Teraz
f~i(<-1,1>)=R.

@‘ Ak f je spojitd, ze plati aj a) aj b) - plynie z definicie 5.1 a prikladu 164. Obrétene,
t.j. ze kazdd z podmienok a) i b) sta¢l k spojitosti f: Podmienka a): Nech zy € R
I'ubovolny. Oznaéme y, = f(xg). Potom pre kazdé e > 0 je f~1((yo — €, yo + €)) otvorend
v R a obsahujuca bod g i s nejakym svojim ¢ - okolim, a teda f((xg — 8, 20+,9)) C
(Yo — €,90 + €), o je vlastne spojitost’ funkcie f. Podmienka b): Mozno napr. pouzit
predchadzamm vysledok: Nech (a,b) je 'ubovolny otvoreny interval. Mozno ho vyjadrit’
ako doplnok uzavretej mnoziny (—oo,a > U < b, +00), ktorej vzor - podla b) - je uzavreta

mnozina, teda vzor f~1((a,b)) je otvorenei.

[180] pre kazds ',z € X plati: d(x Yo) — ( "yo) < ( ,x) a tiez d(x”,yo) —
d(z’',y0) < d(2',2"), odkial plynie: | d(x ,yg) d(z",yo) |< d(2, ”), ¢o dokazuje rovno-
mernu spojitost’ funkcie f(z) = d(z,yo).

@| Stac¢i si uvedomit’, ze spojity obraz intervalu je interval (v pripade konstantnej
funkcie bod) pozri vetu 5.2 c).

‘@l Nemus{ byt spojitd. Napr. f(z) = sinl;z # 0,f(0) = 0 md na < —1,1 >
Darbouxovu vlastnost’, ale v bode z = 0 nie je spojita.

‘@ Poznamka: Veta 5.2 ndm udava niektoré vlastnosti, ktoré sa spojitym zobrazenim
prenasaju. Tento priklad ndam poukazuje na d’alsiu takuto vlastnost’ - zachovavanie hustoty
mnoziny. Nech y € f(X), tj. y = f(z),x € X. Ale F je hustd v X, teda existuje
{z:}2, — x,z;, € E,prei =1,2,.... Ale f je spojitd, z ¢oho plynie: {f(x;)}2, — f(z) =
y a f(x;) € f(E).

‘184| Ukazeme, ze f je spojitd v kazdom bode xy € X. Uvazujeme l'ubovolné okolie
O(f(x9),€) bodu f(xg). Vzor tohoto okolia, t.j. f~1(O(f(xo),€)) je otvorend mnozina

v X a obsahuje bod zy. Teda existuje také okolie (O(zg,d) C f~HO(f(z0),€)) a tak
F(O(x9,6)) C O(f(xp),€)), co dokazuje spojitost’ funkcie f v bode zg.

185 Definujme f : R — R; f(x) = x + § — arctg x. Potom pre kazdé dva body x, 2’
plati: | f(z)—f(2) |=| (x—a’)—(arctg z—arctg =) |. Podl’ (Lagrangeovej) Vetyostrednej
hodnote mozno pisat: arctg x — arctg 2’ = (z — 2’). t lezi medzi bodmi z,2’. Po

T
dosadeni do predchadzajiicej rovnosti dostdvame | f(x) — f(2') |=| x — 2’ | H% <|xz—2a|
pre x # 2’. A pre x,z’ dost’ velké je i t dost’ velké, lebo t lezi medzi z,2’. Inymi slovami
neexistuje a < 1 také, aby | f(z) — f(2') |[< a. | * — 2’ |. Teda f(z) nie je kontraktivne
zobrazenie v zmysle definicie 5.5. A skutocne veta 5.5 neplati, lebo f(z) mé nekonecne
s

vel'a bodov, v ktorych f(z) = x. (Staci, aby arctg z = 7..)
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‘E Podla vety 5.5 existuje jediny pevny bod zg zobrazenie f*. Cize zg = f *(x0). Po-
tom: f(xzg) = f (fk(xo)) = fF*(x0) = ¥ (f(20)). Teda aj f(xo) je pevny bod zobrazenia
f*. Teraz si véimnime: Ak x; je pevny bod zobrazenia f, tak x; = f(x1),

f(z1) = f(f(z1)) = f?(x1)... atd., teda x; je pevny bod zobrazenia f*, ale toto mé4 iba
jediny pevny bod.

@‘ Staéf si uvedomit’, ze uz f o f = f? sa identicky rovnd nule, teda je kontraktivne.
[188] \/ (k.f(2) +m) =| k| .A.
[189] \/2 f(x) = 23.

[190]  Nech | f'(x) |< A pre vSetky z €< a.b >. Necha =290 <z < ..<x, =0
je Tubovolné delenie intervalu < a,b >. Podla Lagrangeovej vety mozno pre vsetky i =
1, 2, N pl'sat’: | f(.’]?z) —f(.’]?i_l) |: f’(OéO(.Q?Z —.’131'_1) S A(ﬂ?z —.’131'_1), kde o; € (.’131'_1,.2(}2').

Teda Y1 | flwi) — flwicr) S Y A @i —zimy = A0 (i —xim1) = A(b— a).
@‘ Vo vSeobecnosti nie. Napr.:
1 _ 1 1
Polozme: fy(z) = 4 & 51 kr(z(k+1)—1), prex S =t .
0, pre x mimo tohoto intervalu
Potom Y .- ; fi(z) je rovnomerne konvergentny funkciondlny rad na intervale < 0,1 >
(overte to!), kazda z funkcii fi(z) ma na < 0,1 > ohraniCend varidciu a predsa sucet

tohoto radu je funkcia s neohrani¢enou varidciou na intervale < 0,1 >. (Citatel si ttito
skutoénost’ naértnutim situdcie lahko overi.)

‘@| Nech a = 29 < 1 < 2 < ... < x, = b je 'ubovolné delenie intervalu < a,b >.
Pocitajme: Y70 | (f(w:) + g(x:) — (f(zi—1) + g(zi—1) |= 2002, | (f(@ ) (wbz 1) +
(9(z:) = g(xi—1)) IS 2052, | f(@s) = fl@iza | +Z?:nl | g(xi) —g(zi—1) |< Vo f+ Ve g. Pre
sdein: o0, | f(2i).9 9(@i) = f(@i-1)-9(zi-1) |= 2oimy | fl@)-(9(xs) — g(zi-1)) + (f(23) —
f(@iz1)).g(@i—1) < iy | fz) |{, | g(xi) — g(zi-1) | +Zi:1b| f(@:) = flwiza) |
| g(xi—1) | SUPgze<a,b> | f(z) | -\/ag 1 SUDLc g b> | g(z) | -\/a f

‘ﬁ‘ Uvazujme l'ubovolné delenie intervalu < a,b > také, aby bod c¢ patril medzi
deliace body, t.j. a =29 < 21 < ... < Tp = ¢ =2, < Tpy1 < ... < T, = b. Pocitajme:
iy | @) = flica) [+ 30, | (@) = fl@ioa) |= 0y | f) = fmion) [< V f

e ’ . c b b . .
”Supremujic” tito nerovnicu dost;meme: Vo f+V ¢ f 'S V. f. Este opa¢ni nerovnost.
Nech a = z¢p < 21 < ... < x,, = b je T'ubovolné delenie intervalu < a,b >. Bod ¢ € (a,b)
patri do niektorého ciastkového intervalu, nech napr. c €< z4_1,xs >. Potom:

Sy | f@) = i) 1< (S50 @) = Flai) |+ @) = flee) |) +

b %) RT 7
(] f(zs) — fle) | —I-Z?:SH | fx;) — fai-a ]) < Vo f+V.f. A opit »supremujic” tito
nerovnost’ cez vSetky delenia intervalu < a,b > dostaneme \/z f<V.+ \/l; f

@‘ Ze z ohraniGenosti varidcie funkcie f () plynie ohranic¢enost’ varidcie funkcie
| f(z) | ihned’ plynie zo vztahu || a | —|b || <| a — b |. Odtial naviac plynie, ze \/b |

< \/ f. Na dokaz toho, ze obratené tvrdenie nemusi platit’, sta¢i zobrat’ Dirichletovu
funkeiu,
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