2. Nevlastné parametrické integraly

A. Nevlastny parametricky integral prvého druhu

Definicia 2.1. Nech f je redlna funkcia definovand na mnozine < a,o0) X (¢,d) a nech
pre kazdé y € (c,d) existuje integral faoo f(z,y)dz. Potom funkciu

oo
FO) = [ fe)da
a
nazyvame nevlastnym parametrickym integralom prvého druhu.

Definicia 2.2. Integrdl F'(y) nazyvame rovnomerne konvergentnym na intervale (c, d), ak
Ve >0 3dB(e) > a,ze ¥b > B(e) aVy € (¢,d)
plati

<e.

Awf@wﬂx

Veta 2.1. (Cauchyho kritérium.) Nevlastny parametricky integral F'(y) konverguje rovno-
merne na (c¢,d) vtedy a len vtedy, ked pre l'ubovolné e > 0 existuje také B(e) > a, Ze pre
kazdé b/ > B(e) a b’ > B(e) plati

r’

flz,y)dz| < e

b/
pre vietky y € (c,d).
Veta 2.2. (Weierstrassovo kritérium.) Ak existuje taka funkcia g :< a,00) — R, Ze

[f(z,y)] < g()

pre vsetky x €< a,00) a y € (¢,d) a nevlastny integral

/a " y(@)da

konverguje, tak nevlastny parametricky integral F(y) konverguje absolitne a rovnomerne
na intervale (¢, d).

Veta 2.3. Ak je funkcia f spojita na mnozine < a,o0) X (¢, d) a integral F(y) konverguje
rovnomerne na (¢, d), tak funkcia F(y) je spojita na intervale (c,d).

Veta 2.4. Za predpokladov vety 2.3 plati

i [ fwde= [ fe .

y—yo€(c,d)
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Veta 2.5. Ak
1. funkcie [ a g—i st spojité na mnozine < a,0) X (¢, d),
2. integral faoo f(x,y)dz konverguje pre vsetky y € (c,d),
3. integral faoo %Z’y)dx konverguje rovnomerne na intervale (c,d),

tak funkcia F' je diferencovatelnd na (c,d) a plati

d [ 9
P =2 [ s | i%@m

prey € (¢, d).

Veta 2.6. Ak je funkcia f spojitd na mnozine < a,00)X < ¢,d > a integral F(y) konver-
guje rovnomerne na < c¢,d >, tak

[ 1 i ar= [ [ i) o

Tento vzorec plati aj v pripade, ze d = oo, ak funkcia f je nezaporna a spojita na

< a,0)x < ¢,00), integraly

F(y) = /OO f(z,y)dz a G(y) = /OO fx,y)dy

konverguju a su spojitymi funkciami na intervaloch < a, 00), resp. < ¢,0), a aspon jeden

7 integralov N . ) )
/c Ua f(x’y)dx}dyalebo/a U f(:v,y)dy]dx

konverguje.

B. Nevlastny parametricky integral druhého druhu

Definicia 2.3. Nech f je redlna funkcia definovand na mnozine < a,b) X (¢,d) a nech
je neohranicend na kazdom intervale (b—6,b) x (¢,d),6 > 0. Ak pre kazdé y € (c,d)
konverguje nevlastny integral

b
| raas,
tak funkciu ,
Plo) = [ fada
nazyvame nevlastnym parametrickym integralom druhého druhu.

Poznamka 2.1. Podobne ako v odseku A je mozné aj v pripade nevlastného para-
metrického integralu druhého druhu zaviest’ pojem rovnomernej konvergencie a dokazat’
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podobné tvrdenia ako boli tie, ktoré platili pre nevlastny parametricky integral na neohra-
nicenom intervale.

30. Najdite vsetky hodnoty parametra, pri ktorych konverguji nasledujice nevlastné
parametrické integraly:

) [ 5 b [ e
. Y o 1+

o (o e) : q
c)/ LEBY 4r, a >0, d)/ SR da,
- xY+a¥ 0 xP
2 o) .
d
o[ 0 [y
o |Inzlv o xY+sinz

31. Dokazte, ze integral
oo
Fo) = [ e da
0
a) konverguje rovnomerne v I'ubovolnom intervale < a,b >, kde a > 0,
b) konverguje nerovnomerne v intervale < 0,b >.
32. Dokazte, ze Dirichletov integral
0o
D(y) :/ smxydx
0

T

a) konverguje rovnomerne na I'ubovolnom intervale < a,b > neobsahujicom bod y = 0,
b) konverguje nerovnomerne na kazdom intervale < a,b > obsahujicom bod y = 0.

33. Dokazte, ze integral

° sin xy
cos xdx
0 T

rovnomerne konverguje na I'ubovolnom uzavretom intervale neobsahujicom =+1.

34. Zistite, ¢i rovnomerne konverguje integral

/Oodzv
L xY

v nasledujicich intervaloch:

a) 1 <yo <y < oo,
b) 1<y < 0.

35. Zistite, ¢i konverguju rovnomerne na danych intervaloch nasledujice integraly:

(@) (@) .
s
a) / e"Usinzxydr, —oo <y < 00, b) / wdm, O<y<A,
0 0 T\/T
cosx
c) / e dr, a <y <b, d) / %dw, —00 <y < 00,
1 —00 1+z
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> dx *“sinx _,
e)/o m,0§y<00, f)/o T (& yd$,0§y<00,
g) / \/ﬂe_yde:v, 0<y< oo, h) / e_(x_y)de, a)a<y<b, f) —oo<y< oo,
0 —00
1 0o
i) / yr¥"tdr, 0 <5 <y<1, j) / ey’ (1+2) sinydx, —oo <y < o0,
0 0
Loy Y11
k) Oﬁdx,0§y<oo, l)/oﬁsm;dx,0<y<2.

36. Dokazte, ze integral
o0
F(y) = / e~V  dy
0
je spojitou funkciou parametra y.

37. Zistite, ¢i su spojité v danych intervaloch nasledujice funkcie:

< > cosx
D FO) = [ e (2:) b) P = [ 5 e, (0.00),
)F()_/oosin[(l—QQ)x]d ( ) d)F()—/W sin iz, (0.2)
C Yy) = 0 T Z, 00, ), Yy) = 0 .Z'y<7'('—£13')y xz, ) )
o) e % 00 )
F(y) = - 1 ) F(y) = —zy _ '
O Fl)= [ e 0.1) )P = [ yeda, (~o0,50)
38. Je pripustny prechod k limite za znakom integralu vo vyraze lirgo ye “Ydx?
Yy— 0

39. Nech f je funkcia integrovatelnd v intervale (0,00). Dokazte, ze plati

lim h e f(x)dx = /OO f(x)dx.
0

y—+0 0

40. Vypocitajte integral

oo 2 oo
e * dxr= lim
0 0 n—oo

pouzijic limitny prechod za znakom integralu.
41. N3jdite

*  dx

(%) ]

I _
a) n1—>nolo 0 x4 17
b) lim [ fu(z)de, kde fo(z) = 4 € > akx>0,
n=oo Jo 0, ak z =0,
c) lim e—o 20 2xydw,

y—0 Jo T
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o0 6_y2(x2+1)
d) lim —————d=.
y—oo Jo v +1
1 1 1
42. Pouzijic vzorec / " tdx = —,n > 0, vypocitajte integral I = / 2" 1 In™ zdz,
n 0

0
kde m je prirodzené ¢islo.
[&.9] 1 o0
43. Pomocou rovnosti / e Ydx = —,y > 0, vypocitajte / e~ " Ldx, kde n je celé
0 Y 0
¢islo.
(1 m (s > 1 : ,
44. Pomocou rovnosti / — 5 dr = 5~ vypocitajte / — v, dx, kde n je celé
0o THy 2y o (#*+y?)
¢islo.
45. Dokézte, ze Dirichletov integral
0o s
D(y) = / smxydx
0

T

ma pre y # 0 derivaciu, avSak nedd sa néajst’ pomocou Leibnizovho vzorca.

46. Dokazte spravnost’ Froullaniho vzorca

/oo f(CL.I‘) — f(be) de — f(O) In 9, a > O, b> O,
0 v ¢

kde f je spojita funkcia a integral f:o %ﬂj)daz m4& zmysel pre 'ubovolné A > 0.

47. Pomocou Froullaniho vzorca vypocitajte nasledujuce integrély, v ktorych a > 0,b > 0:

oo _—azx —bx [e I .
e —e sin ax — sin bx
) / £ "° b) / da,
0 0

x x
°° cosax — cos bx Q) /OO arctg ax — arctg bx
0

dx, dx.

x €T

o)

48. Pomocou derivovania podla parametra vypocitajte nasledujice nevlastné integraly:

e —bz? 0 fe—ar _ bz 2
/ ——dz, a >0, b>0, b)/ (—) dr, a>0, b>0,
0 0 z
oo} bx © p—aw _ e—ba:
——— sinmadz, a >0, b >0, d) ———cosmaxdx, a >0, b> 0,
0 0 €T
1 1 2,2
In( In(1 —
/ n )d:c la| < 1, p [ MO Za) <1
0_ 0 V1 — 2?2
1 o0
o) / I ( + asmx) dx ol <1, h) / arctg axe;rctg bxdw,
0 1—asinz ) sinz’ 0 T
) [t ) [,
0 X + b2 0 .fL'4

145



49. Dokazte, ze funkcia

oo e—xt
= ——dt
y(ﬂf) /0 (1 —|—t2)n+1

vyhovuje diferencidlnej rovnici

xy” —2ny' + zy = 1.

50. Vypocitajte Eulerov-Poissonov integral

I:/ e~ dr

0

I2:/ e_xde/ xe‘x2y2dy.
0 0

51. Pomocou Eulerovho-Poissonovho integralu vypocitajte:

pomocou vztahu

a) / e_(“m2+2bw+c)dx, a>0, ac—b*>>0,b) / e~ ch brdzx, a > 0,

_O%O a2 _OOOO —az? _ _—ba?
c) / e_(x2+w_2)dx, a >0, d) / %dw, a>0,b>0,
e) / e~ cos brdx, a > 0, f) / ze " sinbadz, a > 0.

0 0

52. Vyjduc z integralu

I(a,b):/ e—av 2 xdw,aZO,bER,
0

T

vypocitajte Dirichletov integrél

D(b) :/ smbxdx‘
0

T

53. Pomocou Dirichletovho integralu a Froullaniho vzorca vypocitajte:

/OO az? _CObedx, 0> 0. b) /wwd% a,be R,
/Ooo smaxsmbxdx, o 4 +b. Q) /OOO sinia:z:dx’ acR,

; 0
/ (smaas> dz, a € R, f) /OO (Sinxax)?)d% a€ R,

0 ’ ’
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[ oI 2
, sin x
i) / dz.
0 T

54. Pomocou rovnosti

1 > 2
1+ 22 /0 c 4

vypocitajte Laplaceov integral

> cosax
L = ——dx.
@=[ 25w

55. Vypocitajte integraly:

oo o2 [e%e)
) / sin“ x dz. b) / COS QX dz.
o l+2a2 o (14 2)2

oo
c)/ %dw,a>0, ac —b% > 0.
oo @+ 2bx +C

[oe)
56. Pomocou rovnosti \/LE = % / e~™"dy, x > 0, vypotitajte tzv. Fresnelove integraly
0

> 1/0O sin x
.9
sinz“dr = = dx,
/o 2J)o Vx
> 1/°° COoST
2
cosx’dx = = dz.
/o 2J)o Vz

57. Pomocou Fresnelovych integrilov vypocitajte:

a) / sin (aas2 + 2bx + c) dx, a # 0,

—0o0
o0 oo

b) / sin 2. cos 2axdz, c) / cos z2. cos 2axdx.
— 00 — 00

xr
58. Dokézte, ze pre Laplaceovu funkciu ®(x) = \% / e at platia vztahy:
0

_
= 7=

59. Dokazte, ze pre Besselovu funkciu nultého rddu Io(z) = = / cos (z sin ) dy plati:
0

2) /Ox B(at)dt = % +2®(az),  b) /OOO 1 - &) da

o 1
a e “ly(br)dr = —, a >0,
) [ e = o
° sin ax R ak a1,
b) / Ig(z)dx = { arcsina, ak |a| <1,
0 r s ak a < —1.

—3
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60. Najdite Laplaceovu transformaciu F(p) = / e PLf(t)dt, p > 0, funkcie f, ak:
0

a) f(t) =t", n - prirodzené ¢islo, b) f(t) = Vt,
c) f(t) = cost, d) f(t) =
e) f(t) = sin (a\/i).
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