3. Eulerove integraly
A. Beta-funkcia

Definicia 3.1. Funkciu .
B(z,y) = / 1 (1= dt,
0

ktora je definovana pre x > 0, y > 0, nazyvame Eulerovym integralom prvého druhu alebo
beta - funkciou.

Zékladné vlastnosti:

(i) B(z,y) = B(y,z).
.

(ii) B(z,y) = mB(%y —1).

(n—1)! _

(iii) B(xz,n) = x( Nt @tnt D) pren=12 ...
T 1

0 1—|—t“3+yt
, 0<z <.

(v) Bz,1-x)=

sin 7T£C

B. Gama-funkcia

Definicia 3.2. Funkciu ~
I'(z) :/ et dt,
0

ktora je definovana pre x > 0, nazyvame Eulerovym integralom druhého druhu alebo ga-
ma-funkciou.

Zékladné vlastnosti:
(i) T'(z+1) = 2T'(z).
(ii) I'(n) = (n — 1)! pre prirodzené n.

T
i) T'(x)T(1 — =— 0 1.
(iii) I'(z)I( x) T x, <x<

(iv) T@) (z+ 1) = I‘(Zx) Specidlne:

22x 1

1 2n—1
r <n + 2) %\/‘ pre prirodzené n.
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) L (n—1)!
) Tlw) = lim e +2) . arn—1)"

61. Pomocou Eulerovych integrdlov vypocitajte nasledujice integraly:

a) /01 Vi — 22dz, b) /01333 (1- 2%
) /lede, a>0, d) /OOO (idx

1+ a3)?

0 oo 5132
f —d
/0 1+w3’ )/0 T+t

(@)
/ z? exdx,neN.
0

W=

dx,

62. Urcte oblast’ existencie a vyjadrite pomocou Eulerovych integralov:

/OO ) [ee} xm—l

dx n > 0, b/ —dx,
0 o (I4z)"
/OO dz, a>0,b>0, n>0, d) A g
o (a+bxm)p o " 0 W’m ’

/ sin™ x cos™ xdx, f) /2 tg "xdr,
[e%e] 01 1 p
/ z™e " dx, h)/ (ln —) dzx,

0 X

o

o

[e'e} oo .p—1 1
/ 2Pe " Inxdr, a >0, j) / udw,
0 0 1+
00 -1 o pp—=1l _ =P
0 [ T ) [ 0<p<
o (4 ln:z: 0 11—z
63. Vypocitajte:
1 a+1
/ InT'(z)dx (Raabeho integral), b) / InT'(z)dz, a >0,
0 a
1 1
/ InT'(z) sin mrxde, d) / InT'(z) cos2nmadz, n je prirodzené &islo.
0 0

1 n
64. Dokazte, ze ak [ = = / xidx, n je prirodzené cislo, tak
0

/1 dx I
—5 |
o V1—ax2n 2 V1 — x2n

LIy =

oo

65. Dokdzte, 7e lim e " dx = 1.

n—oo 0
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66. Pomocou rovnosti — = —— / tm~le="dt, & > 0, nijdite integraly:
zm - I(m) Jo
(@) (e e) :
a)/ cosaxdx’ 0<m<1, a#0, b)/ sma:cdx’ 0<m<2.
o o o™

67. Néjdite dI'zku lemniskaty 2 = a? cos2¢, a > 0.
68. N3jdite obsah ¢asti roviny ohranicenej krivkou r* = sin® ¢ cos ¢.

69. N4djdite obsah ¢asti roviny ohranicenej krivkou |z|™ + |y|* = a™, n >0, a > 0.
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