Vysledky, navody a poznamky
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5
1
5-
T(m +2). Ndvod: urobit’ substiticiu \/z = ¢ a pouzit’ vetu 1.2.
2
3 ln 2.
. , . 1+ s s
%. Navod: vezmite do uvahy, ze ijﬁ = w;;”f% (z # 0) a urobte substitticiu
t; dostanete ffooo tf%, na vypocet ktorého pouzite definiciu 1.4 alebo definiciu

5 — 1. Navod: urobte substitiiciu arctg x = t.

__a
a?+b2 "

[NCR NI
N TR .

ot

. Ndvod: urobte substiticiu <z — 1 = t.
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1
evitoo Tz

V3

urobte substiticiu x—15 =t.

@‘ %ln <1 + i) Néavod: vezmite do uvahy, ze

L
= a
V() +5+1

‘ 26 ‘ % Névod: urobte substitiiciu najprv z2 = t a potom v ziskanom integrali polozte
t = cos ¢; na vypocet pouzite definiciu 1.3.

[27 ] (—1)? p!. Ndvod: urobte substiticiu Inz = t.

(28] 1, = I, = —ZIn2. Néavod: substiticion I — z = ¢ sa integrdl I, redukuje
na integral I1; potom 2I; = I + I, = f()% In (%)dw = —ZIn2+ fog In (sin2z) dz =
—ZIn2+ 5 [ In(sint)dt = =5 In2+ f()% In (sint) dt + %f;ln(sint) dt = —3In2+4+ 1)

(to sa dostane pomocou substiticie 7 — ¢ = z v integrali [; In (sint) dt).
2

[29 | Névod: pouzite definiciu 1.1 a skutocnost’, ze ak ¢'(z) € R < a,n >, n > a, tak
aj |¢'(x)] € R <a,n>.

2v/8e %
@| @. Néavod: Pretoze sinx > 0 pre 2kn < © < w4+ 2km, k = 0,1,2,...

l1—e T
T x A
e~ 2|sinx—cos x| _ oo m+2km e 2 | sin z—cos z| _ oo —km (7 e2]|sint—cost|
fE Vsinz dr = Zk:o f2k7r Vsin dz = Zkz:O € fO Vsint dt
1

s e z 2 |sint— t . s v 7~

(po substitucii @ — 2km = t). Integrdl [ %dt je konvergentny, ¢o sa dokaze
stn

na zaklade definicie 1.2 resp. definicie 1.3, ak vezmeme do tvahy, Ze sint — cost < 0 pre
0<t< 7 asint—cost>0pre 7 <t<ma zapiSeme ho ako sucet dvoch integralov.

(31] n

32 I, = (n;ﬁ)”g, ak n je parne; I, = (n;ﬁ)”, ak n je neparne. Navod: urobte

substiticiu x = sin t.

[33] a) 1;b) §;¢) 0.

‘E Névod: pouzite definiciu 1.7, v ktorej polozte dp=0 a zohl'adnite skuto¢nost’, ze
v a) je funkcia za znakom integralu neparna a v b) je parna.

@‘ Diverguje.

@‘ Konverguje.

@‘ Diverguje.

@‘ Diverguje.

@‘ Konverguje.

@‘ Diverguje. Navod: dokazte na zaklade definicie 1.1.

E‘ Diverguje. Navod: pre dokaz pouzite definiciu 1.2 a poznamku 1.1.
[42 ] Konverguje (pozri ilohu 31).

@‘ Konverguje.
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@‘ Konverguje. Navod: pouzite vetu 2.7.
@‘ Konverguje.
IE‘ Konverguje. Navod: pouzite definiciu 1.7 a potom definiciu 1.2 resp. 1.3.

E‘ Diverguje. (Pozri navod k tlohe 46).
@‘ Konverguje.

@‘ Diverguje.

@‘ Diverguje. Navod: NapiSte dany integrdl ako sicet dvoch integrélov
01 1?13; + f > 1‘51"2 , pricom v druhom integrali funkcia n— (9*( ) pre x — 17:; dalej
vyuzite poznamku 2.4 a definiciu 1.7.

IE| Konverguje. Navod: Na zdklade definicie 1.7 zapiSte integral ako sicet dvoch
integralov a na prvy z nich pouzite poznamku 2.4 a na druhy dosledok 2.2 (alebo pozndmku
2.2).

@| Konverguje. Navod: Dany integral ma singularny bod z = 0, t.j. integral je
typu integrala z definicie 1.3. Vyuzitim poznamky 1.4 sformulujte Specidlne porovnavacie
kritérium v limitnom tvare pre uvedeny typ nevlastného integralu, podobne ako je toto
kritérium sformulované vo vete 2.5 pre integral z definicie 1.2. Na zaklade toho hl'adajte

Pl1
i T (D<) ke ar = (@ - 0

@‘ Diverguje. Navod: Integral zapiste v tvare

+oo :. 2 a . 2 +oo .+ 2
sin“ x sin“ x sin“ x
/ d:c:/ dx+/ dz (a > 0).
0 x 0 x a x
2

Prvy integral existuje, druhy integdl na pravej strane rovnosti pouzitim vzorca sin“x =
% (1 — cos 2z) napiste ako rozdiel dvoch integrélov pouzite na jeden z nich definiciu 1.1 a
na druhy vetu 2.7.

@‘ Konverguje. Poznamka: bod x = 1 nie je singularnym bodom funkcie ln %, lebo

existuje lim o com sa presvedcte sami.

z—1- 1 — x2’
E‘ Névod: Uvazujte dva pripady: a) s <0; b) s > 0.
a) Ak s <0, integral existuje ako vlastny (preco?).
b) Ak s > 0, funkcia ﬁ mé singulérne body * = 0 a x = w. Podla definicie

1.7 zapiSte integrédl vo tvare [ (Mnx)s =/ (slnx)s + [T (Mgif‘;) (0 < ¢ < ). Na dokaz
konvergencie 1. integrdlu pouzite pozndmku 2.4 (tu a = 0); 2. integral substiticiou
m — x = t prevediete na integrél so singuldrnym bodom z = 0. Z a), b) dostanete dokaz

tvrdenia lohy.

‘ 56 | Névod: Uvazujte dva pripady: a) p < 0, b) p > 0. Pripad a) pozrite v navode
k tlohe 55. V pripade b) funkcia £5% m4 singuldrny bod x = 0. Na dékaz konvergencie

P

: e (L si . ) . : , . s ;
integrélu [ #2Zdx pouzi znamku 2.4, pritom vezmi v Z =
tegrélu [, ®2Zdx pouzite pozndmku 2.4, pritom vezmite do tvahy, ze S22 = siiz _1

p x “xp— 1
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IE‘ Néavod: Pouzite vetu 2.7.

E‘ Pozrite navod k tlohe 57.

[59 | Konverguje ak |a| < 1 a diverguje, ak |a| > 1. Néavod: Zapiste dany integral
v tvare fo — D‘(x2+l) + f — a(xQH) (¢ > 0). Pouzitim pozndmky 2.4 na 1. integrdl
dostanete mnozinu A; hodnét parametra «, pre ktoré konverguje tento integral, a mnozinu
A’ hodnét parametra «, pre ktoré integral diverguje. Podobne pouzitim pozndmky 2.2
dostanete mnoziny A, a A} pre 2. integral. Potom je mnozina A = A; N Ay hodnét
parametra «, pre ktoré dany integral konverguje, a mnozina A" = A} U A} je mnozinou
hodnot parametra «, pre ktoré dany integral diverguje.

‘E Konverguje, ak o < —1 a diverguje, ak o > —1. Névod: Zapiste funkciu, ktoru

1 14 sz

integrujete vo tvare ——. ——=%—
xT —a’ 1— sinx
x

a pouzite poznamku 2.2.

@‘ Konverguje pre a > 1 a diverguje pre a < 1. Navod: Urobte substiticiu Inxz =t
a na ziskany integral pouzite dosledok 2.2.

@| Pre a < 1 konverguje, pre a > 1 diverguje. Navod: ZapiSte integrdl v tvare:
fy —=dw f02 Rtdr — [« : €2 Edx; prvé dva integraly maji singuldrny bod o = 0, pouzite
na nich poznamku 2.4.

‘E Konverguje pre o > 0. Navod: Integral zapiste vo tvare stictu dvoch integralov:

o pregre —dr+ f > xa " dx (¢ > 0); na prvy z nich pouzite poznamku 2.4 a na druhy désledok
2.2.

‘£| Konverguje pre 1 < a < 2. Navod: Zapiste dany integral vo tvare suctu dvoch
integralov: [ HBIALdy 4 [0 HBIT Gy (¢ > 0); na prvy z nich pouzite pozndmku 2.4 a
na druhy poznamku 2.2.

65 | Konverguje pre 1 < o < 2. Navod: Urobte substiticiu In(1 + z) = t a dalej
postupujte podla navodu k tlohe 63.

[ 66 | Konverguje pre a > 0 (a # 0). Navod: Pouzite vetu 2.7.
IE| Konverguje pre a > —1. Navod: Podla definicie 1.7 zapiste dany integrédl ako

sucet dvoch integralov na prvy z nich pouzite poznamku 2.4 a na druhy poznamku 2.3.
‘E Konverguje, ak p > —1 a ¢ > —1. N&avod: Po substiticii lni = u v danom

integrali dostaneme integral fooo e(ﬂ%)udu. Dalej postupujete podl'a ndvodu k tlohe 63.
‘ﬁ| Konverguje, ak m > —1, n —m > 1. Navod: Podla definicie 1.7 zapiste dany

integral ako sucet dvoch integralov na prvy z nich pouzite poznamku 2.4 a na druhy
poznamku 2.2.

@‘ Konverguje, ak m > —2, n — m > 1. Poznamka: Pri hladani hodnot parametrov
m a n, pre ktoré dany integral konverguje, postupujte podla navodu k 1lohe 69.

E‘ Konverguje, ak p < 1,¢q < 1. Névod Podla deﬁm’cie 1.7 zapiste dany in-

tegral v tvare suctu dvoch integralov: [ =t xcosq —+ f P xcosq — (0 <c< %), funkciu
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—L v 1. integrali rozsirte zP a pouzite poznadmku 2.4; v 2. integrali tito funkciu
sinP x cos? x !
™

“ s ’ q o~ ’
rozsirte vyrazom (5 — :c) a pouzite poznamku 2.3.

onverguje, ak minp, q; < maxip,qy > avo a zaklade demnnicie 1.
72 | Konverguje, ak mi 1, 1. Nivod: Na ziklade definicie 1.7
zapiste dany integrdl v tvare suctu dvoch integralov: [ 722 4 [ 522 na zistenie
konvergencie prvého z nich pouzite poznamku 2.4 v dvoch pripadoch a) p > ¢, b) p < ¢; na

zistenie konvergencie druhého pouzite poznamku 2.2 tiez v uvedenych dvoch pripadoch.

@| Konverguje, ak p > 1,q < 1. Néavod: Pouzitim substiticie Inx = ¢t v danom
integrali dostanete integral fo Dalej postupujte podla navodu k tlohe 63.

e(p— 1)ttq

@‘ Konverguje pre m > —1,n > —1,m +n < —1. Navod: Singularne body funkcie,
ktoru integrujeme na intervale (0, 00) si 0, 1, +00. Podla definicie 1.7 zapiSte dany integrél
vo tvare stuctu Styroch integralov:

S f@)da + [y fla)de+ [ f@)de+ [7° f(z)de (0 < do <1< dy < o0,

f(x) = 2|z — 1]%), z ktorych kazdy obsahuJe len jeden singuldrny bod. Na vySetrenie
konvergencie 1. a 3. integralu pouzite poznamku 2.4, konvergencie 2. integralu poznamku
2.3 a konvergenciu 4. integralu poznamku 2.2.

IE‘ Konverguje ak p > O a q > 0. Navod: Podla definicie 1.7 dany integral zapiste v
(A—z)e~t
Tpi-p

tvare: [ dx + f = x)l - (0 < ¢ < 1); na prvy z nich pouzite pozndmku 2.4 a na
druhy pouzite poznamku 2.3.

IE| Konverguje pre p > 1, I'ubovolné ¢,r < 1 aprep =1, ¢ > 1, r < 1. Navod:
Substiticiou Inlnx = v v danom integrali dostanete integral

> du
0 e(p—l)e“e(q—l)uur '

Dalej postupujte podla ngvodu k tlohe 63, pricom pri vysetreni konvergencie 2. integralu
(ktory mé singuldrny bod o) rozliste dva pripady: a) p—1>0,b) p—1=0.

E| Konverguje, ak p; < 1 (: = 1,2,...,n), > p; > 1. Ndvod: Funkcia, ktori
integrujeme na intervale (—oo,00) ma tieto singuldrne body: —oo,as,...,a,,00. Dalej
postupujeme podobne ako v ndvode k tlohe 74.

IE‘ Nédvod: Podl'a definicie 1.7 zapiste dany integrdl ako sucet dvoch integralov
Jo B2l dy 4 [0 80 gy (¢ > 0,t #0).
Poznédmka 1.: Pre t = 0 dostanete nulovt funkciu, ktorej integral absolitne konverguje na
(0, 00).
Pri vySetrovani konvergencie daného integralu postupujeme takto:
1. Pouzitim poznamky 2.4 dostanete \51;1153:\ = }bmwt} xs r = (9*(

S

)prex—>0+,z

¢ |sintz|

¢oho vyplyva, ze fo dx konverguje, ak s — 1 < 1, t.j. s < 2; pouzite poznamku 2.1.
2. Na ziskanie konvergencie 2. integralu pouzite vetu 2.7.

Z 1. a 2. dostanete mnozinu hodnot parametra s, pre ktoré dany integral konverguje.

Poznédmka 2.: 7Z 1. vyplyva, ze 1. integral absolitne konverguje pre s < 2.
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Absolutnu konvergenciu 2. integrdlu zistite na zaklade prvej casti vety 2.4.
Z poznamky 2. a absolitnej konvergencie 2. integralu dostanete mnozinu hodnét parame-
tra s, pre ktoré dany integral konverguje absolitne.

‘E Névod Pouiitl'm Vzorca 1—costx = 2sin? t” v danom integrali dostanete integral

2/, > smx % dz. Funkeia 322 Je na (0, 00) nezdpornd, preto konvergencia tohoto integralu
je sucasne aj absolitnou konvergen(nou Pri skimani konvergencie integralu postupujete
podla navodu k tlohe 78., pricom v prvom z integralov, ktoré dostanete po vyjadreni
uvedeného integralu ako suc¢tu dvoch integralov, vezmite do tvahy, ze

2 tx 2 tx \ 2
sin” & 1 Sm? 1
— = — i . t #£0.

s 4 L2 xs—2’
2

‘&’ Néavod: Po pouziti vzorcov pre goniometrické funkcie poloviéného argumenta

3
v danom integrali dostanete 2 f > %daz Dokaz tvrdenia tlohy preved'te podla

navodu k tlohe 78.
IE‘ Navod: a) Na zistenie konvergencie integralu pouzite vetu 2.7. Pri dokaze diver-

. . s [oe) ~ .
gencie integralu [, |C\°/S;‘ dx vyuzite nerovnost’ | cos x| > cos? .

b) Dokaz robte podla ndvodu v a), pritom vyuzite nerovnost’ | sinz| > sin? z.

c) Substitticiou 2 = t v danom integrali dostanete integral typu, ktory sa uvazuje v tilohe

b).
@‘ Postup riesenia ulohy je ten isty, ako tlohy 81. a).
@‘ Konverguje absolitne, ak —1 < ’%1 < 0; konverguje neabsolitne, ak

0<Zk ;rl < 1. Néavod: A. Po pouziti substiticie 29 = ¢t v danom integrali dostanete integral

ﬁ fooo imt dt, ktory na zéklade difinicie 1.7 zapiSte ako siicet dvoch integrédlov

t q
1 [ sint / sint
lal Jo p- ’”“ |q| p“ -

Pouzitim pozndmky 2.4 na 1. integrdl a vety 2.7 na 2. integral dostanete podmienku pre
parametre p a q takd, aby dany integral konvergoval.

B. 1. Pri skimani absolitnej konvergencie daného integralu vezmite do tivahy, ze 1.
integral konverguje aj absolitne pre tie isté hodnoty parametrov p a g, pre ktoré konverguje
v obycCajnom zmysle.

2. Na zistenie absoltutnej konvergencie 2. integralu pouzite 1. cast’ vety 2.4. Z 1. a 2.
dostanete podmienku pre p a ¢, aby dany integral absoltitne konvergoval.

Porovnanim vysledkov v A a B dostanete podmienku, za ktorej dany integral konver-
guje neabsolutne.

1
. cosT
sint

integrali dostanete floo - mdt. Postup riesenia tejto tlohy je podobny postupu riesenia

= t v danom

‘ﬁ| Konverguje absolttne. Navod: Pouzitim substiticie secx =

ulohy 83., len tu je o to l'ahSie, Ze nemame nijaké parametre.
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@‘ Konverguje neabsolitne. Navod: Urobte substiticiu e = t a na ziskany integral
pouzite vetu 2.7. Pri skiimani divergencie tohto integrdlu vyuzZite nerovnost’ | cost| > cos? t.

@‘ Konverguje absolitne, ak p > —2, ¢ > p + 1; konverguje neabsolitne, ak
p>—2, p<q<p+1. Poznamka: Pri rieSeni ilohy postupujte podl'a ndvodu k tlohe 83.

@‘ Navod: Ukazte, ze fooo %dt konverguje absolitne a potom pouzite vetu 2.6.

IE‘ Riesenie: Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme povazovat’, ze nerovnost’
fle@)] ¢ (x) < qf(x) (¢ < 1) je splnend pre vetky x €< a,00). Nech b > ¢, x = ¢(t),
¢ = ¢(a), b= ¢(B), potom

fo@ﬁm:iABfW@ﬂwqﬂmféqlﬂf@Mtzq<[ff@ﬁm+ilﬁf@ym>,

b B c
odkial’ vyplyva, ze / f(x)dw—q/ f(x)dx < q/ f(x)dx

aleho /j f(a:)da:+/;f(x)dx —q/j f@)de < q/acf(x)dx

Pretoze 3 < b, f(x) >0, 1ntegralfﬁ x)dr > 0 a teda, (1 — q) fﬂ (z)dz < q [ f(z
alebofﬁ dx<—q—f f(x

- B
Ak b — oo, tak aj f — oo a [ f(z)dr = lim/f(x)dx_l_l/f

Pretoze integraly faoo f(x)dx a fcoo f(x)dx konverguju alebo divergujui sicasne (pozri poz-
namku 1.6), prva cast’ tvrdenia je dokdzana.
Nech teraz f[p(x)] ¢'(x) > f(x). Pre zavedené oznacenia mame:

b Iéi c 15
/fmm=/fwwwmﬁz/fwwwww+/fww¢@m
c B
2/fWW¢®ﬁ+/f®ﬁ

Ak b — oo, tak aj B — o0, a f f@)dz > [T F o)) ¢ (t)dt + [ f(t)dt, €o je mozné len
viedy, ked' [ f(z)dx =

@‘ Nemusi. Névod: a) Z tymto integralom ste sa stretli uz v tulohe 81., kde sa zistilo

na zaklade vety 2.7, ze konverguje. AvSak lim sinz? neexistuje. (Preco?)
r—0o0

b) Konvergenciu daného integrélu zistite na zdklade tvrdenia z odseku 1. Podl'a neho
a po pouziti substiticie 22 = t dostanete, ze

/ (~1)Fdz =
0

oo

(—1) T ar = —/ dt
Z/\/E kZ:OQ k Vi

k=0
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Ked vypocitate integral za znakom sumacie, dostanete ¢iselny rad, ktorého konvergenciu
zistite pomocou Leibnizovho kritéria. Potom ukazte, ze tento vysledok nezavisi od vol'by
postupnosti {n;}3>, < (0, 00), klim N, = oo (pozri [3]).

— 00

2
Zéverom dostanete, ze lim (—1)!*) neexistuje.
T— 00

‘E Névod: Uvazujte integral f;: f(x)f'(xz)dx, ktory konverguje na zdklade pred-
pokladov z tejto tlohy. Vyuzite tuto skutocnost’, definiciu 1.1 a dokaz tvrdenia urobte
sporom.

(94 ] Nie. (Odévodnite to.)
@‘ Ak integral faoo f(x)dx konverguje neabsolitne a funkcia ¢(z) je ohranicend, tak

[ f(z)e(x)de modze divergovat’ (pozri dlohu 53., v ktorej za f(z) vezmite funkciu S22 g

() =sinz). Na druhi otdzku ddva odpoved’ veta 2.6.

1
@‘ Navod: Podla predpokladu existuje vlastna limita lim / f(x)dx (pozri defini-
7

n—07"
ciu 1.3). Polozte n = %, n € N a predpokladajte, ze f(z) je monoténne klesajica na
< %, 1 > (podobné tvahy potom mozete previest’ pre monoténne rastice funkcie). Urobte
delenie intervalu na n rovnakych ¢asti a napiste horny S a dolny S integralny sicet funkcie
f(x) zodpovedajice danému deleniu takto:

LS ()= ()2
- n 1
s=or (i) =iy () -5

Dalej vyuzite z tedrie urcitého integralu znamu nerovnost’

1
S < / f(z)dz < S
1
() N S .
a to, ze lim —2* = 0 (od6vodnite to!) a lim —= = 0. Limitnym prechodom v tejto
n—oo n n—oo 1

nerovnosti dostanete platnost’ tvrdenia.

@‘ a) In 3. Pozndmka: Vezmite do tvahy, Ze integrdl m4 singuldrne body 1,2, co; b)
0; ¢) m; d) 0.
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