LINEARNE TOPOLOGICKE PRIESTORY

1. TOPOLOGICKE PRIESTORY

Topologickym priestorom nazyvame mnozinu X s danym systémom
I' jej podmnozin spliujicim nasledujice podmienky:
1. e, X eT,
2. Grel',Goel' = GiNGyel,
3. GoelLaeAd = (J,caGacel.
Posledné dve podmienky znamenaju, ze I' je uzavreta vzhladom ku
kone¢nym prienikom a (T'ubovolnym) zjednoteniam.
Prvky systému I' sa nazyvaju otvorené mnoziny, ich doplnky v X
(t.j. mnoziny tvaru X\G, G € I') sa nazyvaju uzavreté mnoziny. Okolim
mnoziny M C X rozumieme kazdu takt mnozinu Up; C X, pre ktoru exis-
tuje otvorend mnozina G s vlastnostou M C G C Uy,.

Overte, Ze nasledujice dvojice (X, T") tvoria topologické priestory:
e X je lubovolnd mnozina, I' je systém vsetkych podmnozin X (tzv. diskrétny pries-
tor).
e X je lubovolnd mnozina, I' = {(), X} (tzv. indiskrétny priestor).
e X je lubovolna mnozina, I" pozostdva z () a zo vSetkych mnozin tvaru X\ K, kde K
je konecnd (alebo spocitatelnd).
Nech je X mnozina a nech je pre kazdé x € X dany systém U(x) podmnozin X
s nasledujucimi vlastnostami
(a) X e U(x)
(b UeU(x) = €U
(c) Uel(x),UCV = VeU(x)
(d) U,Velulx) = UNV el(x)
(e) VU elU(x)(IV el(x)(Vy e V) U € U(y)
Definujme systém I'yy podmnozin X nasledovne: G € Ty <= (Vz € G) G € U(x).
Ukazte, ze systém I'y; vyhovuje podmienkam 1 .— 3. v definicii topologického priestoru
a ze v tomto topologickom priestore je U(z) systém vSetkych okoli bodu x. Ukéazte tiez, ze
ak je (X, T') topologicky priestor a U(z) je systém vsetkych okoli bodu z € X, potom U(x)
vyhovuje podmienkam (a) — (e) a ak pomocou tychto systémov U(z), x € X, definujeme
topolégiu I'y, potom plati Iy = I'. Topolégiu na mnozine X teda mozno ekvivalentne
zadat’ systémami okoli jednotlivych bodov.

75



Ak je U(x) systém okoli bodu z, potom baza okoli bodu z je I'ubovolny systém
B(z) C U(x) splaujici podmienku (VU € U(x))(IFV € B(z)) V C U. K urceniu topoldgie
na X zrejme sta¢i poznat’ bazy okoli jednotlivych bodov. Najdite podmienky typu (a)—(e),
ktoré musi spliiovat’ baza okoli bodu =x.

Metricky priestor je dvojica (X, 0), kde X je mnozina a o je metrika
na X, tj. o: X x X — IR" splituje pre kazdé z,y,z € X nasledujice
podmienky
(@) o(z,y) = oy, x)

(8) o(z,y) =0 <= ==y
(7) o(z,z) < o(z,y) + o(y, 2)

Nech je (X, o) metricky priestor. Definujme systém I' C exp(X) nasledovne:
Gel «— (VxeG)(Fe>0) Be(x) C G, kde Be(z) ={y € X; o(z,y) < €}. Ukdzte,
ze (X, T) je topologicky priestor a ze B(z) = { By, ()}, N je bdza okoli bodu z.

Topologicky priestor sa nazyva metrizovatelny, ak sa jeho topologia da vytvorit’
prave uvedenym sposobom.

Nech je dalej (X,T') topologicky priestor. Uzaver M mnoziny M je
najmensia uzavretd mnozina obsahujica M. Vnitro int(M) mnoziny M
je najvacsia otvorena podmnozina M. Hranica mnoziny M je definovana
nasledovne: OM = M\ int(M).

Mnozina M C X je husta v X, ak je jej uzaver celé X. Priestor X
sa nazyva separabilny, ak existuje spocitatelna mnozina M C X, ktora je
v nom husta.

Hovorime, ze postupnost’ prvkov z,, € X konverguje k prvku x € X
(piseme z,, — x), ak pre 'ubovolné okolie U bodu z existuje n, také, ze
xn, € U pre n > n,.

Nech je (X, o) metricky priestor, M C X. Dokazte, ze plati
(a) M={zxeX; 3z, €M)z, — 2z}
(b) int(M) = {z € X; (3e > 0) Be(z) C M}
(¢c) OM ={x € X; (Fz, € M) Ty, € X\M) x,, — =, y, — z}
d) zp >z, z, >y = =y
(e) Postupnost’ {z,} konverguje k z, prave ked o(z,,z) — 0.

Nech X = [0, 1] s topoldgiou definovanou nasledovne:
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a) F C X je uzavretd, prave ked je konecnd alebo F' = X. Ukéazte, ze potom je kazda
nekoneénd mnozina A C X hustd v X (t.j. A = X). Dalej ukdzte, ze pre kazdé
x € X a kazdu postupnost’ {z,} C X roéznych prvkov plati z,, — z. Vzhladom
k predoslému cviceniu (d) teda X nie je metrizovatelny.

B) F C X je uzavretd, prave ked je (nanajvys) spocitatelnd alebo F' = X. Potom je
kazdé nespocitatelnd mnozina A C X hustd v X, ale pre ziadne = € X\ A neexistuje
postupnost’ {z,, } C A tak, aby x,, — x. Dokazte. Vzhladom k predoslému cvic¢eniu
(a) teda X nie je metrizovatelny.

v) topoldgia je dand metrikou o(z,y) = |x — y|.

@ Z predoslého prikladu vidno, ze obecne neplati rovnost M = {r e X; (T, €
M) z,, — x}. Mozeme vsak zaviest’ pojem usmerneného stiboru ako mnoziny {xq }aeca
prvkov z X, kde indexovd mnozina A je usporiadand (t.j. mdme na nej definovani re-
flexfvnu, antisymetrickd a tranzitivnu reldciu <) a kazdé jej dva prvky maji horny odhad
(t.j. (Var,as € A)(F3a € A) a1 < a, az < «). Povieme, ze usmerneny stbor {z}aca
konverguje k prvku x € X (piseme x, — x), ak pre kazdé okolie U bodu x existuje o, € A
tak, ze x, € U pre kazdé a > «a,. Ak zvolime A = IN s prirodzenym usporiadanim, potom
dostavame ako Specidlny pripad postupnost’ a jej konvergenciu. V obecnom topologickom
priestore opat’ plati

M = {z € X ; existuje usmerneny sibor {z,} C M tak, 7e o — x}.

Dokézte. (Navod: Nech x € M. Polozte A = B(x), kde B(z) je nejakd baza okoli bodu
x, a pre Up,Us; € A definujte usporiadanie Uy < Us <=4 Uy D Us. Pre U € A dalej
zvolte xy € U N M, potom xyy — x. Opaénd implikdcia je jednoducha.)

Nech X,Y su dva topologické priestory. Zobrazenie f : X — Y sa
nazyva spojité, ak vzor 'ubovolnej otvorenej mnoziny v Y pri zobrazeni f
je otvorend mnozina v X.

Ak mame na mnozine X dané dva systémy otvorenych mnozin I'y,T's,
pricom I'y C I's, potom sa topoldgia danad systémom I'y nazyva slabsia
(hrubsia) nez topoldgia dand systémom I's; topoldgia dand systémom I'y sa
nazyva silnejsia (jemnejsia) nez topoldgia dand systémom I'y. Zrejme plati,
ze I'y C I's prave vtedy, ked’ je identické zobrazenie i : (X,T'y) — (X,I'1)
spojité.

Ak su X, Y metrické priestory, potom je f : X — Y spojité prave vtedy, ked
pre I'ubovolné z,,, x € X plati: ak z,, —» = v X, potom f(z,) — f(x) v Y. Dokazte.

Ukézte, ze metrika o : X x X — IR je spojité zobrazenie.
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@ Uvazujme opét’ topologické priestory z prikladu 5. Potom je topoldgia () aj
topoldgia () silnejsia ako topoldgia (a). Topoldgie () a () st navzadjom neporovnatelné
(t.j. ziadna z nich nie je slabsia nez t4 druhd). Dokazte.

Topologicky priestor X sa nazyva Hausdorffov (tiez T, priestor), ak
pre I'ubovolné dva body x,y € X existujui ich navzajom disjunktné okolia.

Dokézte nasledujice tvrdenia:
e Metricky priestor je Hausdorffov topologicky priestor.

e Ak je X Hausdorffov topologicky priestor a z,, € X, =, — x, x,, — y, potom = = y.
e Priestory («) a () v priklade 5 nie si Hausdorffove.

Povieme, ze systém {G,;a € A} otvorenych mnozin je (otvorenym)
pokrytim mnoziny M, ak M C |J,c4 Ga- Mnozina M sa nazyva kom-
paktnd, ak sa z kazdého jej (otvoreného) pokrytia da vybrat’ konecné
pokrytie (t.j. pre Iubovolné jej pokrytie {G,;a € A} existuje konecne
vela indexov aq,aq,...,q tak, ze M C Go, U...U G4, ). Mnozina M
sa nazyva relativne kompaktna, ak je jej uzaver kompaktna mnozina.
Budeme pisat’ M; CC My, ak je M, relativne kompaktng a M C int(M>).
Podmnozina M metrického priestoru X je kompakind prdve vtedy, ked sa
z kazdej postupnosti bodov {x,} v M dd vybrat’ podpostupnost’{x,, }, ktord
konverguje k nejakému bodu x, € M.

Mnozina A C IR" je kompaktnd prave vtedy, ked je uzavreta a ohranic¢ena.

Nech je X kompaktny priestor a nech je f : X — Y spojité zobrazenie. Ukazte,
ze potom je f(X) kompaktnd mnozina v Y (Specidlne: ak Y = IR, potom f nadobida na
X svoje minimum aj maximum). Ak st naviac (X, ox), (Y, gy ) metrické priestory, potom
je f rovnomerne spojité, t.j. (Ve > 0)(35 > 0) ox(z1,22) <& = oy (f(z1), f(z2)) < e.

Nech je X Tubovolny topologicky priestor a nech z,,x € X, x,, — x. Potom
je mnozina {x, ; n € IN} U {z} kompaktnd. Dokazte.

Topologicky priestor sa nazyva lokalne kompaktny, ak pre kazdy jeho
bod existuje jeho otvorené, relativne kompaktné okolie. Ak sa Hausdorffov
lokdlne kompaktny priestor da napist’ ako spocitatelné zjednotenie kom-
paktnych mnozin, potom sa nazyva c-kompaktny. Lokdine kompakiny
metricky priestor je o-kompaktny prdve vtedy, ked je separabilny. KaZdd

otvorend a uzavretd podmnoZina v IR" je o-kompaktny metricky priestor.
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Nech je X o-kompaktny priestor. Potom v nom existuje fundamentalna
postupnost’ relativne kompaktnych otvorenych mnozin, t.j. taka postupnost’ otvorenych

o0
mnozin {X}, pre ktord plati X; CC X;11 a | J X = X. Dokdzte.
k=1

Nech je (X,I") topologicky priestor a Y C X. Polozme I'y = {GNY;
G C I'}. Potom je (Y,I'y) topologicky priestor, ktory sa nazyva podpries-
tor priestoru (X,T).

Nech su X,, a € A, topologické priestory, nech je X (mnozinovy)
sucin X, a nech sa p, : X — X, prislusné projekcie. Na X potom mozeme
definovat’ tzv. produktovi (suc¢inovil) topoldgiu ako najslabsiu topolégiu na
X, pri ktorej su vSetky projekcie p, spojité. Priestor X sa potom nazyva
produkt priestorov X,. Ak st G, neprazdne otvorené mnoziny v X, a
G = [[ G, potom je G otvorena v X prave vtedy, ked G, = X, pre vsetky
a € A\K, kde K je konecna. Kazda neprédzdna otvorend mnozina v X sa
pritom d& napisat’ ako zjednotenie takychto mnozin G. Ak su X, kom-
paktné topologické priestory, potom je ich produkt opat’ kompaktny priestor
(Tichonov).

[15] Nech je indexové mnozina A koneénd, A = {1,2,---.k}, a nech st X; =
(X, 0;) metrické priestory (i = 1,2,---,k). Potom je produktové topolégia na X =

HXi metrizovatelna. Jedna z metrik vytvarajicich tito topolégiu je metrika o(z,y) =

\/Z:Z 0i(x;, yi)Q. Dokézte.
Nech X = IR[O’H, t.j. X je produkt topologickych priestorov X, = IR (s euk-
lidovskou metrikou), kde a € A = [0,1]. X je teda priestor vSetkych redlnych funkcii na

intervale [0, 1]. Ukazte, ze jeho (produktova) topoldgia je topoldgia bodovej konvergencie,
t.j. pre x,,x € X platf: z, — 2 <= x,(t) — x(t) pre kazdé t € [0,1]. Dalej polozme
Yo ={ze€ X;|z(t)| < C Vtel0,1]}. Ukazte, ze Yo je kompaktnd podmnozina X.

Nech je X opét’ priestor vSetkych redlnych funkcii na [0, 1], ale s topolégiou

danou metrikou

W |z(t) —y(#)|
owY) = S0 T @ — ()

Dokézte, ze ide naozaj o metriku a ze plati z, — = <= x,(t) — z(t) rovnomerne na
[0, 1], t.j. ide o topoldgiu rovnomernej konvergencie, ktora je zrejme silnejsia nez topolégia

bodovej konvergencie z predoslého cvicenia. Dalej dokdzte, ze mnozina Yo z predoslého
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cvicenia nie je kompaktnd. (Nédvod: Polozte x, = C - x{1/,} a ukdzte, Ze z postupnosti
{z,} C Y& sa neda vybrat’ konvergentnd podpostupnost. Ukazte tiez, ze x,, — 0 v topo-
16gii bodovej konvergencie.)

Nech je X metricky priestor. Postupnost’ {z,} prvkov z X sa nazy-
va cauchyovska, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje n, tak, ze o(z,,x,) < €
pre kazdé n,m > n,. Ak ma kazda cauchyovskd postupnost’ limitu v X
(t.j. existuje z € X tak, ze x,, — x), potom sa X nazyva Gplny metricky
priestor. Pre kazdy metricky priestor X existuje jeho ziplnenie, t.j. taky
Uplny metricky priestor Y, ze X je jeho hustym podpriestorom.

@ Dokézte nasledujice tvrdenia:

e Uzavrety podpriestor iplného metrického priestoru je uplny metricky priestor.
o Kompaktny metricky priestor je uplny.

2. LOKALNE KONVEXNE PRIESTORY

Nech je X linedrny priestor nad IK (t.j. nad IR alebo C) a nech je X
zaroven topologicky priestor. X sa nazyva linearny topologicky pries-
tor (LTP), ak st operacie séitania (X x X — X) a ndsobenia skaldrom
(IK x X — X) spojité. Zo spojitosti s¢itania plynie, ze v LTP sa I'ubovolné
okolie U bodu x d& napisat’ v tvare x + V', kde V' je okolie nuly, takze to-
poléogiu v LTP mozno zadat’ bazou okoli nuly. Systém vsetkych okoli bodu
x € X budeme znacit’ symbolom U(x). Zo spojitosti sCitania tiez plynie, ze
pre kazdé V € U(0) existuje W € U(0) tak, ze W + W C V. Zo spojitosti
nasobenia skaldrom zase plynie, ze kazdé okolie nuly je absorbujiica (=
pohlcujica) mnozina, t.j. (Vo € X)(3a > 0) z € aU (dokazte !).

Ukéite, ze priestor z prikladu 17. nie je LTP. (Navod: Ukazte, ze okolie nuly

{z; 0o(x,0) < 1} nie je absorbujica mnozina).

D4 sa ukézat), ze Hausdorffov LTP je metrizovatelny (t.j. existuje na nom
translacne invariantnd metrika, ktord ddva povodnu topolégiu) prave vtedy, ked v fiom
existuje spocitatelna baza okoli nuly. Ukazte, ze priestor z prikladu 16. je LTP, ktory nie
je metrizovatelny.

@ Kazdy kone¢norozmerny Hausdorffov LTP X je izomorfny s IK" (n = dim(X)),

t.j. existuje vzajomne jednoznacné spojité linearne zobrazenie priestoru X na K" také, ze
k nemu inverzné zobrazenie je tiez spojité.
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Nech su X, Y LTP a f : X — Y linedarne zobrazenie. Potom je f spojité prave
vtedy, ked je spojité v nule, t.j. pre kazdé okolie nuly V' v Y existuje okolie nuly U v X
tak, ze f(U) C V. Dokézte.

Nech je X LTP. Mnozina M C X sa nazyva ohranicena, ak ju absor-
buje kazdé okolie nuly, t.j. (VU € U(0))(Ja > 0) M C aU.
Mnozina M C X sa nazyva totalne ohranicena, ak plati
(VU € U(0))(Ikonetnd K € X) M Cc K+ U.

Dokézte, ze v LTP plat{

o kazda kompaktnd mnozina je totalne ohranicena
e kazda totalne ohranicend mnozina je ohranicena

Specidlne kazd4 konvergentnd postupnost’ je ohranicend.

ak si A, B ohranicené a A € IK, potom su ohranic¢ené tiez mnoziny AU B, A + B,
M a A

A je ohranicend, prave ked pre kazdé z,, € A a A\, € IK, \,, — 0, plati \,z,, — 0

aksu X,Y dva LTP, f : X — Y je linedrne a spojité a A C X je (totdlne) ohranicend,
potom je f(A) (totdlne) ohranicend

Nech je X = RYY LTP 2 prikladu 16. Uk&azte, ze mnozina A C X je ohra-
nicend prave vtedy, ked’ je bodove ohrani¢end, t.j. pre kazdé ¢t € [0,1] je mnozina {x(t);
x € A} C R ohranicena.

Nech je X metrizovatelny LTP a nech je p prislusna translacne invariantna

metrika. Potom je A C X ohranitend prave vtedy, ked je funkcia o(-,0) : X — RT
ohrani¢ena na mnozine A. Dokazte.
Ak st X, Y LTP a f: X — Y je spojité, potom je ohranicené, t.j. zobrazuje

ohranicené mnoziny v X na ohranicené mnoziny v Y. Dokazte.

Mnozina M C X sa nazgyva absoliitne konvexna, ak je konvexnd
(t.j. Vz,y € M)(VA € (0,1)) Az + (1 — N)y € M) a vyvazena (t.j. (Vz €
MYVA e K) [\ <1 = Mx e M). Ak pre kazdé okolie nuly U v X exis-
tuje konvexné okolie nuly V' C U, potom sa X nazyva lokalne konvexny
priestor. V dal'Som budeme pracovat’ vyhradne s Hausdorffovymi pries-
tormi a skratkou LKP budeme mysliet’ vzdy Hausdorffov lokalne konvexny
priestor. Da sa ukazat’, ze v LKP existuje baza okoli nuly tvorena absolitne
konvexnymi, uzavretymi mnozinami.

Nech p € (0,1) a nech je X priestor spojitych funkcii f : [0,1] — R s bdzou
okolf nuly tvorenou mnozinami tvaru Uz = {f; [ |f(2)|”dz < e}. Ukéte, ze X je LTP,

81



ale nie je LKP.

Polonorma (=seminorma) je funkcia p : X — IR" s vlastnostami
p(z+y) <plx)+ply) apAz) = |Ap(x) pre kazdé A € K a z,y € X. Ak
naviac plati p(z) =0 <= z =0, potom sa p nazyva norma.

Poznamka: Ak je p polonormaa U = {z € X ; p(z) < 1}, potom je U absoltitne
konvexna a absorbujiica mnozina a plati p = py, kde py(x) = inf{a > 0; x € aU} je tzv.
Minkowkého funkcional mnoziny U. Ak je naopak U absolitne konvexnd a absorbujica,
potom je py polonorma a plati {z; py(z) < 1} CU C {z; pu(z) < 1}. Naviac U je okolie
nuly prave vtedy, ked je pr : X — IR™ spojité.

Ak je na linedrnom priestore X dany oddelitelny systém polonoriem {p,}taca (t.j.
(Vz € X)(3a € A) pa(x) # 0) a pre kazdd K C A kone¢nu oznacime Uge = {x;
a€ K = pu(z) < e}, potom je {Uk e} baza okoli nuly linedrnej topoldgie, s ktorou je
X LKP a ktord sa nazyva topoldgia zadand systémom polonoriem {py}aca. Ide pritom
o najslabsiu linedarnu topolégiu na X, pri ktorej si vSetky polonormy p, spojité. Naopak,
ak je X LKP a B(0) je jeho baza absolitne konvexnych okoli nuly, potom je {py }ves(o)
oddelitelny systém polonoriem a zadava na X topoldgiu zhodnu s povodnou. Topoldgiu
v LKP mozno teda zadat’ systémom polonoriem, pricom ide o metrizovatelny priestor prave
vtedy, ked’ sa dd dand topolégia zadat’ spocitatelnym (oddelitelnym) systémom polonoriem.
Ak je topoldgia v X zadana jedinou normou, nazyva sa X normovany linearny priestor
(NLP). To plati prave vtedy, ked’ v X existuje konvexné ohrani¢ené okolie nuly.

Uplny metrizovatelny LKP sa nazyva Fréchetov priestor (F-pries-
tor). Uplny NLP sa nazjva Banachov priestor (B-priestor).

Pojem tplnosti mozno rozsirit’ aj na nemetrizovatelné LTP pomocou pojmu
cauchyovsky usmerneny stibor. Usmerneny subor {z,}aca sa nazyva cauchyovsky, ak
(VU € U(0))(Fao)(Var, a2 > ) Tay — Tay, € U. Ak je kazdy cauchyovsky stibor v X
konvergentny (t.j. o, — x pre vhodné z € X), potom sa X nazyva uplny LTP. Pre
kazdy LTP X existuje tplny LTP X taky, ze X je hustym podpriestorom X.

Ak je X uplny Hausdorffov LTP a A C X, potom je A relativne kompaktna prave
vtedy, ked je totalne ohranicena.

@ Nech je E B-priestor s normou | - | (Specidlne K) a nech je Q Hausdorffov
topologicky priestor (nie nutne linedrny !). Symbolom C(£2, ) budeme vzdy rozumiet
priestor vSetkych spojitych zobrazeni u : 2 — E s topoldgiou rovnomernej konvergencie
na kompaktnych mnozinach, t.j. baza okoli nuly v tomto priestore je tvorend mmnozinami

tvaru {u; sup |u(t)| < e}, kde e > 0 a K C Q je kompaktn4.
teK

Ak je naviac Q2 o-kompaktny metricky priestor, potom symbolom C,(£2, E') budeme
oznacovat’ priestor vSetkych spojitych zobrazeni u : @ — FE, pre ktoré plati: pre kazdé
e > 0 existuje kompaktnd mnozina K = K(u) C Q tak, ze |u(z)| < € pre kazdé z € Q\ K.
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V priestore C, (2, E') pritom vzdy uvazujeme topolégiu rovnomernej konvergencie, t.j. ide

o B-priestor s normou ||u|| = sup |u(t)|.
tel

e Nech je Q o-kompaktny metricky priestor. Ukazte, ze C(Q2, E') je F-priestor.
e Nech Q= (0,1). Funkcie ¢, : (0,1) — IR definujme (pre n > 3) nasledovne
pn(t) =0pret e (0,5;]U[2,1)

©n, je linedrna na intervale [ , %] aj na intervale E? %]

gon(;) =ay >0

Ukézte, ze 0, — 0v C(Q,R) a (o, — 0v Co(Q,R) <= a, — 0). Dalej ukdzte,
ze priestor C(€2,IR) (pre © = (0,1)) nie je normovatelny.

@ Nech je 2 C C otvorend mnozina. Oznac¢me H(f2) podpriestor priestoru
C(Q2,C) tvoreny vsetkymi holomorfnymi funkciami. Ide o uzavrety podpriestor, takze
je to F-priestor.

@ Ozna¢me S priestor funkeif f : R" — IK, ktoré majui spojité parcialne derivacie
vSetkych radov a pre ktoré je konec¢nd hodnota

o™l f ()
m = 1 F

pre kazdé k € IN a kazdy multiindex m = (my,...,m,) € (INU{0})" (kde |m| = > m;).
Topolégia v tomto priestore je dand spocitatelnym systémom polonoriem {p ., }, takze
ide o metrizovatelny LKP. Tento priestor je tiez uplny, takze je to F-priestor. Ukazte, ze
zobrazenia

° F1:8—>S:fr—>af

83:1-

o [:S—=S:f(1+]z)f

o F5:S—K:fr— [ fods, kde p € L*(R")
Rn

o F,:8S—S8:f— f kde f(€) n/z /f e~ U@ dy

st linearne a spojité. Zobrazenie Fy (Fourlerova transformacia) je dokonca izomorfizmus
priestoru § na S.

Nech je @ C R" otvorend mnozina. Definujme C*°(£2) ako priestor vsetkych
funkcii f : Q — IK, ktoré maju spojité parcidlne derivacie vSetkych radov, s topoldgiou
zadanou systémom polonoriem

o™l f(x)
Pk r = SUpP Z ‘8337711 B 8$nm” ’




kde r € NU {0} a K CC Q. Tento priestor je F-priestor. Ak je K CC 2 kompaktn4,

potom symbolom Dk (€2) budeme znaéit’ uzavrety podpriestor priestoru C*(£2) tvoreny

tymi funkciami f € C*°(Q), ktorych nosi¢ supp(f) = {z; f(x) # 0} je podmnozinou K.
Podobne oznacime C™ () F-priestor m-krat spojite diferencovatelnych funkcii na 2

s topoldgiou zadanou polonormami pg ,, 7 < m, a polozime

D(Q) = {f € C™(2); supp(f) C K}

Ak je K C IR" kompaktnd mnozina, definujme C*°(K) ako priestor vSetkych funkcii
f e C>(Q) (kde @ = Q(f) je otvorend mnozina obsahujica K) s topolégiou zadanou
polonormami pg ,. Priestor C>°(K) je metrizovatelny LKP, ktory vSak obecne nie je
uplny (dokazte!).

LKP X sa nazyva bornologicky, ak je kazda absolitne konvexnd mnozina V/,
ktora absorbuje vSetky ohrani¢ené mmnoziny (t. j. pre kazdi A C X ohranicenu existuje
a > 0 tak, ze A C aV), okolim nuly v X. Dokézte, ze plati

a) Ak je X metrizovatelny, potom je bornologicky. (Névod: Nech je {U,} bédza okoli
nuly v X (Up+1 C U,) a nech V nie je okolie nuly. Potom existuju z,, € U, tak, ze
x, ¢ nV, takze V neabsorbuje ohrani¢eni mnozinu {z,}.)

b) Ak je X bornologicky, Y lokédlne konvexny priestor a linedrne zobrazenie F' : X — Y
je ohranicené (t. j. zobrazuje ohrani¢ené mnoziny v X na ohrani¢ené mnoziny v Y),
potom je F' spojité.

@ LKP X sa nazyva barelovany, ak je kazdy barrel (= absolitne konvexn4,
absorbujica, uzavretd mnozina) okolim nuly v X. Dokazte, ze plati

a) Ak je X F-priestor, potom je barelovany. (Névod: Ak je U barrel, potom X =
UZO:1 nU. KedZze X nie je 1. kategorie, nie je nU riedka pre vhodné n. Odtial
plynie, Ze U ma neprazdne vnutro, takze je okolim nuly.) D4 sa tiez dokézat, ze
kazdy tuplny bornologicky priestor je barelovany.

b) NLP X = {z € C'([0,1]); #(0) = 0} s normou ||z = sup;c[o j|=(t)| nie je barelova-
ny. (Navod: Uvazujte U = {x € X ; |z(t)| <t Vt € [0,1]}.)

c) D4 sa dokézat, ze priestor RO 5 prikladu 16. je uplny, bornologicky a bare-
lovany. Ukéazte, ze jeho podpriestor tvoreny vSetkymi ohrani¢enymi (resp. spoji-
tymi) funkciami = : [0,1] — IR nie je barelovany. (Navod: Uvazujte barrel {x;
lz(t)] <1 Vvtelo,1]}.)

Z prikladov b) a c) plynie, ze podpriestor barelovaného priestoru nemusi byt’ barelo-
vany. Existuje tiez priklad ukazujici, ze dokonca ani uzavrety podpriestor barelovaného
priestoru nemusi byt barelovany (podobne pre bornologicky priestor).

Nech je X linedrny priestor a nech je { X, ; a € A} systém vektorovych
podpriestorov X s nasledujicimi vlastnost’ami:

a) U Xo=X
acA
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b) Pre kazdé a € A je X, F-priestor.
c) Ak X, C Xg, potom Xz indukuje v X, pévodnu topolégiu X, (t.j.
G, je otvorend v X,, prave ked’ existuje otvorend mnozina Gg v Xg
tak, ze Go = Gg N X,).
d) Existuje kofindlna postupnost’ {X,} v {X.; a € A}, t.j. X,, C X011
a pre kazdé a € A existuje n € IN tak, ze X, C X,,.
Potom existuje najsilnejsia linedrna topoldgia na X tak, ze X, je spojito
vnoreny do X pre kazdé a € A. Priestor X s touto topolégiou sa znaci

lim X, nazyva sa LF-priestor (tiez striktnd induktivna limita F-pries-
(0%

torov) a mé tieto vlastnosti:
() X je LKP, ktory je iplny, bornologicky a barelovany
5

(8) X indukuje v X, povodnu topoldgiu
(v) B C X je ohranicend <= (da)(B C X, a B je ohranicena v X))

(6) Ak je Y LKP a T : X — Y linedrne zobrazenie, potom je T spojité
prave vtedy, ked je T'/ x : Xo — Y spojité pre kazdé o € A.
() Ak X,, # X,,4+1 pre kazdé n € IN, potom X nie je metrizovatelny.

Nech je E B-priestor s normou | - | a 2 o-kompaktny metricky priestor. Pre
K cc Q kompaktni polozme Cx (2, E) = {f € C(Q, E) ; supp(f) C K}; je to B-priestor

s normou || f|| = sup|f(t)]. Dalej polozme C.(Q, E) = lim Ck (2 E), t.j. Cc(Q,E) je
teK KCcQ
LF-priestor funkcii 2 — E' s kompaktnym nosicom v ). Da sa ukazat, ze plati

C(QE) & Co( E) G C(Q, E),

(t.j. ide o husté a spojité vnorenia), pricom pre E separabilny si to tiez separabilné
priestory. Ak je Q kompaktny metricky priestor, vSetky tieto priestory sa rovnaju.
Ukézte, ze pre postupnost’ ¢, z prikladu 30 neplati ¢, — 0 v C.(2,R).

Nech je © otvorend mnozina v IR" a D(2) = lim Dk () (vid priklad 33).

KccQ
Priestor D(2) (priestor hladkych funkcii s kompaktnym nosicom v ) je teda LF-priestor,
ktory nie je metrizovatelny. Podobne kladieme D™ () = lim DE(2). Potom plat
KCcCQ

D(Q) Cd> D™ (Q) Cd> Cc (92, K) Cd> LP(Q), kde L? je Lebesgueov priestor, p € [1,00). Dalej

d d d d
tiez plati D(Q2) G. C>*(22), D™ () G. C™(N2) aC™® () G. C™ () G C(2,IK). Ak polozime
D = D(IR"), potom plati D Cd> S.
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Barelovany LKP X sa nazyva Montelov, ak je kazda ohrani¢end mnozina v X
relativne kompaktna. Plati
e priestory S, D(Q2), C>*(Q?), Dk (2), H(2) si Montelove
priestor C.((0, 1), IR) nie je Montelov (dokézte !)
B-priestor X je Montelov <= dim X < oo
produkt Montelovych priestorov je Montelov priestor

striktna induktivna limita Montelovych priestorov je Montelov priestor
e uzavrety podpriestor Montelovho priestoru nemusi byt’ Montelov
e kazdy metrizovatelny Montelov priestor je separabilny

Ak st X a Y LKP, potom symbolom £(X,Y’) budeme znaé¢it’ mnozinu
vSetkych spojitych linearnych zobrazeni priestoru X do Y. V tomto linear-
nom priestore sa daju roznym sposobom zaviest’ lokalne konvexné topold-
gie. Najdolezitejsie z nich st nasledujice dve: b—topoldgia (jej baza okoli
nuly je tvorend mnozinami tvaru Ug vy = {F € L(X,Y); F(A) C V}, kde
A C X je ohranicend a V je okolie nuly v V') a s—topoldgia (s bazou okoli
nuly {Ua,v}, kde A C X je konecnd a V je okolie nuly v Y'). Z tychto dvoch
topolégii je b—topoldgia zrejme silnejsSia a nazyva sa tiez topoldgia rovno-
mernej konvergencie na ohranicenych mnozinach; s—topolégia sa nazyva tiez

topolégia bodovej konvergencie alebo silna operatorova topoldgia.

Ak je X bornologicky a Y tplny LKP, potom je priestor £(X,Y') s b-topolgiou
uplny. Dokazte. (Névod: Ak je {A,} cauchyovsky sibor v £(X,Y), potom je {A,(x)}
cauchyovsky stibor v Y pre kazdé x € X, takze A,(x) — A(z). Zobrazenie A je zrejme
linedrne; ukazte, ze je ohranicené a teda tiez spojité.)

(Banach—Steinhaus) Nech je X barelovany a Y Tubovolny LKP, nech F C
L(X,Y) je s—ohrani¢end mnozina (t.j. F je ohrani¢end v s—topoldgii, t.j. {F(z); F € F}
je ohranicend v Y pre kazdé x € X). Ukézte, ze potom je F rovnako spojitd, t.j. pre
kazdé okolie nuly V' v Y existuje okolie nuly U v X tak, ze F(U) C V pre kazdé F € F.
(Névod: Ukézte, ze (| F~*(V) je barrel v X.) Odtial potom jednoducho plynie, zZe

FeF
F je tiez b-ohrani¢end. Specidlne: ak F, € L(X,Y), F,(z) — F(z) pre kazdé = € X,
potom F' € L(X,Y) (a da sa tiez ukdzat, ze F;, — F rovnomerne na totdlne ohranic¢enych
mnozindch).

Nech je X barelovany priestor a nech pre A, B, € L(X,X) plati A, — A,
B,, — B v s-topolégii. Ukazte, ze potom tiez A, B, — AB v s-topolégii. Toto tvrdenie
neplati dokonca ani v H-priestore, ak miesto s-topoldgie uvazujeme tzv. slabt operatorovi
topologiu (ktorej baza okoli nuly je tvorend mnozinami tvaru {A4; |f(Ax)| < 1 pre x €
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K,fe K'},kde K C X a K' C L(X,K) st kone¢né mnoziny).

Linedrne zobrazenie F' : X — Y definované len na podpriestore D(F') C
X sanazyva uzavreté, ak je jeho graf G(F') = {(x, F(x)); x € D(F')} uzav-
retd podmnozina priestoru X x Y. Jednym zo zakladnych tvrdeni linedrnej
funkcionalnej analyzy je nasledujica veta o uzavretom grafe:

Ak su XY LF-priestory a F : X — Y je uzavreté zobmzemeT, potom
je F' spojité.

Ina verzia tohto tvrdenia je tzv. veta otvorenom zobrazeni: Nech su
X,Y LF-priestory, nech je F': X — Y wzavreté a F(X) =Y. Potom je F
otvorené zobrazenie, t.j. pre kazdé okolie nuly U v X je F(U) okolie nuly
vY. Specidlne: ak je F prosté, potom je F~1 spojité.

@ Nech je X F-priestor a nech si X;, X9 uzavreté podpriestory X, pre ktoré
plati: pre kazdé x € X existujui jednoznacne urcené prvky z; € X; a x5 € Xs tak, ze

x = x1 + x9. Ukézte, Ze potom je projekcia p; : X — X7 : z — x spojitd. (Navod:
Ukéazte, ze py je uzavreté zobrazenie.)

@ Nech st 71, 75 dve topolégie na linedrnom priestore X také, ze (X, 7;) je LF-
priestor (i = 1,2), a nech je 71 slabgia nez 75. Potom nutne plati 71 = 72. Dokéazte. (Néavod:
Pouzite vetu o otvorenom zobrazeni pre identické zobrazenie i : (X, 12) — (X, 711).)

Poznamka: Veta o uzavretom grafe da tiez pouzit’ na dokaz spojitej zavislosti
rieseni linedarnych diferencidlnych rovnic vzhladom k poé¢iatoénym podmienkam (napr. v to-
polégii priestoru C*>(IR™)).

3. DUALITA

Nech je X LKP. Priestor £(X, 1K) spojitych linearnych foriem X — IK
sa oznacuje X' (niekedy tiez X*) a nazyva sa dudl (= dudlny priestor k)
priestoru X. V priestore X’ moézeme zaviest' roznym sposobom lokalne kon-
vexni topolégiu (vid’ predosly odstavec), ale implicitne budeme pracovat’

s b—topoldgiou, t.j. s topolégiou rovnomernej konvergencie na ohranicenych

T staci, aby F bolo sekvencidlne uzavreté, t.j. aby pre kazdid postupnost {z,} C G(F)
platilo: ak z, — z € X x Y, potom z € G(F).
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mnozindch. Tato topoldgia priestoru X’ sa tiez nazyva S—topoldgia a pries-
toru X’ s touto topolégiou sa tiez hovori silny dual. Ak je X NLP, potom
je X’ B-priestor s normou || f|| = sup |f(z)].

<1

Iz
Topolégia bodovej konvergencie (s—topolégia) sa v priestore X’ ozna-

¢uje ako (X', X)-topoldgia (alebo w*~topoldgia).

Pre dudlny priestor platia nasledujice tvrdenia

e Ak je X bornologicky, potom je X’ iplny (vid’ cvi¢enie 39).

e Ak je X Montelov priestor, potom je tiez X’ Montelov priestor.

e Ak je X metrizovatelny, potom je X’ bornologicky prave vtedy, ked’ je barelovany.
Ak je X Hilbertov priestor (Specidlne IK™), potom sa jeho dudl d4 pomocou

Rieszovej vety o reprezentacii stotoznit' s X: kazdému x € X pritom zodpoveda spojita
linedrna forma f, : X — K :y — (y,z), kde (-, ) je skaldrny sic¢in v X.

Nech je Q otvorend podmnozina R™ a nech X = LP(Q), p € [1, +00), je priestor
meratelnych funkcii f : 2 — IK, ktorych p—ta mocnina ma koneény Lebesgueov integral
(vid’ dodatok IT). Dudl k tomuto priestoru sa dé reprezentovat’ pomocou priestoru L%(€),

1 1
kde — + — =1 (¢ = +oco pre p = 1), nasledovne: kazdému prvku g € L? priradime formu
p q

Fy:LP - K: f— f of (2)g(z) dz. Toto priradenie je vzéjomne jednoznaéné zobrazenie
L4 na (LP)". V pripade p = +00 je toto priradenie vnorenim priestoru L' do (L*°)’.

Uvedené tvrdenie sa dé zobecnit’ aj pre Bochnerov integral a pre obecnejsie priestory
s mierou. Napr. ak je E B-priestor, ktorého dudl je separabilny, a p € [1,00), potom
plati (LP(Q,E)) = L1(Q, E’), kde rovnost’ chdpeme v zmysle priradenia L({2, E') —
(LP(Q, E)) 1 g— F,, kde Fy(f) = fQ g(z)(f(x)) dz. To isté plati aj pre reflexivny (vid
d’alej) B-priestor E, ak naviac predpokladame p > 1.

Ak je Q o-kompaktny metricky priestor, potom dudl k LF-priestoru C.(2) st

Radonove miery, dudl k B-priestoru C,(€2) st koneéné Radonove miery (vid’ dodatok II,
Rieszova veta o reprezentdcii).

Dual k priestoru H(£2) sa da charakterizovat’ ako priestor tych funkcii F, ktoré
st holomorfné na okoli mnoziny C\Q a pre ktoré plati lim F(z) = 0. Kazdému F € H()’

|z| =00
. 1 .
pritom zodpovedd funkcia F(z) = F(f,), kde f,(s) = ——, kazdému F zodpoveda
z—5

1 ~ ,
funkciondl F'(f) = 35— / fF, kde T je vhodny cyklus konecnej dlzky.

i

r

Nech je X LKP a f : X — IK linedrne zobrazenie. Potom je f spojité (t.j.
f e X'), prave ked je N(f) = {x € X; f(z) = 0} uzavrety podpriestor X. Dokézte.
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Nech je X metrizovatelny LKP a f : X — IK linearne zobrazenie, ktoré zo-
brazuje kompaktné mnoziny v X na ohrani¢ené mnoziny v IK. Ukazte, ze plati f € X'.

Nech je X B-priestor, nech f,, f € X', f, — f v o(X’, X)—topoldgii. Dokézte
(pomocou Banach-Steinhausovej vety), ze potom je postupnost’ {|| f,. ||} ohranicend a ukézte
tiez, ze plati || f|| < liminf || f,||

LKP X mozeme prirodzenym sposobom vnorit’ do jeho druhého dualu
X" = (X'); ide o vnorenie Q : X — X" : z — @, kde Q, : X' —
K : f — f(x). Priestor X sa nazyva reflexivny, ak je toto vnorenie
izomorfizmus priestoru X na X" (t.j. je to vzdjomne jednoznacéné, spojité
zobrazenie, ktorého inverz je tiez spojity). V pripade barelovaného pries-
toru alebo NLP sta¢i pozadovat’, aby zobrazenie ) bolo surjektivne (t.j.
Q(X) = X"); potom je uz nutne izomorfizmus.

Priklady a vlastnosti reflexivnych priestorov:
kazdy Hilbertov priestor je reflexivny

ak je 1 < p < oo, Q CIR" otvorend a FE reflexivny B-priestor (Specidlne IK), potom
je LP (9, E) reflexivny

kazdy Montelov priestor je reflexivny

kazdy reflexivny priestor je barelovany

ak je X reflexivny, potom je X' reflexivny (opacné tvrdenie plati napr. pre B-pries-
tor)

e ak su priestory X,, v definicii LF-priestoru X reflexivne, potom je X reflexivny

ak je Q kompaktny metricky priestor (a nejde o kone¢ni mnozinu), potom priestor
C(2) nie je reflexivny

uzavrety podpriestor reflexivneho F-priestoru je reflexivny (pre obecny reflexivny
priestor toto tvrdenie neplati).
Nech je X Montelov priestor, nech f, € X', f, — f v o(X’, X)-topolégii.
Ukéazte, ze potom tiez f,, — f v silnej topolégii priestoru X’ (t.j. rovnomerne na ohrani-
¢enych mnozindch v X).

d

Ak st X, Y LKP, X G, Y, potom plati Y/ G X’ (vnorenie I’ : Y/ — X' je
adjungovanym zobrazenim k vnoreniu [ : X — Y, t.j. I'(g)(x) = g(I(x)) pre g € Y' a

d
x € X). Dokazte. Ak je naviac X reflexivny, potom plati dokonca Y’ ¢, X’.

Nech je Q C IR" otvorend. Prvky dudlu k LF-priestoru D(2) nazveme distri-
bucie (v ), prvky dudlu k priestoru D" () sa nazyvaji distribiicie rddu < m. Priestor
(C>°(£2)) sa nazyva priestor distribicii s kompaktnym nosicom. Prvky dudlu k priestoru
S sa nazyvaju temperované distribucie (tiez distribicie pomaly rastice v nekoneéne).
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Priestory distribucii (D(€2))’, (C*(£2))" a S’ si bornologické a Montelove. Ak defi-
nujeme nosi¢ distribicie T € (D(R2))" ako mnozinu supp(T') = {z € Q; (VU € U(x))(Jp €
DU))T(¢) # 0}, potom plati (C™(R2)) = {T € (D™(Q))"; supp(T) CcC Q} (kde pre
m = oo kladieme D> () = D(Q)).

Z predoslého cvicenia plynie, ze plati (C,(£2,K)) G.(C.(2,K)) G.(D™()) G.(D()) a
tiez (C*°(92))’ Cd> (D(Q)) a & Cd,D’. Naviac sa d4 dokdzat), ze zobrazenie L'(Q2) —
(Co(S1,IK)) = f = Fy, kde Fy(p) = fQ fpdx, je spojité a prosté, t.j. L1(Q) G.(Co (2, K))'.
V zmysle tohto vnorenia potom tiez plati D(€2) Cd> (D) a S Cd> S’

Ukézte, ze plati: Ak je T € (D(2)) a{Tk(¢)} je cauchyovska postupnost pre kazdé
v € D(R), potom existuje distribicia T' € (D(Q2))’ tak, ze T, — T v priestore (D(2))".
(Navod: Pouzite Banach-Steinhausovu vetu a cvicenie 54.)

Nech je F' : S — S Fourierova transforméacia. Potom je adjungované zobra-
zenie [ : &' — S (t.j. F'(T)(p) = T(F(p))) izomorfizmus priestoru S’ a sucasne ide
o rozsirenie zobrazenia F. Zobrazenie F’ je izomorfizmus aj v tom pripade, ked v priestore
S’ uvazujeme w* topoldgiu.

Doélezitym dosledkom tzv. Hahn-Banachovej vety je to, ze v LKP X
pre kazdé x € X, x # 0, existuje f € X' tak, ze f(x) # 0 (toto tvrdenie
nie je trividlne a pre obecny LTP neplati !). V priestore X teda mozeme
zaviest’ (Hausdorffovu) lokdlne konvexni topolégiu, ktorej baza okoli nuly
bude tvorena mnozinami tvaru Uxe = {z € X; f € K = |f(z)| < €},
kde K C X’ je kone¢nd a € > 0. Tato topoldgia sa oznacuje o(X, X') (tiez
w—topoldgia) a nazyva sa slaba topoldgia na priestore X. Konvergencia
postupnosti {z,} C X k prvku z € X v tejto topoldgii sa zna¢i symbolom
x, — x (alebo tiez x,—x).

Ukéite, 7e

e slaba topolodgia je slabsia ako povodna topologia
o 1, ~12 <— f(x,) — f(z) prekazdé f € X’
e ak je X separabilny Hilbertov priestor s ortonormalnou bazou {e,} a skalarnym
su¢inom (-, -), potom
ec, —0
e slaby uzaver jednotkovej sféry je jednotkova gula
e nula patri do slabého uzdveru mnoziny {\/ne, ; n € IN}
e mnozina {ne,; n € IN} je slabo uzavretd
e ak =, € X, x,, = z a ||z,|| — ||z|, potom x,, — x (toto tvrdenie plati aj pre
uniformne konvexné B-priestory, napr. L?, p € (1,00))
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e ak z, —x a y, =y, potom (T, Yn) — (T,y)
eak A, € L(X,X), A, — A v s-topoldgii a x,, = x, potom nemusi platit’ A,z, —
Ax (Navod: polozte A, = U™, kde Ue; =0 a Ue, i1 = €,)

Slaba topologia ma nasledujice vlastnosti:

e Ak je M C X slabo ohrani¢end (t.j. ohrani¢end v slabej topoldgii),
potom je tiez ohrani¢end. Specidlne, ak je X NLP a z,, — x, potom je
{l|z ||} ohrani¢end a ||z| < liminf|z,||.

e Ak je M C X konvexna a uzavretd, potom je tiez slabo uzavreta.

o Ak je X reflexivny priestor, potom je kazdd ohrani¢enda mnozina v X
relativne kompaktna v slabej topoldgii a kazda postupnost’ cauchyov-
skd v slabej topolégii ma limitu (X vS8ak nemusi byt uplny v slabej
topoldgii !). Ak je naviac X reflexivny F-priestor, potom sa z kazdej
ohranicenej postupnosti {z,} C X da vybrat’ konvergentnd podpos-
tupnost’.

e Nech je X NLP a nech B resp. B’ je jednotkova gula v X resp. v X'.
Potom plati:

e (B, w*) je kompaktny (topologicky priestor)

e X je separabilny <= (B’,w*) je metrizovatelny

e X' je separabilny <= (B, w) je metrizovatelny

e X’ je separabilny = X je separabilny

e X je separabilny = (X' w*) je separabilny (pre H-priestor plati

tiez obratené tvrdenie)

e X je nekoneénorozmerny B-priestor = (X’ w*) nie je metrizova-

telny

[59] Nech je X H-priestor. Ak je postupnost {vy} C X ohranicend, potom exis-
tuje vybrand podpostupnost’ (ktorej prvky opét’ znaéime vy) tak, ze postupnost’ wy =

(v1 + v2 + ...+ vg)/k konverguje v silnej topoldgii. Dokazte. (Navod: Mo6zeme predpok-
ladat’ vy, — 0. Zvol'te podpostupnost’ tak, aby |(v;, vgy1)] < % pre i = 1,..., k. Potom

k k
1
lwel? < 75> Y Honv) = 0.)

j=1 i=1
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Nech je  o-kompaktny metricky priestor, X = C,() a ur € X', |lux| < C.
Ukézte, ze existuje miera u € X’ tak, ze pre vhodni podpostupnost’ fu; plati: f 0¥ dpig; —
o, ¢ dp pre kazdé p € X.

Nech X = ¢!. Potom z,, - r <= =, — x (vid dodatok II). Napriek tomu
7 predoslych tvrdeni plynie, Ze ohrani¢ené mnoziny v ¢! so slabou topolégiou nie st met-
rizovatelné (pretoze dudl £*° nie je separabilny).

Ak je X NLP alebo barelovany, potom je reflexivny prave vtedy, ked' je topo-
légia o(X', X) v priestore X’ rovnd topoldgii o(X’, X”) (t.j. w* =w v X').

Poznamka. Kvoli lepsiemu pochopeniu zavedenej terminolégie uvedme niekol-
ko faktov z abstraktnej tedrie duality:

Nech st X, Y linedrne priestory (nad IK). Bilinedrne zobrazenie (-,-) : X x Y — K
sa nazyva dualita medzi X a Y, ak plati (Vz € X, 2 #0)(Jy € Y) (z,y) #0 a (Yy €
Y,y # 0)(3r € X)(z,y) # 0. Priestor ¥ mo6zeme prirodzenym spésobom povazovat
za podpriestor linedrnych foriem na X: kazdému y € Y priradime linedrnu formu ¢, :
X — K : z+— (z,y). Povieme, ze lokédlne konvexnd topoldgia T na priestore X sihlasi
s dualitou, ak plati X’ =Y t.j. formy ¢,, y € Y, si prave vietky spojité linedrne formy
na X. Ak je napr. X LKP, Y = X’ a definujeme (-,-) : X x X' — K : (z, f) — f(z),
potom ide o dualitu a (pé6vodnd) topoldgia na X sihlasi s touto dualitou.

Pre M C Y sa mnozina M° = {z € X ; |(z,y)| <1 Vy € M} nazyva polara mno-
ziny M (analogicky pre M C X). Na priestore X mozeme definovat’ lokdlne konvexni
topologiu o(X,Y): jej baza okoli nuly bude tvorend mnozinami tvaru K°, kde K C Y je
kone¢nd mnozina. Analogicky sa definuje o (Y, X )-topolégia na priestore Y. D4 sa ukazat,
ze topoldgia o(X,Y’) je najslabsia topolégia sthlasiaca s dualitou (-, -).

Ak v priestore X definujeme lokdlne konvexnu topoldgiu 7(X,Y") s bdzou okoli nuly
tvorenou mnozinami tvaru K°, kde K C Y je absolitne konvexnd a o(Y, X)-kompakt-
nd, potom sa tato topoldgia nazyva Mackeyho topoldgia a ide o najsilnejSiu topolégiu
sihlasiacu s dualitou (-,-). Ak je teda X LKP, potom je jeho topoldgia silnejsia ako
topoldgia (X, X') a slabsia ako topoldgia 7(X, X”).

V priestore X mozeme tiez definovat’ topoldgiu 5(X,Y"), jej baza okoli nuly je tvorend
mnozinami tvaru K°, kde K C Y je Tubovolnd o(Y, X)-ohrani¢end mnozina. Této topo-
légia je zrejme silnejsia ako 7(X,Y).

Plati:

e Vsetky topoldgie siihlasiace s dualitou davaju rovnaky systém ohranicenych mnozin.
e Konvexna mnozina ma rovnaky uzaver vo vSetkych topoldgiach suhlasiacich s dua-
litou.

LKP X je barelovany, préave ked sa jeho topoldgia rovna topolégii 5(X, X')

V kazdom bornologickom priestore X sa jeho topolégia sa rovna topoldgii 7(X, X').

Nech su X, Y LKP a nech je u : X — Y linearne. Ak je u spojité, potom je
u slabo spojité (t.j. u : (X,0(X,X’)) — (Y,o(Y,Y”)) je spojité). Ak je u slabo
spojité, potom je u : (X, 7(X,X")) — (Y,7(Y,Y")) spojité. Specidlne, pre vsetky
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bornologické a barelované priestory tieto pojmy splyvaju.

Nech st X aY NLP a T : X — Y linearne zobrazenie. Zobrazenie

T sa nazyva nuklearne, ak existuju prvky f, € X’ a y, € Y tak, ze

Yo llfall - llynll < oo a T(x) =), fo(r)yn pre kazdé x € X.
Ak je X LKP a U je uzavreté, absolitne konvexné okolie nuly v X,

potom je py(z) =inf{a > 0; x € aU} (Minkowského funkciondl mnoziny
U) spojitéd polonorma. Zavedme v X reldciu ekvivalencie ~ (=~) nasle-
dujicim sposobom: x ~y <= py(r—y)=0. V priestore X/~ mozeme
definovat’ normu ||z~|| = py(z), takto vzniknuty NLP ozna¢me Xy. Pries-
tor X sa nazyva nuklearny, ak pre kazdé absolitne konvexné uzavreté
okolie nuly U existuje absolitne konvexné uzavreté okolie nuly V' C U tak,
7e zobrazenie i : Xy — Xy @ (x ~) — (z ~) je nukledrne.

@ Overte korektnost’ definicie zobrazenia .

Ukéite, 7e plati:

e Kazdé nuklearne zobrazenie je totalne ohranicené, t.j. zobrazuje ohranicené mnoziny
na totalne ohranicené mnoziny.

e Kazda ohranicena mnozina v nuklearnom priestore je totalne ohranicena.

e Aksu X,Y,Z H-priestoryaT : X — Y, S:Y — Z su Hilbert-Schmidtove zobraze-
nia, potom je ST : X — Z nuklearne.

@ Ukézte, ze priestor RV je nukledrny.
Priestory C*°(Q2), D(2), S aj ich silné dudly (priestory distribicif) st nukledrne.
Podobne priestor H(f2) je nukledrny.

Platia nasledujice tvrdenia:

NLP X je nukledrny <= dim(X) < oc.

Ak je LKP X uplny, barelovany a nuklearny, potom je Montelov.

Ak je X metrizovatelny LKP, potom je X nuklearny, prave ked’ je X’ nukledrny.
Ak je LF-priestor X nukledrny, potom je X’ nuklearny.

Podpriestor nukledrneho priestoru je nuklearny, podobne pre produkt a striktnu
induktivnu limitu.

Metrizovatelny nuklearny priestor je separabilny.

Ak je X' nukledrny, potom je kazdd ohrani¢end mnozina v X totdlne ohranicend
a separabilna.

V nuklearnych priestoroch plati okrem iného tzv. veta o jadre: Ak je

X nukledrny priestor, Y je LKP a B : X XY — IK je spojita bilinedarna
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forma, potom je B nukledrna, t.j. ma tvar B(z,y) = ) . an(x)b,(y), pricom

an € X' a b, € Y/ spliiuji nerovnost’ > sup |an(z)|-sup |by(y)| < oo, kde
xzeU yeV

U resp. V st vhodné okolia nuly v X resp. v Y. Ak je X naviac barelovany,
potom staci predpokladat’, ze B je separatne spojita.

Specidlne pre priestory D() z vety o jadre plynie toto tvrdenie: Ak
je B (separdtne) spojita bilinedrna forma na D(€2;) x D(£23), potom exis-
tuje distribticia A € D(Q; x Q) tak, ze plati B(f1, f2) = A(f1 ® f2), kde
(1@ fo)(z,y) = f1(2) - fa(y)-
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