ZAKLADNE POJMY Z TEORIE MIERY
A INTEGRALU

1. MIERA

Nech je X nepriazdna mnozina a M neprazdny systém jej podmno-

zin. M sa nazyva o-algebra, ak je uzavretd na doplnky a spocitatelné

zjednotenia (t.j. Ae M = X\A e M, 4, e M = Ej A, e M).

n=1

Ak je F Tubovolny systém podmnozin X, potom na X existuje najmensia
o-algebra obsahujica F (tzv. o-algebra generovana F). Ak je X topologic-
ky priestor, potom sa prvky o-algebry B generovanej systémom vsSetkych
otvorenych mnozin v X nazyvaji borelovské mnoziny.

Nech je M o-algebra na mnozine X. Funkcia p : M — [0, 400] sa
nazyva (nezadporna) miera, ak je o-aditivna (t.j. p( U An) = > u(An)
n=1 n=1

pre I'ubovolny systém navziajom disjunktnych mnozin {A4,}°°, C M) a
pu(@) = 0. Prvky M sa potom nazyvaji meratené mnoziny, trojica
(X, M, 1) sa nazyva priestor s mierou.

Nech je (X, M, u) priestor s mierou.
a) Nech Aj, Ag,--- st prvky M. Potom ﬂAn e M.
b) Nech A,B € M, A C B. Potom pu(A) < u(B).
c) Nech A1 C Ay C ... sdprvky M, A = UAn' Potom A € M, u(A,) — u(A).
d) Nech Ay D Ay D ... st prvky M, A = (A4, u(A1) < co. Potom A € M,
1(An) — p(A).
Nech je (X, M, u) priestor s mierou a nech je stcasne X topologicky
priestor. Miera 1 sa nazyva

— borelovska, ak M obsahuje vsetky borelovské mnoziny (t.j. B C M)
— regularna, ak je borelovska a pre kazdia A € M plati

pu(A) =inf{u(U); A C U, U otvorend}
=sup{u(K); K C A, K kompaktnd}
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— (nezdpornd) Radonova, ak je regularna a pre kazdi K C X kompakt-
nt plati p(K) < oo

— Uplnd, ak pre kazda A € M plati: ak u(A) = 0 a B C A, potom
BeM

koneéna (alebo ohranicend), ak pu(X) < oo

— o-koneé¢na, ak existuju 4,, € M tak, ze u(A,) <ocoa X =JA4,.

Nech je X Tubovolnd mnozina a M = exp(X) (= systém vsetkych podmnozin
X) Polozme pu(A) = |A| (= pocet prvkov mnoziny A pre A kone¢nt, inak = oc). Potom
je p tzv. aritmeticka miera na X.

Nech z € X, M = exp(X) a polozme u(A) =1ak z € A, u(A) =0 ak = ¢ A.
Potom je p Diracova miera sustredena v bode x.

Nech X = IR". Potom existuje jeding tiplnd Radonova, transla¢ne invariantna

n
miera pu v X taka, ze pre A = (a1, b1) X (az,b2) X ... X (an,b,) plati u(A) = H (b; — a;). Je
i=1
to tzv. Lebesgueova miera v IR". Mnozina A C IR" je lebesgueovsky meratelna, prave
ked sa d& napisat’ v tvare B U N, kde B je borelovskd a N je podmnozina nejakej bore-
lovskej mnoziny s nulovou mierou. Dalej plati BE M & exp(IR"™). Ukézte, ze pre kazdi
spocitatelni mnozinu A C IR" plati A € M, u(A) = 0.
Nech je ¢ : IR — IR neklesajica funkcia. Pre a < b polozme pu([a,b)) =

lirlr)1 o(z) — lim @(z). Funkcia g sa potom da rozsirit’ na tplni Radonovu mieru (tzv.
r—b— r—a—

Lebesgue-Stieltjesova miera). Specidlne pre ¢(z) = x dostdvame Lebesgueovu mieru.
@ Nech je X nekonecnorozmerny separabilny Hilbertov priestor a nech je p trans-
la¢ne invariantnd miera na X taka, ze pu(B;) < oo (kde B; je jednotkova gula v X).
Dokézte, ze potom nutne plati u(B;) = 0.
Nech je (X, M, p) priestor s mierou a nech () # A € M. Polozme M4 = {B €
M B C A} a nech je pua restrikcia miery p na My. Ukézte, ze (A, Ma, pa) je opat
priestor s mierou. Dokézte, ze ak je p borelovska (resp. reguldarna, Radonova, o-konecn4,

uplnd), potom ma rovnaku vlastnost’ aj pa.

Funkcia p* : exp(X) — [0, 400] sa nazyva vonkajSia miera ak p*(0)) =0 a

o0 oo
p*(A) < > p*(An) pre A C | J A,. Prelubovolni vonkajsiu mieru p* mozeme definovat’
n=1 n=1

mnozinu M ={A C X; u*(T) = p* (TN A) + p*(T\A) VT C X}. Potom plati, ze M je
o-algebra a zizenie p* na M je uplnd miera (Carathéodory).
Takymto sposobom sa d& napr. zostrojit’ Lebesgueova miera, ak pre A C IR" polozime

w(A) = inf{Zu(Ik); A C Ulk}, kde I; si mnoziny tvaru (a¥ b%) x - x (ak %) a
k=1
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n
w(ly) = H (bF — a¥). Funkeia p* sa v tomto pripade nazyva Lebesgueova vonkajsia miera.
i=1
Pre A C R" a p > 0 polozme dalej

—~  /diam(A4;)\” ~
pp(A) = 51—i>%1+ inf{z ap(%()) i AC UAi, diam(A;) < ¢ pre kazdé i},
i=1 i=1

: o .. I'(1/2)? N
kde diam(A) je priemer mnoziny A (= sup |z —y|) a o = (= objem jed-

z,yeA I'(1+p/2)
notkovej gule v IR” pre p € IN). Potom je p,, (p-dimenziondlna) Hausdorffova vonkajsia
miera a pre p = n pritom plati pu; = A*, kde A\* je Lebesgueova vonkajsia miera
v R". Podla vyssie uvedeného postupu (Carathéodory) z Hausdorffovej vonkajsej miery
py, mozeme zostrojit’ (Hausdorffovu) mieru i, pricom ide o tiplni, borelovskii, translacne
invariantni mieru. Ukazte, ze plati
e Ak p < qa p;(A) < +oo, potom pui(A) = 0; ak p < q a py(A) > 0, potom
pg(A) = +oo. Cislo d(A) = sup{p > 0; piy(A) = +oo} sa nazyva Hausdorffova
dimenzia mnoziny A.
e [ je aritmetickd miera
e pre p<naG CR" otvoreni (# 0) je up(G) = +o0
e pre p < n miera j, nie je regularna

2. ABSTRAKTNY LEBESGUEOV INTEGRAL

Nech je (X, M, u) priestor s mierou. Funkcia f: X — KT sa nazyva
meratelna, ak pre kazdi otvorent mnozinu U € IK plati f~1(U) € M.
Ak je X topologicky priestor a f~1(U) je borelovskd mnozina pre kazdu
U € IK otvoreni, potom sa f nazyva borelovsky meratel’na. Kazda
spojita funkcia je teda borelovsky meratelnd a tiez meratelna (ak je u bo-
relovskd miera).

[9] Oznaéme A = A(X) = A(X, M) systém vietkych meratelnych funkcif na X.
Nech f,, € A, fn(x) — f(z) pre kazdé = € X. Ukézte, ze potom tiez f € A.

k
Ak sa d4 funkcia f napisat’' v tvare f = > a;xa,, kde a; € IK, 4; € M
i=1

st navzdjom disjunktné, (A;) < 0o a x4 je charakteristickd funkcia mnozi-

f Funkcia f : X — R U {—o00, 400} sa nazyva meratelnd, ak pre kazdé ¢ € R plati
F (e, +00]) € M.
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ny A (t.j. xa(z) =1prex € Aaxa(z) =0prex ¢ A), potom sa f nazyva
jednoducha funkcia. Pre takito funkciu f a I'ubovolni meratelnt mno-
zinu E definujeme [, fdu =", a;u(A; N E). Dalej pre f : X — [0, 400]

meratelnu definujeme
/ fdu= Sup{/ sdu; s je jednoducha, 0 < s < f}
E E

Ak je f : X — IK meratelnd a [, |f|du je koneény, potom definujeme

(abstraktny) Lebesgueov integral funkcie f formulou

[ ran= [ ®epyran= [ ®epyduti [ amprau=i [ @

kde ¢g* = max(g,0), g~ = max(—g,0). Mnozinu vSetkych takych funkcii f

oznatime L1 = L1(X, M, ). Platia nasledujtice tvrdenia:

— (Levi) Ak je 0 < f1 < fo < ... postupnost’ meratelngch funkci,
fu(x) — f(x) pre kazdé x € X, potom je f meratelnd a [ fdp =
lim fX fndp.

n—aoo

— (Lebesgue) Ak si f, : X — IK meratelné, g € LY, |fu(z)| < g(x)
a fo(x) — f(x) pre kazdé x € X, potom fn,f € LY a [y fdp =
lim fX fndu.

n—oo
Ak je miera p iplna (napr. Lebesgueova miera v IR"™), potom prave

uvedené tvrdenia platia aj vtedy, ked’ predpoklad ,, pre kazdé z € X~

nahradime slabsfm predpokladom ,, pre s.v. (=skoro vietky) z € X7, t.j.
dand vlastnost’ ma platit’ pre vSetky x € X s vynimkou mnoziny nulovej
miery.

Pomocou Lebesgueovej vety dokazte nasledujice tvrdenie o derivovani integra-
lu zavislého na parametri: Nech je (X, M, ) priestor s mierou, nech je I otvoreny interval
v IR, a, € I a nech funkcia f : X x I — IK splnuje nasledujice vlastnosti:

a) f(-,a): X — K je meratelnd pre kazdé a € I, f(-,a,) € L}(X)
of(x,a)

b) pre kazdé x € X a a € I existuje konetnd f,(z,a) = ———=

Oa
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c) existuje g € L1(X) tak, ze |f.(z,a)| < g(z) pre kazdé x € X aa € [
Potom pre kazdé a € I existuje F'(a) = fX f(-,a) dp, funkcia F' : I — IK je diferencovatelna

a plati F'(a) = [, fa(-,a)dp.

Rozmyslite si, ako mozno zoslabit’ predpoklady b) a c) ak je u tplna.

Pretoze hodnota [ + J dp sa nezmeni, ak funkciu f € L' zmenime na
mnozine miery nula, zavddzame v priestore £ reldciu ekvivalencie: f ~
g < f(z) = g(x) pre s.v. x € X. D4 sa ukdzat, ze (faktor)priestor
L' = £/ (ktorého prvky st triedy funkcii foo = {g € L';9 ~ f})
s normou || f~|| = [ | f] dp je Banachov priestor. V literatire sa vécsinou
nerozlisuje (a my to tiez nebudeme robit) medzi triedou funkcii f~, € L!
a jej reprezentantom f € f~, C L, takZe sa o prvku f~ hovori ako o funkcii
X — IK. Podobne ako L! sa definuje Banachov priestor LP = LP(X, M, 1)
pre p > 1 ako priestor tried ekvivalencie meratelnych funkcii, pre ktoré je
1fll= ([ [fIP dp) 1/p kone¢ény. Kone¢ne, Banachov priestor L je priestor
tried ekvivalencie esencidlne ohranic¢enych meratelnych funkcii, t.j. funkcii

f, pre ktoré je konetna norma || f|| = esssup |f| = inf sup |f(x)|.
NCX
w(N)=0 ZEGX\N

Konvergencia postupnosti v LP. Nech je (X, M, i) priestor s mierou,
fn, f nech si meratelné funkcie X — IK a p € [1,00). Oznacme || - ||,
normu v LP. V nasledujucich tvrdeniach budeme pouzivat’ toto znacenie

S fV L ak | fn = fllp =0

- fn — f, ak f, konverguje k f v slabej topoldgii priestoru LP, t.j.
Jx fngdp — [ fgdu pre kazdé g € L7, kde % + % =1

— fo 5 f, ak f, konverguje k f podla miery, t.j. ak pre kazdé € > 0
plati. lim p{z; [fn(z) = f(z)| 2 €} =0

— fn — fsv.,ak fr(x) — f(x) presv. x € X

Dalej budeme hovorit), ze f, — f skoro rovnomerne, ak pre kazdé
e > 0 existuje A € M tak, ze u(A) < e a f,, — f rovhomerne na X\ A.

Predpokladajme, ze p € [1,+00) a f,, f si meratelné. Potom plati:

a) Ak f, — f v LP?, potom f, = f
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b) Ak f, £ f. potom existuje vybrand postupnost’ fn,,, ktora konverguje
s.v. k f

¢) Ak je postupnost’ {f,} ohrani¢end v L? (p > 1) a bud’ f, = f alebo
fn — f s.v., potom f,, — f.

d) Ak ||full, — Ifll, a bud f, & f alebo f, — f s.v., potom f, — f
v LP.

e) Ak ||fullp — | fllp (> 1) a f, = f, potom f, — f v LP.

f) (Vitali) Nech f, € LP, f, — f s.v. Potom f,, — f v LP, prave ked
sucasne plati

(i) (Ve > 0)(FAe) u(Ag) < 0 a fX\AE | fulP du < € pre kazdé n

(ii) lm [, |fn|? du = 0 rovnomerne v n.
p(A)—0

g) Ak f,, — fswv. al|fn] <g € LP potom f,, — f skoro rovnomerne.
h) Akp<r<g<+occaf, — fvLPajv L potom f, — f v L".
Naviac plati |l < [I£150- [£1% kde + = =2 42,
r p q
Ak je p naviac konec¢nd, potom tiez plati
i) Ak f, — f rovnomerne v X, potom f,, — f v LP.
j) Ak f, — f s.v., potom f, = f.
k) (Jegorov) Ak f, — f s.v., potom f, — f skoro rovnomerne.
1) Ak f, — f v LP ap>q, potom f, — f v L4
Priestor LP(IN, exp(IN), i), kde p je aritmetickd miera na IN, sa znaci /7.
Pre priestor ¢! d’alej plati
m) Ak f, — f, potom f,(z) — f(z) pre kazdé x € X a f, — f v £1.
Ukézte platnost nasledujtcich tvrden a porovnajte ich s tvrdeniami predoslymi
a) Nech f,(z) = cos(nz). Potom f, € LP(]0,2x]) pre kazdé p > 1, f,, — 0 (pre kazdé
p > 1), ale neplati f,, — 0 s.v., f, L 0anif, —0v LP.
b) Nech fu(x) = 1+ sin(nz), f = 1. Potom fr — f v L'([0,2x]), [ fulli = I ]l = 2,
ale neplati f, — f v L', fn & f ani f, — f s.v.

c¢) Nech f, = nx(o,1/n). Potom f,, € LP(R) pre kazdé p > 1, f, — 0s.v., fp 20, ale
neplati f, — 0.
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d) Nech f,, = %X[Len]. Potom f,, € LP(IR) pre kazdé p > 1, f,, — 0 rovnomerne v IR,
ale neplati f, — 0.

e) Nech f, = %X[07no¢] ap>a>q. Potom f, — 0v LP(IR), ale neplati f,, — 0
v L1(IR)

f) Nech f = Xjn,nt1]- Potom f,, € LP(IR) pre kazdé p > 1, f, — 0 s.v., ale neplati

1 .
fn — 0 ani f,, — 0 skoro rovhomerne.

g) Najdite f, € P (p > 1) tak, aby f,, = 0a f, /4~ 0 v ¢P.

3. LEBESGUEOV INTEGRALV R AV R"”

Nech je I interval v IR. Funkcia f : I — IK sa nazyva absolut-

ne spojita, ak pre kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pre I'ubovolné

al,bl,ag,bg,...,ak,bk € I s vlastnostou a; < b1 <ag <by <...< ap < bk;
plati:

k

> (bi—a)<s = ny flag) <e

1=1

Kazda absolitne spojita funkcia je rovnomerne spojita. Opacné tvrdenie ne-
plati. Dokézte.
Funkcia f : I — IK sa nazyva lipschitzovska, ak existuje L > 0 tak, ze
|f(xz) — f(y)| < Llx — y| pre kazdé z,y € I. Ukazte, ze plati
a) f je lipschitzovskd prave vtedy, ked pre kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, ze pre
Tubovolné aq, by, az,be, ..., ar, b € I s vlastnostou a; < b; (i =1,2,...,k) plati:

Z(b )< = Zlf a;)| < e.

Speciélne, kazd4 lipschitzovsks funkcia je absolitne spojité

b) ak je funkcia f diferencovatelnd a jej derivicia f’ je ohranicend, potom je f lip-
schitzovska

¢) funkcia f:[0,1] —» R : z — +/x je absolitne spojitd, ale nie je lipschitzovskd

d) priestor lipschitzovskych funkcii na [0, 1] s normou

Ifl = sup [f(@)]+ sup LE=SWI

0<z<1 0<z<y<l |z — 9|

je Banachov priestor
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Nech a,b € IR, a < b. Ak je funkcia F : [a,b] — IK absolitne spo-
jitd, potom s.v. v [a,b] existuje jej derivicia F'. Dalej F' € L'((a,b)) a
F(b)—F(a) = f; F'(t)dt (= f[a’b] F'du, kde p je Lebesgueova miera v IR).

Naopak, ak je f € L' ((a,b)), potom je funkcia F(z) = [ f(t)dt ab-
soliutne spojitd a F'(x) = f(x) pre s.v. x© € (a,b).

e D4 sa tiez ukazat, ze ak je F' : [a,b] — K spojita, pre vsetky x € (a,b) s vynimkou
spocitatelnej mnoziny existuje konetna F’(x) a F' € El((a,b)), potom F(b) —
F(a)= [/ F'(t) dt.

e Existuje priklad funkcie f : [0,1] — [0, 1], ktora je spojitd, neklesajuca, f(0) = 0,
f(1)=1a f' =0s.v. (tzv. Cantorova funkcia)

e Nech f € L1(IR"). Potom pre s.v. x, € R" plati

1
hm - < xT) — Lo d.T:O,
(B /Bg(%)\f( ) — f(zo)]

kde Be(xo) = {z; ||z — | < €}

Vztah medzi Lebesgueovym a Riemannovym integralom. Riemannov

integral (R) f; fdx je pre ohranicend funkciu f : [a,b] — IK definovany

k
ako limita stctov tvaru > f(&)(xi41 — x;) pre max |z, 41 —x;| — 0 (kde
i=0 i

a=x90 <z <...<zTpp1 =bag € [x;,x41]) za predpokladu, ze tato
limita existuje (pre l'ubovolni volbu {z;} a {&;}).

Riemannov integrdl (ohranicenej) funkcie f existuje prdve vtedy, ked’
md mnozina bodov nespojitosti funkcie f nulovi Lebesgueovu mieru. V tom
pripade existuje aj Lebesqueov integrdal a rovnd sa Riemannovmu.

Nech je f :[0,1] — {0, 1} Dirichletova funkcia (t.j. f(x) =0 pre = iraciondlne,
f(x) = 1 pre x raciondlne). Ukaizte, ze f € £1((0,1)), ale f nie je riemannovsky integ-
rovatelnd. Existuje tiez priklad ohranicenej funkcie f € £((0,1)) takej, ze ziadna funkcia

g € f~ nie je riemannovsky integrovatelna.

Vztah medzi Lebesgueovym a Newtonovym integralom. Nech —oo <

a < b < 400 a nech ma funkcia f : (a,b) — IK primitivou funkciu F, t.j.

F’" = f (¢o plati napr. pre f spojiti). Ak existuju kone¢né limity lim F'(x)

r—b—

a limJr F(x), potom sa ich rozdiel nazyva Newtonov integral funkcie f.
r—a
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Ak existuje Newtonov aj Lebesqueov integrdl funkcie f, potom sa rov-
naji. Ak je f € LY((a,b)) spojitd, potom ezistuje tiez Newtonov integrdl
funkcie f. Ak existuje Newtonov integrdl funkcie f & L', potom je f mera-
telnd, [ |f|du = +oo a Newtonov integrdl funkcie |f| neezistuje.

.
_1n(x)‘ Potom f ¢ £, ale existuje Newtonov

Nech (a,b) = (0,4+00), f(z) =

1
integral f (=m/2). Podobne pre (a,b) = (0,1) a f = F’, kde F(x) = x?sin pot Dokézte.

Veta o substitucii. Nech je f : IR™ — IR"™ lipschitzovské zobrazenie

(t.g. |f(x) — f(y)| < Llz — y| pre kazdé x,y € R™) a nech u € L'(IR™).
Oznacme Jy f(x) ¢islo /> Ap®, kde Ay st vetky subdeterminanty rddu k
<8fi
Ox;

(resp. Hausdorffova) miera.

matice f'(x) = (x)), a nech \,, (resp. ) je n-rozmernd Lebesqueova

Ak m <mn, potom plati
| w@iat@as@ = [ (3 u@) i)
z€f 1 (y)

Ak m > n, potom plati
/ (@) S f (@) A (x) = / ) ( /f o u(x) dum—n(a:)) dAn(y)

(tzv. veta o koploche).

Nech je A € IR™ meratelnd, m <n a f : A — IR" prosté a lipschitzovské
zobrazenie. Potom platf pim (f(A)) = [, Jm f(z) dAm(z). Dokéite.

4. SUCIN MIER

Nech je (X, M, u) aj (Y,N,v) priestor s uplnou, o-koneénou mierou.
Nech Z = X XY a nech je O o-algebra v Z generovand systémom mnozin

tvaru A x B, kde A € M a B € N. Potom existuje jedind o-kone¢nd miera
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A na O tak, ze \(A x B) = u(A) - v(B) pre kazdé A € M a B € N. Této
miera sa oznacCuje u ® v a jej zuplnenie (t.j. miera A definovan4 na mno-
zindch tvaru C' + S, kde C € O a § C N, N € O, A(N) = 0, predpisom
AMC + S) = AQ)) je tplné o-koneéns miera, ktord oznaéime p®v. Ak
su X, Y o-kompaktné metrické priestory (Specidlne IR™) a miery pu, v st
Radonove miery, potom je u®v tiez Radonova miera.

o Nech je px k-rozmerna Lebesgueova miera v R*. Potom plati firym = k@t -

Pre Lebesgueov integral funkcii definovanych na Z platia nasledujice
tvrdenia

(Tonelli) Ak je f : Z — IK meratelnd, potom je funkcia |f(z,-)| : Y —
IR* meratelnd pre s.v. x € X, funkcia [, |f(-,y)|dv(y) : X — IRTU{+o0}

je meratel'nd a plati

| ([ 1raian) au = [ 17145

(Fubini) Ak f € L£LYZ), potom f(x,) € LYY) pre sv. z € X,
Jy fCey)dv(y) € LX) a

//fxydv dp(z /fd)\

~ Y pre (z,y) € M = (0,1)2 C R?. Ukdite, ze plati

(z+y)

/(/ f(w,y)dy)dwzlﬂz—/(/ fz,y) dz) dy

Plati f € (M) ?
Nech f:IR®* >R, f = xa — xB, kde A= {(2,9);0<y<z<y+1}aB=
{(z,y); 0 <z <y < x+1}. Spocitajte f]R(fIRf(x,y) dy) dx afIR(f]R f(x,y)dz) dy.

. Nech f(z,y) =
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5. ROZKLADY MIERY

Nech je M o-algebra na mnozine X. Ak je funkcia A\ : M — IR (resp.
A M — @) o-aditivna, potom sa A nazyva znamienkova (resp. kom-
plexnd) miera. Pre takito mieru sa da definovat’ kone¢na nezédporna miera,

A : M — IR (tzv. varidcia miery \) predpisom
IA|(A) = Sup{z MAD; A=A 45N Ay = @}.
i=1 i=1

Komplexnd (znamienkovd) miera A sa nazyva borelovskd resp. reguldrna,
ak je miera || borelovska resp. regularna.

Ak pre znamienkovii mieru polozime A* = Z(|A] & \), potom si AT
a A~ nezdporné konecné miery na M a plati A = AT — A~ (tzv. Jordanov
rozklad miery ). Podobne pre komplexnt mieru existuje Jordanov rozklad
A=A — A2 +i(Ag — A1), kde A; st koneéné nezdporné miery.

Povieme, ze funkcia f € £ = L1 (X, M, )), ak f € L1 (X, M, )\;) pre

kazdé j (analogicky pre znamienkovi mieru) a potom kladieme

/deA:/deAl—/deA2+z'/deA3—i/deA4.

Ak je p nezaporna miera na o-algebre M, potom sa miera A nazyva ab-
solitne spojita vzhladom k p (piSeme A < ), ak pre kazdi A € M taku,
ze u(A) = 0, plati A\(A) = 0. Tato podmienka je ekvivalena s nasledujicou:

(Ve > 0)(36 > 0)(VA € M) w(A) <5 = [\A) <e

Nech f € LY X, M, pn), u > 0. Pre A € M polozme A(A) = fAfd,u. Potom
plati A < u. Dokazte.

f V definicii znamienkovej miery sa niekedy tiez pripusta, aby tato nadobuidala niektoru
z hodndt +o0o. V tom pripade samozrejme jej varidcia nemusi byt kone¢nd. Znamienkova

miera sa tiez nazyva naboj.
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Miery A1, A2 sa nazyvaju navziajom singularne (piseme A; L \p), ak
existuju disjunktné mnoziny A;, As € M tak, ze pre kazdé A € M plati
Ni(A) = N(ANA;), i =1,2 (t.j. miera )\; je » ststredend” na A;). Platia
nasledujuce tvrdenia

(Hahnov rozklad) Pre kazdi znamienkovi mieru A existuju disjunkt-
né mnoziny AT, A~ € M tak, ze AT UA™ = X a miera A\ (resp. \7) je
sustredend na A* (resp. A™)

(Radon—Lebesgue—Nikodym) Nech je p nezdpornd o-konecénd miera
a X\ komplexnd miera na o-algebre M C exp(X). Potom ezistuje prdve
jedna dvojica mier A\, a s na M tak, Ze A = Ay + As, Ag < b a Ag L p.
Naviac ezistuje jeding prvok h € L' (X, M, ) tak, Ze A\o(A) = [, hdp pre

kazdé A € M.

. , . o~ v . dAG/ ’
Funkcia h v prave uvedenej vete sa tiez oznacuje Fm a nazyva sa

Lebesgue-Radon-Nikodymova derivacia A, vzhladom k u.

Nech je po o-konecnd, py, s koneéné nezéporné miery na (X, M) anech ps <
dpa _ dps  dpn
dpo  dur  dpo

p1 < po. Ukézte, ze s.v. (vzhladom k pg) plati

6. RIESZOVA VETA O REPREZENTACII

Nech je X o-kompaktny metricky priestor (napr. otvorens alebo uzav-
retd mnozina v IR™) a nech C.(X) je priestor spojitych funkcii f : X — IK
s kompaktnym nosicom v X (topoldégia v tomto LF-priestore je zadana
v kapitole 1). Pre kazdi nezdporni Radonovu mieru p na X je predpi-
som T,,(f) = [y fdp definovany na C.(X) nezaporny linedrny funkciondl
T,, (t.j. T, je linedrne zobrazenie C.(X) — IK také, ze T,,f > 0 pre kaz-
di nezépornu funkciu f € C.(X)). Rieszova veta o reprezentdcii hovori,
ze takymto sposobom dostaneme vSetky nezaporné linedarne funkciondly
na C.(X), pricom ide o jednoznaéné zobrazenie.

Ukazte, ze kazdy nezaporny linearny funkciondl 7" na priestore C.(X) je spojity,
t.j. T € CL(X). Prvky priestoru M (X) = C.(X) sa nazyvajui Radonove miery.
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Z Rieszovej vety o reprezentdcii d’alej plynie, ze priestor My(X) =
C,(X) je B-priestor kone¢nych Radonovych mier a plati |p|(X) = ||T),].

Nech je X kompaktny metricky priestor (takze M(X) = My(X)) a nech je
fos [ € Co(X) = Co(X) = C(X) = BUC(X). Potom f,, — f, prave ked je postupnost’
{||fn|l} ohrani¢end a zéroven f,(x) — f(z) pre kazdé = € X. Dokazte. (Néavod: Ak
fn — fax e X, potom f,(x) — f(x), pretoze F' : C(X) — K : f — f(x) je spojita
forma. Pri dokaze opacnej implikacie pouzite reprezentaciu priestoru C’'(X) a Lebesgueovu

vetu.)

7. BOCHNEROV INTEGRAL

Nech je X o-kompaktny metricky priestor, u nezdpornd Radonova
miera na M C exp(X) (S8pecidlne IR" s Lebesgueovou mierou) a F Ba-
nachov priestor s normou || - ||. Funkcia v : X — E sa nazyva

— jednoduch4, ak je u(X) koneénd mnozina, u~1(e) € M pre kazdé

ecu(X) a p(u'(e)) < oo pre kazdé e # 0

— (silno) meratel’nd, ak existuje postupnost’ {u,} jednoduchych funkcii
tak, ze u,(x) — u(zx) pre s.v. x € X
— slabo meratelna, ak je pre kazdé f € E’ funkcia f(u()) X - K
meratelna
D4 sa ukazat’ (Pettis), ze u je meratelnd prdve vtedy, ked’ je slabo mera-
tel'nd a p—skoro separabilnd (t.j. existuje mnozina N € M miery nula tak,
ze mnozina u(X\NN) je separabilnd).

Dokéazte nasledujice tvrdenia

a) Ak jeu: X — E alebo u : X — (F,0) spojita, potom je meratelna. (Symbolom o

myslime slabi topol6giu na E)

b) Ak st u, : X — E meratelné a u,(x) — u(x) s.v., potom je u meratelna.

c) Nech je F' B-priestor, u : X — F meratelna a f : E — F spojitd. Potom je fou
meratelna.

d) Nech je F' reflexivny B-priestor, ktory je husto a spojito vnoreny do E. Nech je

u: X — F meratelnd, u(X) C F au: X — F je u—skoro separabilnd. Potom je

u: X — F meratelna.

e) Nech je F reflexivny B-priestor, ktory je spojito vnoreny do E, a nech u € B(X, F)N
C(X,FE). Potom u € C(X,(F,0)) a teda u: X — F je meratelna.
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Pre u jednoducht polozme [, udu = >  ejp(u'(e;)). Povie-
0#e; cu(X)

me, 7e funkcia u : £ — X je B-integrovatelna (piseme u € L}(X, F) =
LY X, M, u, E)), ak existuje postupnost’ jednoduchych funkcii u,, tak, Ze
Up — U sV, a [y ||uy, —ul|dp — 0. V tom pripade definujeme [, udy =
lim [ u, dp (overte korektnost’ definicie!), pricom pre E = IK ide o uz zave-
deny Lebesgueov integral. Analogicky ako pre Lebesgueov integral definu-
jeme B-priestory LP(X, F). Plati nasledujice tvrdenie (Bochner):

Funkcia v : X — FE je B-integrovatelnd, prdve ked’ je meratelnd a
lull € £ (=£1(X,R)).

Pre Bochnerov integral sa dajui dokazat’ analégie k mnohym tvrdeniam
platnym pre Lebesgueov integral (Fubini, Tonelli, Lebesgue, Jegorov, Vitali

Nech st E, F B-priestory, nech je C' : E — F uzavreté linedrne zobrazenie
s definiénym oborom D(C'), nech f: X — D(C), f € LY(X,E) a Cf € L' (X, F). Potom
plati [ fdu € D(C)a C([, fdu) = [, Cfdp. Dokdite toto tvrdenie za predpokladu
C e L(X).

V d’al'som budeme predpokladat’, ze miera ;4 méa nasledujicu vlastnost’
ak je G C X otvorend a neprézdna, potom u(G) > 0. Tento predpoklad
totiz zarucCuje, ze v kazdej triede f~ € LP(X, F) existuje nanajvys jedna
spojita funkcia, takze priestor C.(X, F) moézeme povazovat’ za podpriestor
LP(X, FE) (dokazte !). Pre I'ubovolné p € [1,4o0] potom dokonca plati, ze
C.(X, E) je spojito vnoreny do LP(X, E), pricom pre p < oo ide zdroven
o husté vnorenie. Ako dosledok dostavame, ze pre separabilny priestor F a
p < oo je LP(X, ) separabilny B-priestor.

o AkjeY = (Y, N,v) dalsi priestor s mierou splitujiici rovnaké predpoklady ako

(X, M, i) a na priestore X x Y uvazujeme stic¢inovi mieru u&@v, potom pre p € [1, 00)
plati LP(X, LP(Y, E)) = LP(X x Y, E)
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