BANACHOVE A HILBERTOVE PRIESTORY

1. ZAKLADNE POJMY

Normovanym linedrnym priestorom (NLP) nazyvame linearny (=
vektorovy) priestor X nad telesom IK, na ktorom je dand nezdpornd realna
funkcia || - || : X — IR* (norma) s nasledujicimi vlastnost’ami:

L. x4yl <|lz|| + ||yl pre kazdé z,y € X

2. || Ax|| = |A| - ||z]| pre kazdé x € X a A € IK

3. [|z]| =0 <= x=0.
Ak v NLP polozime o(z,y) = || — y||, potom je g (translacne invariantnd)
metrika, t.j. kazdy NLP je tiez metricky priestor. NLP X sa nazyva Bana-
chov priestor (B-priestor), ak je uplny (t.j. kazda cauchyovskd postupnost’
v X ma limitu).

Nech je X NLP. Dokéite, 7e X je B-priestor prave vtedy, ked pre kazdi pos-

o0 o0
tupnost’ {z,,} C X plati: ak Z |zn|| < oo, potom je rad Z x, konvergentny, t.j. exis-
n=1 n=1
Z T — X
k=1

tuje z € X také, ze (Ve > 0)(3In,)n > n, = < e. (Navod: Ak je X

[o.@] n

iplny a > |||l < oo, potom je yn, = ) @i cauchyovskd postupnost v X, takze rad
n=1 k=1

o0

Z x, konverguje. Pri dokaze implikacie <= zvolte 'ubovolni cauchyovski postupnost

n=1

o
{yn} C X a vyberte z nej podpostupnost’ {y,, } tak, aby platilo > [[yn, —yn, || < o0
k=1

(kde yn, = 0). Ukézte, ze y, — Z(ynk — ynk_l). )
k=1
Nech je X NLP. Ukézte, ze jednotkova gula B = {x € X ; ||z|| < 1} je konvexnd
mnozina (t.j. pre kazdé z,y € B a kazdé A € (0,1) plati Ax + (1 — Ny € B).
Nech st || - [J3 a || - ||z dve normy v linedrnom priestore X, pre ktoré plati:

|lznli = 0 <= ||zn]l2 — 0 (také normy sa nazyvaju ekvivalentné). Ukdazte, ze potom
existuju kladné konstanty A, B tak, ze Al|z||; < ||z||2 < Bljz||; pre kazdé = € X.

4



Nech si M, N uzavreté podmnoziny B-priestoru X. Ukézte, ze mnozina M +
N ={z+y;x € M, y € N} nemusi byt uzavretid. (Navod: Volte X = R? M =
{(=z,1/z); x>0}, N ={(z,0); z > 0}.)

Mnozina M + N nemusi byt uzavreta ani ked s M, N uzavreté podpriestory pries-
toru X (vid’ §2).

Nech je X NLP, nech je M C X uzavretda a N C X kompaktna. Ukézte, ze je
M + N uzavreta.

@ Ak si M, N uzavreté podpriestory NLP X, dim N < oo, potom je M + N uzav-
rety. Dokazte. (Névod: Nech z, € (M + N), z, — z. Napiste z, v tvare z,, = x5, + Yn,
kde x,, € M, y, € N, ||yn|| < inf{||y||; vy € N, 2z, € y+ M} + 1. Ak pre vybranu postup-
nost’ z postupnosti {y,} plati ||y,|| — oo, potom pre vybrani postupnost’ z postupnosti
Wy, = Yn/||yn|| dostaneme w,, — w € M N N, takze z, = (n + ||ynl|w) + (yn — [lyn||w) €
M + N, odkial plynie spor s volbou y,,, pretoze ||y, — ||ynllw|| < ||ynll — 1 pre velké n.
Postupnost’ {y,} je teda ohrani¢end, takze pre vybrani postupnost plati y, — y € N,
Tpn=2p—Yn —2—YEM,z2=(2—y)+yeE M+ N.)

Nech je X linedrny priestor (nad IK) so skaldrnym stc¢inom, t.j. zobra-
zenim (-,-) : X x X — IK, ktoré je linedrne v prvej premennej a pre ktoré
plati (z,y) = (y,x) pre kazdé z,y € X a (z,z) > 0 pre kazdé = # 0.
Na X mozeme definovat’ normu predpisom ||z| = /{(z,z). Ak je takto
vzniknuty NLP dplny (t.j. B-priestor), nazyva sa X Hilbertov priestor
(H-priestor).

Ak je X H-priestor a x,y € X, (x,y) = 0, potom sa prvky z,y na-
zyvaju ortogondlne, piseme z 1 y. Ak pre mnozinu M C X plati, ze
kazdé dva z jej prvkov su ortogondlne a M C S = {z € X; ||z] = 1},
potom sa M nazyva ortonormalna mnozina. Kazdy H-priestor ma or-
tonormalnu bazu, t.j. maximalnu ortonormalnu podmnozinu. Pre orto-

normalnu bézu {z,}aeca a lubovolné x € X plati = = > (a:,xa>xa]L
acA

z]|2 = > |(x,z4)|?. Dalej v H-priestore plati Schwartzova nerovnost’
acA

f Rovnost! z = ) (#,2a4)2zo znamend, ze »  [(z,z4)] < oo a pre kazdé ¢ > 0
a€cA acA

existuje koneénd mnozina K, C A tak, ze |z — Y (z,2q)xq| < e pre kazdu konecnu
acK

mnozinu K C A s vlastnostou K, C K.



[(z,y)] < ||z]| - lly]l a rovnobeznikové pravidlo ||z + y||* + ||z — y||* =
2|21 + 2[ly|>.

Ak je X H-priestor a K C X je neprdzdna, uzavretd a konvexnd
mnozina, potom pre kazZdé x € X existuje jediny prvok Pxx € K taky,

Ze ||x — Pgx| = inIf(Hx — y||.  Zobrazenie Px : X — K sa nazyva
ye

(ortogondlna) projekcia na mnozinu K a je charakterizované podmienkou
Re(x — Pxx,y — Pxx) <0 pre kazdé y € K.

Ak je K uzavrety podpriestor v X, potom je zobrazenie I — Pk (kde
I: X — X :z+— x jeidentické zobrazenie) projekcia na uzavrety podpries-
tor Kl ={ye X;ylax VreK}.

Nech je K neprazdna, konvexnd, uzavretd mnozina v H-priestore X. Ukazte,
ze projekcia Pk je neexpanzivne zobrazenie, t.j. ||Pxz — Pgy| < |lr — y||. (Névod:
Scitajte spolu nerovnosti Re (z — Pxz, Pky — Pxx) <0 a Re(y — Pxy, Pxkx — Pgy) <
0.) Specidlne, Pk : X — X je spojité zobrazenie. Dalej ukdzte, ze ak je K uzavrety
podpriestor priestoru X, potom je Px linedrne zobrazenie.

Poznamka: Ak je K podpriestor B-priestoru X, potom projekciou na K sa na-
zyva ubovolné linedrne zobrazenie P : X — K také, ze Px = x pre kazdé x € K. Ak je
tato projekcia spojitd, potom je podpriestor K nutne uzavrety (dokazte !). Ak je naopak
K uzavrety podpriestor, potom spojitd projekcia X — K nemusi existovat.

Ak je X B-priestor a K je neprazdna uzavretd konvexna mnozina v X,
xr € X, potom v K nemusi existovat’ prvok najlepSej aproximacie prvku x
(t.j. prvok 2z € K taky, zZe ||z — z|| < |ly — z|| pre kazdé y € K) a pokial
existuje, tak nemusi byt jediny (vid' nasledujici §). Ak je vSak B-priestor

X uniformne konvexny, t.j.
(Ve > 0)(36 > 0)(Va,y € S) |z —yl| > ¢ = H H

potom opat’ plati, ze pre kazdd K C X uzavretu a konvexni, K # (),
a pre kazdé x € X existuje v K jediny prvok najlepsej aproximacie prvku
x (symbolom S sme oznacili jednotkovi sféru v X).

@ Ukéazte, ze kazdy H-priestor je uniformne konvexny. (Navod: Pouzite rovnobez-

nikové pravidlo.)



2. PRIKLADY B- A H-PRIESTOROV

V priestore IK" mozeme zaviest’ normu napr. jednym z nasledujucich
sposobov:

2 lely = (S elr) . pe oo

=1

b) @l = max o

Priestor IK" s kazdou z tychto noriem je B-priestor a vSetky uvedené normy
st ekvivalentné, t.j. ||znllp = 0 <= |[|Zn||max — 0 (dokézte; da sa dokonca
ukazat’, ze 'ubovolné dve normy v konec¢norozmernom priestore su ekviva-
lentné). Napriek tomu kazda z tychto noriem ma iné geometrické vlast-

nosti. Priestor IK" s euklidovskou normou || - ||2 je H-priestor so skaldarnym
n

suc¢inom (x,y) = > x;Y;, takze pre kazdé x existuje jediny prvok jeho
i=1

najlepsej aproximacie v jednotkovej guli B. Tuto vlastnost’ napr. priestor
IK"™ s normou || - |1 alebo || - ||max nema:

Nech je X = IR? s normou || -||; resp. |- ||lmax & nech x = (1,1) resp. = = (2,0).

Ukézte, ze v B existuje nekonecne vela prvkov z takych, ze || — z|| = inf ||z — y||.
yeB

Odtial tiez plynie, ze priestor IR* s normou | - ||max alebo || - ||; nie je uniformne
konvexny (o ¢om sa dé jednoducho presvedéit’ priamo). D& sa dokézat’, ze priestor IK"

s normotu || - ||, p € (1, 00), je uniformne konvexny.
Ukézte, ze priestor IK" je separabilny. (Navod: Spocitatelnd mnozina vsetkych

raciondlnych ¢isel je hustd v IR.)

Nech je ©Q T'ubovolnd neprazdna mnozina a FE B-priestor s normou
| - |. Oznatme B(f, F) systém vsetkych ohrani¢enych funkcii f : Q@ —
E s normou || f|| = sup|f(t)|. Potom je B(£2, E) B-priestor (dokazte !).

teQd

V pripade F = IK budeme pisat’ len B(2) miesto B(€2,IK) (podobne pre
d’al’sie priestory).

Ak je naviac 2 metricky priestor, potom symbolom BC(£2, E') budeme
znacit’ podpriestor priestoru B(€2, E') tvoreny vsSetkymi spojitymi ohrani-

¢enymi funkciami 2 — E. Ide o uzavrety podpriestor priestoru B(£2, E),
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takze je to B-priestor.
Ak je € metricky priestor s metrikou p, potom sa funkcia f : Q) — F

nazyva rovnomerne spojita, ak

(Ve > 0)(35 > 0)(Vs,t € Q) o(s,t) <6 = |f(s)— f(t)] <e
(napr. funkcia f : (0,1) — IR : t — 1/t je spojitd, ale nie je rovnomerne
spojitd); funkcia f : Q@ — FE sa nazyva a-hdélderovska, a € (0, 1], ak je

kone¢nd hodnota p,(f) = sup f@) — fy)l

. Kazda a-holderovska funkcia
THY Q(ZU, y)

je rovnomerne spojita.

Podpriestor priestoru B(€2, F) tvoreny vSetkymi ohrani¢enymi, rovno-
merne spojitymi funkciami je opat’ uzavrety podpriestor a budeme ho znacit’
BUC (), FE) (= Bounded, Uniformly Continuous). Ak je €2 kompaktny met-
ricky priestor, potom je kazda spojita funkcia f : {2 — E ohranicend a rov-
nomerne spojita, takze BUC(Q), E) = BC(Q), E) = C(QQ, E), kde C(Q2, E) je
mnozina vSetkych spojitych funkcii @ — E. Ak Q kompaktny metricky
priestor a E je separabilny, potom je tiez priestor BUC(Q2, E) = C(Q2, E)
separabilny.

Priestor BUCY*(Q, E) je priestor vietkych a-holderovskych funkcif f €
BUC(2, ) s normou || f|

0o — sup |f(t)] + pa(f); ide opat’ o B-priestor.
€

Ukéite, ze priestor X = BUC(IR) = BUC(IR,IK) nie je separabilng. (Navod:
Nech ¢ € X ma nosi¢ supp ¢ (= {x; p(z) # 0}) v intervale (0,1), ¢ #Z 0. Pre Tubovolnu

podmnozinu A celych &isel polozme ¢4 = > @(m+-). Systém {¢a}a je nespocitatelny
meA
a [oa — el = ll¢l > 0 pre kazdé A # B.)

Nech mé mnozina € aspon dva rézne prvky. Ukéazte, ze priestor B(2) nie je
uniformne konvexny. (Ndvod: Nech t, € Q; polozte fi1 =1 a fo = x,1, kde x4 je
charakteristickd funkcia mnoziny A, t.j. xa(t) =1 pret € A, xa(t)=0pret ¢ A.)

Ukazte tiez, ze priestor C([0,1]) = BUC(]0,1]) = BUC((0,1)) nie je uniformne kon-
vexny.

Definujte v priestore X = C([0, 1]) normu predpisom || f|| = fol |f(t)|dt. Ukéz-
te, ze tento NLP nie je uplny. (Navod: Uvazujte postupnost’ funkeii {f,}, kde f,(t) =0

pre t < % — %, fn(t)=1pret > % + % a f, je linedrna na intervale [% — %,% + %])
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Polozte dalej M = {f € X; f(z) =0prez < 3}, N ={f € X; f(z) =0 pre z >
%} a ukazte, ze priestory M, N su uzavreté, ale priestor M + N nie.
Ukéazte, ze v priestore C((0,1)) neexistuje norma s nasledujicou vlastnostou

0< fi<fo = |fill <|If2ll- (Navod: Zvolte nezéporni funkciu ¢, € C((0,1)) tak, aby

1
n—f—l’ﬁ) a pritom

jej nosi¢ supp p, = {z; pn(z) # 0} bol obsiahnuty v intervale <

on Z 0. Polozte ¢ = Z n a ukazte, ze ¢ € C((0,1)) nemo6ze mat’ kone¢nii normu.)

[l nH

[16] Nech © = (0,1), f(t) = ¢, 3 € (0,1]. Ukdate, ze f € BUC™*((0,1)), préve
ked o < .

Definujme dalej funkcie f, : [0,1] — IR predpisom: f,(1/n) = (1/n)?, f,(0) = 0,
fn(t) = 0 pre t > 2/n, f, je linedrna na [0,1/n] aj na [1/n,2/n]. Ukazte, ze f, €
BUC1((0,1)), ale f,, — 0 v BUC**((0,1)), prave ked a < f3.

Nech X = BUC®*((0,1)). Pre a € (0,1) polozme f,(t) = (t — a)® pre t > a,
fa(t) = 0 pre t < a. Ukazte, ze {f,}q tvori nespocitatelny systém funkcii, pre ktoré plati
| fa — foll > 1 (pre a # b), a dokdzte, ze odtial plynie, ze priestor X nie je separabilny.

Predpokladajme dalej, ze € je otvorend mnozina v IR". V priestore
funkcii f € BUC(?), ktorych vSetky parcidlne derivéacie do rddu k existuju
a patria opat’ do BUC(L2), sa dé zaviest’ norma predpisom || f|| = || f|lx =

> sup |DYf(t)|, kde a = (e, ..., q,) je multiindex celych nezdpornych
|af <k tEQ

olelf(t)
0%ty ...0% ¢,
BUCK(QY), ide zase o B-priestor. (Pozor: mmozina BUCF(Q) C BUC(Q)

nie je uzavreta v topoldgii priestoru BUC(2). Norma || - || teda v pries-

. Tento priestor oznacime

cisel, o = Z&z a DYf(t) =

tore BUC(L2) definuje inti (silnejsiu) topolégiu ako je topoldgia indukovand
normou priestoru BUC(S2).)

Podobne sa definuje B-priestor BUC* () ako priestor vetkych funkci
f € BUCF(Q), ktorych k-te derivécie si a-hdlderovské (s prislusnou nor-

mou).

Jednym z najdolezitejsich prikladov B- a H-priestorov si Lebesgueove
priestory (vid’ tiez dodatok II). Nech je (X, pu) priestor s mierou. Sym-

bolom LP(X) (1 < p < 00) ozna¢me systém vsetkych meratelnych funkcii
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1/p
X — IK, pre ktoré je kone¢na hodnota || f||, = (f \fIP du) .V priestore
X

LP(X) zavedieme reldciu ekvivalencie predpisom f ~ g <= f(z) = g(z)
pre s.v. x € X. Lebesgueov priestor LP(X) definujeme ako faktorpriestor
LP(X)/~ s normou || f~||, = || f|lp- Tento priestor je B-priestor, jeho prvky
su triedy ekvivalencie funkcii z £P(X), ale vac¢sinou sa nerozlisuje medzi
triedou f~ a jej reprezentantom f. Podobne definujeme B-priestor L>°(X)
ako priestor £°(X)/~, kde L (X) je priestor meratelnych funkcii f : X —

IK, pre ktoré je konecné ¢islo || f||lcc = esssup|f| = inf sup |f(x)|.
X H](V]VC)):{O ZBGX\N

Analogicky sa tiez definuju priestory LP(X, F), kde F je B-priestor (vid
dodatok II).

Priestor L?(X) je H-priestor so skaldrnym stcinom (f,g) = [ fgdp.

Ak X = 1IN a p je aritmetickd miera (t.j. u({n}) = 1), potom sa pries-
tor LP(X) znaci tiez ¢P. Ak je X konetna mnozina s aritmetickou mierou,
potom je zrejme priestor LP(X) izomorfny s IK", kde n je pocet prvkov
mnoziny X.

Pre meratelné funkcie f,g : X — IK plati tzv. Holderova nerovnost’

ak p,g > 1,1/p+1/q =1, potom

[ tstan= ([ 1ovan)" ([ 1oan)”

kde 0 - 00 = 0.

D4 sa ukazat’, ze priestory LP(X), 1 < p < 0o, st uniformne konvexné. Ukézte,
ze priestory L1(Q) a L°(Q) (kde Q je otvorend mnozina v IR" s Lebesgueovou mierou)
nie si uniformne konvexné.

Ak je Q otvorend mnozina v IR", potom su priestory LP(Q2), 1 < p < 0o, sepa-
rabilné. Uk&zte, ze priestor L>°((0,1)) nie je separabilny. (Navod: Pre a € [0, 1] polozte
fa = Xa(a), kde A(a) = [a —,a+¢]N(0,1), a ukdzte || fo — fol| > 1 pre a # b.)

[20] Nech X = L°°((0,1)) anech K = {f € €([0,1]) f f(x)dz =0}, fo = X[0.1/2)-
Ukazte, ze K je uzavrety podpriestor B-priestoru X a v K neexistuje prvok najlepsej
aproximacie pre f,.
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Sobolevove priestory. Nech je ) otvorena mnozina v IR"™, k£ € IN,
p € [1,00] a f € LP(Q). Ak existuje funkcia g € LP(Q2) tak, ze pre kazdu
funkciu ¢ € D() (= priestor hladkych funkcii s kompaktnym nosicom v €2,

0
vid' dodatok I) plati [, fa_SO dr = —/ gpdr, potom povieme, Ze f md
Zq Q

0
distributivou deriviciu —%- v LP(Q). Sobolevov priestor W¥P(Q) je pries-

(9587;

tor tych funkcii f € LP(2), ktoré maju vsetky distributivne derivacie az
do radu k v LP(§2). Norma v tomto priestore je dana predpisom || f||x,p, =

(3 1D 1)

| <k

Priestory W#?(Q) pre 1 < p < oo st separabilné, ale priestor W*>°(Q)
nie. Priestor W*2(Q) je H-priestor.

Funkcie f € W1P(Q) sa daji charakterizovat’ tiez nasledovne: funkcia f € LP()
je v priestore WP (Q) prave vtedy, ked sa d4 zmenit na mnozine miery nula tak, Ze je
absolitne spojitd (vid dodatok II) na skoro vSetkych (v zmysle (n — 1)-rozmernej Le-
besgueovej miery) rovnobezkach s kazdou stiradnicovou osou z; (i = 1,...,n) a klasicka

derivacia

14 podla kazdej premennej padne do priestoru LP(€2). Specidlne pre n = 1 je

ox;
fewWhr(Q) <= f je absolitne spojitd a f' € LP(Q).
Ak je Q ohranicend oblast’ so spojitou hranicou (presnui definiciu vid’ napr. [KJF,
6.2.3.]) a p < oo, potom je priestor D(IR")/) (= restrikcie funkcii z D(IR™) na oblast’
Q) hustym podpriestorom priestoru W*»?(§2), takze Sobolevov priestor WP () mézeme

v tomto pripade tiez definovat’ ako ziplnenie priestoru BUCK(Q) s normou || - ||x.p-

Sobolevov priestor W#2(IR") tiez mozno charakterizovat ako priestor tych funkcif

f € L*(IR"), pre ktorych Fourierovu transformdciu f plati flR” |f(§)|2(1 + |§]2)k d€ < oo.

Ukézte, ze pre p < oo neplati BUCK(IR™) ¢ WHP(IR™).

Nech f : (0,1) — R : 2 — min{x,1 — z}. Ukdite, ze f € WH>((0,1)),
a neexistuju funkcie f,, € BUC((0,1)) tak, aby f, — f vo Wh((0,1)).

(23] Nech f = x4, kde A = (0,1/2) x (0,1) C IR%. Ukaate, ze f ¢ W2((0,1)2).

Nech X = W'2((0,1)), M ={f € X; f(55)=0pren=1,2,..}, N={f ¢
X; f(zn%l) =0pren=1,2,...}, p(x) = 232, Ukazte, ze M, N st uzavreté podpriestory
X,ale pe M4+ N\(M + N).
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3. SPOJITE LINEARNE ZOBRAZENIA

[25] Nech st X,Y NLP a A: X — Y linedrne zobrazenie. Dokéite, Ze A je spojité
prave vtedy, ked je ohranic¢ené (t.j. zobrazuje ohrani¢ené mnoziny v X na ohrani¢ené mno-

ziny v Y). (Navod: Nech je M C X ohrani¢end a A(M) neohrani¢end. Potom existuji

x, € M tak, ze ||Ax,|| — oco. Ukdazte, ze pre z, = Hjn H plati z, — 0, ale Az, 4 0,
Tn

takze A nie je spojité. Ak je naopak A ohranicené, potom ||Azx| < C pre kazdé ||z| < 1,

odkial' plynie ||[Ax — Az|| < C||z — z||, a teda tiez spojitost’ A. Z poslednej nerovnosti
dokonca plynie, ze kazdé spojité linedrne zobrazenie A : X — Y je rovnomerne spojité.)

Nech st X a Y B-priestory s normami ||-||x a || - ||y. Potom je priestor
L(X,Y) vsetkych spojitych linedrnych zobrazeni A : X — Y (definovanych
na celom priestore X ) s normou || A|| = sup{||Az||y ; ||z|]|x < 1} B-priestor.
V pripade X =Y piseme £(X) miesto L(X, X).

Ak je X C Y a identické zobrazenie I : X — Y : x — x je spojité,
potom hovorime, Ze priestor X je spojito vnoreny do Y, pisSeme X G Y.
Ak je naviac priestor X husty v Y (v topolégii priestoru Y'), potom piseme
X4v.

Kazdé linedrne zobrazenie A : IK" — IK™ je spojité a da sa reprezentovat’ ako

matica (a;;) typu m x n. Nech je v K" i v IK™ dand euklidovskd norma. Potom plati
1/2
A < (Zlaz-jl?) . Dokéite.
i,

Pre f:[0,1] — IR polozme (Af)(z) = 2% f(z). Uréite normu A € L(X), ak
o X=17((0,1),1<p<oo  (|4l=1)
o X =8UCH(0,1))  ([Al=3)

) 9 2 _ 9 l—«
o X = BuUc®*((0,1)) ("A":1+2_a(2—a> )

o X=WH(0,1))  (3=|Al=4/3)

Nech X = LP(Q), kde 2 je priestor so o-koneénou mierou ($pecidlne Q C R"™).
Nech ¢ € L*(Q), A: X — X : f— - f. Ukdzte, ze |A|| = ||¢|/ree. Je predpoklad o-
konecnosti miery potrebny ? (RieSenie: Pre p < oo dno; uvazujte Q = {x,y}, u({z}) =1,
p({y}) = +00, ¢ = X{y}-)

Pre f:[0,1] — R a a > 0 polozme (Af)(x) = f(z®). Zistite, pre ktoré a plati
A€ L(X) a urcite ||A]], ak

o X=1((0,1) (a<1, [All=1/Va)
e X = BUC((0,1)) (>0, |A]=1)

12



o X =BUCO((0,1)) (a=1, |A]|=a")
e X=W(0,1)  (az1, Va<|Al<VaT?)
Nech X = C([0,1]) = BUC((0,1)), A, € L(X), (Anf)(t) = f(t1TL/™). Ukéite,
ze Apf — f pre kazdé f € X, ale ||4,, — I| = 1.
Nech X = L*(IR), (Asp)(x) = o(x +t). Ukézte, ze A; € L(X), || Ase| = | ¢l
a sucasne (Ayp, ) — 0 pre kazdé ¢, € X at — +oo (t.j. Ay — 0 v tzv. slabej
operatorovej topoldgii).

Nech (Af)(x) = [ f(y)dy. Urcite ||A| pre A € £(X,Y), ak

X =L2((0,1), Y =W"3((0,1))  (2/v3< Al <+/3/2)
X =L>((0,1), Y = BUC™((0,1)) (Al =2)
X =BUC((0,1)), Y =BUC((0,1)) (|4 =2)
X = BUCY*((0,1)), Y = BUC((0,1)) (||l = 2)
X=Y=8UC((0,1))  ([|Al=1)
X=Y=L%(0,1)) (|Al=2/m)
Nech Af = f'. Zistite, & A € L(X,Y) a pripadne urcite || A, ak
o X =Y =BUCH(0,1)) (A¢L(X,Y))
o X =BUCh((0,1)),Y = BUCO((0,1)) (A =1)
o X=W"R),Y=L(R) (|4]=1)
[34] Ukaate, ze W12((0,1)) G BUCO/2((0,1)).
) HO,1/2

Riesenie: Ozna¢me || - ||; 2 resp. || normu v priestore W12 resp. BUCY/2.

Pre kazdé f € W12 potom plati
t t
1/2
0= =1 [ rar< ([1r@rar) e < a2

takze f je 1/2-hélderovskd a py/a(f) < ||f|l1,2. Specidlne tiez plati |sup |f| — (inf) £l <
(0,1) 0,1

| fll1,2, a pretoze

1

1
HinzZ/!f(T)IszE/(inf!f!)2d7=(inf!f!)2,
0

0

dostavame sup [f| < |[fll1,2 + inf[f] < 2[|f

12, takze [|f]|%'/2 = sup|f| + p1/2(f) <

3| flli2-  Odtial plynie W2((0,1)) G. BUC®/2((0,1)), pricom norma tohto vnorenia je
<3.
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Nech X = {fe W'2((0,1)); f(0)=f(1)=0} (vzhladom k predoslému cvic¢eniu
m4 podmienka f(0)=f(1)=0 zmysel a X je uzavrety podpriestor priestoru W2). V pries-

1 1/2
tore X definujme normu || f|| = (f ]f’(x)|2d:1:> . Ukéazte, ze tato norma je v priestore
0

X ekvivalentnd norme || - |12 a ze norma vnorenia (X, | - ||) G- BUC((0,1)) sa rovna 1/2.

Pre Sobolevove priestory platia tiez nasledujice vnorenia (kde k € IN, p > 1):
e ak k < n/p, potom WEP(IR™) G LY(R"), kde 1/q = 1/p — k/n. Ak v priestore

WLP(IR™) uvazujeme normu ||f|| = ||V f||zr, potom sa norma vnorenia WP G, L4
(pre p > 1) nadobtida na funkcidch tvaru f(z) = (A + |z[P/®=1)1=7/P kde X > 0,
1 9 2/3
takze napr. pre n =3 a p = 2 je rovna —(—) .
pr. p p J \/g -
e ak k > n/p, potom WFP(IR") G BUC™*(IR"™), kde 0 < m < k—n/p, 0 < a <
kE—m—n/p, a<1.
e ak je  C R" ohrani¢end oblast’ s lipschitzovskou hranicou (vid [KJF]), potom je
pre k < n/p resp. k =n/p resp. k > n/p priestor W*P(Q) spojito vnoreny do pries-

toru L9(Q) resp. L"(2) resp. BUC®¥(QQ), kde 1/q > 1/p — k/n resp. r € [1,00)

resp. a« < k—n/p, « < 1. V poslednom pripade sa d& tiez dokdzat vnorenie

WkP G BUC™, ak k>m+n/p,a<k—m—n/p, a<1.

Ak je Q C IR"™ otvorend a ohranicend, potom plati C(Q) = BUC(Q) Cd> Lr(Q)
pre lubovolné 1 < p < oo (vid' tiez dodatok II). Ukdzte, ze vnorenie BUC(2) G. L*°(2) nie
je husté. (Navod: Zvolte z, € 2 a e > 0 tak, aby A = {z; |z — z,| < e} C Q a polozte
f=xa € L>®(Q). Ukézte, ze neexistuji f,, € BUC(QY) tak, aby f, — f v L>(Q); vid tiez
priklad 22.)

Nech X = L2((—=1,1)), fa(t) =

polynémy). Ukézte, ze {fn}

2n+1 1 "
2 2npl dtn
tvori ortonormdlnu bazu v X. (Névod pre dokaz ma-

(t* — 1)"] (Legendrove
oo

n=0
ximality (=uplnosti) systému {f,}: Staci dokdzat’, ze linedrne kombindcie funkcii f, su
husté v X. To vSak plynie z toho, ze priestor tychto kombinacii obsahuje vsetky polynémy
a tie tvoria podla Stone-Weierstrassovej vety hustii podmnozinu priestoru C([—1, 1]), ktory
je zase husto vnoreny v L?((—1,1)) (vid predoslé cvicenie).) Podobné vlastnosti maji
tiez Laguerrove, Hermitove, Jacobiho a Cebysevove polynémy v priestoroch Lfo((a, b))

s prislusnou vahou ¢ : (a,b) — IR (ide o priestory tych funkcii f, pre ktoré je koneénd
112 = [ 1 (@) Pe(x) da).

Nech si X,Y B-priestory, A, € L(X,Y), @« € M. 7 Banach-Stein-
hausovej vety plynie, ze ak je mnozina {||Aax||}acy ohranicend pre kazdé

x € X, potom je mnozina {||Ay||}acrs ohranicend. Ak pre indexovi mnoZi-
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nu M plati M = IN (t.j. ide o postupnost’ zobrazeni {A,}) a ak Apx — Ax
pre kazdé x € X, potom plati A € L(X,Y), ||A|| < liminf||A4,] ¢ A,z —

Ax rovnomerne na kompaktniych mnozindch v X. (vid’ tiez dodatok I).

Nech si X, Y B-priestory, A,, € L(X,Y), nech existuje hustd mnozina M C X
tak, ze A,z — Ax pre kazdé x € M, a nech je postupnost’ {||A,,||} ohranicend. Ukézte, ze
potom je postupnost’ {A,x} konvergentnd pre kazdé = € X.

@ Nech je X podpriestor priestoru £°° tvoreny vsetkymi postupnostami x = {x, },

pre ktoré plati z,, = 0 pre n > n, = n,(z). Definujme A, : X — K :z +— zn: x. Ukazte,
k=1

ze postupnost’ {A, ()} je ohranic¢end pre kazdé x € X, ale postupnost’ {||A,|/} nie.

Nech je X separabilny H-priestor s ortonormalnou bazou {e, } a A,z = (z,e,).
Ukazte, ze A,z — 0 pre kazdé x € X a sucasne |4, | = 1.

Nech je X B-priestor, 4,, — A, B, — B v L(X). Ukézte, ze potom A, B, —
AB v L(X).

Dalej s pouzitim Banach-Steinhausovej vety dokézte, ze ak A,, B, € £L(X) a A,z —
Az, B,x — Bz pre kazdé x € X, potom A, B,r — ABx pre kazdé x € X.

zkx
. Systém funkeii {fk}kf - kde fr(z) = Norh

toru L2((0,27)). Odtial plynie, Ze pre kazdé f € L?((0,2x)) plati S, f — f v L2((0,27)),
kde

tvori ortonormalnu bazu pries-

Suf =D (fu S = / e Smgﬂ*_ 2 g,

k=—n

a funkciu f sme 2m-periodicky rozsirili na (2, 47). Ak je naviac f : [0, 27] — K absolitne
spojitd a f(0) = f(27), potom plati S, f — f rovnomerne v [0, 27].

Polozme X = {f € C([0,27]); f(0)=f(2m)}. Ukazte pomocou Banach-Steinhausovej
vety, ze ak zvolime a € [0,27], potom existuje f € X tak, ze Fourierov rad (S,f)(a)
funkcie f v bode a diverguje. (Navod: Predpokladajte opak, potom musi byt postupnost’
noriem zobrazeni A, : X — K : f — (S5,f)(a) ohrani¢end. Ukazte, ze plati ||A,| =

27
1
o

0
ze takéto funkcie f (pre ktoré je postupnost’ (S, f)(a) neohranicend) tvoria rezidudlnu

sin(n + 3 )t ’
¢
2

- dt — oo pre n — c0.) Z Banach-Steinhausovej vety dokonca plynie,
sin

mnozinu v priestore X, odkial plynie, Ze tiez pre kazdi spocitatelni mnozinu M C [0, 27|
existuje funkcia f € X tak, ze rad (S, f)(a) diverguje pre kazdé a € M.
Pozndmka: Systém prvkov { fi} v B-priestore sa nazyva topologicka baza, ak pre

kazdé f v tomto priestore existuje jedina postupnost’ ¢isel {cx} C K tak, ze f = Z ck fr-
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7 vyssie uvedeného plynie, ze fi(x) = e*** netvori topologicki bazu v priestore X. V pries-
tore LP((0,2m)) tvori tento systém topologicki bézu prave pre 1 < p < oc.

Pre f € X =C([0,1]) a 2, = £ polozme

(Auf)(a) = Z(H =20 fa),

i=0 ki

t.j. A, f je Lagrangeov interpola¢ny polyném funkcie f, A, € £(X). Ukazte, ze existuji
fn € X tak, ze || fn]| = 1 a |(Anfn)(55)| — oo, odkial plynie [|A,|| — co. Z Banach-Stein-
hausovej vety teraz plynie, ze existuje f € X tak, ze A, f /4 f v C([0,1]).

Zobrazenia X — IK sa tiez nazyvaju formy alebo funkciondly. Pries-
tor L(X,IK) spojitych linedrnych foriem sa zna¢i X’ (alebo X*) a nazyva
sa dudl (dudlny priestor k) priestoru X. Zikladnym tvrdenim o linear-
nych forméach je tzv. Hahn-Banachova veta, z ktorej plynie, ze lubovolnai
spojiti linedrnu formu f : M — IK (kde M je podpriestor X) mozno
roz3irit’ na spojitd linedrnu formu f : X — K tak, aby ||f|| = sup{|f(z)|;
x € M, ||z|| < 1}. Dosledkom tejto vety je tiez tvrdenie o oddelovani kon-
vexnych mnozin: Nech su A, B neprdzdne konvexrné disjunkiné mmnoZiny
v NLPT X. Ak je A otvorend, potom existuje f € X' a £ € IR tak, Ze pre
kazdé x € A ay € B plati Re f(x) <& < Re f(y). Ak je A kompaktnd a B
uzavretd, potom existuje f € X' tak, Ze sup, Re f < infg Re f. Mnoziny A
a B teda mozeme od seba oddelit’ nadrovinou Re f = £ pre vhodné &.

Ukéite, ze pre kazdé z v NLP X plati [|z|| = max{|f(z)|; f € X', ||f]| < 1}.

Nech st 21,...,%, € X linedrne nezévislé. Potom existuji fi,...,f, € X’

tak, ze fi(z;) = d;; (tzv. biortogonalna postupnost’). Dokazte.

Ukazte tiez, ze pre dané f1,..., f,, € X’ linedrne nezdvislé existuji z1,...,x, € X
tak, ze fi(z;) = di;.

Nech X = L*((—1,1)), A = {f € BUC((-1,1)); f(0) = a}, B = {f €
BUC((—1,1)); f(0) = B}, a # [B. Potom st A, B konvexné a disjunktné, ale nedaji
sa od seba oddelit’ spojitym linedrnym funkciondlom v X. Dokéazte. (Navod: A, B si
husté v X, takze pre 0 # f € X' st f(A), f(B) husté v IK. Ukdazte, ze dokonca plati
f(A) = f(B)=K,)

T stact, aby X bol LKP (vid dodatok T)
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Duéal k H-priestoru X sa da pomocou Rieszovej vety o reprezentacii
stotoznit’ so samotnym priestorom X; kazdej forme F € X’ pritom zod-
povedd prvok zp € X nasledujicim sposobom: F(x) = (x,zp) pre kazdé
x € X. Podobne dudl k priestoru LP(X, u), 1 < p < oo, sa da stotoznit’
s priestorom L4(X, ) (kde 1/p+1/q =1; ¢ = +00 pre p = 1) nasledovne:
(L) — L9 : F — gp, kde F(f) = [y fgr dup pre kazdé f € LP.

Kazdy B-priestor X mozeme prirodzenym sposobom vnorit’ do jeho
druhého dudlu X" = L£(X’,IK); ide o zobrazenie Q : X — X" : x +— Qg,
kde Q.(f) = f(x) pre f € X'. Zobrazenie @ je izometria, t.j. ||Qz| = ||z]-
Priestor X sa nazyva reflexivny, ak plati Q(X) = X”. Kazdy H-priestor
a kazdy uniformne konvexny B-priestor je reflexivny. Specidlne, priestory
LP a WkP si reflexivne pre 1 < p < oo (v pripade priestoru LP(X, E)
musi byt tiez priestor E reflexivny). Naproti tomu priestory L, L> a BUC
reflexivne nie su.

Reflexivita je topologickd vlastnost’ (t.j. nezavisi na volbe konkrétnej
(ekvivalentnej) normy ako napr. uniformna konvexita) a reflexivne priestory
maju cely rad dolezitych vlastnosti. V reflexivnom priestore je kazda kon-
vexnd uzavretd ohranicend mnozina K kompaktna v tzv. slabej topolégii
(vid’ dodatok I), odkial’ napr. plynie, ze l'ubovolnd spojitd forma f : X — IR
nadobuda na K svoje infimum i supremum a kazdé x € X méa v K prvok
svojej najlepSej aproximacie. Nadobuidanie infx f sa da v reflexivnom pries-
tore dokazat’ aj pre nelinearne spojité funkcionaly f : X — IR, ktoré su
konvexné (t.j. f(Az + (1 —XN)y) < Af(x) + (1 —A)f(y) pre A € (0,1)).

Nech X = BUC((0,1),R) a nech

e K=B={feX;|f|<1}, F(f :fl/zft dt—f11/2f(t)dt
o K—{f B f0)=f(1)=0}, F(H) = [ 0

e K={feB; f(57)=0prekazdé n € N}, F(f)= > 2%]‘(%).
nem

Ukéazte, ze vo vsetkych troch pripadoch plati F' € X’, K je konvexnd, uzavreta

a ohranicend, ale F' nenadobida na K svoje infimum ani supremum. Podla Rieszovej vety
o reprezentdcii (vid' dodatok II) zodpoveda funkciondlu F' kone¢nd Radonova miera pip.
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Comu sa rovné pup v uvedenych troch pripadoch ?

Polozte dalej K = {f € B; f(0) = fol f(t)dt =0} a ukdzte, ze funkcia f(t)=t nemd
v K prvok najlepsej aproximécie (vid’ tiez priklad 20.)

S vyuzitim Rieszovej vety o reprezentéacii a Hahn-Banachovej vety ukéazte, ze

pre dané n € IN existuje (koneénd Radonova) miera p, na intervale [0, 1] tak, ze P'(0) =
1
f 0 P dyu,, pre kazdy polyném P stupna < n. Ukazte dalej, Ze neexistuje (konetnad Rado-

nova) miera p na [0, 1] tak, aby P’(0) = f 01 P du pre T'ubovolny polyném.

4. KOMPAKTNOST V NLP

Kompaktnost’ je jeden zo zdkladnych pojmov vo funkciondlnej analyze.
Kompaktné mnoziny maju niektoré dolezité vlastnosti, napr. spojita funk-
cia na kompaktnej mnozine nadobida svoje infimum, v metrickom pries-
tore z kazdej postupnosti prvkov v kompaktnej mnozine mozno vybrat
konvergentni podpostupnost’ (¢o sa ¢asto vyuziva pri roznych limitnych
prechodoch).

Podmnozina M B-priestoru X je relativne kompaktna prave vtedy,
ked’ je totalne ohranicend, t.j. pre kazdé € > 0 existuje koneé¢nd mnozina
Me C M tak,ze (Vo € M)(Jze € Me)||lx—ze|| < . Mnozina Mg sa potom
nazyva e-siet’ mnoziny M. Pretoze v IK" je kazdé ohrani¢end mnozina
totalne ohranicend, je kazdd ohrani¢ena uzavretd mnozina v IK"™ kompakt-
na. V nekone¢norozmernom B-priestore toto tvrdenie (bohuzial) neplati:
jednotkovd gul'a B nie je nikdy kompaktnd. To je dosledok tzv. Rieszovej
lemy, podla ktorej pre kaZdy uzavrety podpriestor Y C X, Y # X, a kaz-
dé ¢ > 0 existuje prvok © € B tak, Ze dist(z,Y) = ylél}f/”l' —yl|l > 1—e.
(V H-priestore zrejme staci zvolit' z L Y, ||z|| = 1.)

Dokaz: Zvolme x € X\Y. Z uzavretosti Y plynie, ze d = dist(z,Y) > 0. Zvolme

ye €Y tak, aby d < ||z —ye| < d(1+¢) a polozme ze = (z —ye)/||x — yel||. Potom z¢ € B
a pre lubovolné y € Y dostavame

1
re —y|| = ||z — (ye + yllz —vel))|| = >1—c¢,
| | Hx—ngH ( L H}H a1 +2)
cy
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odkial plynie tvrdenie Rieszovej lemy.
Ak teraz zvolime postupnost’ x,, € B tak, ze ||z, — .|| > 1 — € pre kazdé n # m,
potom {z,}, nie je totdlne ohrani¢end, takze B nie je kompaktna.

Nech je X separabilny H-priestor s ortonormdlnou bazou {e,}. Podla vyssie
dokézaného nie je gula B = {z € X; > |(z,e,)[* < 1} kompaktnd. Ukézte, ze mno-
zina K = {z € X; |[(z,en)| < 1/n Vn € IN} je kompaktnd. (Navod: Nech je e > 0

oo 1 n
a zvolme n tak, aby ) > = < e’. Mnozina M" = {z = Y c;e;; |¢;| < 1/i} je ohrani-
=n-+1 =1

¢end mnozina v konec¢norozmernom priestore, takze je totalne ohranicena a méa konec¢nu
e-siet’ MZ. Ukazte, ze ML je 2e-siet mnoziny M ). Uvedomte si, ¢o toto tvrdenie znamend
napr. v pripade priestoru L?((0,27)): ukdzte, Zze pre f € BUC((0,27)) s vlastnostou
£(0) = f(2m) plati [(f, en)| < V27| fllgycr /0, kde e () = ™ /2.

Nech je 1 < p < oo a nech M C /P je ohranicend. Ukazte, ze M je relativne
kompaktnd prave vtedy, ked

lim <Sup{z |zg|P s x € M}) =0.
k=n

Kompaktné mnoziny v priestoroch BUC a LP sa daju charakterizovat’
nasledovne:

e (Arzela-Ascoli) Nech je (K, p) kompaktny metricky priestor. Mno-

zina M C BUC(K) je relativne kompaktnd prave vtedy, ked’ je ohrani-

cend a funkcie f € M su rovnako spojité, t.j.
(Ve > 0)(30 > 0)(Vf € M)(Vo,y € K)o(x,y) <d = [f(z)—f(y) <e

e (Riesz) Nech je Q2 C IR" otvorend a By, = {z € R"; |x| < k}. Mnozi-
na M C LP(Q) je relativne kompaktnd prave vtedy, ked’ je ohranicend
a pre f € M plati
() [[flzr\By) — 0 pre k — oo rovnomerne v M

(i) |f(- +h) = fllzr() — O pre || — 0 rovnomerne v M

Kompaktnost' v priestore X = L?(IR") sa da tiez niekedy ukézat’ pomocou nasledu-
jiceho kritéria (Rellich): Nech F :R" — IRT je meratelns, F(z) — oo pre |z| — oo.
Potom je mnozina M = {f € X;||f| < 1,|F-f]| <1,|F- f]| <1} kompaktnd v X (f je

Fourierova transformadcia f).
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Nech si X, Y B-priestory. Zobrazenie f : X — Y sa nazyva kompakt-
né, ak zobrazuje ohranicené mnoziny v X na mnoziny, ktoré su relativne
kompaktné v Y. Podpriestor priestoru £(X, YY) tvoreny vsetkymi kompakt-
nymi linedrnymi zobrazeniami budeme znacit’ (X, Y). D& sa ukazat, ze
ide o uzavrety podpriestor, takze je to opat’ B-priestor.

Ak je X G Y a prislusné vnorenie je kompaktné, budeme pisat’ X CG Y.

[52] Ukaite, ze priestor K(X) = K(X, X) je ideal priestoru £(X), t.j. AB, BA €
K(X) pre kazdé A € K(X) a B € L(X).

Ak je © C IR" ohraniCend oblast’ s lipschitzovskou hranicou (vid [KJF]),

potom sa dé dokdzat’, ze pre k < n/p resp. k = n/p resp. k > n/p je priestor W*P(Q)
kompaktne vnoreny do priestoru L?(2) resp. L"(2) resp. BUC*¥(Q2), kde 1/q > 1/p—k/n

resp. r € [1,00) resp. a < k —n/p. Dokédite, ze W12((0,1)) CG. BUC((0,1)).

Riesenie: Nech je M c W12 = WH2((0,1)) ohranicend vo W12 t.j. |[fll1i2 < C
pre kazdé f € M. Z vnorenia W2 G, BUC*'/? (vid priklad 34.) potom plynie, ze M je
ohranicend v BUC®'/? (takze tiez v BUC) a teda

sup p1/2(f) = sup sup (@) = Fw)l C,

feMm fEM xy |~”U - y|1/2

odkial’ plynie, ze funkcie f € M su rovnako spojité. Podla charakterizacie relativne kom-
paktnych mnozin v BUC je mnozina M relativne kompaktnd v BUC((0,1)).

Ukézte, Ze pre otvorenti ohrani¢eni mnozinu 2 C R"™ je BUC () CG. BUC(Q).
D4 sa ukdzat), 7e pre 0 < v < X < 1 plati BUCKA(Q) CG. BUC* V() a v pripade B-pries-
torov E CG, F tiez BUC*(Q, E) CG. BUC* (), F) (kde Q moze byt Tubovolny kompakt-
ny metricky priestor).

Ak je € priestor s kone¢nou mierou a 1 < p < g < oo, potom z Holderovej
nerovnosti plynie vnorenie L7(2) G LP(Q2). Ukdazte, ze vnorenie L7((0,1)) G. LP((0,1)),

n—1

1 < p < g < o0, nie je kompaktné. (Navod: Polozte f,, = xa4,,, kde A, = U (%, 2’;:1).
k=0

Potom je {f,}, ohrani¢end mnozina v L%, ale neplat{ ||f,(- + h) — f|lLp — 0 pre h — 0

rovnomerne v n.)

@ Ukdzte, ze zobrazenie A : BUC((0,1)) — BUC((0,1)) definované predpisom
(Af)(x) = [ f(s)ds je kompaktné. (Navod: A =To B, kde B:BUC — BUC' : f— Af
je spojité a I : BUCt — BUC : f — f je kompaktné.) Podobne sa d4 napr. ukazat, ze

ak pre f € L*(Q2) (kde  C IR" je ohrani¢end oblast’ s “rozumnou” hranicou) ozna¢ime
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Af € L*() (slabé) riesenie okrajového problému Au = f v €, u = 0 na hranici 99,
potom je A kompaktné zobrazenie (A = 1o B, kde B: L?> — W22 T:W?22cq L?).

Ak mé obor hodnot R(A) = {y; (3x) Az = y} zobrazenia A € L(X,Y) konec-
ni dimenziu, potom je A € K(X,Y). Dokazte.

Zobrazenie A : (2 — (2 : (21, 29,...) — (21, :%2, 2—3, ..) je kompaktné.
(Néavod: Zobrazenie A, : (2 — (% : (11, x2,...) — (71, %, e x—n, 0,0,...) je spojité a ko-
n

nec¢norozmerné, teda kompaktné. Ukdzte A, — A v L(X) a vyuzite uzavretost’ K(X).)

Zobrazenie A € K(£?) sa teda d4 aproximovat’ kone¢norozmernymi spojitymi zob-
razeniami. Takuto vlastnost’ ma kazdé kompaktné zobrazenie A : X — Y, pokial je Y
separabilny H-priestor (staci, ak ma Y tzv. Schauderovu bazu, ¢o plati napr. pre priestory

WkP a [P 1 < p < co). Pre obecny (separabilny) B-priestor Y toto tvrdenie neplati.

Nech si Qx C IR"™ a Qy C IR™ ohrani¢ené otvorené mnoziny, nech X =
LP(Qx), Y = Li(Qy) a K € L"(Qy x Qx), kde r = max(p’, q) a p’ je exponent dudlny
k p (t.]. 1/p + 1/p’ = ) Potom je zobrazenie Ax : X — Y definované predpisom
(A f)(y f e () dx kompaktné.

Uk4zte jednoduchsie tvrdenie: ak Qx = Qy = (0,1) C R, K € BUC((0,1)?), X =
Y = BUC((0,1)), potom je Ax : X — X kompaktné. (Navod: Vyuzite charakterizdciu

kompaktnych mnozin v priestoroch BUC a rovnomernu spojitost’ jadra K.) Dalej ukézte,
ze ak K(y,x) =1/y, t.j. (Axf)(y / f(x)dx, potom A € L(X)\K(X).
Dokézte tiez, ze ak X = L?((0,00)) a A : X — X je dané predpisom (Af)(t) =
¢
% /0 f(s)ds,potom A € L(X)\K(X). (Navod pre dokaz nekompaktnosti: Zvolte f,(z) =

27" pre x € (227,22 f (x) = =271 pre x € (22711, 227%2) f, (x) = 0 ind¢. Ukaite,
7e {fu}n C L? je ohrani¢end, ale {Af,}, nemd koneénii e-siet.)

Ak st X resp. Y H-priestory s ortonormdlnymi bazami {e, } resp. {f3}
a A € L(X,Y) spliiuje podmienku ||| A]||® = 3 [(Aeq, f5)|* < oo, potom

a,B

sa A nazyva Hilbert-Schmidtovo zobrazenie (¢islo ||| A ||| nezédlezi na kon-
krétnej vol'be ortonormalnych baz). Kazdé Hilbert-Schmidtovo zobrazenie
je kompaktné, pretoze sa da aproximovat’' v £(X,Y) konetnorozmernymi

zobrazeniami tvaru Ax = > (-, eq) Aeq, kde K je konecna indexova mno-
acK

zina (dokézte !). Typickym prikladom Hilbert-Schmidtovho zobrazenia je
integralny operator A : L?(Q2) — L?*(Q) definovany predpisom (Af)(z) =
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Jo K(z,y)f(y)dy, kde K € L*(Q x Q) (2 mdze byt abstraktny priestor

s mierou). Hodnota ||| A ||| sa pritom rovnd norme jadra K v L*(Q x Q).

Nech A : 2 = 0?2 : (z1,29,...) — (z ,ﬁ,x—g,....UkéZtejeA'ekom akt-
(12,0 = (@1, 5, =) je komp

né, ale nie je Hilbert-Schmidtovo zobrazenie.

5. UZAVRETE ZOBRAZENIA

Nech su X,Y dva B-priestory a A je linedrne zobrazenie z priestoru X
do priestoru Y s definiénym oborom D(A). Symbolom AN (A) budeme znagcit’
mnozinu {x € X ; Ar=0}, symbolom R(A) budeme znaéit’ obor hodnot
zobrazenia A, t.j. mnozinu {y € Y'; (Jr € X) Az=y}.

Ak je A spojité zobrazenie D(A) — Y a D(A) je husty podpriestor X,
potom sa dé A jednoznacne rozsirit’ na zobrazenie A € L£(X,Y) (dokézte;

vyuzite hustotu D(A) a rovnomernt spojitost’ A).
1 .
Nech X =Y = L*R") a (Af)(&) = W / f(@) e @9 dg pre f €
]Rn

D(A) = LY(IR™) N L?(IR") (Fourierova transformdcia). Uk&zte, Ze uvedenym predpisom
sa A nedd korektne definovat’ pre f'ubovolné f € L2 (R™). Dalej ukazte, ze A je spojité
a D(A) je husty v X, takZe sa A d& rozsirit’ na spojité zobrazenie celého priestoru L?(IR").

Ak chceme vysetrovat’ diferencidlny operator ako zobrazenie v jednom
B-priestore (napr. z dovodu jeho spektrdlnej analyzy), potom obycajne
nevystacime s pojmom spojitého linearneho zobrazenia, pretoze takyto ope-
rator je typicky priklad neohrani¢eného (=nespojitého) zobrazenia. Tieto
operatory vsSak casto maju cely rad dolezitych vlastnosti, ktoré obecné li-
nearne zobrazenia nemaji. Preto sa zaviddza pojem uzavretého zobraze-
nia; tieto zobrazenia predstavuji dostatocne Siroku triedu pre vySetrovanie
mnohych diferencidlnych (a inych) operatorov a pritom maja vela zo spo-
minanych dolezitych vlastnosti.

Zobrazenie A sa nazyva uzavreté, ak je jeho graf, t.j. mnozina G(A) =

{(z,Ax); © € D(A)}, uzavretd podmnozina kartézskeho stcinu X x Y. Ak
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zobrazenie A nie je uzavreté, ale ma uzavreté rozsirenie (t.j. existuje uzav-
reté zobrazenie A : D(A) — Y tak, ze D(A) C D(A) a Az = Az pre kazdé
x € D(A)), potom definujeme jeho uzaver A ako jeho najmensie uzavreté
rozsirenie, t.j. graf G(A) zobrazenia A je uzdver grafu G(A). Ak je A uzavre-

té zobrazenie s defini¢cnym oborom D(A) a D je linedrny podpriestor D(A)

s vlastnostou A = A/p (t.j. A je uzdaverom svojej restrikcie na priestor D),
potom povieme, ze D je jadro (anglicky core) zobrazenia A. Jadro zrejme
nemusi byt’ jednoznacne urcené.

Kazdé zobrazenie A € L(X,Y) je uzavreté. Naopak plati nasledu-
juca veta o uzavretom grafe: ak je A : X — Y wuzavreté a D(A) = X,
potom A € L(X,Y) (stéle pritom predpokladdame, ze X a Y si B-pries-
tory). Dosledkom tohto tvrdenia je tiez veta o otvorenom zobrazeni: Ak je
A: X — Y uzavreté, prosté a R(A) =Y, potom A=t € L(Y, X).

Ak je A : X — Y uzavreté, potom jeho graf G(A) = {(x,Azx); x €
D(A)} s normou ||(z, Az)|| = ||z||x + ||Ax||y je B-priestor. Linedrne zobra-
zenie B : X — Y s definitnym oborom D(B) obsahujicim D(A) sa nazyva
A-ohranicené (resp. A-kompaktné), ak je zobrazenie By : G(A) — Y :
(x, Ax) — Bax spojité (resp. kompaktné). Budeme pisat’ B < A, ak je B
A-ohranicené. V tomto pripade zrejme existuji kladné konstanty a,b tak,
ze || Bz|ly < a|lAx|y + b||x||x pre kazdé x € D(A). Ak v tejto nerovnosti
mozeme zvolit’ a < 1 (resp. a < 1), budeme pisat’ B <1 A (resp. B <1 A);
ak mozeme zvolit’ a 'ubovolne malé (kladné), budeme pisat’ B <z A.

Nech X =Y =C([0,1]), D(A) = {f € X; existuje f'(0)}, Af = f'(0). Ukézte,
ze A:D(A) — K nie je uzavreté ani nemd uzavreté rozsirenie. (Navod: Uvazujte f,(t) =
max(0,t — 1) a ukdzte f,, — f € D(A), Af, — 0, ale Af #0.)

Nech X = C([0,1]), (Af)(t) = @ pre f € D(A) = {f € X ; existuje konetns

ft)

lim T} Ukazte, ze A: X — X je uzavreté zobrazenie.
t—0+

Nech X = C([0,1]), D(A) = C*([0,1]) = BUC((0,1)) C X, A: X — X : f
f’. Potom je A uzavreté zobrazenie. Dokdzte.

Nech je A: X — Y uzavreté a B € L(X,Y) resp. B € K(X,Y). Ukdzte, ze je
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B potom nutne A-ohranic¢ené resp. A-kompaktné.

Zobrazenie Au = u” je uzavreté zobrazenie v X = L?((0,1)) s hustym defini¢-
nym oborom D(A) = W22((0,1)). Zobrazenie Bu = «' v L?((0,1)) s definicnym oborom
D(B) = W2((0,1)) je A-kompaktné, ale neplati B € £(X). Dokézte.

Ak zvolime D(A) = {u € W22((0,1)); u(0) = v’ (0) = 0} a pre u € D(A) definujeme

(Bu)(t) = 1%, kde 8 < 2, potom je opat’ A uzavreté zobrazenie a B je A-kompaktné.
Dokazte.

Nech st A: X — Y, B:Y — Z uzavreté zobrazenia. Uk&zte nasledujice
tvrdenia:

e Ak je B prosté, B~! € L(Z,Y), potom je BA: X — Z uzavreté.
e Ak je A spojité, R(A) C D(B), potom je BA spojité.

Nech je A uzavreté zobrazenie, B <; A. Ukazte, ze potom je tiez zobraze-
nie A+B (s definitnym oborom D(A)) uzavreté. D4 sa predpoklad B <; A zoslabit’ na
B =<7 A? (Navod pre rieSenie otazky: Volte A tak, aby D(A) # X a polozte B = —A.)

Nech je A : X — Y prosté zobrazenie, A=t € L(Y,X). Nech B < A, pricom
konstanty a,b mozeme zvolit’ tak, aby b||A~!|| + a < 1. Ukdzte, ze potom je A+B uzav-
reté, prosté a (A + B)~! € L(Y,X). Naviac (A+ B)™! € K(V,X), ak A~! € K(Y, X).
(Navod: K dokazu uzavretosti pouZite predoslé cvicenie. Ak oznaéime R = —BA™!
potom z nasich predpokladov plynie R € L(Y), HRH < 1. Dalej plati A+ B = (I — R)A,
takze (A+ B)"' =AY (I-R)~!, kde (I - R)"' =3~ RFe L(Y))

Nech X =Y = L?((0,1)), c € [0,1], Af = f" a Bf = f(c) pre f € WLP((0,1)).
Ukézte, ze B <¢ Aprep>1, B < A prep=1.

Nech X = L?(IR") a nech je A X-realizdcia operatora A, t.j. Au = Au pre
u € D(A) = {u € X; Au € X}. Da sa ukdzat, ze D(A) = W22(IR") a ze A je uzavreté
zobrazenie. Ukazte, ze zobrazenie I : X — X : u +— u nie je A-kompaktné. (Navod: Nech
0 # ¢ € D(A) mé nosi¢ obsiahnuty v mnozine {x € R" ; |z| < 1}. Polozte ¢, = ¢(-+ney),
kde e; = (1,0,0,...,0), a ukdzte, ze {¢,} je ohrani¢ena v grafovej norme zobrazenia A,
ale nie je relativne kompaktnd v X.)

[72] Pre f € L'((0,27)) a n celé polozme f(n /f e dt (4. f(n) je

Fourierov koeficient funkcie f). Definujme B-priestor ¢, ako priestor tych postupnosti

komplexnych ¢isel {z,}2° __, pre ktoré je konetnd norma ||z|| = sup|z,| a pre ktoré
n

naviac plati | l‘im z, = 0. Ukéite, ze zobrazenie F : L' — ¢, : f +— f = {f( )] S
n|— oo

je prosté spojité a linedrne a k nemu inverzné zobrazenie F~! nie je spojité. (Navod:
Linearita a spojitost’ F si jednoduché. Pri dokaze N (F) = {0} vyuzite hustotu linedrneho
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obalu funkeif {e"*} v L?((0,2n)). Nespojitost F~': uvazujte f,(t) = > e’ a ukdite,

k=—n
ze H]/”;HCO =1, ale || ful|1 — o0.) Ako doésledok vety o otvorenom zobrazeni dostavame,
ze zobrazenie F nie je surjektivne (R(F) # ¢, ), takze existuje {z,} € ¢, tak, ze z, nie st
Fourierove koeficienty ziadnej funkcie f € L1((0,27)).
Nech si X, Y B-priestory, dim X = oo, a nech je A € IC(X,Y") prosté. Ukézte,
ze potom R(A) # Y. (Navod: Ak R(A) =Y, potom podla vety o otvorenom zobrazeni je
A=t e L(Y, X), takze [ = A1 A € K(X), ¢o nie je mozné.)

6. KOMPLEXIFIKACIA

V nasledujucich kapitolach je vela vysledkov uvedenych len pre kom-
plexné B-priestory. Aby sa tieto vysledky dali pouzit’ aj v pripade realneho
priestoru, uvedieme si v tomto odstavci sposob, ako mozno realny priestor
a prislusné linedrne zobrazenia ,, komplexifikovat’”.

Nech je X realny B-priestor. Oznacme X¢ priestor X x X so s¢itanim

a nasobenim skaldrom A\ = a + i3 € C definovanym nasledovne:

(z1,y1) + (22, 92) = (21 + 22,91 + ¥2)
Mz, y) = (ax — By, Br + ay)

Prvok z = (z,y) € X¢ sa d4a reprezentovat’ v tvare x + iy, takze priestor X
mozeme povazovat’ za IR-linearny podpriestor komplexného priestoru Xg.

Ak v priestore X¢ definujeme normu predpisom

|zllc = sup |Re(e’®z)|= sup ||lzcosa+ysinal,
0<a<27 0<a<27

potom je X¢ B-priestor a vnorenie X G, X¢ je (redlna) izometria. Podobne
ak je X redlny H-priestor so skaldrnym stcinom (-, -), mozeme v X¢ defi-
novat’ skaldrny sucin (-, ) predpisom

(& + iy, u+iv)g = (z,u) + (y,v) +i((y,u) — (2,v)).
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Ak su X, Y dva redlne priestory a A : X — Y je linedarne zobrazenie,
definujme zobrazenie A¢ : X¢ — Yo : (x + iy) — Az + iAy. Potom je Ag
C-linedrne zobrazenie a Ag(X) C Y. Naopak, pre kazdé C-linedarne zobra-
zenie A : X¢ — Y¢ existuju jediné IR-linearne zobrazenia A, As : X — Y
tak, ze Ax = A1x+iAsx pre kazdé x € X, pricom sa jednoducho overi A =
(A1)e + i(A2)@, takze priestor vietkych C-linedrnych zobrazeni X¢ — Y
je vlastne komplexifikdcia priestoru zobrazeni tvaru Ag, kde A : X — Y
je IR-linedrne zobrazenie. Dalej plati A € L(X,Y) <= A¢ € L(X¢, Ye)
a pri stotoznen{ zobrazeni A a Ag tiez L(X¢,Ye) = (L(X,Y)), takze
Specidlne (X¢) = (X')¢ a (Ag) = (4)¢.

@ Nech je A : X — Y IR-linedrne zobrazenie. Ukézte, ze A je uzavreté (resp. kom-
paktné) prave vtedy, ked’ je zobrazenie Ag : X¢ — Yg uzavreté (resp. kompaktné).
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