SAMOADJUNGOVANE ZOBRAZENIA

Samoadjungované (=samozdruzené) zobrazenia v H-priestore tvoria
vyznamnu triedu operatorov. Tieto zobrazenia maju dolezité vlastnosti
(existencia spektralneho rozkladu a prislusného funkéného kalkulu, genero-
vanie C?-semigrup unitarnych zobrazeni) a pritom reprezentuji vel'a ope-
ratorov v matematickej fyzike (napr. hamiltonidny v kvantovej mechanike).
Dokazat’ samoadjungovanost’ (najmé neohraniceného) zobrazenia vsak nie
je vzdy uplne jednoduché a to je jeden z dévodov, preco tomuto pojmu

venujeme celd kapitolu.

1. ADJUNGOVANE ZOBRAZENIA V B-PRIESTOROCH

Nech si X, Y B-priestory a A : X — Y linedrne zobrazenie s hustym
definicnym oborom D(A). Pre g € Y’ definujme zobrazenie f, : D(A) —
K :z+— g(Az) a oznacme D(A’") = {g € Y'; f, je spojité}. Pre g € D(A’)
mozno zrejme prislusni formu f, jednoznacne rozsirit’ na formu f;, e X'
Adjungované zobrazenie A’ : Y/ — X’ k zobrazeniu A definujeme pre
g € D(A") predpisom A'g = f;, t.j. plati (A’g)(z) = g(Ax) pre kazdé
r € D(A)ageDA).

Zobrazenie A’ je vzdy uzavreté (dokazte !), ale nemusi mat’ husty de-
finicny obor (takze zobrazenie A” nemusi byt’ vzdy definované).

Pre A€ L(X,Y) plati A" € L(Y', X7), ||A"]| = ||A||, a tiez
AeK(X,)Y) — A eKY' X).

Nech A : IK" — K™ je reprezentované maticou (a;;). Ukdzte, ze A" : K™ — K"
je reprezentované maticou (az;).

Nech A : 01 — (' : (x1,29,...) — (z2,73,...). Ukédzte, ze zobrazenie A’ sa d4

reprezentovat’ ako zobrazenie £ — £*° : (y1,y2,...) — (0,y1,Y2,...).

@ Nech X =7, 1 <p<oo,nech A: X - K, Az = >z, pre z = (z1,2,...) €
k=1

D(A) = £ NP, Potom D(A’) # {0} len pre p = 1. Dokdzte. Je A uzavreté ?
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Nech je A zobrazenie v ¢! definované predpisom Az = (w1,2w2,3x3,...) pre
r = (11,72,...) € D(A) = {z € ¢*; Az € (*}. Ukdzte, ze A je uzavreté zobrazenie
s hustym definiécnym oborom, ale zobrazenie A’ nemd husty defini¢ny obor.

Nech je A: X — Y uzavreté zobrazenie s hustym definicnym oborom a nech je

priestor Y reflexivny. Ukéazte, ze potom mé A’ : Y’ — X' tiez husty defini¢ny obor.

Riesenie: Nech D(A’) # Y’. Z Hahn—Banachovej vety a reflexivity Y plynie, Ze exis-
tuje 0 #£ y, € Y tak, ze y'(y,) = 0 pre kazdé y' € D(A’"). Pretoze graf G(A) € X x Y
je uzavrety podpriestor neobsahujici bod [0,y,], existuje podla Hahn-Banachovej vety
funkciondl 2] = [2],y1] € X' xY’' = (X xY)’, ktory oddeluje tieto dve konvexné mnoziny,
t.j. x)(z) + vy (Az) = 0 pre kazdé = € D(A), z1(0) + vi(vo) = y1(yo) # 0. Z rovnosti
y1(Az) = —) (z) plynie y; € D(A’), ¢o je viak v spore s volbou y,.

@ Nech A, B: X — Y anech je D(A)ND(B) husty v X. Dokazte, ze potom plati
A’ + B" C (A+ B)'. Ukazte tiez, ze pre B € L(X,Y) plati A’ + B’ = (A+ B)’, pricom
pre vieobecné B rovnost’ nastat' nemusi. (Navod: Uvazujte B = —A, D(A") #Y".)

Nech X =Y = LP((0,1)), (Af)(t) = fot f(s)ds. Ukézte, ze zobrazenie A’ sa
d4 reprezentovat’ ako zobrazenie Lp/((O, 1)) — Lp/((O, 1)):g— G, kde G(t) = ftl g(s)ds
al/p+1/p =1.

Ak je M resp. N podpriestor priestoru X resp. X', ozna¢me M° = {f € X';
f(x)=0Vz € M} resp. N° ={x € X; f(x)=0Vf € N}. Nech je A: X — Y linedrne zob-

razenie s hustym definicnym oborom. Ukézte, ze plati N(A) € R(A")°, N(A") = R(A)°,
R(A") C N(A)°, R(A) C N(A')°.
Dalej plati tzv. Banachova veta: Ak je A : X — Y wzavreté zobrazenie s hustym

definicnym oborom, potom su nasledujice vyroky ekvivalentné:

e R(A) je uzavrety

e R(A) je uzavrety

e R(A)=N(A)°

e R(A)=N(A)°

Dosledkom tejto vety je tiez nasledujuce tvrdenie: Nech A : X — Y je uzavreté,

D(A) = X. Potom R(A) =Y <= (A7 je spojité.

@ Nech je A € L(X,Y), X reflexivny. Ukazte, ze R(A’) je husty v X’ prave vtedy,
ked je A prosté. (Navod: Pre dokaz implikdcie = pouzite predoslé cvicenie; pri dokaze
obrdtenej implikacie ukézte, ze z predpokladu N(A) = {0} a reflexivity X plynie tiez
N(A") = {0} a potom opéat’ pouzite predoslé cvicenie.)

Dokézte tiez, ze predpoklad reflexivity je nutny. (Navod: Polozte X = (!, Az =
(x1,22/2,23/3,...).)
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2. ADJUNGOVANE ZOBRAZENIA V H-PRIESTORE

Nech je X H-priestor so skalarnym su¢inom (-,-) a A : X — X li-
nedrne zobrazenie s hustym definicnym oborom D(A). Pre y € X polozme
fy :D(A) - K : z— (Az,y) a oznacme D(A*) = {y € H; f, je spojité}.
Pre y € D(A*) mozno funkciondl f, rozsirit' na f; € X' aten sa dd pomocou
Rieszovej vety o reprezentécii reprezentovat’ prvkom z,, t.J. f;/(x) = (x, zy)
pre kazdé x € X. Adjungované zobrazenie A* : D(A*) — X definuje-
mel predpisom A*y = z,, takze pre kazdé x € D(A) a y € D(A*) plati
(Az,y) = (x, A"y).

Ak oznac¢ime R : X — X' : x — (-,z) (R je izomorfizmus priestorov
X a X'), potom zrejme plati A* = R™1A’'R, takze vietky tvrdenia platné
pre adjungované zobrazenia v B-priestoroch sa vd’aka tomuto vzt'ahu medzi
A" a A* daju jednoducho preformulovat’ pre adjungované zobrazenia v H-
priestore. Specidlne, zobrazenie A* je uzavreté.

Dalej sa dd ukézat, ze D(A*) je husty v X (t.j. existuje A**) prave
vtedy, ked’ ma A uzavreté rozsirenie. Potom plati A = A**.

Zobrazenie A sa nazyva symetrické, ak A C A* (t.j. G(A) C G(A"),
kde G(A) C X x X je graf zobrazenia A). Zobrazenie A sa nazyva samo-
adjungované, ak A = A*.

Symetrické zobrazenie A sa nazyva zdola ohranicené, ak existuje
a € IR tak, ze pre kazdé = € D(A) plati (Ax,z) > afz|*. Ak je A zdola
ohrani¢ené konstantou o = 0 (resp. a > 0), potom sa A nazyva nezdporné
(resp. kladné).

Nech A : IK" — K" je reprezentované maticou (a;;). Potom je A* reprezen-
tované maticou (ay;).

Nech X = L%((0,1)), (Az)(t) = fot x(s)ds. Potom (A*y)(t) = ft y(s)ds.
Dokazte.

f Adjungované zobrazenie A* sa da zrejme definovat’ aj pre zobrazenie A : X — Y,

kde X, Y st dva (rézne) H-priestory; my to vSak v dalSom nebudeme potrebovat.
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Nech A, : 02 — 2 : (z1,22,...) = (Tni1, Tnyo,...). Ukdzte, ze A,z — 0 pre
kazdé z, ale A} x 4 0 pre ziadne x # 0.

Nech je A € L£(X) samoadjungované. Ukazte, ze plati ||A|| = sup{|(Az, x)|;
ol < 13 v

Riesenie: Oznatme o = sup{|(Azx, z)|; ||z|| < 1}. Zrejme plati o < ||A||. Dalej plati

ARe(Az,y) = (Al +y),z+y) — (Alx —y),z —y) < a(llz +y|* + [z — y|*) ,

[All = sup{[(Az,y)|; [|=]| < 1, |lyll < 1}. Zvolme Tubovolné z,y, |z < 1, |ly| < 1.
Potom pre vhodné g € C, || = 1, plati (Azx,y) = G|(Ax,y)|, takze

[(Az,y)| =(Az, By) < T(lle + Byl* + [l — By]?)
=5 (I +118y11?) = Sl + ly) <

odkial’ plynie ||A| < a.

Nech A € £(X). Ukazte, ze A= Ay + 1Ay, kde A1, Ay € L(X) st samoadjun-
gované. (Navod: A; = %(A ) = 1(A* - A). )

[15] Nech X = L2(M = [, K y) dy, kde jadro K € L2(M x M)
je symetrické (t.j. K(z,y) = ﬁ) Potom je A € IC( ) samoadjungované. Dokazte.

Nech X = L2((0,1)), Af = if’ pre f € D(A) = W, ?((0,1)) = {f €
W12((0,1)); £(0)=f(1)=0}. Dokézte, ze A je uzavreté symetrické zobrazenie, D(A*) =
W2((0,1)).

Riesenie: Nech f € D(A), g € W2((0,1)). Potom plati (Af,g) = fol if'gdx =

fol fig' dz, takze [(Af, 9)| < |Ifllz2llgllwr.2, teda g € D(A*), A*g = ig’. Odtial plynie, ze
A je Symetrické a WhH2((0,1)) € D(A*). Zvolme teraz f'ubovolné g € D(A*) a oznaéme
fo (A*g)(s)ds. Pre kazdé f € D(A) potom dostdvame

1

1 1
/U’?dw: (Af,g) = <f,A*g>=/fA—*gdw=—/f’§dx,
0 0

0

t.j. f f'hdxz =0, kde h = G—ig. Ak polozime Specidlne f;, (t) f h(x d:z;—tfol h(zx) dx
potom f, € D(A) a f; =h —c, kdec:fO h(z) dzx, takze

1 1
Hh—cH2:/f,g(h—c)dx:/f,'ﬁdx:(),
0 0
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tj. G —ig = h = ¢, g(t) = —i(fot (A*g)(z)dx — ¢), odkial' plynie g € W12((0,1)).
Rovnakym postupom mézeme ukazat! A** = A, t.j. A je uzavreté (tento fakt sa vsak da
dokézat’ aj priamo).

Nech su A, B zobrazenia s hustym definicnym oborom. Ukéazte, ze plati:

Ak A C B, potom B* C A*.

Ak je definiény obor zobrazenia AB husty, potom B*A* C (AB)*.

Ak je A prosté a jeho obor hodnot R(A) je husty, potom (A~1)* = (4*)~L.

Ak existuje uzéver A zobrazenia A, potom A* = (Z)*

Dokézte nasledujice tvrdenia:

e Ak je A symetrické a D(A) = X, potom je A samoadjungované a spojité. (Névod:
Samoadjungovanost’ je zrejmd z definicie, spojitost’ plynie z vety o uzavretom grafe.)

e Ak je A symetrické a R(A) = X, potom je A samoadjungované. (Névod: Ak
x € D(A*), potom existuje u € D(A) tak, ze A*x = Au, lebo A*x € X = R(A).
Pre kazdé v € D(A) potom plati (Av,z) = (v, A*x) = (v, Au) = (Av,u), takze
xr=u € D(A).)

e Ak je A samoadjungované a prosté, potom je inverzné zobrazenie A~! samoadjungo-
vané. (Navod: Nech z 1 R(A). Ukézte, ze potom nutne x € D(A*), A*x = Az =0,
takze v = 0, teda R(A) = D(A™!) je husty a (A~1)* je definované. Podla cvicenia
17 je potom (A71)* = (A*)"t = A1)

Pomocou désledku Banachovej vety (vid' cvicenie 8) dokazte nasledujice tvr-
denie: Ak je A uzavreté a kladné, potom je R(A*) = X. (Navod: Z uzavretosti A plynie
A = A**. Pretoze ||Az| - ||z|| > (Az,x) > af|z||?, je zobrazenie A™! spojité. Pouzite
spominany désledok na zobrazenie A*.) Miesto kladnosti A zrejme stacilo predpokladat
Re(Ax,x) > al|x|]?.

Zo spektralneho rozkladu samoadjungovanych zobrazeni (vid’ nasledujica kapi-
tola) plynie toto tvrdenie: Ak je A nezdaporné samoadjungované zobrazenie, potom existuje
jediné nezdporné samoadjungované zobrazenie A%, pre ktoré (A/?)2 = A. Ak naviac
plati A € £(X), potom tiez A/2 € £L(X). Obecne zrejme plati D(A) C D(AY?); ukiite,
7e rovnost’ D(A) = D(A'/?) nastiva len pre A € L£(X). (Névod: Najprv ukédzte, ze
z rovnosti uvedenych definiénych oborov plynie R(A) C D(A) a potom vyuzite predosly
priklad.) Da sa ukazat’ (J. von Neumann), ze pre lubovolné uzavreté zobrazenie A s hus-

tym defini¢nym oborom je zobrazenie A*A samoadjungované a nezdporné a jeho definicny

1/2

obor je jadro zobrazenia A. Mozeme preto definovat’ zobrazenie |A| = (A*A)'/. Pritom

plati D(|A|) = D(A) a v pripade nezéporného samoadjungovaného zobrazenia A zrejme
|A| = A.
@ Zobrazenie U € L(X) sa nazyva ¢iastoénd izometria, ak je jeho restrikcia na

podpriestor N (U)1 izometria (t.j. [|[Uz| = ||z| pre kazdé = € N(U)1). Ak je A uzav-
reté, potom existuje jedind ciastoénd izometria U € L(X) tak, Ze A = U|A| a sicasne
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N(U) = N(A). Rozklad A = U|A| sa nazyva polarny rozklad zobrazenia A. N4jdite
polarny rozklad zobrazenia A : ¢? — (2 : (x1,x2,...) — (0,21, 22/2,23/3,...).

. N4jdite poldrny rozklad zobrazenia A : C? — C? reprezentovaného maticou
<_21 _12). (Riesenie: < (1)_01) ( % %))
D Prvok ¢ € X sa nazyva analyticky vektor zobrazenia A, ak ¢ € D(A™) pre

S . 1.2 p p . .
kazdé n € IN a naviac Z w < oo pre nejaké s > 0. D4 sa ukazat, ze uzavreté symet-

rické zobrazenie A je samoad]ungované prdve vtedy, ked md husti mnoZinu analytickijch
vektorov. Dokézte nasledujice tvrdenia:

e Zobrazenie A z prikladu 16 nemd nenulovy analyticky vektor. (Névod: Nech je
¢ analyticky vektor A, potom ¢ € C®((0,1)) a ™ (0) = 0 pre kazdé n. Dalej

12
= ||A"p|]? < m od istého n,
S 2n

t t
e D) = | / o) drl* <1 / ()P dr < e
0 0

| (n— 2) _ ’/ (n— 1) dT| <Cn(/ 1/2d’7')2 _ (§)2t3cn,

2n—2 n2 t 2n—1
indukciou |g0( )|2 S mt2n lcn < ? (g) — 0 pre n — o0 a t < S,
takze p(t) = 0 pre t < s. Opakovanim tohto postupu dostdvame ¢ = 0.)

e Nech X = ¢% s ortonormdlnou bézou {e, }, Ae,, = ne,,, D(A) = {z; > |n{z, e,)[* <

oo}. Potom je A samoadjungované a plati A = A/ D, kde D je priestor konec¢nych

linedrnych kombindcii vektorov fy ,», = , kde a(k,m) €

2k—|—m n2+a(k
n=k+m

(0,1/2) volime tak, aby a(ki,m1) # a(ks, me) pre (k1,m1) # (ka,me), k,m € IN.

Dalej plati D N D(A2) = 0, takze v D neexistuje analyticky vektor A.

Nech je A samoadjungovany operdtor ndsobenia funkciou ¢(z) = = v L?(IR),
t.j. Af = of pre f € D(A) = {f € L*(R); ¢of € L*(IR)}. Ukazte, 7e existuju jadrd D1,
D, zobrazenia A tak, ze D1 N Dy = {0}.

Nech je A uzavreté zobrazenie s hustym defini¢cnym oborom a nech A*A C AA*.

Ukézte, ze potom je A normadlne, t.j. A je uzavreté zobrazenie s hustym definicnym
oborom a A*A = AA*.

Riesenie: Zobrazenie A*A je samoadjungované (vid' cvicenie 20), takze s vyuzitim
cvicenia 17 dostavame AA* = A**A* C (AA*)* C (A*A)* = A*A.
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Nech je A normdlne a prosté a nech je R(A) husty. Ukézte, ze potom je
zobrazenie A~! normélne.

Riesenie: (A_l)*A_1 = (A*)
AT (AT

Uzavreté zobrazenie A s hustym definicnym oborom je normalne prave vtedy,
ked D(A) = D(A*) a stcasne ||Az| = ||A*z|| pre kazdé x € D(A). Ukazte implikdciu <=.

Riesenie: Pre z,y € D(A) plati

—1 —1 —1

A = (AA) T = (ArA) T = Ai(an)T =

Az, Ay) =(A(z +y), Az +y)) — (Alz —y), A(z —y))
+i{A(z +1y), Az + 1y)) — i{A(z — dy), Az —iy))
=[A@@+ Yl —... = |47 @+ Yl ... = 44"z, A%y),

takze pre © € D(A*A) = D(AA*) ay € D(A) dostavame (A*Az,y) = (Az,Ay) =
(A*z, A*y) = (AA*x,y), odkial plynie A*A = AA*.

Nech A € £(X). Ukézte, ze A je unitarne (t.j. AA* = A*A = I) préve vtedy,
ked je A izometria (t.j. ||Az|| = ||z|| pre kazdé x € X).

Nech je A normalne zobrazenie. Ukézte, ze potom existuje unitarne zobrazenie
U tak, ze plati A = U|A| = |A|U. (Ndvod: V polarnom rozklade A predefinujte ¢iastocni
izometriu pre x € N(A) = N(4%) = N(JA|) = R(JA))*+ = R(A)L; pre takéto = polozte
Uz =uz.)

3. ROZSIRENIA SYMETRICKYCH ZOBRAZENI

Nech je A symetrické zobrazenie v komplexnom H-priestore X. Zob-
razenie A\l — A (kde A € €) budeme skratene zapisovat’ ako A — A. D4
sa ukdzat, ze dimenzia priestoru N'(A — A*) = R(A — A)* je konstantnd
pre ImA > 0 (resp. ImA < 0); tdto dimenzia sa nazyva index defektu
zobrazenia A a oznacuje sa ny (resp. n_). Oznaéme Ky = N(+i — A*)
(tzv. defektné priestory zobrazenia A) a nech M.y st uzavreté podpriestory
priestorov K4+ a U : My — M_ je izometria. Definujme zobrazenie Ay
s definicnym oborom D(Ay) = {¢ + v+ + Uy ;¢ € D(A), oy € M}
predpisom Ay (p+e¢4+ +Ups) = Ap+ipy —iU w4 . Potom plati nasleduji-
ce tvrdenie (J. von Neumann): Ak je A uzavreté symetrické zobrazenie,
potom je Ay wuzavreté symetrické rozsirenie zobrazenia A. Vsetky uzav-

reté symetrické rozsirenia A pritom mozno dostat’ tymto sposobom. Ako
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dosledok dostavame, ze samoadjungované rozsirenie symetrického zobraze-
nia A existuje prave vtedy, ked’ si priestory K a K_ izometrické; v pripade
separabilného H-priestoru X je tento poziadavok zrejme ekvivalentny pod-

mienke ny =n_.

Nech je A symetrické zobrazenie v priestore komplexnych funkcii a nech pre
kazdé o € D(A) plati p € D(A), Ap = Ap (= funkcia komplexne zdruzens k Ayp). Ukézte,
ze potom existuje samoadjungované rozsirenie zobrazenia A.

Riesenie: Ak ¢, € K. = R(—i — A)*, ¥ € D(A), potom (p7, (i — A)) =
{oq,(—i—A)Y) = 0, takze p; € R(i — A)t = K_. Analogicky plati p— € K, pre
p_ e K_,takze U : K, — K_ : ¢+  je izometria K na K_.

Nech X = L2((0,1)), Af = Aof =if', D(A) = {f € W2((0,1)); f(0)=f(1)
=0}, D(A,) = {f € WH2((0,1)); af(0)=£(1)}, kde |a] = 1. Potom je A uzavreté, symet-
rické zobrazenie, pre jeho adjungované zobrazenie plat{ D(A*) = W12((0,1)) (vid priklad

16). Ukézte, ze zobrazenia A, su (jedinymi) samoadjungovanymi rozsireniami zobrazenia
A. (Névod: Defektné priestory A si K1 = {cexp(+z); ¢ € C}, ny = n_ = 1, izometrie
U:K; — K_ sidané predpisom U(e*) = be™*, kde |b| = e.)

Nech X = L*((0,00)), Af = if’, D(A) = {f € W"2((0,00)); f(0)=0}.
Ukézte, ze A je symetrické, ale nemd samoadjungované rozsirenie. (Névod: ny # n_)

Nech X = L2((0,1)), Af = Aif = —f", D(A) = {f € W>?((0,1)); f(0)=
FO)=f1)=f"(1)=0}, D(A1) = {f € W*?((0,1)); f(0)=f(1), f'(0)=f"(1)} alebo D(A;)
={f € W22((0,1)); a1 f(0) + a2 f'(0) = by f(1) + baf'(1) = 0}, kde ay,as,by,bs € R,
la1| + |az| # 0 # |b1| + |b2|. Ukazte, ze A je uzavreté symetrické zobrazenie s adjungo-
vanym zobrazenim A*f = —f" D(A*) = W22((0,1)), ny = n_ = 2 a zobrazenie 4; je
samoadjungované rozsirenie A.

Nech X = L?((0,00)), D(A) = D((0,00)) (= priestor hladkych funkcif s kom-
BETAN

7 )

¢ € C}, ny =n_ = 1. Pre samoadjungované rozsirenie plati opat’ A;f = —f”, pricom
D(A;) = {f € W22((0,00)); f'(0) + af(0) = 0} pre vhodné a € IR alebo D(A;) = {f €
W22((0,00)); f(0)=0}. Dokézte. Ukazte tiez, ze D(A) = {o € W22((0,00)); »(0)=¢'(0)
=0}.

Nech X = L%((0,0)), D(A) = D((0,0)), Af = —f" + Vf, kde V : (0, 00) —

R je spojita funkcia. Ukdazte, ze A je symetrické zobrazenie a ny = n_ (vyuzite priklad

paktnym nosicom v (0,00)), Af = —f”. Potom je A symetrické, K1 = {cexp(

30). D4 sa ukédzat’ (vid' [RS, §X.1]), ze podmienka n, =n_ = 0 (t.j. A je samoadjungova-
né) je splnend napr. pre V majice nasledujice dve vlastnosti

(i) V(x)>32%/4 pre v <¢

(ii) existuje kladnd C'-funkcia M : (0,00) — IR takd, ze floo M(x)~Y2dx = oo,
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V > —M, a funkcia M'(z)- M(x)~3/? je ohrani¢end pre x — oo.
@ Nech st A, N symetrické zobrazenia s definiénym oborom D, nech je N samo-
: . —1/2
adjungované, (N, @) > |loll?, [|A¢|| < [Nl a [(Ap, No) — (N, Ap)| < d[N " "¢]|? pre
vhodné ¢,d > 0 a kazdé ¢ € D. Ukazte, ze pre indexy defektu zobrazenia A plati nyo =0,

t.j. zobrazenie A je samoadjungované.

Toto tvrdenie umoznuje napr. dokdzat’ samoadjungovanost’ uzaveru zobrazenia Hy =
—Ap +V - ¢ definovaného pre ¢ € D(IR") C L?*(IR") za predpokladu, Ze potencil
V : R" — IR sa dd napisat’ v tvare V; + Vs, kde Vi(z) > —ax? — b, Vi € L2 _(IR")
(t.j. Vi/K € L*(K) pre kazdi kompaktni mnozinu K C R") a Vo € LP(IR"), kde p >
max(%,2), p> 2 pre n =4 (vid [RS,X.38]).

(Navod pre dokaz ny = 0: Najprv ukazte, ze D(N) C D(A) a ze uvedené nerovnosti

platia pre kazdé ¢ € D(N). Z prikladu 19 plynie R(N) = X, takze $pecidlne pre kazdé
¥ € D(A%) existuje ¢ = (N) "'y € D(N) € D(A). Plati (1, ¢) = (Nip, ) = [N |2,

[Tm (A, o)| =2 [(w, A"p) — (A%, )| =

N = N

_ — - d —1/2
(A, Np) = (N, Ap)| < SN ol*
. v | a2 L B
takze Im((£A* +id)y, o) > §||IN " ¢/, t.j. ne =0.)

7, vyssie uvedeného plynie, ze pokial samoadjungované rozsirenie sy-
metrického zobrazenia existuje, potom nie je jednoznacne urcéené. Ak je
vSak A symetrické, zdola ohranicené zobrazenie, potom sa da ukazat’ exis-
tencia jediného samoadjungovaného rozsirenia zobrazenia A s istymi do-
datocnymi vlastnostami. Predpokladajme teda, ze zobrazenie A je symet-
rické a zdola ohranicené konstantou « a pre ¢ € D(A) polozme |[|p||% =
(Ap, ) + (a+1)]|p||*>. Potom je (D(A),] - ||a) NLP a jeho ziplnenie X 4
sa da spojito vnorit’ do priestoru X. Existuje jediné (tzv. Friedrichsove)
samoadjungované rozsirenie A zobrazenia A s vlastnostou D(fl) C Xua;
toto zobrazenie je naviac zdola ohranicené konstantou a.

Ak je A kladné zobrazenie, potom st nasledujice 4 tvrdenia ekvivalentné:
1. A je samoadjungované
2. R(A) je husty
3. N(A*) ={0}
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4. A ma jediné zdola ohranicené samoadjungované rozsirenie

Nech X = L%(0,00), D(A) = D((0,00)), Ap = —¢" (vid priklad 34). Potom
plati D(A) = {f € W22((0,0)) ; ©(0) = 0}. Dokézte. (Navod: Uvedomte si, ze || - || 4 je
norma priestoru W12((0,00)), takze X4 = {¢ € WH2; ©(0)=0}. Dalej vyuzite priklad
34.)

Nech X = L2((0,1)), Ap = —¢", D(A) = D((0,1)). Overte nasleduji-
ce tvrdenia: plati D(A) = {¢ € W22((0,1)); ¢(0)=¢(1)=0} a A je zdola ohranice-

né konstantou a = w2. Ak je A; samoadjungované rozsirenie A s definiécnym oborom

D(A1) = {p € W22((0,1)); ¢'(0)=¢'(1)=0}, potom je A; zdola ohrani¢ené konstantou «
—0; ak D(A1) = {p € W22((0,1)); p(0)= — (1), ¢’ (0)= — ¢'(1)}, potom opit’ a = 7°.
Vsetky samoadjungované rozsirenia A st zdola ohranicené, pretoze indexy defektu A su
konecné.

Nech X = L2(IR"), D(H) = D(R"), H = —A+V, kde potencial V : R — R
je zdola ohrani¢end funkcia, ktora patri do priestoru L2 _(IR"), t.j. V/K € L?(K) pre kaz-

loc

di kompaktnid mnozinu K C IR". Potom pre dostatoc¢ne velké ¢ > 0 je zobrazenie H+c
kladné a N'((H+c)*) = {0}, takze H-+c (a teda aj H) je samoadjungované zobrazenie (vid
napr. [RS,X.28]). Dokéazte toto tvrdenie za predpokladu n = 1.

4. PERTURBACIE SAMOADJUNGOVANYCH ZOBRAZENI

Nech st A, B husto definované linearne zobrazenia v H-priestore X.
Pripomenme, ze piseme B < A, ak je B A-ohranicené, t.j. D(A) C D(B)
Bo|| < allAp|[+bll¢ll.

Ak moézeme v tejto nerovnosti zvolit' a < 1 (resp. a < 1), piSeme B <1 A

a existuji a, b € IR tak, ze pre kazdé ¢ € D(A) plati

(resp. B <1 A); ak mo6zeme zvolit’ a l'ubovolne malé (kladné), piseme B <¢
A.

Jednou zo zédkladnych perturbacnych viet je tzv. Kato-Rellichova
veta: Ak je A samoadjungované, B symetrické zobrazenie a B <1 A, potom
je A+B samoadjungované. Ak je naviac A zdola ohranicené, potom je tieZ
A+B zdola ohranicené. Predpoklad B <1 A v tejto vete je pritom automa-
ticky splneny, ak zobrazenie B je A-kompaktné (potom dokonca B <¢ A).
Ak namiesto B <1 A predpokladame len B <; A, potom plati, Ze zobraze-
nie A+ B je samoadjungované.

Nech X = L2(R%), Hp = —Ap+V -, kde V: R® - R, V € L%(R®) +
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L*®(IR?) (napr. V(z) = _kv%’ 0<a<3/2),D(H)=D(-A)=W>2(R?). Potom je H
samoadjungované zobrazenie.

Riesenie: Zobrazenie Ap = —Agp s definiénym oborom D(A) = W22(IR?) je samo-
adjungované a zobrazenie By = V - ¢ je symetrické. Ukazeme, ze plati B <¢ A, takze
podla Kato-Rellichovej vety je H = A + B samoadjungované.

Funkcia V sa d4 napfsat’ v tvare Vi + Vs, kde V; € L*(IR?) a Vi € L>®(IR?). Ak polozime
Bip =Vip (i = 1,2), potom B = By + By, By € L(X), takze By <¢ A a staci dokdzat
By <¢ A. Z viet o vnoreni a ekvivalentnosti noriem plynie ||ul|poe < ¢||ully2,2 < (]| Aul||+

|u|]) pre kazdé v € W22(IR?) (kde ||ul| = ||ul|;2). Ak polozime pe(z) = ep(z), dostdvame

IVi-ll <IVill - llellzee = [Vl - llvellne <
<cdWill - (1Agell + lleell) =
=c[Vill - (Ve Dl + 72 ]igll)

odkial plynie By <¢ A.
Podobne sa dé tiez dokdzat’ samoadjungovanost H v L*(IR"), ak V € LP + L
ap>2,p>n/2

Dalsim perturbaénym tvrdenim je tzv. KLMN veta. Nech je A ne-
zdporné samoadjungované zobrazenie a 3 symetrickd kvadratickd forma na

Q(A) = D(JA|Y?) (t.j. B: Q(A) x Q(A) — C je linedrna v prvej premennej

a B(p, ) = B, ¢)) spliujica odhad |B(p, )] < alAp, ) +bllp|* pre
vhodné a < 1 a kazdé ¢ € D(A). Potom existuje jediné samoadjungované
zobrazenie C, pre ktoré Q(C) = Q(A) a (Cyp,p) = (AY2p, AV/2) +
B(p, ) pre kazdé v, € Q(C). Naviac C je zdola ohrani¢ené konstantou
—b a plati D(C) = {p € Q(C); [(Cp,¥)| < c[|[¥]| Vi € Q(C)}.

Nech X = L%(R), Af = —f", D(A) = W>2(R). Potom plati Q(A) =

WH2(IR) G. BUC(R) a ak polozime B(p,%) = (0) - ¥(0) pre ¢, € Q(A), potom st
splnené predpoklady KLMN vety, pretoze pre ¢ € D(A) plati

B, ) =1(0)]* = |e(0)]* < cllellZyi e =
1
=c(llel® + lleel®) = e(elle' I + < llel*) =

C
:€C<A§07§0> + EHSOH2 )
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kde pg(x) = p(exz). Existuje teda jediné samoadjungované zobrazenie C tak, ze Q(C) =
Q(A) a (Co, ) = (AV2p, AV29) + B, ) = [[g ¢'¢ dz + ¢(0)9(0); formdlne Cp =
—¢"" +3§-p, kde § je Diracova funkcia. Ukazte, ze neplati D(A) C D(C') ani D(C) C D(A).

Riesenie: Nech ¢ € D(A), ¢(x) = 1 pre |z| < 1. Zvolme ¢ € D(IR) s nosicom
v intervale [—1,1], 0 <1 < 1, ¥(0) = 1 a polozme 9, (z) = v/ny(nzx). Potom v,, € Q(A)
a (Cp, ) = [ —¢"¥n dz+¢(0)9,(0) = v/n. Keby ¢ € D(C), potom v/ = (Cp,1,) <
1Cll - [|vnll < V2[|Cepl|, ¢o nie je mozné, takze ¢ € D(A)\D(C).

Nech dalej ¢, € D(R), @o(z) =1 pre |z| < 1ap(z) = (1+ l—;')goo(a:) Potom zrejme
v € Q(A)\D(A) a pre kazdé ¢ € Q(C) dostavame

oo 0
|<Cso,¢>!=|%/ %de—%/ %de/ <1+%">%M+m
0 - R

o

0o 0
-5 [ ey [ g [ @l <.
0 - R

o0

takze p € D(C).
Poznamka: Pomocou KLMN vety mozno tiez napr. korektne definovat’ samo-

adjungované zobrazenie H = —A+V v L? (]R3) pre potencialy V € R+ L (]Rg), kde V €
V(@) V()
B e me = op RCH
0 < a<2(vid [RS,X.19]). Zapis H = —A +V je vSak v tomto pripade formalny, pretoze
nemusi platitt D(H) = D(A) N D(V), ako tomu bolo v pripade Kato-Rellichovej vety.

dx dy < co. Specidlne mozeme zvolit' V (z) = pre
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