SPEKTRUM
LINEARNEHO ZOBRAZENIA

Pri studiu linedrneho zobrazenia A : X — X ndam casto pomoze, ak
vieme toto zobrazenie rozlozit’ na jednoduchsie zobrazenia. Ak napr. existu-
ju uzavreté podpriestory X7, Xo C X tak, ze XN Xo = {0}, X1+ Xo =X
a pritom A(X;) C X;, ¢ = 1,2, (t.j. priestory X7, X s A-invariantné),
potom zobrazenie A mozeme pisat’ v tvare A = A; @ As, kde A; = A/ x, :
X; — X; ,i=1,2. Ak je X konetnorozmerny priestor (nad C), potom
pri vybere vhodnej bazy mozeme A reprezentovat’ maticou v Jordanovom
kanonickom tvare, ktord nam poskytuje rozklad na zobrazenia prislusné
jednotlivym Jordanovym bunkam: A = A1 & ... D Ag, kde A; je reprezen-

tované maticou tvaru

Ai 10 0
0 N\ 1 0
0O 0 O i

a A; je vlastné cislo zobrazenia A. 7 linedarnej algebry plynie, ze pries-
tor X; prislusny zobrazeniu A; sa uz nedd d’alej rozlozit’ na A-invariantné

podpriestory. Ak oznac¢ime P; projekciu na priestor X;, potom zrejme plati

kde zobrazenie A;-\; je nilpotentné, t.j. (A; — A\;)™ = 0 pre vhodné n.
V pripade, ze A je symetrické, je A reprezentované Jordanovou maticou,

ktorda je diagondlna (jej bunky maju velkost’ 1), takze A m& tvar A =
k

> X\iP; a zobrazenie A; predstavuje ndsobenie ¢islom );. Tento rozklad
i=1

umoznuje tiez jednoduchy funkény kalkulus pre zobrazenie A, napr. plati

k ko1
At =S anp, ATl=3% /\—Pi (ak A\; # 0 pre kazdé 7).
i=1 i=1 A
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NaSou snahou v tejto kapitole bude urcit’ spektrum (t.j. analég k mno-
zine vlastnych ¢isel) zobrazenia A aj v nekone¢norozmernom pripade; pre
samoadjungované zobrazenie tiez uvedieme tvrdenie o jeho spektralnom
rozklade a o jeho unitarnej ekvivalencii s operatorom nasobenia.

Spektralny rozklad mozno urobit’ tiez pre normélne zobrazenia (vid
napr. [R2]) a pre niektoré d’al'sie typy zobrazeni (tzv. spektralne operatory,
vid’ [DS]). Vo v8eobecnom pripade sa dé otdzka rozkladu zobrazenia ¢asto
riesit’ aspon Ciasto¢ne: podla toho, ¢i sa nam podari (urc¢it’ a) rozlozit’ jeho

spektrum (vid’ §1).

1. SPEKTRUM A REZOLVENTA

V celej kapitole o spektre linedrneho zobrazenia budeme predpokladat’,
ze X je B-priestor nad C a A je uzavreté linearne zobrazenie v X s definic-
nym oborom D(A). Operator A\ — A : z — Az — Az (kde A € C) budeme
strucne zapisovat’ ako A — A. Povieme, ze ¢islo A € C patri do

e rezolventnej mnoziny o(A), ak je zobrazenie A — A prosté, jeho obor
hodnot R(A— A) je husty v X a k nemu inverzné zobrazenie (A — A) ™1
je spojité

e spektra o(A), ak nepatri do rezolventnej mnoziny

e bodového spektra op(A), ak zobrazenie A — A nie je prosté. Cislo

A sa potom nazyva vlastné ¢islo zobrazenia A, 'ubovolny nenulovy

prvok priestoru N'(\) := NM(XA — A) sa nazyva vlastny vektor zob-

razenia A a dimenzia priestoru A'(\) sa nazyva (geometrickd) nésob-

nost’ vlastného ¢isla A. Algebraicka nasobnost’ vlastného cisla A je
dimenzia priestoru |J N ((A — A)%).
k>0

e spojitého spektra oc(A), ak je zobrazenie A — A prosté, jeho obor
hodnoét je husty, ale zobrazenie (A — A)~1! nie je spojité

e zbytkového spektra or(A), ak je zobrazenie A — A prosté, ale nema
husty obor hodnot.
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Nech X = C", A € £(X). Potom z linedrnej algebry plynie oc(A4) = or(A) = 0,
t.j. spektrum A sa skladd len z vlastnych ¢isel. Ak zobrazenie A reprezentujeme maticou
v Jordanovom kanonickom tvare, ahko zistime, Ze pocet vlastnych ¢isel sa rovnd n (=
dimenzia priestoru X ); kazdé vlastné ¢islo vSak pritom musime zapocitat’ tolkokrat, aké je
jeho algebraickd nasobnost. Napr. pre spektrum zobrazenia A reprezentovaného maticou

1 1.0 0 0 0 O
01 100 0O
001 00 0O
0001 1 0O
00001 0O
0000 0 20
0 000 0 0 2

plati o(A) = {1, 2}, pricom geometrickd nasobnost’ oboch vlastnych ¢isel je 2, algebraicka

nésobnost’ vlastného ¢isla A=1 je tiez 2. Dalej plati
4=dimN((1—A4)?) <dimN((1 - 4)%) = dim((1 - A)*) =5

pre kazdé k > 3, takze algebraicka nasobnost’ vlastného ¢isla A=1 je 5.

Nech A € o(A). Potom R(A — A) = X a teda (A — A)~! € £(X). Dokéite.

Riesenie: Nech A € g(A), y € X. Pretoze R(A — A) je husty v X, existuji x,, € X
tak, ze (A — A)x, — y. Zo spojitosti (A — A)~! teraz plynie cauchyovskost’ postup-
nosti x, = (A — A)~'(\ — A)zx,, takze x, — = pre vhodné = € X. Dalej plati Az, =
Aty —(A—A)x,, — \r—y az uzavretosti zobrazenia A dostdvame x € D(A), Ax = Az —y,
tjoy=A—Ax e R(A—-A).

Nech X = C([0,1]) = BUC((0,1)), (Az)(t) = x'(t).

(i) Ak D(A) = {x € C*([0,1]); z(0) = 0}, potom o (A) = 0.

(ii) Ak D(A) = C*([0,1]), potom op(A) = C.

(iii) Ak D(A) = {z € C*([0,1]); #(0) = z(1)}, potom o(A) = op(A) = {27in; n celé}.
Vo vsetkych troch pripadoch je A uzavreté zobrazenie.

Nech X = LP(—m,7), p < oo, Ax = 2/, D(A) = {x € WP (-7, 7); x(—7) =
x(m)}. Potom je A uzavreté zobrazenie s hustym definicnym oborom a o(A) = op(A4) =
{in; n celé}.

Nech X; = BUC(R), X5 = L'(R), X3 = LP(R), 1 < p < oo a nech A, je
Xj-realizécia diferencidlneho operatora Az = 2/, t.j. D(Ax) = {x € Xi; Az € Xi}
(k=1,2,3). Potom o(Ay) = op(A1) = or(A2) = 0¢(A43) = iR.

[6] Nech Rt = [0,+00), X1 = BUC(RT), Xo = LP(RY), p > 1 a Ay je Xy
realizdcia Ar = z’. Potom o(Ay) = op(A1) = {A; ReA < 0}, op(A42) = {A; Re X < 0},
oc(A2) = iIR.
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Nech X = L*(R"), ¢ : R" — C je spojitd funkcia a M, je X-realizdcia
operdtora nasobenia funkciou ¢, t.j. M, f = ¢f. M, je uzavreté zobrazenie s hustym defi-
niénym oborom (tzv. maximalny multiplikativny operdtor), o(M,) = R(p), or(M,) =0,
op(My) ={X € C; u(¢~*(N)) > 0}, kde u je Lebesgueova miera v IR". Naviac pre redlnu
funkciu ¢ je zobrazenie M, samoadjungované. Dokéazte.

Mnohé diferencidlne operdatory v X su prostrednictvom Fourierovej transformécie
unitarne ekvivalentné s maximalnymi multiplikativnymi operatormi, ¢o umozinuje jedno-

duché urcenie ich spektra. Napr. operdtor D; = % ; je unitdrne ekvivalentny s M, pre
o(x) = xj, takze o(D;) = oc(D;j) = R. Podobne o(—A) = oc(—A) = RT. Ukézte, 7e
odtial napr. plynie, Ze tloha Au = f v L?(IR") m4 riesenie len pre hustd mnozinu pravych
stran f € L?(IR™).

Pouzite Fourierovu transforméaciu F tiez v nasledujicich prikladoch:

e Nech u € L}(IR"), X = L3(R"), Af = u* f (konvolicia). Potom je A spojity li-
nedrny operator v X so spektrom rovnym uzaveru mnoziny {(27)"/2Fu(¢); € € R™},
pricom Fu € BUC(IR"™) a Fu(&) — 0 pre || — oc.

e Nech X = L?(IR). Polozte (T'p)(z) = p(z+a), kde a > 0, a ukdzte, ze T' je unitdrne
zobrazenie so spektrom o(T) = oc(T) = {\; |\ = 1}.

[9] Dokszte, ze pre adjungované zobrazenie platf o(A") = o(A). (Navod: Dokazuj-
te o(A") = 0(A) a pouzite pritom Banachovu vetu o zobrazeniach s uzavretym oborom
hodnét. Pripomefime, ze D(A’) nemusf byt husty.) Dalej ukdzte, ze or(A) C op(4’) C
or(A)Uop(A). (Navod: N(A—A") =R(A— A)°.)

Podl'a cvicenia 2 je pre A € o(A) zobrazenie R(\, A) := (A—A)~! prvok
B-priestoru £(X). Vektorovd funkcia R(-, A) : o(A) — L(X) : A — R(\, A)
sa nazyva rezolventa. Plati nasledujice tvrdenie: o(A) je otvorend mno-
Zina a rezolventa je holomorfnd (analytickd) vektorovd funkcia. Dalej plati

(i) R\, A)R(pu, A) = R(u, A)R(N\, A) (komutovanie)
(ii)) R\, A)—R(p, A) = (u—A\)R(u, A)R(A, A) (rezolventna (Hilbertova)
identita)

Névod dokazu: Pre A € p(A) a p € C formalne plati

1 1 1 !
R(,UJ,A): ,UJ—A: ()\_A)_<)\_IUJ) - )\—A 1—))\\_:%
= RO A) Y (A=) RY(A 4)
k=0
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. . 1
pricom uvedend nekone¢nd suma ma zrejme zmysel pre |\ — u| < ————. Pre takéto

[1R(X, A
p polozte B, = R(A\, A) > (A—p)*R¥(X, A) a pomocou rozpisu pp— A = (p—A) + (A — A)
k=0

ukazte (un — A)B, = I, B,(p— A) = I/D(A)7 odkial' plynie p € o(A), R(u, A) = By,

a teda tiez holomorfnost’ rezolventy. K dékazu identity (i) resp. (ii) pouzite identitu
A=A (p—=A)=(p-AA-4)
resp. rozpis

R(A = A) = R(u, A) = R\, A)(p = A)R(p, A) = R(A, A)(A = A)R(p, A).

IE Nech su A, B uzavreté zobrazenia. Ukazte, ze potom plati
(i) Ak A € o(A) N o(B), potom R(\, A)(B— A)R(\,B) C R(A\,B) — R(\, A).
(ii)) Ak X € o(A), D(A) C D(B) a zobrazenie C' = (B — A)R(\, A) je spojité, ||C]| < 1,
potom \ € o(B), R(A\, B) = R(\, A) i CF.
k=0

Nech je A uzavreté zobrazenie, p(A) # (), a nech B € £(X). Potom plati: A
komutuje s B (t.j. BA C AB) prave vtedy, ked existuje A € o(A) tak, ze R(\,A)B =
BR(\ A), a to plati prave vtedy, ked pre kazdé A\ € o(A) je R(\,A)B = BR(\, A).
Dokazte. (Navod: Ak B komutuje s A, potom R(A\, A)B = R(\,A)B(A— A)R(A— A) =
R(M\, A)(N— A)BR(M\, A) = BR(A\, A). Ak B komutuje s R(A, A), potom BAR(M, A) =
BAR(MNA)—1)=(AR(MA)—I)B=AR(\, A)B=ABR(\, A), takze BA C AB.)

Nech je A uzavreté zobrazenie s hustym definiénym oborom a nech o(A) # ().
Potom je A™ uzavreté zobrazenie s hustym definicnym oborom. Dokazte.

Riesenie pre n = 2: Nech A € p(A), z € X a ¢ > 0. Potom existuje £ € D(A) tak,
ze ||x — Z|| < e. Pre y = (A — A)Z dalej existuju y, € D(A) tak, ze y, — y. Potom pre
zn = R\, Ay, plati 2, € D(A?), 2, — R(\, A)y = &, takie ||z — 2,|| < € pre velké n,
odkial plynie hustota D(A?).

Ak x, € D(4?), x, — x, A%z, — z, potom rozpisom A = A — X\ + \ dostdvame
Az, = —R(\, A) A%z, — Az, + N2 R(\, A)wy, t.j. Az, — y pre vhodné y, odkial vzhladom
k uzavretosti A plynie z € D(A), Ax = y, y € D(A), Ay = z, takZe tiez x € D(A?),

A%2x = 2, t.j. A? je uzavreté.

Nech je o1 ohrani¢end podmnozina o(A), ktord je zdroven uzavretd
i otvorend v o(A) (tzv. spektrdlna mnozina). Nech je I' kone¢ny systém
Jordanovych kriviek kone¢nej dizky oddelujici oy od o(A)\o1 (t.j. indpA =
1 pre A € 01 a indrA =0 pre A € g(A)\o1). Potom je zobrazenie P :=
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1
(27i
X1 = P(X),Xs = (I — P)(X), potom su priestory X1, Xs A-invariant-

né, zuzenie Ay zobrazenia A na priestor Xy je spojité linedrne zobraze-

/R()\,A) d\ spojitd projekcia v X, P(X) C D(A). Ak oznacime
r

nie v priestore Xy so spektrom o(A1) = o1 a ziZenie Ay zobrazenia A na
D(A) N Xy je uzavreté zobrazenie v Xo so spektrom o(As) = o(A)\o1.
Ak je $pecidlne o1 = { Ao} (izolovany bod spektra), potom md rezolventa

v okoli bodu A\, Laurantov rozvoj

P - Bk -
MA) = —— — ) (A= A)FCH!
ROA) = > e - S e
kde B=(A—X,)P, C= —21 , / ]j\(/\’;jl) dX a P je prislusnd spektrdlna
7TZ F - o

projekcia. Ak je A\, pdl rezolventy stupria v, potom A\, € op(A) a X; =
N((Ao —A)"), Xo = R((Ao — A)™) pre kaZdé n > v (¢fslo v sa nazyva
Rieszov index vlastného ¢isla \,).

1
Idea dokazu 1. casti tvrdenia: Oznacme f =5 f . Nech sa I'y, 'y dva systémy
i

Jordanovych kriviek spliiujice predpoklady tvrdenia a nech indpr, A = 0 pre A € I's,
indr, A =1 pre A € I'y. Potom plati

P = f f RO\ A)R(u, A) dpd\ = f ][ R“’A; — f(“’ A g

Iy s
') I'e
A A
:][][MdudA_f][MdAdu:fR(A,A)dA—ozP,
p—=A = A T
I'y To o I'y

takze P je projekcia. S vyuzitim posledného cvicenia v dodatku II dostavame dalej pre
reX

FARMN, A)zdr = F(ARN, A) — Dz dX = f AR(X, A)z d)

r r r

=A(f R\, A)zd\) = APz,
r
takze Px € D(A), AP € L(X). Pre z € D(A) plati tiez

APz = f AR\, A)zdX = f R(\, A)Az d\ = PAx
T T
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odkial plynie A-invariantnost’ priestorov X; a Xs.

A\ A
i ’)\) d\. Ak indr p = 0, potom pre z € X;
M_

Zvolme p € C\I' a polozme B = ][

r
plati

1
(u—A)Bx =B(p— A)x = ][<R()\7A)—|— —)\>zcd)\: Pr=x,
M J—
r
takze p € p(A1). Analogicky pre indpp = 1 a x € Xy (resp. ¢ € D(Az)) dostdvame
(bW — A)Bx = —x (resp. B(p — A)x = —x), takze pu € p(Az). Zvysok tvrdenia plynie
z rovnosti 0(A) = o(A;) Uo(Az).

Nech je A, izolovany bod spektra. Dokazte, ze pre zobrazenia P, B, C vysky-
tujuce sa v Laurantovom rozvoji rezolventy plati PC = CP =0, B= BP = PB, CA C
AC e L(X), A\ —A)C=P—1.

Nech je ), izolovany bod spektra a nech dimR(P) < oo, kde P = P()\,)
je spektralna projekcia prislusnd spektralnej mnozine o1 = {\,}. Ukdzte, ze potom je
Ao nutne pol rezolventy, a teda tiez A\, € op(A4). (Ndvod: Pre spektrum zobrazenia
D = (A—X,)/x, plati o(D) = {0}, pricom ide o zobrazenie v kone¢norozmernom pries-
tore X; = R(P). Odtial plynie D" = 0 pre vhodné n, takze B¥ = D* P = ( pre dostato¢ne
velké k.)

Nech je A matica z prikladu 1. Comu sa rovnd Rieszov index vlastnych ¢isel 1
a2? (=3 1n,=1)

Nech ma rezolventa R(-, A) izolovant singularitu v co. D4 sa ukazat’, ze této
singularita je odstranitelna (t.j. rezolventa je analytickd v co) prave vtedy, ked A € L£(X).
Ukazte, ze ak A ¢ £(X), musi ist’ dokonca o podstatnu singularitu, t.j. co nie je pdl rezol-
venty. (Navod: Nech je co pdl rezolventy, R(\, A) = \W*Ry + N¥"1Rp 1 + ..., kde k > 1,
Ry # 0. Potom AR\, A) = —1+ AR\, A) = =1+ IR +AF R, +. . ., takZe pre kazdé
r€ X a\— oo plati \TFTIR(\, A)z — 0 a A\TFIR(\, A)x) — Rpx. Z uzavretosti A
plynie Rz = 0, spor.)

Na zéaklade tvrdenia v predoslom cviceni definujme tzv. rozsirené spektrum
7(A) ako o(A) U {oo} pre A ¢ L(X) a polozme 5(A) = o(A) pre A € L(X). Ukazte, ze
pre prosté uzavreté zobrazenie A s hustym D(A) i R(A) plati A € 6(A) <~ ; ca(A™)
(kde kladieme 1/0 = oo, 1/00 = 0). Vyslovte a dokdzte tiez analogické tvrdenia pre op(A),

O'r(A) aac(A).
Nech X = L?*(IR), a € C, Rea < 0, a nech je pre f € X funkciay = Af € X

definovand ako riesenie diferencidlnej rovnice y' = ay + f, t.j. y(t) = f_too e“t=7) f (1) dr.

Ukazte, ze A je normadlne zobrazenie a 0(A) = o¢(A) = { ;T € ]R} U{0}. (Navod:

1T —
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Pomocou Fourierovej transformdcie ukazte, ze o(A™!) = oc(A™!) = {iz — a; v € R}
a potom s vyuzitim predoslého prikladu urcte o(A) a oc(A). Normalitu dokazujte tiez
najprv pre zobrazenie A1)

Pri urcovani spektra operatora (Af)(t) = f_too h(t — 7)f(7)dr, kde funkcia h ma

tvar h(t) = Zf:l ciexp(a;t) (Rea; < 0), sa dé tiez pouzit’ Laplaceova transformdcia
(vid’ [NS], §6.6).

IE Nech je o1 spektralna mnozina zobrazenia A a nech je P prislusnd spektralna
projekcia. Ukéazte, ze adjungované zobrazenie P’ je spektralna projekcia prislusnéd zobra-
zeniu A’ (a mnozine o1).

@ Nech je X pdl rezolventy a zaroven vlastné ¢islo A konecnej (algebraickej) na-
sobnosti. Potom plat{ dim N'(A — A) = dim N (A — A"), R(A— A) = N (A — A”)°. Dokézte.

(Névod: Nech X = X130 X5, A= A;®As je spektralny rozklad prislusny spektrélnej
mnozine o1 = {A}. Potom dimX; < oo, R(A—A4) = R(A— A1) ® RN — Ay) =
R(A— A1) & Xo, takze

dim N (A — A') =dim R(A — A)° = dim R(A — A;)°XD)
=dimN(A — A;) = dimN'(A — A) .

Dalej pouzite Banachovu vetu o zobrazeniach s uzavretym oborom hodnot.)

2. SPEKTRUM SPOJITYCH ZOBRAZENI

Ak je A € L(X), potom je o(A) neprdzdna kompaktnd mnozina. Ak
polozime r(A) = sup{|\|; A € 0(A)} (tzv. spektralny polomer), potom
plati r(A) = lim ||[A™||V/™ < ||A|. Ak je naviac X H-priestor a A je

samoadjungované, potom r(A) = || A]|.

Idea dokazu: Oznacme p = inf||A”||1/” < |All, s = limsup ||A"[|*/". K danému

n—oo

e > 0 zvolme m tak, aby |A™||Y/™ < o+ ¢ a polozme C = max ||A’||. Potom pre
0<i<m

n=pm+gq, 0<gq<m, dostavame |A"| < C(o+ ¢)P™, odkial jednoducho plynie
s<o+e, atedatiez s<p, Cize existuje lim|A™||'/" = o.
Ak |A| > o, potom podobne sa podobne ako v dokaze otvorenosti rezolventnej mnozi-

ny ukédze, ze existuje R(\, A) =X Z N t.j. r(A) < po. Dalej z tohto explicitného vy-
jadrenia R(A, A) plynie |R(\, A)|| — 0 pre |A| — oo, takze spektrum neméze byt préazdne
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(inak by totiz rezolventa musela byt podla Liouvillovej vety konstantnd, t.j. R(-, A) =0,
¢o nie je mozné).
Zvolme teraz R > r(A). Z jednoznacnosti Laurantovho rozvoja plynie, ze rad

1 A*
R(NA) = 5 Z F konverguje na kruznici |\| = R, takze
k=0

1
A" = || — n A < n+1 A
1471 = | 35 / VRO A dN|| < B max [ROLA)]

I\=R
odkial plynie p < R, a teda tiez o < r(A).

V pripade samoadjungovaného zobrazenia A plati |[|A| = sup [(Az,z)|, odkial
lzll<1

dostaneme | A2"|| = || A|12", takze r(A) = || A].

IQ_—H Nech X = ¢, A : (w1,72,23,...) — (72,23,24,...). Potom o(A) = {)\;
Al <1}, op(A) = {X; |A] < 1}, 0c(A) = {X; |A| = 1} a pre adjungované zobrazenie plati
A0 =4 (21,29, 23, ...) — (0,21, 22, ...), 0(A") = or(A") = {\; [N < 1}

Nech X = BUC((0,1)), (Af)(t) = tfol sf(s)ds. Ukazte, ze potom o(A) =
op(4) = {0,1/3},

Nech X = L*((0,1)), (Az)(t) = [; K(t,s)z(s)ds, kde K € L*((0,1)?). Potom
plati r(A) = 0 (zobrazenia s touto vlastnostou sa nazyvaju kvézinilpotentné). Dokézte
toto tvrdenie za dodatoéného predpokladu |K(¢,s)] < M. (Névod: Dokazte indukciou

M 2k 2
Sy 1t (s)2ds < L oangar jas /e — 0)

Ukazte, ze r(A) = 0 tiez v pripade X = C([0,1]) a K € C([0,1]?).

Nech A, B € L£(X) komutuji. Dokézte, ze potom r(A + B) < r(A) + r(B),
r(AB) < r(A)r(B). Platia tieto nerovnosti aj bez predpokladu komutovania A, B 7
(Névod: Uvazujte A = ((1) 8), B = (8 é))

Nech je X H-priestor, nech A € L£(X) je normédlny a r(A) = 0. Dokédzte, ze
potom A = 0. (Navod: ||[A*A|| =r(A*A) <r(A*)r(A) =0)

Nech je A uzavreté zobrazenie a nech je A, izolovany bod o(A). Ukdazte, ze
hlavna ¢ast’ prislusného Laurantovho rozvoja rezolventy konverguje pre I'ubovolné A # \,.
(Navod: r(B) = 0.)

[27] Nech Ay, A € £(X), Ay — A v L(X). Nech A, € 0(Az), Ae — A. Potom plati
A € 0(A). Dokéazte.

Opacné tvrdenie (ku kazdému A € o(A) existuju A\p € o(Ayg) tak, ze Ay — \) obecne
neplati, dokonca nemusi ani r(Ag) — 7(A). Dokézte platnost’ uvedeného obriteného
tvrdenia za dodato¢ného predpokladu, ze X je H-priestor a zobrazenia Ay, A si samoad-
jungované.
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Nech A, B € L(X). Potom 0(AB)\{0} = 0(BA)\{0}. Dokazte. (Ndvod: Ak
1€ o(AB), C = R(1,AB), potom (1 + BCA) = R(1,BA), takze 1 € p(BA).)

(i) Pouzite cvicenie 28 na dokaz neexistencie zobrazeni A, B € L(X) s vlast-
nostou [A, B] =1, kde [A, B] = AB — BA. (Navod: Ak AB — BA =1, potom 0(AB) =
o(BA+1) = o(BA)+ 1.) D4 sa dokonca dokazat), ze v nekone¢norozmernom priestore
pre Tubovolné K € K(X) neexistuji A, B € L(X) tak, ze [A, B] =1+ K, pricom v sepa-
rabilnom H-priestore si zobrazenia tvaru 1 + K jedinymi zobrazeniami, ktoré sa nedaju
napisat’ v tvare [A, BJ.

(ii) Existuji uzavreté zobrazenia vlastnostou [A, B]| = 1/p, kde D = D(AB)ND(BA)
je husty podpriestor X ? (Ndvod: Polozte X = L*(R), Af = f', (Bf)(z) = xf(x).)

(iii) Ukazte, ze ak pre A, B € L(X) plati [A, [4, B]] = 0, potom plati ([A4, B]) = 0.
(Navod: Pre C' € L(X) polozme AC = AC — CA, takze [A, B] = AB. S vyuzitim identit
N(BC)=AB-C+ B-AC a A?B = 0 dokazte identitu A"B™ = n!(AB)" a ti pouzite
na odhad [|(AB)™||*/™.)

Nech A € L£(X). Polozme

oappr(4) = {A; Fzn € X) [lznll =1, [[(A = A)zn | — 0}

(aproximativne bodové spektrum). Dokézte, ze plati:
(1) O'p(A) U Uc(A) C O'appr(A)
(ii) cappr(A) je uzavretd mnozina
Nech A € L£(X), U je okolie 0(A) v C a f : U — C je analytickd

funkcia. Potom mozeme definovat’ zobrazenie

F) = 5= [ FOOROL A ax

kde I' je 'ubovolny kone¢ny systém Jordanovych kriviek konecnej dIZky
s vlastnostou indrA =1 pre A € 0(A4), indrA = 0 pre A € C\U. Potom
plati

o f(A) e L(X)

e f+— f(A) je linedrne zobrazenie

o (f9)(A) = f(A)g(4)

. f()) = fo an A" ma okolf 5(4) = f(A) = fo an A" (v L(X))
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fn — f rovnomerne na okoli 0(A) = fn(4) — f(A) v L(X)
Flo(A)) = o(f(4))

F(A) = (£(4))

ak A, B € L(X) komutuji, f je analytickd v e-okoli o(A) a |A <e
pre kazdé \ € o(B), potom je f analytickd v okoli (A + B) a plati

fA+B) = 5 2B

n=0 n!

Podobne sa da definovat’ zobrazenie f(A) € L(X) aj pre neohrani¢ené
(t.j. nespojité) uzavreté zobrazenie A s neprazdnym p(A), ak je f analyticka

na okoli o(A) a v nekone¢ne. Tu plati

() = f I+—/f

271

E Dokézte prvych 7 tvrdeni o zobrazeniach f(A). V pripade dokazu (fg)(A) =
f(A)g(A) postupujte podobne ako v dokaze P? = P pre spektralnu projekciu.

E Nech A € L£(X) je kvazinilpotentné zobrazenie (t.j. 7(A) = 0) a nech existuje
funkcia f # 0 analytickd v okoli nuly tak, ze f(A) = 0. Potom je A nilpotentné, t.j. A™ =0
pre vhodné n. Dokazte.

Riesenie: Pre vhodné n plati f(\) = A"g(\), kde g(0) # 0. Potom A™ = (fg~1)(A) =
f(A)g~1(4) =0.

Nech A € £(X) a nech P(A) = 0 pre polyném P stupna n. Ukézte, ze potom

m& mnozina o(A) nanajvys n prvkov.

3. SPEKTRUM A KOMPAKTNOST

Nech je A € K(X). Potom pre 'ubovolné A # 0 je R(A — A) uzav-
rety a plati tzv. Fredholmova alternativa: bud’ R(A — A) = X alebo (vo
vylu¢ovacom zmysle) N (A—A) # {0}. Odtial (na zdklade vety o otvorenom
zobrazeni) plynie, ze kazdé A € o(A), A # 0, je vlastnym &islom zobrazenia,
A. Naviac sa da ukdzat’, ze kazZdé nenulové A € o(A) je izolovanym bodom

spektra, takze o(A) je nanajvys spocitatelnd mnozina.
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Nech A € K(X), 0 # A\, € 0(A) a nech P = P(),) je projekcia prislusnd
spektralnej mnozine {\,}. Ukézte, ze plati dimR(P) < oo, takze A, je pdl rezolventy
a vlastné ¢islo koneénej algebraickej nasobnosti a platia tiez tvrdenia cvicenia 20. (Navod:

P=t [ R A)ar= 1 (R()\,A)—
271 r 271 r

1

A) ir=—— [ Taro, A)an e k(x),

271 F)\

pretoze AR(X, A) € K(X).)
Nech X = £, A(xr,23,...) = (0,21, 5, 5.

0(A) = {0} a 0 nie je vlastnym ¢islom zobrazenia A. Porovnajte tento vysledok s cvicenim
14.

..). Ukézte, ze A € K(X),

[36] Nech ¢ € C([0,1]), A € C. Ukéite, ze plati: bud mé tloha

—u" + A\qu =f v (0,1)
u(0) = u(1) =0

pre kazdé f € C(]0,1]) jednoznaéné riesenie u € C%([0, 1]) alebo m4 homogénna tloha

—u"" + Aqu =0 v (0,1)
u(0) = u(1) =0

netrividlne riegenie. Co sa dd povedat’ o mnozine tych A € C, pre ktoré nastdva druhg
moznost’ ? (Névod: Reformulujte 1ilohu ako integralnu rovnicu.)

Nech A € £(X) a nech P(A) € K(X) pre vhodny polyném P. Potom je o(A)
spocitatelnd mnozina s konecnym poctom hromadnych bodov. Dokézte.

Ak je X H-priestor a zobrazenie A € K(X) je samoadjungované,
potom su vSetky jeho vlastné cisla realne, ich algebraicka nésobnost’ sa
rovna geometrickej a vlastné vektory prislusné roznym vlastnym vektorom
su navzajom kolmé (vid’ tiez nasledujici §). Naviac v X existuje orto-
normalna baza {e,} tvorena vlastnymi vektormi zobrazenia A, pricom A
sa d4 napisat’ v tvare Ax = > Ag(x,ep)ex, kde ep su vlastné vektory
(a prvky spominanej bézy) prislichajice nenulovym vlastnym cislam Ag
a pre vlastné ¢isla \; plati Ay — 0 (pokial ich nie je len konecne vela).

Idea dokazu existencie spominanej bazy: Pre kazdé 0 # A € o(A) zvolime ortonor-
malnu bdzu koneénorozmerného priestoru N (A — A); zjednotenim tychto baz dostaneme
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ortonormélny zoznam E = {e;}. Ak polozime Y = E1, potom je A/y samoadjungované,
|A/yll =r(A/y) = 0.

Nech je X H-priestor a nech je zobrazenie A € K(X) samoadjungované. Uspo-
riadajme jeho vlastné &isla {\;} podla velkosti ich absolitnych hodnét: |A1] > [Ao| > ...
(kazdé vlastné ¢islo je v tejto postupnosti zapisané tolkokrét, kolko je jeho ndsobnost)).
Dokazte, ze potom plati

|Ak| = maX{|<A$,x>|; lz|| <1, « L {61,...,6k_1}}.

(Névod: |A1| = r(A) = ||A|| = max{|(Az,z)|; ||z|| < 1}. Dalej uvazujte A; = Alfe 3+
atd.) Takisto plati
| Ak| = inf sup{|(Az, z)|; [|z[| = 1, = L M}
M

(kde M su podpriestory X dimenzie k—1). Vyuzite tiito varia¢ni charakterizdciu vlastnych
¢isel na dokaz nerovnosti A\; (A1) < Ap(Az), kde A; € K(X) st samoadjungované a neza-
porné, A; < As (t.j. As — A1 >0) a A\p(A;) je k-te vlastné ¢islo zobrazenia A; (i = 1,2).

Nech X = I2((0, 1)), (Af)(@) = [ K(z,y)(y) dy, kde K (z,) = cos2m(z—y)
resp. K(x,y) = min(xz,y) resp. K(z,y) = e~1#7¥l. Podl'a cviéeni v predoilych kapitoldch
je A € K(X) samoadjungované. Najdite vlastné ¢isla a funkcie zobrazenia A. (Vysledok:
Pre K(x,y) = cos2m(x —y) je o(A) = {1/2,0}, N(1/2 — A) = {¢1€*™* + cye 2™}, Pre
K(z,y) = min(z,y) je c(A) = {((n+%)7r)_2 ; n celé} a prislusné vlastné funkcie maju tvar

¢n(z) = sinm(n+1)z; ide o riesenie diferencidlnej rovnice Ap” +¢ = 0, ¢(0) = 0, ¢’ (1) = 0.

Pre K(z,y) = e 1*7Y plati o(A) = { } a prislusné vlastné funkcie maju tvar
n

1+ k2
on(x) = sin(k,x)+ky, cos(kyz), kde k,, si kladné korene rovnice 2 cotg k = k—1/k; funkcie
©n, st rieseniami diferencidlnej rovnice ¢” = (1 — 2X)p, ¢’'(0) = ¢(0), ¢’ (1) = —¢(1).)

Nech je X separabilny H-priestor, A € K(X) samoadjungované, nech {ej} je
ortonormélna baza X tvorend vlastnymi vektormi zobrazenia A s vlastnymi c¢islami Ag.
Nech A € o(A). Ukéazte, Ze rieSenie x rovnice Ax — Ax = y mozno vyjadrit' v tvare z =
> % ek, takie R(\, A)z = > S _1)\k
Ak.

Nech je X separabilny H-priestor a A € K(X). Ukézte, ze existuju orto-
normélne bazy {er}, {fx} v X a postupnost’ nezdpornych ¢isel {\x}, A\ — 0, tak, ze

Prx, kde Py je spektralna projekcia prislusna

Ax = Z Ai{x, ex) fr. (Navod: Ukazte, ze zobrazenie |A| je kompaktné (a samoadjungova-
né), takze |Alz = Y~ A (z, ex)ex. Dalej A = U|A|, kde U/R(JA]) je izometria, (Ue;, Ue;) =
(€i,e;) pre nenulové A;, A;.)

@ Povieme, ze uzavreté zobrazenie A ma kompaktnu rezolventu, ak existuje

Ao € 0(A) tak, ze R(\,, A) € K(X). Ukézte, ze pre zobrazenie A s kompaktnou rezolventou
plati

51



(i) R(M\ A) € K(X) pre kazdé A € p(A)
(Navod: R(A, A) = R(X\p, A) + (Ao — N R(N, A)R(Ns, A))
(ii) kazdé A € o(A) je izolovany bod spektra, pdl rezolventy a vlastné cislo konecnej

nasobnosti (Navod: Ukazte A € o(A) g(R(X,, A)), takze o(A) je

1
D
izolovand mnozina. Dalej ukazte, Zze pre kazdé A\ € o(A) je prislusnd spektrilna
projekcia kompaktn4.)
(iii) ak je A samoadjungované, potom pren platia analogické tvrdenia ako pre kompakt-
né samoadjungované zobrazenia (existencia ortonormélnej bazy vlastnych vektorov,

Nech je €2 ohrani¢end oblast v IR"™ s hladkou hranicou, X = L?(Q), Au = —Au
pre u € D(A) = {u € W22(Q); u =0 na 0Q}. Ukazte, Ze zobrazenie A mé kompaktni
rezolventu. (Névod: Plati

lull - JA™ ull > (u, A7 /IV u)* dz > | A ullf s,

takze ||[A7 ullyp1.2 < Cllull. Odtial s pouzitim kompaktnosti vnorenia W2 G, L? plynie
kompaktnost’ A~1.)

Pretoze A je tiez samoadjungované a kladné, je jeho spektrum tvorené postupnostou
kladnych vlastnych ¢isel Ay < Ay < ..., pricom A\ — 00 a da sa tiez ukazat’ \; < Ao.

Nech X = L2(R"), Ap = —Ap + Vo, ¢ € D(R"), kde V : R — R™ je
lokdlne integrovatelna a V(z) — oo pre |z| — oo. Zobrazenie A je symetrické a zdola
ohranicené, takze existuje jeho Friedrichsove rozsirenie A. Ukézte, 7e toto zobrazenie m4
kompaktnu rezolventu. (Névod: Mo6zeme predpokladat’ V' > 1. Ukézte, ze pre ¢ = A_lgo,
kde ¢ € D(A), ||l¢|| < 1, plati f|V¢|2 + fV|1/1|2 < 1 a pouzite Rellichove kritérium
kompaktnosti v LZ(IR™).)

Ak dalej zvolime V € L"/? (R™)+ L>*(IR™), potom sa d& ukazat’, ze forma ((p, V) =
f V@E a zobrazenie A splnuju predpoklady KLMN vety, takze mozeme definovat’ samo-
adjungované zobrazenie A, pre ktoré formélne plati Ap = —Ap + Vi + V. Ukéite, ze
tiez zobrazenie A m4 kompaktnu rezolventu.

Nech X = L2(IR) a A je Friedrichsove rozsirenie zobrazenia Ap = —¢" + Vi,
kde V(z) = 22 aD(A) = S. Podla predoslych cviceni tvoria vlastné éisla zobrazenia A pos-
tupnost’ A\, — +o0o (k =0,1,2,...) a prislusné vlastné funkcie e, tvoria ortonormélnu bazu
v priestore X. Ukaite, ze A\ = 2k+ 1 a (az na ndsobok) e, = B¥e,, kde e, () = e=7/2 g
(By)(z) = —¢'(z) + xp(z). (Navod: Ukazte Ae, = A\ye,, A(Bp) = (A+2)Byp pre p € S,
Ap = Ap, odkial plynie, ze \g, e st vlastné ¢isla a vlastné funkcie zobrazenia A. Dalej
ukazte, ze {ex} generuje husty podpriestor v X.)
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4. PODSTATNE SPEKTRUM

Nech je A uzavreté zobrazenie s hustym definicnym oborom. Povieme,
ze A € oess(A) (podstatné spektrum), ak je bud’ A hromadny bod o(A)
alebo je A vlastné ¢islo nekonecnej algebraickej nasobnosti alebo pries-
tor R(A — A) nie je uzavrety (v pripade samoadjungovaného zobrazenia
v H-priestore je poslednd moznost’ zahrnutéd v predoslych). Potom A\ €
o0(A)\oess(A) prave vtedy, ked je A pdl rezolventy a zaroven vlastné ¢islo
konecnej (algebraickej) ndsobnosti. Odtial plynie, ze pre kazdé A ¢ oess(A)
je zobrazenie A— A fredholmovské (t.j. R(A—A) je uzavrety, dim N (A—A) <
00, codimR(A — A) < 00) a dim N (A — A) = codim R(\ — A) (vid cvicenie
20).

Definujme d’alej

0ass(A) ={\ € C; R(\ — A) nie je uzavrety alebo
dim N (A — A) = codimR(A — A) = oo}
0ass(A) ={\ € C; A\ — A nie je fredholmovské}
ooss(A) ={\ € C; )\ € 024(A) alebo dim N (A — A) # codimR(A — A)}

Zrejme oggs(A) C 03g5(A) C 0ss(A) C oess(A), pricom ide o uzavreté
mnoziny. Ak je A samoadjungované zobrazenie v H-priestore, potom plati
0ess(A) = gess(4) (1 =1,2,3).

Podstatné spektrum je invariantné voci kompaktnym porucham; pres-
nejsie pre 'ubovolné uzavreté zobrazenia A, B plati: ak B je A-kompakiné,
potom obgs(A+ B) = abgg(A) prei=1,2,3.

Ak pre A € L(X) polozime ress(A) = sup{|A|; A € gess(4) U {0}}
(analogicky régg(A)) a |[Alless = inf{||[4A + K||; K € K(X)}, potom pre
i =1,2,3 plati rigg(A) = ress(A4) = nli_)rgo(HA”Hess)l/”.

[46] Nech dim X = co. Dokéite, 7e

® Dpre A € E(X) platl' Uess(A) ?é @
e pre A € K(X) plati gess(A) = {0}
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e pre A s kompaktnou rezolventou plati oegg(A4) = 0)

47| Nech X = L*(R?), Hp = —Ap + Vo pre ¢ € D(H) = W>2(R"), kde
V:R" - R,V e L2+ L>®° V(z) — 0 pre |z] — co. Ukdite, Ze gegss(A) = [0, +00).
(Navod: H je A-kompaktnou perturbdciou operdtora A = —A.) Ukazte tiez, ze predpok-
lad V(z) — 0 pre |z| — oo je podstatny. (Navod: Volte V = 1.)
Nech je A € 9o (A) hromadny bod o(A). Potom plati A € oggs(A). Dokdzte.
Nech je A izolovany bod spektra, A € gess(A). Potom A\ € algs(A). Dokazte.
Ukdite, ze oggs(A) = ({o(A+ K); K € K(X)}.
Nech X = 2 x 2 A: X — X : (z,y) — ((xg,:cg,...),(O,yl,yg,...)), K :
X — X : (x,y) — ((0,0,0,...),(x1,0,0,...)). Potom je chgs(A) = obgs(A + K) =
oess(A+ K) ={\; |\| =1} pre i = 1,2,3, ale gess(A) = {\; |A\| < 1}. Dokazte.

o [ [&] [
=] 2] [g] [

5. SPEKTRALNY ROZKLAD SAMOADJUNGOVANYCH
ZOBRAZENI

V tomto § budeme predpokladat’, ze A je samoadjungované zobraze-
nie v H-priestore X. Za tohto predpokladu plati 0(A4) C IR, or(4) = 0 a

vlastné vektory prislusné roznym vlastnym c¢islam su navzajom kolmé.
Dokaz: Pre x € D(A) plati

I = A)z|? =Mz — Az, dx — Az) = ... = ||Re XA — A)z|? + | Im A|?||z||
>[Tm A2 [z
odkial plynie 0(A) C IR. Z cvicenia 9 dalej vyplyva or(A4) C op(A*) = op(A4), takze
or(A) = (0. Ak st A\, Ay dve rozne vlastné ¢isla A a x1,x9 si prislusné vlastné vektory,
potom
A1, x2) = (Mix1, 22) = (Axq, 22) = (21, Ax2) = (T1, A2x2) = Ao (21,22) ,

takze <£Cl,l‘2> =0.

Rieszov index vsetkych vlastnych ¢isel je 1 (t.j. algebraickd nasobnost’
= geometrickd ndsobnost’). Ak je A, izolovany bod o(A), potom A, €
op(A). Dalej plati info(A) = inf{(Az,x); € D(A), ||z =1}, podobne

pre supremuin.
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Ak je zobrazenie A naviac zdola ohranicené a polozime
A = sup inf{(Ax,z); v € D(A), |z||=1,  L{y1,...,yx-1}},

kde supremum berieme cez vSetky mozné yq,...,yr_1 € X, potom pre kazdé n € IN plati
prave jedno z nasledujicich dvoch tvrdeni
e existuje n vlastnych ¢&isel Ay < Ay < ... <\, <inf gegs(A)
o infoess(A) = Ay = A\py1 = ... a existuje maximdlne (n — 1) vlastnych ¢isel A
mensich nez \,.

[52] Nech X = L2(IR?), Hp = —Ap + Vi pre ¢ € W22(IR?), kde V(z) = —1/|z|.
Ukézte, ze existuje nekonecne vela vlastnych ¢isel H mensich nez 0. (Névod: Podla
prikladu 47 je cess(H) = [0,00), takze vzhladom k vysSSie uvedenému tvrdeniu staci
dokazat, ze pre kazdé n € IN existuju fi, fa,...,fn € X linedrne nezavislé tak, ze
(Hf, f) < 0 pre I'ubovolné nenulové f z linedrneho obalu funkcii f1, fa,..., fn. Zvolme
¢ € X s nosicom v mnozine {z;1 < |z| < 2}, ¢ # 0, a polozme pr(r) = ¢(z/R).
Ukazte, ze (Hppr, pr) < Rf]Vgo[Q — (R2/2)f|90]2 < 0 pre R > R, a zvolte f; = ¢g,,
kde R; = 2°R,,.)

V dal'som vyslovime tvrdenie, podla ktorého mozno kazdej borelov-
skej mnozine v IR priradit’ istd spektralnu projekciu, pricom v pripade
spektralnej mnoziny zobrazenia A pdjde o spektralnu projekciu zavedenu
v prvom § tejto kapitoly. Oznacme si preto pismenom B systém vsetkych
borelovskych mnozin v IR (vid’ dodatok II).

Ortogondlna projekcia v X je zobrazenie P € £(X) s vlastnostami
P?2 =P, P(X) L (I - P)X). Rozkladom jednotky nazyvame systém
ortogonalnych projekcii (P(£2))aep v X s vlastnostami

(i) P@)=0, P(R)=1
(ii)) P(Q1 N Q) = P(Q1)P(Qe)
(iii)) Q= fjl Q,, (disj. zjednotenie) = P(Q)x = §1 P(Qy)x Vo e X.

Medzi samoadjungovanymi zobrazeniami v X a rozkladmi jednotky
existuje vzajomne jednoznacny vzt'ah:

Ak je (P(2))aep rozklad jednotky a x € X, oznacme p,(Q) = (P(Q)z, x)

(pz je tzv. spektralna miera). Potom existuje jediné samoadjungované zob-

razenie A s vlastnostou (Az,x) = [ Adue(\) pre kazdé = € D(A) =
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{r € X; [r \dpe < co}. Symbolicky piseme A = [ AdPy (kde Py =
P((~50, X)),

Pre lubovolné samoadjungované zobrazenie A zase existuje jediny rozklad
jednotky (P(2))aen, pre ktory A= [ AdPx. Pre Q = (a,b] je pritom

projekcia P(2) dand vzorcom

P(Q)x = lim lim L /bjL(S (R(s —ie, A) — R(s +ie, A))x ds.
§—0+ €0+ 27 [ 15
Spojitym samoadjungovanym zobrazeniam zodpovedajui ohranicené rozkla-
dy jednotky (t.j. rozklady, pre ktoré existuje ohranicend €2 € B s vlastnostou
P(Q)=1).
Spektrum o(A) sa da charakterizovat’ pomocou spektralnych projekcii
P(Q) nasledujicim spoésobom:
e \Nco(A) < P(A—¢e,A+¢)) #0pre kazdé e >0
o Mcop(A) < P({A\}) #0. Potom N(A - A) =R(P({\})).
o \€Eoess(A) < dim R(P((A—eg,A+¢))) =00 pre kazdée >0
Pomocou uvedeného priradenia sa d&a tiez definovat’ pre borelovsku
funkciu f : IR — € uzavreté zobrazenie f(A) = [ f(A)dPy s hustym
definiénym oborom D(f(A)) = {z € X; [ [f(N)|?dus < co}. Zobrazenie
f(A) zavisi len od restrikcie f na mnozinu o(A) a ma nasledujice vlastnosti:
e fjeredlna = f(A) je samoadjungované
e >0 = f(A) jenezdporné
e [ jeohranicend = f(A) € L(X)

o [#0 = f(A)jeprosté, f(A)~'=—(A4)

|

o f(A)+9(A) C(f+9)(A4)

o f(A)g(A) C(f9)(4), D(f(A)g(A)) =D(fg(A)) ND(g(A))
o f(A) = f(A)

o R(P(Q)) je f(A)-invariantny pre kazdu Q2 € B

o o(f(A) =) f(), kde prienik sa berie cez vietky Q C o(A) s vlast-
) = I. Ak je f spojitd, potom o(f(A)) = f(o(A4)). Ak
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naviac A € L(X), potom o(f(A)) = f(a(A)).

o Ax=Xx = f(A)z=f(Nx

1
e aecp(Ad) = R(a,A)=[——dP,
R ¢~

e fn, [ sirovnako ohranicené, f, — f (bodove) = f,(A)x — f(A)x

e ak je f spojita, potom pre Q = (a,b] plati

b4-6
f(A)P(Q)x = 51—l>%l+ Elﬂf& 50 / f(s)(R(s—ie, A) — R(s+ie, A))x ds
a+d

Pomocou spektralnych mier sa d& tiez dokazat’ nasledujice tvrdenie
(tzv. spektralna veta v tvare operdtora nasobenia): Nech je X separabilng
H-priestor a A samoadjungované zobrazenie v X. Potom existuje priestor
M s konec¢nou mierou p, meratelnd funkcia F : M — IR a unitdrne zobra-
zenie U : X — L*(M) tak, 26 UAU™Yf = F - f pre kazdé f € U(D(A)).
Ak je A € L(X), potom F € L*>(M).

Ukéazte, ze f(A) je normélne zobrazenie pre l'ubovolnui f : IR — C borelovskii.

[54] Ukazte, ze pre z,y € D(A) plati (Az,y) = [z Adpzy(V), kde p1,,(Q) =
(P(Q)x,y). (Navod: Ak oznaéime a(x) = (Az, x), potom plati 4(Ax,y) = a(z+y) —a(z —
y) + ia(x +iy) — ia(x — iy).)

. Pre A nezéporné, s € R™ mozeme definovat’ nezdporné zobrazenie A° a pre

A kladné mozeme definovat’ zobrazenie A* pre ubovolné z € C (f(s) = exp(zlog(s))).
Pritom plati A1 A*2 C A*1%%2. Dokézte.

@ Nech je A kladné, a € (0,1). Potom A~ = e /)\_a(A + A7

/ as
)

Nech je A kladné, A=1 € K(X), a € (0,1). Potom A~ € K(X). Dokéite.

(Navod: Pouzite predoslé cvicenie alebo postupujte takto: plati [|A=%x||? = (4722, x) =

oo

(Névod: [A-dPy = ¢ [ A [ 2 dzdp :c/
R

sin wa

1)~ dp, kde z = p/X, ¢ =
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_ _ a l-o _ _ . .
S A2 it = (g A7 i) (g Vi) ™ = AP ]2 Ak e {} ohrani-
¢end postupnost’ v X, potom pre vhodnti podpostupnost’ je { A~ 1z, . | cauchyovskad, a teda
tiez {A™“xy, } je cauchyovska.)

Ak A € K(X) alebo ma A kompaktni rezolventu, potom Az = Z)\kPka:',
k

kde )\ st vlastné éisla A a P, je spektralna projekcia prislusng mnozine {\.}. Dalej

k

Ukéazte, ze mnozina analytickych vektorov zobrazenia A je hustd v X. (Navod:
Pre z € X uvazujte prvky x, = fn(A)x, kde f, = X[—nn]-)

Nech si A, B samoadjungované zobrazenia. Povieme, Ze zobrazenia A, B ko-
mutuji, ak komutuja vsSetky ich spektrdlne projekcie. Dokazte, ze A, B komutuju prave
vtedy, ked’ komutuji zobrazenia R(«, A) a R((3, B) pre kazdé «, 5 € C\RR.

Poznamka: Ak je D husty podpriestor X, pre zobrazenia A: D — D, B: D — D
plati ABp = BAy pre kazdé ¢ € D a zobrazenia A, B st samoadjungované, potom sa
este moze stat), ze zobrazenia A, B nekomutuji v zmysle vyssie uvedenej definicie (vid
[RS,VIIL.5]).

sin at

Nech X = L*(R), Ap = iy’ pre o € WH2(IR). Nech fi(t) = — fa(t) =

)
a

P (a > 0). Pomocou Fourierovej transformédcie ukazte, ze plati
a

2a ’ 2a

L) ST —elma) gy, L / eV p(y) dy.

Nech X = L2(R"), (Af)(z) = ‘7‘05%; dy. Ukéazte, ze o(A) = [0,7] a A je
0

T
cosh(m§)
premennych x = ef, y = e*, f(z) = e ¥/2p(t) ziska A tvar A : L*(R) — L*(R) : ¢ — Gx,

1
kde G(t) = 2cosh(t/2)

Nech je A € L(X) samoadjungované a nech existuje w € X tak, ze mnozina

{P(A)w; P je polyném} je hustd v X. Prvok w sa potom nazyva cyklicky vektor zobra-
zenia A a o zobrazeni A hovorime, ze ma jednoduché spektrum. Ukazte, ze takéto zob-

ekvivalentny operdtoru nasobenia funkciou F'(§) = v L?(R). (Ndvod: Zamenou

. Dalej pouzite Fourierovu transformaciu.)

razenie je unitarne ekvivalentné s operdtorom A : L?(c(A), prw) — L*(0(A), i) : f +— Ff,
kde F'(A) = A. (Néavod: Polozte U(P(A)w) = P, ukazte korektnost' tejto definicie a potom
rozsirte U na celé X.)

Ukazte dalej, ze v nasledujucich prikladoch je w cyklicky vektor zobrazenia A:
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e dim X =n < 0o, A ma n jednoduchych vlastnych ¢isel so zodpovedajicimi vlastnymi

n
vektormi ey, ..., e,; w = Zei.
i=1

o X =1L%(-1,1)), (Af)(z) = zf(2), w(z) = 1.
o X =17((0,1)), (Af)(z) = 2*f(2), w(z) = 1.
Dalej ukézte, ze zobrazenie (Af)(x) = 22 f(x) v priestore L?((—1,1)) nem4 jednodu-
ché spektrum. (Navod: Pre u(z) = w(—=z)signz je u L {P(A)w}.)
Nakoniec uvazujte neohrani¢eny operdtor (Af)(x) = zf(z) v L2(IR), polozte w(x) =
e~ a ukazte, ze mnozina {P(A)w}p je hustd v L?(IR).

Nech je dalej u Lebesgueova miera v IR, nech je A samoadjungo-
vané zobrazenie v X, * € X a nech je u, prislusnd spektralna miera.
Ak si miery p,,p navzajom singuldrne (vid § DIL5) a funkcia ¢, (t) =
tz((—00,t)) je spojitd, povieme, ze miera p, je singuldrna a spojitd voci
Lebesgueovej miere. Miera pu, sa nazyva bodova, ak existuje spocitatelna
mnozina {r,} C IR tak, ze p, = > an,d(xy), kde a,, € RT a 6(x,) je
Diracova miera sustredena v bode x,. Polozme

Xac ={x € X; u, je absolutne spojitd voci Lebesgueovej miere}

Xg={x € X; p, je spojitda a singularna voc¢i Lebesgueovej miere}

Xp ={z € X; spektrdlna miera y, je bodova}

Priestory Xp, Xac, Xg st A-invariantné a tvoria rozklad priestoru X.

Ak oznacime oac(A4) = 0(A/Xx,.) (absolitne spojité spektrum), os(A) =

o(A/Hg) (singuldrne spektrum), potom plati o(A4) = op(A) U cac(4) U
os(A), pricom nemusf ist’ o disjunktné zjednotenie. Dalej kladieme o (A) =
o(A)\oess(A) (diskrétne spektrum).

VysSetrovanie singularneho a absolitne spojitého spektra je dolezité
napr. pre tedriu rozptylu. Pre tieto dve spektra (bohuzial') neplatia také
vSeobecné perturbacné tvrdenia ako pre podstatné spektrum; mozno vsak
dokazat’ nasledujice tvrdenie: Nech su A, K samoadjungované zobrazenia
v separabilnom H-priestore X, nech K € K(X) a nech pre jeho vlastné ¢isla
An plati )y | M| < o0o. Potom oqc(A) = oqc(A+ K) a restrikcie zobrazent

A a A+K na prislusné priestory X g su unitdrne ekvivalentné.

29



Jednym z kritérii pre urcovanie uvedenych spektier je tiez nasledujice
tvrdenie: Nech —0o < a < b < 400 a P = P((a,b)) je prislusnd spektrdlna
projekcia. Nechx € X, p>1 a

b
sup / | Im (R(s + i, A)x,z)|P ds < oo.
0<e<l

Potom Px € X 4.
Idea dokazu: S pouzitim rovnosti (R(s —ie, A)z, x) = (z, R(s + i, A)x) a Holderovej
nerovnosti dostdvame pre 'ubovolny interval (¢, d) C (a,b)

d
(P((c,d))z,r) < L fim /|Im (R(s + i, A)z, )| ds < C|d — |7,
™ E—0+

takze (P(Q)x,x) < C(M(Q))l/p/ pre kazdu Q € B, Q C (a,b) (i je Lebesgueova miera a p’
je exponent dudlny k p). Odtial plynie absolitna spojitost’ p, v (a,b).

Nech X = L?(IR?), Ap = —Ayp pre p € W22, Ukdite, ze X = X, takze
os(A) = op(A) = 0. (Névod: V tomto jednoduchom pripade staci pouzit' Fourierovu
transforméciu a vySetrit’ zodpovedajici multiplikativny operator. Naznacme vsak dokaz
s vyuzitim vysSie uvedeného tvrdenia, pretoze podobny postup sa v spojeni s perturbac-
nymi metédami hodi aj pre obecnejsie Schrodingerove operatory. Staci zrejme dokazat), ze
pre kazdé ¢ € D(IR®) a —oo < a < b < 400 plati P((a,b))p € Xac. Plati

etV =Xlz—y|
(R()\aA)SD)(w) == / m@(y) dy,

mS

kde v/—A\ je zvolend tak, aby Im+/—\ > 0. Na odhad (R(X, A)p, ¢) teraz pouzite Sobole-

1 1 A
vovu nerovnost: pre f € LP(R"), g€ LY(R™), 0 <A <mn, 1 <p,g<oo, —+-—+— =2,
p

q n
platz’f f mdxdngHfHLpHgHLq )

IR" IR™ |fL’ - y|)\
Pozndmka: Rovnaké tvrdenie (X = Xg¢) plati aj pre zobrazenie A = —A 4V,

V(z)V(y)]

kde potencidl V spliiuje odhad fIRS fIRS | P— dx dy < (4m)?. Pre potencial V (z) =

e_ﬂ‘x| , . .,
N p > 0, zase plati oac(A) = [0,00), os(A) =0, op(A) C (—00,0] je konecnd (= 0
pre p > 1).
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Nech X = L*(R), Ap = —¢" + Vi, kde V : R — IR je 2m-periodickd, po
castiach spojitd, ohranicend funkcia, D(A) = W22(IR). Nech si EF < EF < ... (resp.
FE{ < FE3 < ..)) vlastné &fsla operdtora A ztizeného na podpriestor {f € W22(0,27);
f(0) = f(2m)} (resp. {f € W?%(0,2m); f(0) = —f(2m)}). Polozme asx_1 = EI, |,
Qop = EQA}C, Bop—1 = EQA}C_l, Bar, = EL . Potom plati o, < 8, < a1, 0(A) = cgac(A) =

Ej [atn, Bn], op(A) = 0s(A) = 0 (pricom tvrdenie o absolitnej spojitosti spektra mozno
n=1
dokézat’ aj pre periodické potencidly v IR™).

Predpokladajte len, ze V : IR — R je 27-periodickd, V € L2 _(R) a ukdzte, ze
A je samoadjungovany operator s definiénym oborom W22(IR) a op(A) = 0. (Névod:
K dokazu samoadjungovanosti pouzite Kato-Rellichovu vetu. Keby A € op(A), potom pre
N = N(A — A) musi platit’ dim N = oo, pretoze ¢(- + 27) € N pre kazdé p € N, avsak
z tedrie diferencidlnych rovnic plynie dim N < 2, ¢o vedie k sporu.)

V [RS] je spojité spektrum samoadjungovaného zobrazenia A defino-
vané ako zjednotenie oac(A)Uog(A). Nasledujice dva priklady ukazuji, ze
tato definicia je odliSna od nasej.

@ Nech je {e,} ortonormdlna béza v X, Ae, = len. Potom X = X, takze

n

O'ac(A) = Gs(A) = @, ale 0 € Uc(A). Dokazte.

Nech X = L2((0,1)), Af = ¢ f, kde ¢(z) = @ pre z < 1/2, ¢(z) = 1/2
pre z > 1/2. Potom 1/2 € ogac(A4)\oc(A). Dokdzte a urcte tiez priestory Xp, Xac, X
a projekcie P([0, A)).
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