C°-SEMIGRUPY

Nech je X B-priestor a nech je A linedrne zobrazenie v priestore X.
Ak je x(t) (t > 0) riesenie Cauchyovej tlohy (t) = Ax(t), z(0) = x,,
a pre tuto ulohu vieme dokéazat’ existenciu a jednoznacnost’ rieSenia pre l'u-
bovolné z, € D(A), potom je zrejme T'(t) : D(A) — D(A) : z, — x(t)
linedrny operétor s nasledujicou vlastnostou: T(t+s) = T'(¢)T(s). Ak pre
uvedenu ulohu vieme dokazat’ tiez spojitu zavislost’ riesenia na pociatocne;j
podmienke z,, potom je zrejme zobrazenie T'(t) spojité. Naviac funkcia
r = T( )z, : [0,00) — D(A) je spojitd. Pomocou uvedenych vlastnosti
zobrazeni T'(t) sa definuje C°-semigrupa T' (vid’ d’alej).

Zakladnym problémom je otazka, pre ktoré zobrazenia A mézeme robit’
takéto uvahy, t.j. ktoré zobrazenia A generuju semigrupu 7. Odpoved nam
déva tzv. Hille-Yosidova veta. V tejto kapitole uvedieme okrem tejto vety
len niektoré zakladné vlastnosti a priklady C°-semigrip. Aplikécie tedrie
C?-semigrup mozno néjst’ napr. v [RS] (tedria rozptylu) alebo v [He] (tedria

semilinedrnych parabolickych rovnic).

1. ZAKLADNE VLASTNOSTI

Nech je X B-priestor, J = IR' alebo J = IR, T(t) € L(X) pre
teJ. Systém T ={T(t)};c; sanazyva C°-semigrupa (pre J = IR tiez
C’-grupa), ak plati

(i) T(0)=1I
(ii) T(t+s)=T()T(s) prekazdé t,s e J
(ili) Zobrazenie J — X :t+— T(t)x je spojité pre kazdé x € X.

T(t)xr —
Nech je T C°-semigrupa. Ak definujeme Ax := , lJlrin 0%
€J,t—

(pre tie x, pre ktoré tato limita existuje), potom je A uzavreté zobrazenie
s hustym definiénym oborom a nazyva sa (infinitezimélny) generator se-
migrupy 7. Ak je T' semigrupa s generatorom A, potom sa zobrazenie T'(t)

tiez symbolicky oznacuje et
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C°-semigrupa je svojim generdtorom jednoznaéne urcend, t.j. ak su T,

S dve C?-semigrupy s tym istym generatorom, potom 7' = S. Pre 'ubovolné

iT(t)x = AT (t)x = T(t)Ax.

x € D(A) at> 0 dalej plati T'(t)x € D(A), p

Vztah ku Cauchyovej ulohe

Ak je A linearne zobrazenie v X s hustym definicnym oborom, potom
riesenim Cauchyovej ulohy #(t) = Axz(t), z(0) = z, € D(A) rozumieme
diferencovatelni funkciu z : RT — X takd, ze z(0) = z,, z(t) € D(A)
o+ lim z(t+h) — x(t)

h—0 h
mitu sprava). Uvedend Cauchyova tloha sa nazyva korektna, ak pre kaz-

= Ax(t) pre kazdé t > 0 (pre t = 0 ide o li-

dé =z, € D(A) existuje jediné jej rieSenie x(t,z,) a naviac plati: ak

Tn,To € D(A), x, — z,, potom x(t,z,)— x(t,z,) lokdlne rovnomerne

v IR". Plati:

(i) Ak je Cauchyova tloha pre A korektna, potom je T'(t) = x(t,-) (po
spojitom rozsireni na X) C?-semigrupa s generatorom A.

(ii) Ak je T' C°-semigrupa s generdtorom A, potom je Cauchyova tloha
pre A korektnd. Riesenim tejto tlohy (pre x, € D(A)) je funkcia
x(t,z,) = T(t)x, aplati z(-,z,) € C}(IR", X). Funkcia x(t,z,) =
T(t)z, pre x, ¢ D(A) sa nazyva zovSeobecnenym riesenim.

(iii) Nech je A uzavreté zobrazenie, o(A) # (). Ak pre kazdé z, € D(A)
existuje jediné riegenie Cauchyovej tilohy v triede C'(IR*,X), potom

je Cauchyova tloha korektna.

Ak je T C°-semigrupa s generatorom A, potom existuju M > 1, w € IR
tak, ze ||T(t)|| < Me“* pre kazdé t € R". Ak oznaéime w(A) infimum

log |T'(t log ||'T'(t
takych w, potom plati w(A) = tlI>10 w = th °8 Ht t )H

C°-grupa, potom existuji M > 1, w € R tak, ze ||T(t)|| < Me*!tl pre
kazdé t € IR.
Budeme pisat’ A € G(M,w), ak je A generator C°-semigrupy 7T, pre

Ak je T
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ktort plati | T(t)|| < Me*t. Ak pre semigrupu T plati ||T(¢)|| < 1 pre kazdé
t € J, potom sa nazyva kontrahujica semigrupa.

Pre generator A C°-semigrupy T plati tzv. veta o jadre: Ak je D C
D(A) husty podpriestor X, ktory je T (t)-invariantny pre kazdét > 0, potom
je to jadro zobrazenia A.

Nech je A generator C°-semigrupy, A € R, B = A — \. Ukédzte, ze B je tiez
generator C’-semigrupy, w(B) = w(A) — A.

Nech je A € G(M,w). Ukézte, ze v X existuje ekvivalentnd norma || - ||1 tak, ze
vzhladom k tejto novej norme plati ||et4| < evt. (Navod: Volte ||z = sup{e™!||e!z|;
t>0}.)

Nech je T' C°-semigrupa s generdtorom A. Uk&azte, ze pre spektralny polomer
zobrazenia T'(t) plati r(T'(t)) = e,

(Néavod: r(T(t)) = lim | T(t)*||*/* = (lim HT(kt)Hl/kt)t = etv(4))

Translacné semigrupy v IR". Nech je 2 C IR" otvorend mnozinaa ¢ : JxQ —
Q globélny (polo)tok na Q, t.j. @(t+s,z) = @(t,¢(s,x)) pre kazdé t,s € J, z € Q. Ak
je f funkcia definovand na Q, t € J, polozme T(t)f = f(p(t,-)).

(i) Ak je X =BUC(Q), ¢(t,-) je rovnomerne spojitd na Q a ¢(t,z) — = pre t — 0
rovnomerne v ), potom je T kontrahujica C°-semigrupa na X.

(i) Akje X =LP(Q), 1 <p < oo, atok ¢ je indukovany vektorovym polom F €
CH(,R"), pricom supg |divF(z)] < w, potom je T C°-grupa v X, ||T(t)| <
e?Itl/P. Pre u e CHQ) = {u € C'(N); u m4 kompaktny nosi¢ v Q} plati Au =
(F,Vu), pricom C!(Q) je jadro zobrazenia A.

(ili) Nech je X jeden z priestorov BUC(IR™), C,(R™), LP(R™), 1 < p < oo. Nech
o(t,x) = x +ta, kde a € R"™ je pevné. Potom je T kontrahujica C°-grupa v X
a jej generator A je X-realizdcia diferencidlneho operatora d/da.

Nech A € £(X) a T(t) = et v zmysle funkéného kalkulu v §II1.2, t.].

T(t) = QLM / RO A) A= (t;j!)k .

< k=0
Ukézte, ze T je C°-grupa s generatorom A.

C°-semigrupa 1T sa nazyva rovnomerne spojita, ak je zobrazenie
J— L(X):t— T(t) spojité. Plati nasledujice tvrdenie:
T je rovnomerne spojita <= D(A) =X <<= Ae L(X).
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Ak je X = L>®(Q), kde 2 je priestor so o-kone¢nou mierou, potom je
kazdd C°-semigrupa v X rovnomerne spojit4.

(A1)
k!
nie s parametrom At). Ak oznacime J; Diracovu mieru s nosicom {k}, potom je p; =

[6] Nech A >0, t >0, pe(k) = e~ pre k € INU {0} (Poissonovo rozdele-

Z;O:O pt(k)oy, koneénd Radonova miera v IR s normou 1 (vid dodatok I alebo II). Ukéazte,

ze predpisom

> k
Ut)u=p; xu=e Z ()\kt!) u(- — k)

k=0
je definovana rovnomerne spojita C’-semigrupa v priestore BC(IR) s generdtorom Au(x) =
AMu(x) — u(z —1)).
Nech je A generator C°-semigrupy 7', A > w(A). Pre k> 1 oznacme
X}, priestor D(AF) s normou ||z||x = ||[(A+A4)*z| anech Ay, je Xj-realizdcia
operatora A. Potom je X B-priestor, je to jadro 4; ak | < k, Xx11 G Xk,
pricom ide o husté vnorenie; Xii1 CG X, ak ma A kompaktnu rezol-
ventu. Dalej Ay € L(Xpt1,Xk), X je invariantny pre et (t > 0) a Ay
je generator C°-semigrupy e'4/ X
k—l
Ak z, € Xy, | < k, potom pre x(t) = T(t)z, plati x € (| C/(R", Xi_;).
J=0
@ Nech je A generdtor C°-semigrupy T, nech X = D(AF) a A;, je prislusnd Xj-

realizdcia A (vid’ vyssie). Polozme X, = ﬂ X} s projektivnou topolégiou, t.j. z, —
k>0

xv Xoo <= x, — = v Xj pre kazdé k. Ukazte, ze plati: X, je F-priestor (vid
dodatok I), X, Cd> X pre kazdé k, As (= Xoo-realizdcia A) je spojité linedrne zobraze-
nie v X a generuje v X, C°-semigrupu, ktord je restrikciou semigrupy e*4 na priestor
Xoo- (Nezabudnite pritom definovat’ C°-semigrupu v F-priestore.)

@ Nech je A generator C°-semigrupy. Ukéite, ze pre x € D(A™*!) a t > 0 plati

,» Taylorova formula”

t
- Z Ak:c = — [ (t—s) et Az ds .

0

[9] Nech A € G(M,0), x € D(A?). Potom plati ||Az||> < 4M2|| A2z - ||z|.

Dokézte. (Navod: Integrovanim per partes dostaneme T'(t)x — x = f T(r)Axdr =

65



2M
tAe + [ (t = $)T(s) A% ds, odkial [ Ax| < == |je] + _HA%;H Pre A2z # 0 poloite

]| /]| A%].)

Ak toto tvrdenie pouzijeme pre Af = f’ v priestore X = BUC(IR) alebo X = L”(IR)
(1 <p < ), dostavame nerovnost’ || f'|| < 4| "I - I f]-

Gauss-Weierstrassova semigrupa. Nech X1 = BYC(IR™), X = CF(R™)
(={f € BUC(R"); D*f(x) — 0 pre |z| — oo a |a| < k}), XB) = WFP(IR"), 1 < p < oo,
Tt f = wy * f, kde w(z) = (4nt)~™/? exp(—|z|?/4t). Potom je T kontrahujica C°-
semigrupa na X (9 s generdtorom A rovnym X ()-realizdcii diferencidglneho operatora A.
BUCF2rm(R™) (m > 0) je jadro A v pripade i = 1; priestor S (vid §DIL2) je
jadro A v pripade i = 2,3. Dalej X3 = Wht2m.p(IR™), BL{Ck”m(IR”)C,X,%),
CEH2™(IR") G Xy .

C°-semigrupa T je naviac pozitivna, t.j. T(t)f > 0 pre kazdé f > 0 at > 0.
Ak f > 0, f # 0, potom dokonca plati (T'(t)f)(x) > 0 pre kazdé x € IR" a kazdé
t > 0. V obecnom usporiadanom B-priestore plati, ze C°-semigrupa T' s generdtorom A je
pozitivna préve vtedy, ked je R(\, A) pozitivny operator (t.j. R(A,A)z >0 pre z > 0)
pre dostatocne velké A > 0.

Gauss-Weierstrassova semigrupa sa déd definovat’ aj v priestoroch X =S a X = &',
v tom pripade je jej generator A € L£(X). Tato semigrupa mé nasledujicu zhladzujicu
vlastnost: pre I'ubovolné u, € &' a t > 0 plati e/“u, € C°(R").

Z vlastnosti C°-semigrupy 7" plynie existencia a jednozna¢nost’ rieSenia tlohy

— Au =0 v R" x (0, 00)
u(zx,0) =uy(x) v R"

Treba si vSak uvedomit’, ze ide vzdy o jednoznacnost’ v istej triede funkcii, pretoze napr.
existuje funkcia u € C(IR x R™) NC2(IR x (0, 00)), ktora je riesenim tejto tilohy pre n = 1
a u, =0, a pritom u # 0.

2. HILLE-YOSIDOVA VETA

Hille-Yosidova veta charakterizuje generatory C°-semigrip: Nech je A
linedrne zobrazenie v X. A € G(M,w) prdve vtedy, ked je uzavreté, md
husty definicny obor, (w,00) C 0(A) a |[RNA)"]| < M/(A—w)™ pre
kazdé n € IN a A > w.

Ak A € G(M,w), potom tiez {\ € C; ReX > w} C 0o(A) a pre ReX >
ANA™] < M/(Red —w)™, R(A = [T e MT(t)xdt =
fooo e tA=A) g dt.
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- t
Dalej pre kazdé = € X plati (1— —A) "z — ez (pre n — oo) lokdlne
n

rovnomerne v IR a pre x € D(A4?%), v > max(0,w) plati tiez T(t)x =
1 Y+ico \

— e R(A, A)x d.

27TZ y—i00

Nech je X reflexivny B-priestor a nech je A generdtor C°-semigrupy T'. Ukézte,

ze potom je A’ generator C’-semigrupy 7. (Navod: Podla §I1.1 je A’ uzavreté zobrazenie

s hustym definicnym oborom. Z §III.1 a §II.1 zase plynie o(A") = o(A), ||R(N\, A")|| =

IR\, A || = ||[R(A, A)|, takze A’ je generdtor C°-semigrupy. Dalej plati
, t —n t —n=/
"z = lim <1 - —A') x = lim {(1 - —A) ] x = (etA),x )
n n

Nech je A generdtor C°-semigrupy 7T, nech je oy spektrdlna mnozina A a X =
X1 @ X5 je prislusny A-invariantny rozklad X, t.j. A = A; @& As.  Potom plati tiez
etd = etd1 @ et42. Dokazte.

@ Nech st A, B generatory C°-semigrup v priestore X. Ak si C,D € L(X),
polozme [C, D] = CD — DC (komutétor). Uk&azte, ze nasledujice tvrdenia si ekviva-
lentné.

o e!BAC Ae!P pre kazdét >0
R(pu, B)A C AR(u, B) pre kazdé p > w(B)
existuje p > w(B) tak, ze R(u, B)A C AR(u, B)
existuji A > w(A), u > w(B) tak, ze [R(\, A), R(u, B)] =0

e [R(NA),R(u,B)] =0 pre kazdé A > w(A), u > w(B)

o [R()\ A),etB] =0 pre kazdé A > w(A) a kazdé t > 0

o existuje A > w(A) tak, ze [R(\, A), e'P] = 0 pre kazdé t > 0

o [e34 e!B] =0 pre kazdé s,t > 0
Pri dokaze vyuzite a dokazte toto tvrdenie: Ak C € L£(X), potom CA C AC <= [C,e%4]
=0 pre kazdé s > 0. (Néavod pre dokaz pomocného tvrdenia: Ak CA C AC, potom pre
z € D(A) plati & (e*=D4Ce!z) = 0, integrovanim pre ¢ € (0,s) dostdvame Ce*z =

e*ACx, odkial plynie [C,e*4] = 0. Opacnd implikécia je jednoduchi.)

@ Nech je T nilpotentna C°-semigrupa, t.j. T(t) = 0 pre dostatocne velké t.
Potom pre jej generdtor musi platit’ w(A) = —oo, takze o(A) = (). Ak napr. X = {f €
BUC((0,1)); f(1) = 0} a A je X-realizdcia diferencidlneho operdtora f — f’, potom
e!df = f(- +1) je nilpotentnd C°-semigrupa, takze o(A) = 0.

Pre spektrum zobrazenia e (¢t > 0) platia nasledujtice tvrdenia:

e exp(to(A)) C o(et?)
o exp(toess(A)) C oess(et?)
o exp(top(A)) C op(e'?) C exp(top(A4)) U {0}
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o exp(tor(A))\ exp(top(A)) C or(et)
o exp(toc(A))\(exp(top(A)) Uexp(tor(A))) C ocett)
Uvedomte si, ze v predoslom priklade plati o(A) = 0, ale o(et4) # ().

3. KONTRAHUJUCE SEMIGRUPY

Podl'a Hille-Yosidovej vety je uzavreté zobrazenie A s hustym D(A) ge-
neratorom kontrahujicej C°-semigrupy prave vtedy, ked (0,00) C o(A4) a
|R(A, A)|| < 1/A prekazdé A > 0. Generédtory kontrahujicich semigrip sa
daju tiez charakterizovat’ pomocou tzv. m-disipativnych zobrazeni (Lumer—
Phillips):

Linearne zobrazenie A sa nazyva disipativne, ak pre kazdé x € D(A)
existuje ¥, € X' tak, ze ||z[|?> = ||9.]|> = ¥.(x) a Red,(Azx) < 0. Ak je
A disipativne a existuje A > 0 tak, ze R(A — A) = X, potom sa A nazyva
m~disipativne (a zobrazenie —A m-akretivne). Linedrne zobrazenie A je
generdtor kontrahujicej C°-semigrupy prdave vtedy, ked’ md husty definic¢ny
obor a je m-disipativne. Predpoklad hustého definicného oboru je pritom
automaticky splneny, ak je priestor X reflexivny.

Ekvivalentnou podmienkou disipativity je podmienka |[(A — A)x|| >
Re A||z|| pre kazdé Re A > 0 alebo tiez |[(1 —cA)x|| > ||z|| pre kazdé e > 0.
Prikladom m-disipativneho zobrazenia je zobrazenie — A, kde A je nezépor-
né samoadjungované zobrazenie v H-priestore. Ak je X = LP(Q2), 1 <p <
o0, (kde € je priestor so o-kone¢nou mierou), potom je A disipativne préave
vtedy, ked’ pre kazdé u € D(A) plati Re [, [u[P~*u Audp < 0.

Pre m-disipativne zobrazenia plati podobna perturbac¢nd veta ako pre
samoadjungované zobrazenia: ak je A m-disipativne zobrazenie s hustym
definicnym oborom, zobrazenie B je disipativne, B <1 A, potom je A+B
m-disipativne. Ak je X reflexivny priestor a miesto predpokladu B <; A
predpokladdme len, B <; A, potom je zobrazenie A+ B m-disipativne.

Nech je A generdtor C°-semigrupy a nech B € £(X). Potom je A+B generdtor

C?-semigrupy. Dokazte. (Navod: Vzhladom k cviceniam 1 a 2 mézeme predpokladat’, ze
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A generuje kontrahujicu semigrupu, t.j. ze A je m-disipativne. Dalej zobrazenie (B — || B||)
je disipativne, takze (A + B — || BJ|) je m-disipativne.)

4. GRUPY UNITARNYCH ZOBRAZENI

Charakterizdaciu generatorov C°-grip unitdrnych zobrazeni ddva Sto-
neova veta: ak je X H-priestor, potom A je generdtor C°-grupy unitdrnych

zobrazeni prdve vtedy, ked’ je zobrazenie iA samoadjungované (t.j. A* =

_A).

Nech je A samoadjungované, nech T(t) = fi(4), kde f;(\) = e* a zobra-
zenie f;(A) chapeme v zmysle funkéného kalkulu z §III.5. Uk&zte, ze T'(t) je C°-semi-
grupa s generdatorom iA. (Névod: Z vlastnosti funkéného kalkulu pre samoadjungova-
né zobrazenia plynie, ze {fi(A)} je C°-semigrupa. Oznaéme B jej generdtor a polozme

A)—1
gt(A) = % Potom plati g¢(\) — i\ pre t — 0, |g:(A)| = |A|, takze pre x € D(A)
plati |[|g:(A)x — iAx|]? = f|gt()\) — iA?duz(N\) — 0, odkial plynie iA C B. Ak je

P,, spektralna projekcia prislusnd zobrazeniu A a mnozine (—n,n), potom z vlastnosti

funkéného kalkulu plynie, ze D = | P.(X) je podpriestor D(A), ktory je husty v X

n=1

a fi(A)-invariantny, takze podla vety o jadre je B = B/p = iA/p = iA.)

Z 8IIL5 teraz plynie exp(to(iA)) = o(e*4) (porovnajte s cvicenim 15). Vyslovte
a dokézte tiez analogické tvrdenie pre semigrupu e *4, kde A je nezdporné samoadjungo-

vané zobrazenie.

Ak $pecidlne zvolime A = A v X = L?(IR"), dostdvame, Ze spektrum operatora e***

je jednotkova kruznica v C. S vyuzitim cvicenia 15 dostavame, ze ide o spojité spektrum.

Nech dalej X = 2, Az = ((27 + D)ay, (47 + L)as, (67 + $)zs,...). Ukdate, ze
A je samoadjungované zobrazenie s kompaktnou rezolventou, op(e?) = exp(itop(A)),
oc(e) = {1}, oc(A) = 0.

Nech je H samoadjungovany Schrédingerov operdtor v L?(IR™) s definiénym
oborom D(H) = D(-A). Ukézte, ze potom pre kazdé ¢, € W22(R") existuje
jediné rieSenie Schrodingerovej rovnice %—f = iHyp, ¢(0) = ¢, v L*(IR™) a plati
0 € C(R,W%2(R")) NCY (R, L3(IR")).

Nech je T(t) = e** C°-grupa generovand operatorom i/ v L2(IR"™). Potom sa,
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d4 ukazat

R— o0

ey = lim /kit(~—y)U(y)dy,

ly|<R

kde k. (z) = (4nz)~"/ 2e—lel?/(42) (porovnajte s Gauss—Weierstrassovou semigrupou).

C°-semigrupa {e** ; t > 0} m4 nasledujicu , zhladzujicu” vlastnost: ak 1 < p < 2,
t > 0, potom e ||, < (4nt)™™4, kde ¢ = 1/p—1/2 a || - ||(pp) je norma v pries-
tore £(LP, L*"). Dokéite. (Navod: Ukézte, ze | T(t)|(2,2) = 1, |T(t)|(1,00) < (drrt)="/2
a pouzite Riesz-Thorinovu interpolacni vetu: Ak [|Al[p, ¢,) = M; (i =1,2),0 <0 <1,
1 1-46 6 1 1—-6

0 0
- = +—, —=——+ —, potom ||A < MM,
p pm p2 g ¢ ¢ 4.0 ! 2-)

k
Nech A; € G(Mj,wj), j =1,2,...,k, st generdtory semigrip T}, (] D(4;) je

husty v X a [|[(Tu(t)...Tu(t)"|| < Me™*, n=1,2,..., (M > 1, w > 0). Nech dalej

pre A=A + ...+ A plati R(A — A) = X pre vhodné Re A > w. Potom Ae G(M,w)
generuje semigrupu 7', pre ktoru plati

T(t)x:nlir&(T1<%) Tk(:—l>>nx Ve e X

(lokalne rovnomerne v t).

Specidlne, ak si A, B samoadjungované zobrazenia a A + B je samoadjungované,
potom

n—oo

- n
ezt(A—I—B)Qj — lim <eztA/neztB/n) .

Pouzite toto tvrdenie spolu s predoslym prikladom na dokaz nasledujicej formuly:
ak V € L*(R?) + L>(R?), Hu = —Au+ Vu v X = L*>(IR?), potom

n—oo

itH ) Amit ~3n/2 | | .
(e u)(wo) = lim [ — e exp(iSn(To, -« s Tn, t) f(xn) dey, ... dxy
n
IR

kde Sy (xoy ..., Tp,t Z i [— <M) — V(:cj)], ] = lim f a vsetky
—n

t/n R3S T %l<m

limity sa chdpu v L? zmysle.

tH

Poznamka: Pre semigrupu e """ sa da dokéazat’ vyjadrenie v tvare

t

(e t) () = / u(w(t)) exp(~ / V(w(s)) ds) dpa(w) .

Qa 0
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kde o € (0.1/2), Q, je priestor vSetkych a-hélderovskych funkeii [0,00) — R a pu, je

. 3
kone¢nd miera v Q, (u, je restrikcia konecnej Radonovej miery z priestoru H R, kde
t>0

R’ =R U {o0} je jednobodovéa kompaktifikdcia priestoru IR?).

Uvazujme Maxwellove rovnice

a—D—rotH:—j

ot
divD =p
oB
N +rot & =0
divB =0

v ¢asovom valci Q x IR, kde Q c IR? je otvorend mnozina s kompaktnou hranicou triedy
C*, na ktorej uvazujeme okrajové podmienky v x £ = 0, B-v = 0, kde v je vektor vonkajsej
normély k 99 (toto modeluje napr. pripad, ked oblast’ R*\Q je perfektny vodic, t.j. D =
E=B=H=J=0,0=0vR*Q). Dalej predpokladajme nasledujice materidlové
vztahy a Ohmov zdkon: D =&e&, B = yH, J = o0&, kde e, u, 0 € LOO(Q,E(IR?’)), pricom
predpokladdme, ze e(x), u(x), o(x) st symetrické, rovnomerne pozitivne definitné matice
(v pripade o staci pozitivna semidefinitnost)).

Ak pre pociatoénu podmienku B, plati divB, =0 v Q, B, - v = 0 na 02, potom sa
heuristickymi vahami da ukéazat' divB =0 v Q x IR, B-v = 0 na 992 x IR. Podobne za
predpokladu div D, = 0, mbézeme vylucit’ rovnicu divD = p, takze dostaneme systém

£
E — & rOtH - 13 j
oH

o +p  rot £ =0

s okrajovou podmienkou v x & = 0.

Definujme teraz pre m € L>®(Q, £L(IR?)), kde m(x) je symetrickd, rovnomerne pozi-
tivne definitnd matica, H-priestor H (£, m) ako priestor L?(Q, C*) so skaldrnym sicinom
(u,v),, = (mu,v) ;2 a polozme

H(rot,Q,m) ={u € H(Q,m); rotu € H(,m)}

so skaldrnym stc¢inom (u,v), ., = (u,v),, + (rotu,rotwv)  (ide o H-priestor). Potom plati

D(Q,C?) Cd,H(rot,Q,m) Cd,H(Q,m) a zobrazenie v, : D(Q,C%) — C(0Q,C?) : u —
v X u/9q mé jednoznainé spojité rozsirenie 7, € L(H (rot, Q,m), W—/22(99, C*)), kde

1/2,2

Sobolevov priestor W~ je definovany napr. v [KJF].
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Polozme H = H(Q,¢) x H(Q, 1), D(A) = {(E,H) € H; rot &, rot H € L*(Q, C), 7. = 0}
apreu = (€, H) € D(A) definujme zobrazenie Au = (—e~rot H, u~ 1 rot £). Potom sa da
ou
ot
sa dd ukézat), ze plati A* = —A, takze pre kazdé (&,, H,) € D(A) existuje jediné riesenie
(£, H) € C*(IR, L*(Q, C%)) N C(IR, D(A)) systému

nami skimany systém rovnic (za predpokladu J = 0) pisat’ v tvare + Au = 0. Dalej

5%—?—1‘01;7’(:0 vQxR

u%+rot8:0 v QxIR

vx&E=0 na 0f) x IR
(E,H)(0) =(&y, Hy) -

Dalej plati, ze 2Eq(t) = fQ((eé’(t))-5(t)+(u7'£(t))-7'£(t)) dx je konstanta (zdkon zachovania
energie), pretoze Eq(t) = ||u(t)||%.
Vyuzite cvicenie 16 na dokaz existencie rieSenia (£, H) systému

6%—1@‘57‘[:—] v QxR

uaa—c(JrrotS:O v QxR

vx&=0 na 00 x IR
(87H)(O) :(807H0) ,

kde J = o€, 0 € L®(Q, L(IR?)), a ukdzte tiez, ze %Eg(t) = —/(aé‘) -Edr <0, ak
Q
o > 0. (Navod: Polozte B(E,H) = (¢ 10€&,0).)

(Exkurzia do tecdrie rozptylu) V tomto cvi¢eni budeme predpokladat’, ze A, B
si samoadjungované zobrazenia v H-priestore X, takze zobrazenia iA, B generuju C°-se-
migrupy unitdrnych zobrazeni e!4*, e/, Symbolom Pac(A) budeme znaéit’ projekciu na
podpriestor Xac(A) tvoreny vietkymi prvkami x, ktorych spektralne miery p, (vzhladom
k zobrazeniu A) su absolitne spojité voc¢i Lebesgueovej miere. Analogicky sa definuje
Pac(B). Vlnové operatory QF (A, B) st definované predpisom

QOF (A, B)z = lim e PPy (B)x

t—Foo

za predpokladu, ze uvedené limity existuju pre kazdé = € X.
Dalej kladieme X1+ = R(Q%F). TDahko sa overi, ze priestory X4 st A-invariant-
né, OF(D(B)) C D(A), AQ*(A,B) = QF(A,B)B a X1 C Xac(A). Operétory
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O* (A, B) sa nazyvaji tplné, ak X1 = Xac(A). Za predpokladu og(A) = () potom plati
Xy = (Xp(A))L (asymptoticka dplnost’).
e Ak A= —A v priestore X = L>(R?), B=-A+V,kde V € L' N L?, potom sa d4
ukazat, ze vinové operatory QF (A, B) existuji a si tplné.
Ak existuju vinové operatory, definujeme operator rozptylu (S-maticu) predpisom
S = (Q7)*Q*. Ukézte, ze plati:
o Se At = ¢7iBtG  D(A) je S-invariantny, S(Ap) = A(Sy)
e S jeunitdirny <— X; = X_

5. ANALYTICKE A KOMPAKTNE SEMIGRUPY

C?-semigrupa T sa nazyva analyticka (holomorfnd), ak je zobrazenie
(0,00) = X : t+— T(t)z (redlno-) analytické pre kazdé x € X. Analytické
semigrupy maju tzv. zhladzujicu vlastnost, t.j. T(t)X C D(A*) pre kazdé
t>0 a kelN.

Uzavreté zobrazenie A s hustym D(A) je generator analytickej semi-
grupy prave vtedy, ked’ existuju M, 3 € IR tak, ze

(i) {AeC;Rex >3} Co(A)
(i) [|[RONA)|| < M/(1+]|A]) pre kazdé ReA > .

Pre generdtor analytickej semigrupy plati o(A) C {\ € C; |arg(\ —
Y)| > a+m/2} pre vhodné a,y > 0. Dalej w(A) = sup{ReX; X € o(A)}.
Ak w(A) < a, potom ||A*etA|| < Ce® /tF pre kazdé k > 0.

Ak je A generdtor analytickej semigrupy a B <¢ A alebo B je A-
kompaktné, potom je tiez (A + B) generator analytickej semigrupy.

Jednoduchou postacujicou podmienkou pre analyticnost’ semigrupy je napr.

podmienka limsup || — T'(¢)|| < 2. Ukazte pomocou tohto kritéria, ze semigrupa T'(t) =
t—0+

e *4, kde A je nezdporné samoadjungované zobrazenie, je analytickd. (Navod: ||T(t)x —
PP = fi 67~ A2 e () < fip Laa(3) = )

Pre vel'mi obecné okrajové tlohy pre systémy eliptickych diferencidlnych rovnic
sa daju dokazat’ tzv. LP-odhady (Agmon-Douglis-Nirenberg) zarucujice, ze prislusny dife-
rencidlny operétor (spolu s okrajovymi podmienkami) je generdtorom analytickej C°-semi-
grupy v priestore LP. Obecnost’ p(# 2) je dolezita kvoli moznosti skiimania semilinedrnych
parabolickych rovnic s l'ubovolnym rastom nelinearity.
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Nech je napr.  C IR™ otvorend, ohrani¢end mnozina s hranicou triedy C?, nech je

A diferencidlny operdtor Au = —Au + Z a; a@_u + cu, kde a; € C1(Q,R), c € L=(Q, R),
Lj

0
a nech je A%u = —Au— Z Dz (aju)+cu k nemu formdlne adjungovany operator. Nech
Ly

X =LP(Q), 1 <p < oo, apolozme A,u = Au pre u € D(A,), kde D(A,) je uzdver mno-
ziny {u € BUC?*(Q); u = 0 na 9N} v priestore W2P(Q). Potom existuje A\, > 0a C >0
tak, 7e pre ReA > A, a u € D(4,) plati |A| [ull, + [ulzp < CIA+ Ap)ul, a sicasne
R(A+ 4,) = X (kde || - [|, vesp. ||-
vSeobecné vysledky k dokazu nasledujicich tvrdeni:

o A, je uzavreté fredholmovské zobrazenie v LP(2) s kompaktnou rezolventou

. (Ap) = A%

e existuje w > 0 tak, ze —(w + A,) je m-disipativne

e pre kazdé u, € D(A,) existuje jediné riesenie u € C(R™*,D(4,)) NCH(IRT, LP(Q))
(kde v D(A,) uvazujeme normu z priestoru W27 (Q)) tlohy

2p je norma v LP resp. vo W?P). Pouzite tieto

Ccll—l:—kAu:O v Q x (0,00)

u =0 na 09 x (0, 00)
u(+,0) =u, v Q

Semigrupa T sa nazyva kompaktna, ak je T'(t) € K(X) pre kazdé
t > 0. To plati prave vtedy, ked’ je T': (0,00) — L(X) spojité zobrazenie
a generator A semigrupy 7" ma kompaktni rezolventu. Potom tiez pre kaz-
dé o0 € IR plati o +iT € p(A) pre dostatocne velké || a ||[R(c+iT, A)|| — 0
pre |7| — oo (lokdlne rovnomerne v o).

Ak je A generdtor kompaktnej semigrupy a B € £L(X), potom je tiez
(A + B) generator kompaktnej semigrupy.

Nech je A nezaporné samoadjungované zobrazenie s kompaktnou rezolventou.
Ukéazte, ze —A generuje kompaktni semigrupu. (Navod: Pri dokaze spojitosti zobrazenia
t — T'(t) postupujte ako v priklade 23.)
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