Ocerovanie finanénych derivatov Diplomova praca

[.1.  Eurdpske call a put opcie

Zaciatkom sedemdesiatych rokov vyvinuli Black a Scholes revolu¢ny model pre
oceniovanie eurdpskych put a call opcii na akcie. Model je zaloZzeny na elimindcii rizika
pomocou portfdlia zlozeného z jedného derivatu a niekol'kych akcii, na ktoré bol derivat
vypisany. Ked’Ze vyvoj ceny opcie je zavisly na vyvoji ceny akcie, tieto dva cenné papiere
su perfektne korelované a teda je mozné eliminovat riziko. Tato technika dostala nazov A—
hedging. Vysledkom analyzy je konkrétna parcialna diferencidlna rovnica, ktorej rieSenim

je funkcia ceny derivatu v ¢ase € (O, T ), kde T je Cas expiracie.

[.1.1 Opcie na akcie nevyplacajuce dividendy

Black—Scholesov model mé nasledovné predpoklady:
1. cena akcie sa sprava podl'a modelu z kapitoly II.1 s konStantnym driftom a

volatilitou, teda plati: dS, = uS, Dt + oS,dW,

2. je dovolené kupovat a predavat’ 'ubovol'né mnozstvo akcii a akcie st perfektne
delite'né (teda mdZeme mat necelociselny pocet akcii)

vSetky transakéné naklady a dane st nulové

akcia pred expiraciou opcie nevypléaca ziadne dividendy

na trhu neexistuju arbitrazne prilezitosti

obchodovanie cennych papierov je nepretrzité

NS kW

spojito vyplacany bezrizikovy urok r je konstantny a rovnaky pre vsetky doby

expiracie

Oznacme V,, (S,t) cenu europskej call opcie v case £, V,, (S,t) cenu eurdpskej put

opcie v Case t a E expiraénu cenu (exercise alebo tiez strike price). Vytvorme portfdlio P,
ktoré obsahuje jednu eurdpsku opciu a A akcii (na ktoré je dand opcia vypisand). Cena
tohto portfdlia v Case ¢ je (V' bez dolného indexu znamend, Ze vztah plati pre call aj put
opciu):

P(t)=V(S,t)+AS,
zmena ceny portfélia za infinitesimalny ¢asovy interval dt je:

dP = dV (S,t)+AdS .

Aplikovanim Itéovej lemy dostaneme:
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oV (S,t)

2

+AuS |dt +| oS ————=+ AoS |dW, .
ot as 2 as> ”Sj ( as G]’

v (S.t)

Ak polozime A=- , eliminujeme tym stochasticky c¢len s dIW, a teda naSe

portfolio sa stane bezrizikovym. Preto aj narast ceny takéhoto portfolia musi zodpovedat’
narastu hodnoty kazdej inej bezrizikovej investicie. Ak by napriklad ndrast ceny tohto
portfolia bol vacsi ako penazi ulozenych v banke, pozi¢anim penazi v banke a ndkupom
portfolia za ne je mozné bezrizikovo zarobit’ teoreticky neobmedzenu sumu petiazi —

vznikla by arbitraz. Podobne by tomu bolo naopak. Peniaze ulozené v banke maju v Case t
hodnotu p(t)= p(0)e” a teda musi platit, e dP = rPdt. Porovnanim a dosadenim z A
dostaneme vysledny tvar Black—Scholesovej parcialnej diferencialnej rovnice:

2
6V(S,t)+rS 6V(S,t)+lG2S2 d V(S,t)_rV 0
ot oS 2 oS?

Expiratnd podmienka (alebo tiez payoff) pre eurdpsku call opciu je
V,.(S,7)=max{S - E,0}, pre put opciu V., (S.7)=max{E - S.0}. Z vyjadrenia pre dS
vidime, Ze ak cena akcie S je v nejakom &ase ¢ nulova, je tiez nulova pre I'ubovolné r>1".
Expira¢na podmienka je pre nulovu cenu akcie tiez nulova a teda opcia nema v takomto
pripade Ziadnu cenu aj napriek tomu, Ze do expirdcie eSte mdze ostat’ nejaky cas. Z toho
vyplyva T'avd okrajova podmienka VL,L,(O,t)=O. Pre S — ooje uplatnenie opcie isté¢ a
zarobok je porovnatelny scenou akcie. Teda cena opcie tiez ide do nekonecna:

ym V. (S,t) = o . Okrajové podmienky pre put opcie su odlisné. Ak je cena akcie nulova,

hodnota expiracne] podmienky pre put opciu je E, teda v Case ¢ je to sucasna hodnota:
_ 7}"('/'7!) o . v . o e v
V., (O,t) = Fe . Ak cena akcie ide do nekonecna, uplatnenie opcie je nezmysel, pretoze

akciu je mozné predat’ za omnoho vysSiu cenu, nez E. Preto je vtedy put opcia bezcenna:

;i_rgVep(S,t)zo.

Black—Scholesova parcialna diferencialna rovnica ma pre europske call opcie aj
explicitné rieSenie, ktoré je vSak vyjadrené pomocou Statistickych integralov, resp.
distribucnej funkcie normalneho N(0, 1) rozdelenia:

V,.(S,1)= Sd(d, )~ Ee""(d,),
kde

x oy

®(x)= ﬁ J‘e77dy ,
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Pre put opciu je explicitné rieSenie:
V,,(S,0)= Ee" " D(-d, )~ Sb(-d,),

pre ktoré je jednoduché si overit’, Ze splila put—call paritu. Na nasledujucom obrazku vidno
rieSenia pre europsku call opciu sréznymi Casmi do expiracie spolu s expiracnou

podmienkou:

40
30
20

10

40 60 80 100

Cim krat$i ¢as do expiracie ostava, tym viac sa rieSenie priblizuje k expiracnej podmienke.

Na d’alsom obrazku st znazornené podobné rieSenia pre eurdpsku put opciu:
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Z tohto obrazku vidime, Ze rieSenia su pre urCité ceny akcii menSie, neZ vnitorna hodnota

(intrinsic value, ¢iZe hodnota dand vyrazom E -V, (S,t)). Tento fakt ma vel'ky vyznam

pri ocerniovani americkych put opcii.

1.1.2 Opcie na akcie vyplacajuce dividendy

Predpokladajme, e akcia v ¢asovom intervale (f,+dr) vyplica dividendu
D(S,t)dt . Ak napriklad D(S,t)=D’S , potom D" je spojito vyplacany dividendovy tirok
(vid’ analdgiu s cudzimi menami v kapitole 11.2). Po vyplateni dividendy musi nutne cena
akcie adekvatne klesnut, inak by vznikla prilezitost pre arbitraz. Stailo by tesne pred
vyplatenim dividendy akciu kupit' a po vyplateni predat’ s bezrizikovym potencidlne
neobmedzenym ziskom. Teda nové vyjadrenie pre vyvoj ceny akcie vyplacajucej
dividendy je:

dS = (uS — D(S.t))dt + aSdW, .

Odvodenie parcidlnej diferencidlnej rovnice je analogické ako v §tandardnom

Black—Scholesovom modeli, akurat si treba uvedomit, Ze zmena ceny portfolia za ¢asovy

okamih dr v sebe zahfiia aj ziskant dividendu AD(S,t)dt (ked’Ze mame v portfoliu A
akcii). Teda dP = dV, (S.,t)+ AdS + AD(S.t)dt . Pomocou tejto modifikacie originalneho

postupu vznikne vysledna parcialna diferencialna rovnica:

2
W0 s - ps.) 2L v Lo 7

-V =0.
ot oS 2 oS?

Obmedzme teraz skupinu funkcii D(S,#) na B(I)S , teda na dividendy

proporcionalne cene akcie. Ak oznacime

13

Iﬁ(r )t

SW)=50)e" .
z Itoovej lemy vyplyva, Ze ds = ,w§dt+0'3’dWl. Teda na S plati origindlny Black—

Scholesov model. Nech jeho rieSenim je napriklad 7, (5 ,t) pre eurdpske call opcie. Potom

t

Iﬁ(f)df

I/ec(S>t):I7ec SeT ’t 2

¢o znamend, Ze v explicitnom vyjadreni pre cenu eurdpskej call opcie nahradime S

t

D(r)dr
vyrazom Se” . Tym dostaneme explicitné vyjadrenie rieSenia pre opciu na akciu
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vyplacajucu proporcionalne dividendy D (t) Dvoma S$pecifickymi vyjadreniami funkcie
D(¢) pouzivanymi vo financiach su:
e D (t) = D", ¢o znamena, Ze akcia vyplaca spojity dividendovy tirok D’
e D(t)=D}5(t~1,),kde D} je konstanta, Sje Diracova 5-funkcia (Vid
prilohu A). To znamena, Ze akcia vyplaca v Case ¢, konkrétnu

dividendu Dj . Z vlastnosti d—funkcie vyplyva, Ze

{
ID;é(s —t,)ds = DYH(t —t ), kde H je Heavisidova funkcia.
0

Ked” mame diskrétnu dividendu v Case 7, treba v modeli oSetrit’ ¢asovy usek od

t,=t,—dt azpo t; =t, +dt. Cena akcie skokovo klesne po vyplateni dividendy, teda

plati: S(t;): S(t; )e_D*; . Ked’Ze cenovy skok akcie je presne kompenzovany dividendou,
cena portfélia P ,,naskoci* v ¢ase t; v dosledku pohybu ceny akcie. Cena opcie tiez musi
zostat spojitd, z ¢oho vyplyva podmienka skoku:

lim V,,(S(¢).¢) = lim¥,.(S(¢).¢), alebo inak zapisané V(S (t; lt; ) = V(S (t; ),t; )
t-t,

t—>t,"
Je dolezité vSimnut® si, Ze doteraz sme predpokladali, Ze cena derivatu je funkcia dvoch
nezavislych premennych Sa t. Podmienka skoku vSak vyzaduje v danom c¢asovom
okamihu skok ceny akcie, preto cena akcie je uvedend v zavislosti od ¢asu.
Na nasledujicom obrdzku st zobrazené rieSenia pre eurdpsku call opciu
vyplacajicu konstantny spojity dividendovy urok, kde tiez vidno, Ze rieSenia ,,podbehnu*

pre urCité ceny akcie expiratni podmienku, ¢o ma vplyv na ocenovanie americkych opcii:

40 r

20

10r

40 60 80 100
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Ak akcia vyplaca spojity dividendovy urok D", explicitné riesenie Black—Scholesovho

modelu ma tvar:

kde

V. (.0)= e 0 050(d,)- Ee U 0(d, ),

v, (S,0)= Ee " o(~d,)—e " SD(~d,),
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