Ocerovanie finanénych derivatov Diplomova praca

[.1.  Americké call a put opcie

Americké opcie majia oproti eurépskym navySe moznost uplatnenia pred
expiracnym ¢asom. Teda vlastne ddvaji viac moznosti zarobit’, ¢o by sa malo prejavit’ ich
vysSou cenou. Cena americkej opcie nikdy nemoze byt mensia ako cena eurdpskej, lebo by

vznikla arbitrdz predajom eurdépskych a nakupom americkych opcii.

[.1.1  Americké opcie ako problém volnej hranice

Pozrime sa teraz na eurdpske call opcie na akcie nevyplacajuce dividendy. Z grafu
rieSenia Black—Scholesovho modelu vidime, Ze cena opcie je vzdy nad jej vnatornou

hodnotou reprezentovanou expira¢nou podmienkou:
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Teda aj cena americkej call opcie je vyssia ako jej vnutorna hodnota. To je dovod, preco je
neefektivne uplatnit’ americka call opciu pred expirdciou. Dostali by sme totiz iba
max{S -k, 0}, ¢o je v kazdom case pred expirdciou pre 'ubovolnu cenu akcie v tom case
menej ako cena opcie. VyhodnejSie je opciu predat’. Preto je americkd call opcia na akcie
nevyplacajuce dividendy ekvivalentna europskej.

7, grafu funkcie ceny eurdpskej call opcie na akcie vyplacajuce spojity dividendovy
urok a europske put opcie vyplyva, Ze existuje neprazdny interval pre cenu akcie, v ktorom

je cena danej opcie mensia ako jej vnutorna hodnota:
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Dalsia diskusia sa bude tykat' americkej call opcie na akcie vyplacajuce spojity
dividendovy urok. Pre put opcie je situdcia analogicka.
Ak by platilo, Ze Vyeq = Veea, potom by pre nejaké Sbolo V, , <S—E a teda

nakupom americke] opcie a jej okamzitym uplatnenim by doSlo k arbitrazi so ziskom

S—E-V,_,. Teda dostdvame d’alSiu podmienku pre americku opciu:

acd *

V., >max{S - E,0}.

Na nasledujucom obrazku je graf funkcie americkej call opcie na akciu vyplacajicu spojity

dividendovy urok vypocitanej v diskrétnych bodoch metédou popisanou v kapitole VI.2:
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Oznaéme si bod, v ktorom sa graf funkcie V.4 stretava s expira¢nou podmienkou
S; (t) Potom je jasné, Ze pre S < S, (t) nie je vyhodné opciu uplatnit’ a pre S > S, (t) nie
je vyhodné opciu drzat. S, (t) sa nazyva optimdlna cena uplatnenia opcie (optimal
exercise price). Ked'ze tito funkciu nepozndme a priori ako funkciu ¢asu, nazyva sa tiez
volnd hranica (free boundary). Problém zistenia ceny americkej opcie sa nazyva problém
volnej hranice.

Problémy volnej hranice maju svoj vyznam vo fyzike. Jedna z najjednoduchsich

verzii tohto problému je problém prekazky. Majme interval <A, B> a vramci neho
prekazku definovanu funkciou g(x), o ktorej predpokladame, Ze g”(x)< 0 a aspon pre

nejaké x e <A, B> . glx)>o0:

Teraz predpokladajme, ze mame elasticki strunu pevne uchytenu vbodoch A, B
natiahnuta cez prekazku g(x). Nasou tlohou je ngjst’ funkciu u(x) popisujucu tuto strunu.

Ked'ze body dotyku struny s prekazkou F; a F, nie st dopredu zname, ide o problém
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vol'nej hranice. Intuitivne moézeme odvodit” podmienky pre u(x) — je vzdy nad prekazkou,

pricom sa jej bud’ dotyka a vtedy je znama, alebo je linearna. Teda plati:

xe(F,F,)

g(x)
( ) 0 x € (4.F,)u(F,.B)
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\_/
/—\
\-/

u’(x) SpQ]lta

Problém mozeme formulovat’ tieZ analogickym spdsobom a zbavit’ sa explicitnej zavislosti

na bodoch vol'nej hranice (pricom g(x) rozsirime na cely interval <4, B> nulou):

1. u(x)— g(x) >0 xe <A, B>
2. —u"(x)u(x)-g(x)=0 xe <A, B>
3. —u"(x)=0 xXe <A, B>
4. u'(x)u(x) spojita

D4 sa ukazat’, ze rieSenie takéhoto problému existuje a je jediné. Takéato forma zépisu sa
tiez nazyva linearna komplementarita.
Vratme sa spit’ k americkym opciam. Pre call opciu na akcie vyplacajice spojity

dividendovy urok musi platit, ze V., (S,¢)>max{0,S - E}. Pre S < S, (r) musi funkcia

ceny spiitat’ Black—Scholesovu rovnicu:

8V1
8S2

5252 o'V
oS’

—GVS 1), (r—D)s 2~

Ak §>S, (t), potom V/

ed (S,t): S — E (pretoze opcia sa hned” uplatni, nema zmysel ju
drzat)).

Dalej cena derivatu musi byt spojitd funkcia, a teda V,, (Sf (t),t):Sf (t)-E.
aVacd (S ( )’t)

S , ktora spolu s predchadzajicou podmienkou

Otazkou je hodnota derivacie

V(8 (0).1)

definuje umiestnenie bodu S, (r). Mame tri moznosti: ™ <1, >1, =1.
. . aVacd (S ( )’ t)
Ukézme, Ze prvé dva pripady nie su spravne. Zoberme najskor — s <l:
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Potom sa vSak (za predpokladu spojitosti) v nejakom okoli bodu S, (t) funkcia

V

acd

(Sf (t),t) dostane pod svoj payoft diagram, ¢o signalizuje arbitraz. Obdobna situdcia by

s, 1)

nastala v pripade, ze
prip S

Teda dostavame problém pre ocenenie americkej call opcie na akcie vyplacajice

spojity dividendovy trok: najst’ funkciu 7, (S.):(0,7) — R tak, aby

1. BS(V,,)=0 S<S,()
2. V. (S.t)=max{S-E0} §>5,()
3. V,,(0.0)=
4. V,,(5.7)=max{S - E.,0}
V.. \S ().t
5. V8, ()00)=5,0)-E, % =1,
2
kde BS(s) je operator definovany ako % +(r-D)S % + %O'ZS ? 2S; —re

Analogickym odvodenim dostaneme problém ocenenia americkej put opcie na taku istd

akciu:

1. BS(,.)=0 S>8,(
2. V(8.1 )=max{E—S,o} S<S,(t)
3. V,(8.0)=0 S—>ow
4. V,,(S.T)=max{E - 5.0}
s, )= 55,00, L Oy

oS
Pre americké opcie teda vo vSeobecnosti neplati Black—Scholesova rovnica. Ich cena splia
nerovnicu:

8V(S,t)+( D) o, 1 25251/

o s 2

-rV <0,

¢o znamend, Ze navratnost hedgovaného portfolia nemo6ze byt vicsia, ako navratnost

bezrizikovej investicie. Vyuzijuc tento fakt dostdvame zépis problému ocenenia americke;
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call opcie v tvare linedrnej komplementarity. RieSenie nevieme vyjadrit” explicitne, ale da
sa ziskat’ numericky (vid’ kapitolu VI.2):

1. BS(V,,)<0

2. V,,>max{S—E,0}

3. BS(V, NV, —max{S—E.0})=0

Vavd

Veeas
acd 65'

Komplementarita pre put opciu je analogicka.

spojité.
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