Ocerovanie finanénych derivatov Diplomova praca

I.1.1  Americké opcie ako variatné nerovnice

Pre jednoduchost’ si zasa budeme postup demonstrovat’ najskér na vSeobecnom
probléme prekazky a potom ho budeme aplikovat’ na americku opciu. Teda mali sme tlohu
najst’ u tak, ze:

1. u(x)-g(x)>0 xe <A, B>

2. —u"(xNu(x)-g(x))=0 xe <A, B>
3. —u"(x)>0 xe <A,B>.
4. u'(x).u(x) spojita

Oznaéme teraz K mnozinu vSetkych funkcii v(x) takych, ze plati:
v(A) = v(B) =0
v(x)> f(x) xe <A, B>
v(x) je spojita

v'(x) je po Castiach spojita

Tieto funkcie sa nazyvaju testovacie funkcie a K mnozina testovacich funkcii. Je zrejmé,

7e u € K . Pre vietky v e K plati, ze (v— f)>0 akedze —u"(x)> 0, dostavame:

~u"(v-£)=0,

po zintegrovani:
I—u”(v—f)dx >0.

7 vlastnosti funkcie u plati:

B

I—u”(u—f)deO,

A

po odcitani od predchadzajtcich dvoch integralov dostdvame:

B
j—u”(v —u)dx>0.

A
Vidime, Ze integral uz nezdvisi od funkcie f explicitne, len implicitne cez mnoZinu K.
Integrujme per partes:
’

[~u'(v=u)] + Z]‘u’(v —u) dx>0.

Ked'ze u(4)=u(B) =0, dostavame:
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B !
Iu'(v—u) dc>0 prevVveK.

A

Cize problém najst u e K také, 7e pre Vve K plati uvedena nerovnica, je problém
prekdzky vyjadreny formou variacnej nerovmice. Da sa ukéazat, Ze tato formulacia je
ekvivalentna s problémom volnej hranice a Ze ma prave jedno riesenie. Vidime, Ze vol'na
hranica sa v tejto formulécii nevyskytuje explicitne a zisti sa a posteriori z rieSenia. Tato
formulécia sa tiez nazyva slabd, pretoze nepredpokladé ni¢ o druhej derivacii.

Teraz vyjadrime problém ocenenia americkej call opcie na akciu vyplacajicu
spojity dividendovy trok. Zavedenim substitiicie premennych:

S=FEe",

_%(/Q—l)x—G(k2 e +k1jru(x’ '[) ’

k = 1r2 , kzzrl_lz), x € (=o0,0), re<0,%02T>

—0o —o
2 2
dostaneme Black—Scholesovu parcidlnu diferencialnu rovnicu v tvare:
ou o’u
or  ox?

Definujme
1 1
“(ky—1)? +4k, ~(ky+1)x Z(ky—1)x
glx,7)= e“( )Tmax{eZ —e? ,0},

potom pociato¢na podmienka ma tvar:
u(x.0) = g(x.0),

podmienka, Ze cena opcie je vzdy nad jej payoff diagramom ma4 tvar:
u(x, r) 2 g(x, r)

a okrajové podmienky su:
ou ey
u(x,r) — 0 prex > «©, u,a— spojité.
X

Ked'ze i variaéné nerovnice sa pocitaju numericky a teda si obmedzené na konecny

interval, mdézeme cely problém obmedzit" na interval <— x',x? > pre nejaké dostatocne

velkéx',x” > 0. Teda dostavame okrajové podmienky na koncoch intervalu:
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u(x”,r): g(x”,r), u(x],r): 0.

Potom problém v tvare linedrnej komplementarity vyzera:

. [%_@j(u(x,r)_ o(.2)=0 vxe<_xf,xp>vre<o,%azT>

or ox’

2
. %_8_? >0 Vxe<—x’,x">Vre O,lazT
ot 0Ox 2

o (ulx.7)-g(x.7)20 Vxe(-x'x")Vre <O,%02T>

Zavedme zasa K ako mnozinu vsetkych funkcii ¢(x,r):<— x',x? >>< <0,%O‘2T > —> R

takych, ze plati:
o¢ o

o ¢(x, r),— su spojité; —— je po Castiach spojita
or ox

o #(x,7)>g(x,7) pre Vxe<—x],x”> a pre Vre<0,%a2T>

. u(x",r)z g(x”,r), u(x’,r)= 0
o u(x,0)=g(x,0).

Zasa plati, Ze u € K . Zoberme l'ubovolné ¢ € K ; potom:

(%_a_zuj(qj(x,r)_g(x, )20 Vre(-x'.x")Vre <0,%O‘2T>.

or ox’
Integrujme podl'a x:
x? 2
y(@—“—a—“]w(x,r)—g(x,r))dxzo vrelotor)
pri¢om tiez plati:
x? 2
J’(a_”_a_uj(u(x, r)— g(x, r)}ix =0 Vre <O,%0'2T>.

or  ox’

Odc¢itanim nerovnice a rovnice dostavame:
x? 2
J. (8_u —Mj(gzﬁ(x, 7)-u(x,7)x >0 Vre <0,%O'2T> .

or ox?

7_x1
Takze zasa nemdme priamu referenciu na prekazku, len implicitne cez K. Integrujme

posledny integral per partes:
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x?

ou ou(dp ou ou N 1,
—(p- — |- | —(¢- >0 V 0,—c°T).
J.ar((b u)+ 6x(6x ox g [Gx(¢ u)}x/ Te< 20- >

7_x1
Z okrajovych podmienok pre ¢ a u# mé hranatd zatvorka hodnotu 0. Teda dostdvame
parabolicku varia¢ni nerovnicu pre americkd opciu (pre put sta¢i inak definovat’ okrajové

podmienky). Problém moézeme nakoniec formulovat v tvare: ndjst u € K tak, Ze pre
V¢ e K (nazyvané testovacie funkcie) a V7 e <0,%02T > plati:

xP

[ 2 —u)e 2

— (%—@ k>0 Vre O,lazT ,
ot ox 2

ox Ox

alebo analogicky (tzv. globalna formulécia):

1 5,
—o’1
5 P
Yo Ou

, OT
—X

(%_% xdr > 0.

ou
ox Ox

(¢ =

0
Numericka implementacia rieSenia ceny americkych opcii formou variacnych nerovnic

vedie k presne rovnakému algoritmu, ako bol pouzity v kapitole VI.2.
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